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Геометрические исследования срединных поверхностей  
тонких  оболочек 

 

ФОРМООБРАЗОВАНИЕ ПОВЕРХНОСТЕЙ  
НА ЗАДАННЫХ КРИВОЛИНЕЙНЫХ ПЛАНАХ 

 

В.Н. ИВАНОВ, докт. техн. наук, профессор 
Российский университет дружбы народов,  
117198, Москва, ул. Миклухо-Маклая, 6;  E –mail:  i.v.ivn@mail.ru  

 

Современное градостроительство требует создания новых форм конструкций при 
строительстве общественных зданий, выставочных павильонов, спортивных и про-
мышленных сооружений. В статье рассматриваются возможности построения по-
верхностей на криволинейных планах, в том числе 4-х, 3-х и 2-хугольных планах с криво-
линейным контуром. Также рассматривается возможность конструирования поверх-
ностей на аналитических замкнутых контурных кривых с заданием опорных точек. 

КЛЮЧЕВЫЕ СЛОВА: формообразование поверхностей, криволинейная система 
координат, контурные кривые, поверхности на криволинейных планах.  

В строительстве, машиностроении и других областях техники широко ис-
пользуются поверхности на  криволинейных планах. В большинстве это кано-
нические формы поверхностей [1] – поверхности вращения, цилиндрические и 
конические поверхности, поверхности зонтичного типа, эллипсоидальные по-
верхности, поверхности в форме гиперболического гиперболоида. Современные 
формы архитектурных конструкций все более широко используются в совре-
менном градостроительстве [2].  В тоже время формы корпусов автомобилей, 
самолетов и вертолетов невозможно описать одним общим уравнением. Такие 
конструкции обычно разбиваются на отдельные криволинейные отсеки, путем 
вырезания их плоскими сечениями из общей конструкции. В 1960 году Амери-
канский ученый Стивен А. Кунс предложил способ задания поверхности двой-
ной кривизны с помощью граничных кривых на четырехугольных планах, по-
лучившей его имя (лоскут Кунса - Coons patch, поверхности Кунса). Опублико-
ванный им в 1967 г. препринт “Surfaces for Computer-Aided Design in Space 
Form” [3] получил широкую известность как «Малая красная книга». Предло-
женный им аппарат граничных кривых и функций сопряжения дал основу для 
всех дальнейших исследований в этой области.  

Поверхности Кунса используются при создании сложных конструктивных 
форм, которые не возможно описать единым уравнением: корпуса аэропланов, 
кораблей, автомобилей и т.п. Разбивая плоскими сечениями сложные поверхно-
стные формы на отсеки, каждый отсек аппроксимируется поверхностью Кунса. 
В Большинстве работ посвященных поверхностям Кунса, рассматриваются во-
просы компьютерного моделирования сложных конструктивных форм, обеспе-
чению непрерывности сопряжения отсеков на граница отсеков [4] .  

Однако, подход к построению поверхностей на опорных кривых четырех и 
трех угольных планах позволяет создавать новые формы пространственных 
строительных конструкций, в том числе на криволинейных планах.  Эти вопро-
сы были рассмотрены в работах [5-7].  

В статье [6] рассматривались вопросы образования модифицированных по-
верхностей Кунса на наклонных плоских опорных кривых. Некоторые их опор-
ных кривых могут лежать в горизонтальной плоскости. Если все опорные кри-
вые модифицированной поверхности Кунса расположены в горизонтальной 
плоскости, то поверхность вырождается в плоскость. При этом, в области огра-
ниченной опорными кривыми образуется плоская криволинейная система коор-
динат, включающая контурные кривые криволинейного плана. Если задаться 
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некоторой функцией вертикальной координаты в полученной координатной 
системе, это дает возможность создавать новые формы поверхностей на криво-
линейных планах.  

Рассмотрим трапециевидный план в плоскости ху с угловыми точками (р1, 

р2, р3, р4), соединенными плоскими кривыми 1(t1)  4(t4)  в той же плоскости 
(рис. 1). Получим координатную систему, включающую контурные кривые. 
  Противоположные линии контура параметризуем через общие параметры 

 1,0, vu   по формулам 
    utututu iiii кн  1 ,  i = 1, 3;   
    vtvtvtv jjjj кн  1 ,   j = 2, 4.    (1) 

Векторное уравнение трапециевидного 
криволинейного плана, получим в виде:  

     vuvuvu ,,, 21 rrr  ,        (2)                        

где  
         vutvutvu 33111 1, ρρ r ;  

        uutuvtvu 44222 1, ρρ r . 
Очевидно:    uu 10, r ;    uu 31, r ;    vv 4,0 r ;     vv 2,1 r . 
На рис. 2 приведены координатные системы 4-х угольных планов, вклю-

чающие заданные контурные кривые:  
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
а) опорные кривые:  1 - парабола с вершиной внутрь плана; 2, 4 - синусоиды 

на две полуволны; 3 - синусоида на три полуволны; 
б) опорные кривые:  1 - парабола с вершиной внутрь плана; 2, 4 - синусоиды 

на одну полуволну; 3 - косинусоида на четыре полуволны; 
в) опорные кривые:  1 - парабола с вершиной из плана; 2, 4 - синусоиды на 

две полуволны; 3 - полуэллипс;  
г) опорные кривые:  1 - парабола с вершиной из плана; 2, 4 - синусоиды на 

две полуволны; 3 - двойная циклоида; 

   2(t2) 

р2 
  р1 

р3 р4 

 1(t1) 

  4(t4) 

 3(t3) 

Рис. 1. Контурные кривые 
4-х угольного плана 

б а 
в 

г д 

е 

Рис. 2. Координатные системы на криволинейных  
             симметричных трапециевидных планах 
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д) опорные кривые:  1, 3 - параболы с вершинами внутрь плана; 2, 4 - сину-
соиды на три полуволны; 

е) опорные кривые:  1, 3 - параболы с вершинами из плана;  2, 4 - синусои-
ды на три полуволны 

Задаваясь функцией  z(u,v) получаем уравнение поверхности на заданном 
криволинейном плане: 

     kr vuzvuvu ,,, ρ .                                          (3) 
Функцию z(u,v) можно задавать, в частности, независимыми функциями ко-

ординат u,v  - (u)  и  (v), и их комбинациями:    uvuz , ,     vvuz , , 
     vuvuz , ,      vuvuz ,   и  др. 

На рис. 3 построены поверхности на трапециевидном плане, соответствую-
щем рис. 2,б, с функциями    uau  sin ;    25,0 vbv  , варианты: 

а)     uvuz , ,  а = 1;       б)      vvuz , ;  b = -4; 
в)       vuvuz , ,  а = 1;  b = -2;  г)       vuvuz , ;  а = 1;   b = -2; 

 
 
 
 
 
 
 
 
 
 

Так как система координат в плоскости криволинейная, координатная линии 
на поверхности - пространственные кривые, в том числе, в общем случае и кон-
турные кривые. В случае, когда функция координаты  z  является функцией од-
ного аргумента (варианты а, б), то две опорные кривые являются плоскими кри-
выми и лежат в плоскости криволинейного плана. 

Пространственные контурные кривые можно сделать плоскими (в горизон-
тальной плоскости), если функцию   vuz ,  домножать на множители:  u - 4-я  
контурная кривая будет плоской;  (1-u) - 2-я контурная кривая плоская;          v - 
1-я  контурная кривая плоская;  (1-v) - 3-я контурная кривая плоская.     

На рис. 4 поверхности на аналогичном плане и функцией    ua  sin : 
 
 
 
 

 
 
 
 

 
 

Если функцию вертикальной координаты задать в виде суммы функций от 
координат  u  и  v, то, варьируя горизонтальные и пространственные контурные 
кривые, можно получить 15 вариантов поверхности.  

В предыдущих примерах поверхности строились на симметричном 
трапециевидном плане. Как и в случае поверхностей Кунса опорные точки плана 

а      б      в      г      

Рис. 3. Варианты поверхностей на криволинейном плане 
                          uau  sin ;       25,0 vbv     

Рис. 4. Варианты поверхностей на криволинейном плане      uau  sin                         

а   б   г
   

в   

   uvuz ,     vuvuz ,      vuvuz  1,       vvuvuz  1,  
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можно смещать [5, 6], получая план в виде произвольного четырехугольник, 
параллелограмма, а совмещая опорные точки получаем поверхность на тре-
угольном или двухугольном (опорные точки на одной прямой) криволинейных 
планах.  
        На рис. 5 поверхности на аналогичном плане и функцией    vav  sin . 

 
 
 
 
 
 
 
 
 

 
На рис. 6 поверхности с синусоидальными функциями вертикальной 

координаты на пять полуволн:    uau  5sin ,    vbv  5sin ;  

     vuvu  , ;        vvuuvuvuz  11,, . 

Рис. 6,а-в  =0  - 3-я опорная кривая пространственная линия;   рис. 6,г-з  
=1 - все опорные кривые - плоские, в горизонтальной плоскости. Планы 
опорных точек: а) прямоугольный; б) параллелограммовидный; в) 4-х угольный с 
одним прямым углом; г-е) треугольные планы; ж-з) опорные точки на одной 
прямой. 

 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 

На рис. 6,г  3-я и 4-я опорные точки совмещены на оси симметрии прямо-
угольного плана;  рис. 6,д  1-я и 2-я опорные точки совмещены на оси симмет-
рии прямоугольного плана; рис. 6,е  2-я и 3-я опорные точки совмещены на оси 
симметрии прямоугольного плана. Рис. 6,ж - 4-я и  3-я опорные точки совме-
щены с 1-й и 2-й точками соответственно на одной прямой.. Рис. 6,з - 2-я и  4-я 
опорные точки совмещены со  1-й  и  3-й точками соответственно на одной 
прямой на диагонали прямоугольного плана. 

На рис. 7 показана возможность построения поверхностей на круговом 
плане. На окружности устанавливаются опорные точки. Контурными кривыми 
являются  отрезки окружности между опорными точками. На рис. 7,а,б опорные 
точки образуют прямоугольный план. На рис.7,в   опорные точки попарно со-
вмещены. 

Рис. 5. Варианты поверхностей на криволинейном плане     vav  sin                        
                                         

   uvvuz ,      uvvuz  1,       uuvvuz  1,   vvuz ,  

а   б   г   в   

Рис. 6.  Поверхности  с вариантами планов опорных точек 

а б в г 

д е ж з 
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Функция вертикальной координаты  
       vvuuvuvuz  11,,  - контурные кривые в горизонтальной плоскости, 
     vuvu  , ,        vvuuvuvuz  11,, . 

Положение опорных точек определяется радиусом с направляющим углом  
от оси симметрии прямоугольного плана (ось х):    

а)  = 0,25, опорные точки на квадратном плане; 
б)  = 0,15 - прямоугольный план; 
в)  = 0,15 - две опорных точки, контурные кривые две полуокружности. 
 
 
 

 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 

На рис. 7 в верхнем ряду приведены координатные системы на круговых 
планах, в нижних рядах общий вид поверхностей. В среднем ряду функции:  
   uau  3sin  - синусоида на три полуволны,    25,0 vbv  - парабола. 

В нижнем ряду поверхности с функциями вертикальной координаты:  
   uau  2cos1 ;      vav  2cos1 . 

Аналогично можно формировать поверхности на других замкнутых кри-
вых, используя опорные точки.  

 
 
 
 

 
 
 
 
 
 

На рис. 8 представлены поверхности на эллипсоидальном плане: а, б 
– с четырьмя симметричными опорными точками (прямоугольный план 

Рис. 7. Поверхности на круговом плане 

a б в 

Рис. 8.  Поверхности  на эллипсоидальном плане 

а б в г 
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опорных точек);  в, г – с тремя опорными точками (равнобедренный тре-
угольный план опорных точек). На рис. 8,а,б – синусоидальные функции 
вертикальной координаты: up sin ;  vt sin ; а - р=5, t=1; б - р=3, 
t=3. На рис. 8,в,г – косинусоидальные функции:    upau  cos1 ;   
   vtav  cos1 ; в - р=3, t=2; б - р=5, t=4. 

Отметим, что координатная система на замкнутых кривых, отличается от 
полярной координатной системы круга или параметрической системы коорди-
нат эллипсоидального плана. 
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THE FORMING OF THE SURFACES ON THE CURVED COUNTER PLANES 

V.N. Ivanov 
RUDN University, Moscow, Russia 

The article concerns the questions of the forming of the space thin walled structures on 
curvilinear planes. They may be used for constructions of the social buildings, exhibition, on 
sport structures. This method may be used for forming surfaces at  4, 3 and 2-angale plans 
with curvelinear supporting contour lines and on the planes of closed curves as circle or ellipse 
as well.    

   KEY WORDS: supporting curves, supporting points, curved counter planes, forming 
of the surfaces on the curved planes. 
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Analysis of thin elastic shells 
 

ON THE INVESTIGATIONS OF RULED HELICAL SHELLS IN 2000-2017 
 

Vladimir Jean PAUL, BSc 
RUDN University, Russian Federation 
117198, Moscow, Miklukho-Maklaya street, 6;  
E-mail: jeanpaulvladimir@yahoo.fr 
 

Currently, much attention is paid to development of infrastructure, which is associated 
with an increase in construction volumes and reducing the area of development, as well as 
introducing new architectural forms in the typical structures of socio economic purpose. The 
peak of publication on analytical methods of linear analysis of helicoidal shells was in the 
1950s.  In this work, detailed review of the literature on the topic of the geometry, the static 
analysis, and the use of ruled helicoidal shells in the 2000-2017 years is presented. 
        KEY WORDS: ruled helical surfaces, methods of strength analysis, helicoid, pretwisted 
beam, shell. 
 

In the second half of the twentieth century, a lot of papers on geometry, the static 
analysis and the application of helicoidal shells including ruled helical shells were 
published. The most complete review is given in the review manuscript of S.N. 
Krivoshapko [1] with 181 references. Five types of ruled helical surfaces (Fig. 1) are 
described in a work [2]. 

        After 2000, only several scientists-mechanics continued to deal with the ruled 
helicoidal shells, basically they developed analytical and semi-analytical methods of 
static analysis. 

For example, stress-strain state of developable helicoids (Fig. 1, c) under the ac-
tion of uniformly distributed static load was studied in [3]. Thin open developable 
helicoidal shells are used in mechanical engineering and in civil engineering. The 
numerical analysis of shell stress-strain state was fulfilled with the help of the Runge-
Kutta method. The analytical asymptotic method of analysis is presented for thin elas-
tic open helicoidal shallow shells given in curvilinear non-orthogonal conjugate coor-
dinates. 

Right helicoids (Fig.1, a) were investigated by M.I. Rynkovskaya [4]. She found 
some inaccuracies in the method of calculation proposed by V.G. Rekach [5]. 

Apparently, it is necessary to introduce a subspecies of right helicoids – pre-
twisted beams or plates which from  a point of view of  the geometry are right heli-
coids with straight generatrix that intersects the helix axis, that is, a straight generatrix 
exists on either side of the axis. Unlike from right helicoids, pre-twisted beam is still 
at the center of attention of scientists in mechanics, and the problems of determination 

Fig. 1 [2] (а – right helicoid; b – oblique helicoid; c – developable helicoid;  
d– pseudo-developable helicoid of general type offered by S.F. Pilipaka;  

e – pseudo-developable helicoid). 

а b c d e 
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of forms and the frequencies of natural oscillations are investigated in a dozen of 
works [6]. 
       E.M. Tupikova [7] is actively working on finding analytical and numerical meth-
ods for the calculation of oblique helicoids (Fig. 1, b). She solved only one- dimen-
sional problems for this type of helicoids.  

Only one researcher was looking for methods of calculation of the stress-strain 
state of long pseudo-developable helicoids (Fig. 1, e). He published only two scien-
tific papers on this subject [8]. The straight generatrixes of this surface on plane coin-
cide with the tangents to the helical guideline as well as in the case of the developable 
helicoid.   

For the pseudo-developable helicoids of general type offered by S.F. Pilipaka 
(Fig. 1, d) [9], the author didn’t find data on determination of their stress-strain state 
by either analytical or numerical method. 
        Although the number of publications devoted to geometry, static calculation and 
application of ruled helicoidal shells decreased significantly, but their application has 
not declined, and it is obviously from the scientific paper of A. Bogolyubov [10]. 
        Conclusion      
       After reviewing of the available scientific and technical literature, the author de-
cided to choose the theme for his master's thesis: "Numerical experiments on the se-
lection of a thin ruled helicoidal shell as applied to civil structures" and I hope that the 
results obtained in the process of the preparation of the thesis will be useful to my 
homeland, Haiti. Especially because it’s popular, attractive and it conserves space; 
it’s a new technology which big countries use for their cities to give them good-
looking, pretty and it gives many space for people to move along that’s why we say 
that it’s economic. It’s the best technology for my country because my homeland 
doesn’t have a big superficies. Below there are some examples in pictures of this 
technology (Fig. 2, a,b,c). 

   
Figure 2. Examples for ruled helicoidal shells 

a) shopping center, Miami 
(USA) 

b) business center,  
New Jersey(USA), 

c) Nap Architects, 
Japan 
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ОБ ИССЛЕДОВАНИЯХ ЛИНЕЙЧАТЫХ ГЕЛИКОИДАЛЬНЫХ ОБОЛОЧЕК В 
2000-2017 ГОДАХ 

ВЛАДИМИР ЖАН ПОЛЬ, бакалавр, 
Российский университет дружбы народов, Москва, Россия 

В настоящее время большое внимание уделяется вопросам развития инфраструктуры, что 
связано с увеличением строительных объёмов при уменьшении площади застройки, а также 
привнесения новых архитектурных форм в типовые строения общественно-хозяйственного на-
значения. В работе был произведен детальный аналитический обзор литературы на тему, посвя-
щенную геометрии, статическому расчету и применению линейчатых винтовых оболочек, опуб-
ликованной в 2000-2017 годах.  

КЛЮЧЕВЫЕ СЛОВА: линейчатые винтовые поверхности, методы  прочностного расчета, 
геликоид, предварительно закрученный стержень, оболочка.  
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Расчет и проектирование строительных конструкций 
 

МОНТАЖНОЕ НАПРЯЖЁННО-ДЕФОРМИРОВАННОЕ СОСТОЯНИЕ 
ШАРНИРНО-СТЕРЖНЕВОГО ПОКРЫТИЯ СКЛАДА  

ШАРОВ  И РЕАГЕНТОВ 
 
А.М. ЮГОВ, доктор технических наук, профессор, заведующий кафедрой тех-
нология и организация строительства ГОУ ВПО «ДонНАСА» 
286123, г. Макеевка, ул. Державина, 2, 
E-mail: amyrus@mail.ru 
А.Б. БОНДАРЕВ, инженер по металлоконструкциям строительной дирекции 
АО «Рудник имени Матросова», 685000, Магадан, ул. Пролетарская, д. 12 
E-mail: bondarev_a_b_rus@mail.ru, BondarevAB@polyus.com 
 

В данной статье выполнен обзор ранее проведённых работ по части расчёта 
точности, определения монтажных нагрузок в металлических конструкциях. Даны ре-
зультаты исследования монтажного напряжённо-деформированного состояния, воз-
никающего в металлоконструкциях большепролетного шарнирно-стержневого покры-
тия склада шаров и реагентов. Численное исследование монтажного напряжённо-
деформированного состояния выполнено методом конечных элементов, который реа-
лизован в вычислительном комплексе SCAD. Также приведена оценка влияния величин 
монтажных усилий на несущую способность отдельных стержней оболочки покры-
тия. Представление усилий выполнено в виде гистограмм. Полученные величины усилий 
указывают, что необходимо разработка мероприятий, направленных на снижение ве-
личин начальных усилий, возникающих при сборке покрытия, и соответственно гео-
метрических отклонений в покрытии при его проектировании. 

КЛЮЧЕВЫЕ СЛОВА: монтажное напряжённо-деформированное состояние, гео-
метрические отклонения большепролетные металлические пространственные покрытия, 
монтажные воздействия, математическое моделирование 
 

ВВЕДЕНИЕ 
 

Известно, что действительная форма и положение узлов шарнирно-  стерж-
невой оболочки, а также реальное монтажное напряжённо- деформированного 
состояния (МНДС) отличаются от состояния, заданного проектом. Следо-
вательно, вопросы, связанные с учётом отклонений в конструкциях при их 
проектировании и определении МНДС актуальны. Известно, что наличие 
отклонений, как правило приводит к большому количеству непредвиденных 
трудовых и финансовых затрат, как правило, не учтённых в стоимости 
строительного объекта. Накопление отклонений может привести к аварии 
покрытия, например, как так было с купольным сооружением ВНИЦ ВЭИ им. 
В.И. Ленина в г. Истра, Московская область, Российская Федерация. 

Определение МНДС большепролетных шарнирно-стержневых металли-
ческих покрытий с учётом точности изготовления, и последовательности 
сборки при расчёте конструкций является важной научно-технической задачей. 
Сетчатые шарнирно-стержневые конструкции подобны по своему устройству 
кристаллической решётки металла [29]. Учёт отклонений, как правило, выпол-
няется методом статистических испытаний. Для определения и учёта отклоне-
ний на этапе проектирования разработка методики расчёта точности больше-
пролетных шарнирно-стержневых металлических покрытий. С целью борьбы с 
отклонениями разработаны соответствующие конструктивные решения оболо-
чек. Такой комплексный подход к проектированию покрытий позволяет повы-
сить их несущую способность. 
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В данной статье выполнено определение и анализ МНДС на примере шар-
нирно-стержневого металлического покрытия склада шаров и реагентов с от-
клонениями при разных технологических схемах сборки – в продольном на-
правлении (ПДС), и в поперечном направлении (ППС). 

 

ОБЗОР РАНЕЕ ПРОВЕДЕННЫХ ИССЛЕДОВАНИЙ 
 

В работах А.М. Югова и А.Б. Бондарева исследованы величины 
отклонений и МНДС шарнирно-стержневых металлических оболочек 
покрытий. В результате проведённых исследований разработана компьютерная 
программа и методика для расчёта точности, и методика определения МНДС [2-
5, 22]. 

Для расчёта точности большепролётных шарнирно-стержневых 
металлических конструкций, а по сути в целях разработки методов 
прогнозирования возможных отклонений большепролетных купольных 
покрытий впервые В.А. Савельев совместно с Е.В. Лебедем в ЦНИИПСК им. 
М.П. Мельникова на основе геометрических процедур, которые аналогичных 
тем, что используются в геодезии разработали методику определения 
геометрических отклонений пространственных металлических конструкций в 
вероятностной постановке как численной имитации на компьютере процесса 
его сборки и монтажа с использованием метода Монте-Карло. Разработанная 
В.А. Савельевым и Е.В. Лебедем методика была также реализована в 
разработанных Е.В. Лебедем программах GENES, SBORKA и MONTAG [10-
13]. В.А. Савельев и Е.В. Лебедь использовали программу MONTAG при 
корректировке проекта главного корпуса ВНИЦ ВЭИ им. В.И. Ленина в 
Российской Федерации, Московская область, г. Истра по варианту «Цилиндр» 
[14-17]. Геометрические процедуры, которые используются в программах 
GENES, SBORKA, MONTAG аналогичны тем, что применяются в геодезии при 
геодезических построениях, например, при разбивке земельных участков и 
реализованы, в таких известных программных комплексах как Micro Survey, 
Autodesk Civil 3D, GEOZEM, Objectland, и других. 

В настоящее время Е.В. Лебедь совместно со своими учениками занимается 
исследованием отклонений в металлических купольных покрытиях, вызванных 
неточностями изготовления и монтажа, а также анализом НДС 
металлоконструкций купольных покрытий с учётом отклонений [18, 19, 20]. 

О.И. Ефимов в своих исследованиях [8] проанализировал работу 
структурных конструкций с узловыми эксцентриситетами и податливыми 
узлами. В результате исследований О.И. Ефимов разработал методику расчёта 
структур с такими отклонениями. Использование целенаправленного введения 
податливости позволило регулировать усилие в стержнях структурной 
конструкции и снизить металлоёмкость на 28%. 

Д.М. Хусаинов под руководством И.Л. Кузнецова [9, 21] провёл анализ 
несовершенств, влияющих на работу облегчённых арочных конструкций по 
результатам натурных обследований эксплуатируемых зданий. Дана оценка 
действительного состояния арочных зданий по результатам натурных 
обследований, разработана методика определения допусков на изготовление и 
монтаж облегчённых арочных зданий, даны рекомендации по повышению 
качества проектирования, изготовления и монтажа арочных зданий. 
Рассматривались эти задачи без привлечения современных методов 
компьютерного моделирования, а именно рассматривался верхний пояс арки 
как отдельный погнутый стержень, опёртый на упругоподатливые опоры. Воз-
ведение малоизученных и недостаточно апробированных и рискованных конст-
руктивных форм, например, как на рис. 1, 2 может привести к аварии покрытия 
(купол в Истре, аквапарк в Ясенево, Бауманский рынок и многие другие). 
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Рис. 1. Конструктивная форма стадиона ВТБ Арена парк – Центральный стадион 

«Динамо», г. Санкт-Петербург, Российская Федерация. 

 
Рис. 2. Конструктивная форма стадиона Олимпийский, г. Киев, Украина 

 

Изучая известные аварии большепролетных покрытий с серьезными 
последствиями, можно заключить, что их причины ничем не отличаются от 
причин аварий обычных зданий [6]. Краткий  перечень аварий, которые 
произошли за последние три десятилетия со средней периодичностью раз в два-
три года приведены ниже на рис. 3, 4 и заимствовано из работы Д.Ю. Дробот 
[7]: 

- 1985 г. Обрушение купольного сооружения ВИС ВЭИ им. В.И. Ленина (г. 
Истра, РФ); 

- 2004 г. Потеря устойчивости одной из колонн привела к обрушению 
железобетонной оболочки аквапарка (г. Москва, р-н Ясенево); 

- 2006 г. Покрытие Бауманского рынка (г. Москва); 
- 2009 г. При запроектной величине ветровой нагрузки произошло 

обрушение каркасно-тентового покрытия стадиона «Probing Cowboys» (Даллас, 
США); 

- 2009 г. Обрушение половины покрытия еще несданного в эксплуатацию 
стадиона «Gong Badak». 

Техническая комиссия по расследованию причин аварии рассматривала 
разные версии, но явной причины обрушения купола так и не обнаружила. Наи-
более правдоподобной была версия о том, что действительная форма купола 
значительно отличалась от проектной. Монтаж вёлся навесным способом снизу 
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вверх и погрешности монтажа, накапливаясь, уменьшали и без того малую кри-
визну верхней части купола. В результате верхняя часть купола работала не как 
оболочка, а скорее, как плита. Более того, во время монтажа уже были неприят-
ности. Некоторые сжатые стержни теряли устойчивость. Причину перегрузки 
устранили, а погиби, видимо, остались [1]. 

 

 
Рис. 3. Купольное сооружение в г. Истра, Российская Федерация - 1985 г. 

 
Рис. 4. Покрытие стадиона Gong Badak, 2009 г. 

 

Известно, что диссертационные исследования, посвящённые отклонениям, 
допущенным при монтаже конструкций большепролетных шарнирно-
стержневых покрытий, как правило, выполнялись без экспериментальной 
проверки полученных результатов. Исключение может составить, например 
работа В.И. Буякаса и А.С. Гвамичавы [23], Gaul L. [24], Kartal M.E. [26], Kim 
H.M. [28], посвящённые исследованию влияния отклонений на отражательную 
способность радиотелескопов и потому их результаты не могут быть 
применены для строительных конструкций. 

В результате анализа источников зарубежной литературы следует отметить 
работы Kaouk, Zimmerman [25], Kaveh A. [27], Tsou P. [31], Chars J. Gantes [32], 
в которых отражены вопросы вибродиагностики дефектов конструкций антенн, 
радиотелескопов. Многие из них предлагают установку регуляторов формы для 
радиотелескопов при их эксплуатации. В зарубежной литературе такие 
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конструкции называются адаптивными, т.е. приспосабливающиеся под условия 
эксплуатации. Для повышения надёжности конструкций в отдельных работах 
рекомендуется «управлять их поведением» или создавать так называемые 
«адаптируемые системы» [28, 30]. 

 

ОБЪЕКТ И ЦЕЛЬ ИССЛЕДОВАНИЯ 
 

Цель работы – оценка МНДС шарнирно-стержневого металлического по-
крытия склада шаров и реагентов с отклонениями при сборке. 

Объект исследования – двухпоясное шарнирно-стержневое большепро-
летное металлическое покрытие склада шаров цилиндрической формы (рис. 5). 
Покрытие представляет собой двухпоясную оболочку с размерами монтажных 
блоков в плане 15000×6000 мм, из стали С245, монтажный блок цилиндриче-
ского покрытия с маркировкой элементов (рис. 6). 

 
Рис. 5. Фасад  двухпоясного шарнирно-стержневого большепролетного металлического 

покрытия склада шаров и реагентов цилиндрической формы 
 

Жесткостные характеристики элементов определены в предположении, что 
гибкость λ = 120. Радиус покрытия – 15 м. Распор цилиндрического покрытия 
гасится жёстким соединением его опорных конструкций с основанием. При 
разработке проекта принята поэлементная схема сборки монтажных блоков по-
крытия на подмостях. После собранный монтажный блок покрытия устанавли-
вается стреловым краном на опору. 

 

 
Рис. 6. Поперечная диафрагма двухпоясного шарнирно-стержневого большепро-

летного металлического покрытия склада шаров и реагентов цилиндрической формы 
 

МЕТОДИКА ИССЛЕДОВАНИЙ 
 

Монтажное воздействие – нагрузка от сборочных отклонений, которые оп-
ределены расчётом собираемости. В качестве расчётной схемы покрытия при-
нят фрагмент пространственной шарнирно-стержневой системы (рис. 7). Стати-
ческий расчёт выполнен методом конечных элементов (МКЭ) с использованием 
вычислительного комплекса (ВК) SCAD 11.5. 
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Примыкание пространственного блока цилиндрического покрытия к ко-
лонне принято жёстким. Стержни покрытия по типу конечного элемента явля-
ются пространственными (элемент пространственной фермы), степени свободы 
ХYZ положение произвольное. Расчётная схема монтажного блока покрытия 
состоит из 95 узлов и 560 элементов (рис. 8). 

 
Рис. 7. Схема исследуемого монтажного блока с указанием марок элементов, габаритов 

и направления сборки 
При формировании расчётной схемы учтено, что она будет пространствен-

ной, а система координат будет Декартовой (плоскость ХОZ, YOZ и ХОY). Для 
определения и анализа МНДС покрытия выполнено моделирование отклонений 
в стержнях при помощи температурного воздействия, действующего вдоль за-
мыкающих стержней покрытия. 

 

 
Рис. 8. Расчётная схема исследуемого монтажного блока 

 

При определении монтажных усилий, возникающих от отклонений длин 
стержней оболочки рассмотрены следующие последовательности сборки – про-
дольная (ПДС) и поперечная (ППС) сборка. 

При расчёте, будем принимать что: изменение жёсткости покрытия в про-
цессе сборки происходит за счёт изменения расчётных схем при сборке – реали-
зовано в ВК SCAD 11.5, путём применения модуля «МОНТАЖ»; отклонения 
будут рассмотрены для идеальной расчётной схемы, т.е. без отклонений узлов 
оболочки; МНДС проанализировано только в ВК SCAD 11.5; только темпера-
турным воздействием, действующим вдоль продольной оси элемента – таким 
образом, смоделировано отклонение длины элемента. К рассмотрению приняты 
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только отклонения нормативных допусков на изготовление в соответствии с 
ГОСТ 23118-99 и монтаж с СП 70.13330.2012; отклонения элементов подчине-
ны нормальному закону распределения и будут рассмотрены статистическим 
методом. Формирование расчётной схемы и расчёт оболочки в ВК SCAD 11.5 
сводится к: определению её геометрических размеров; заданию геометрических 
характеристик сечений элементов; вводу координат узлов расчётной схемы; за-
данию жёсткостей элементов; заданию узлов её крепления с колонной; нумера-
ции узлов и элементов выполнена путём генератора расчётной схемы в среде 
ВК SCAD; заданию действующих нагрузок и собственно расчёт. 

 

ОПРЕДЕЛЕНИЕ И АНАЛИЗ МОНТАЖНЫХ УСИЛИЙ 
 

Анализ результатов расчёта МНДС покрытия с учётом отклонений выпол-
нен путём сравнения проектных усилий (напряжений) в элементах с дополни-
тельными (монтажными) усилиями (напряжениями), вызванными неточностями 
изготовления и монтажа. 

Для анализа МНДС покрытия с учётом отклонений рассмотрен монтажный 
блок цилиндрического покрытия. В результате расчёта покрытия с учётом от-
клонений получены величины сборочных усилий в элементах при продольной и 
поперечной сборке (рис. 9…10). На гистограммах приведены усилия от основ-
ного сочетания нагрузок (Nэл.), и суммарные (N1…N4). Поясним обозначения 
принятые, на гистограммах (рис. 5…6): 1 – усилие в элементе от основного со-
четания нагрузок (Nэл.); 2 – усилие в элементе от отклонений изготовления при 
поперечной сборке – ППС (N1); 3 – усилие в элементе от отклонений изготовле-
ния при продольной сборке – ПДС (N2); 4 – усилие в элементе от отклонений 
монтажа при поперечной сборке – ППС (N3); 5 – усилие в элементе от отклоне-
ний монтажа при продольной сборке – ПДС (N4). Под значением суммарного 
усилия приведена величина перегрузки сечения в долях от единицы. Несущая 
способность элемента, показана на гистограмме как Nmax. 

 

 
Рис. 9. Величины усилий в элементах П1, П2. 

 
Рис. 10. Величины усилий в элементах С1, С2. 

 

На гистограммах представлено изменение величин сборочных усилий по 
отношению к несущей способности сечения стержней. Несущая способность 
стержня на каждой гистограмме принята за 1, а величина сборочного усилия по 
отношению к несущей способности показана в частях от 1. Например, для эле-
мента П1-П2 величина перегрузки сечения от действия сборочного усилия при 
поперечной сборке N2 = 1,65 или 65% (рис. 4). В элементе С1-С2 максимальное 
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усилие от расчётной нагрузки составляет Nэл. = 10 кН. Максимальная величина 
дополнительного усилия от отклонений при ППС сборке от неточностей мон-
тажа составляет Nппс = 303 кН. Величина суммарного усилия в элементе от от-
клонений изготовления при поперечной сборке составляет N1= Nэл. + Nппс = 10 + 
303 = 313 кН, где Nппс – усилие в элементе от отклонений изготовления при по-
перечной сборке. Величина перегрузки элемента определено по отношению к 1, 
т.е. Несущая способность Nmax = 189 кН – 1, а суммарное усилие N1 = 313 кН. 
Величина перегрузки равняется отношению Nmax/N1 = 313/189 = 1,65. 

Аналогично определены значения усилий во всех остальных элементах 
оболочки, возникающие в них от отклонений. На остальных гистограммах обо-
значения будут аналогичные. С целью повышения надёжности большепролет-
ного покрытия авторами рекомендуется разработка конструктивных мероприя-
тий, направленных на «управление отклонениями». Под «управлением откло-
нениями» в данной статье подразумевается такой способ монтажа, при котором 
будет выполняться корректировка положения элементов и узлов покрытия, что 
позволяет устранить отклонения, и снизить величины монтажных (сборочных) 
усилий до малозначительного уровня. 

 

ЗАКЛЮЧЕНИЕ 
 

На основании полученных результатов можно сделать такие выводы: 
1. Выполнен обзор и анализ ранее выполненных исследований как в части 

расчёта точности, так и учёта отклонений на монтажное напряжённо-
деформированное состояние строительных конструкций. 

2. Разработана компьютерная программа для расчёта точности шарнирно-
стержневых большепролетных пространственных металлических покрытий, а 
также методика определения МНДС. Разработанные методики определения 
МНДС и ВК РАСК позволяют учесть длину стержней, форму отверстий (эллип-
тичность) и связность системы, что делает их более современными в настоящее 
время при сравнении с другими известными способами и программами расчёта 
точности и определения НДС конструкций. 

3. При выполнении сборки покрытия по схеме ПДС и ППС усилия крайне 
разнообразны, однако рекомендуется принять сборку покрытия ППС, т.к. при 
этом влияние сборочных отклонений на МНДС покрытия будет меньшим, чем 
при сборке ПДС. 
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This article gives an overview of previously carried out work on the accuracy of the 
calculation, determine the mounting loads of metal structures. Given the results of the study of 
the mounting stress-strain state, which occurs in structures-span hinge-rod cover warehouse 
balls and reagents. Numerical study of the mounting stress-strain state is made by finite 
element method, which is implemented in the computing complex SCAD. Also, see impact 
assessment values installation effort on the carrying capacity of the individual rods coated. 
Presentation of the efforts made in the form of histograms. The values obtained efforts 
indicate that the development of measures necessary to reduce the value of the initial forces 
generated during assembly cover and respectively the geometrical deviations in the coating in 
its design. 
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К ВЫБОРУ РЕШЕТКИ БАЛОЧНОЙ ФЕРМЫ 
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Национальный исследовательский университет "МЭИ", 
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        Приводятся аналитические решения задачи о прогибе плоской статически определи-
мой фермы с раскосной решеткой. Решение сравнивается с аналогичным для фермы с тре-
угольной решеткой. Преобразования выполнены в системе компьютерной математики 
Maple, обобщение на произвольное число панелей — методом индукции. Получены асим-
птотические свойства решений. Выведены формулы для усилий в наиболее сжатых и рас-
тянутых стержнях. 
        КЛЮЧЕВЫЕ СЛОВА: ферма, решетка фермы, Maple, прогиб 
 

Постановка задачи. Проще всего оценить жесткость, прочность и эксплуата-
ционные свойства сооружения, анализируя соответствующие аналитические реше-
ния.  Альтернативный и наиболее распространенный способ — численный расчет 
различных вариантов конструкции. При этом полной картины численный анализ не 
дает, получение же аналитических решений для сооружений с достаточным для 
полноценного анализа числом параметров в общем случае затруднительно. Совре-
менные математические программы (Maple, Mathematica, Maxima) позволяют дос-
таточно легко вывести формулу для прогиба и напряжений в элементах конструк-
ций, например, в фермах, с некоторой определенной конфигурацией,  с заданным 
числом элементов,  произвольными размерами, свойствами материала и нагрузка-
ми. Вывести же зависимость  решения от числа панелей можно лишь обобщая ряд 
решений задач с различным числом панелей. Это возможно для регулярных перио-
дических схем. Применительно к такой задаче в [1-5] разработан и апробирован на 
различных конструкциях метод индукции. Этот же метод применяется и в настоя-
щей работе для сравнительного анализа двух ферм с различными типами решеток.  
В качестве основной рассмотрим симметричную ферму с треугольной решеткой с 
дополнительными шпренгелями (рис. 1), содержащую n панелей в половине проле-
та. 

 

 
Рис. 1. Ферма 1, n=3 

 

Вывод формул для прогиба. Для вывода формулы зависимости прогиба фер-
мы от числа панелей и ее размеров воспользуемся программой  [1], рассчитываю-
щей в аналитической форме усилия в стержнях. В программу заложен метод выре-
зания узлов. Ферма содержит 6n + 3 узла и m = 12n + 6 стержней вместе с тремя 
опорными стержнями. Ввод данных начинается с заданием координат узлов. Нуме-
рация идет слева направо, сначала по нижнему поясу (узлы 1,...,2n+2), затем по 
верхнему (узлы 2n+3,..., 6n+3). Имеем следующие координаты нижнего пояса: 

1 1

( 1), 0, 2 ,
( 1) 2 , 0, 1,..., 1.
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Координаты узлов верхнего пояса: 
2 2 1 2 2 2

2 4 2 2 4 3

( 1), ( 1),
( ) , ( ) , 1,..., ,

, 2 3,...,6 3.

i n i n

i n i n

i

x a c i x a b c i
x c i n a b y c i n a i n
y h i n n

   

   

      

       

   

 

По аналогии с заданием графа в дискретной математике конфигурация решет-
ки задается специальными векторами, содержащими номера концов стержней. Так, 
например, нижний пояс задан векторами [ , 1], 1,..,2 1iN i i i n    , верхний — 

2 1 [ 2 2, 2 3], 1,..,4 .i nN i n i n i n         В программе составляется матрица коэф-
фициентов уравнений равновесия узлов в проекциях на оси координат. Решением 
системы уравнений получаем в символьной форме  усилия в стержнях. 

Формула Максвелла-Мора дает выражение для прогиба (вертикальное пере-
мещение среднего узла верхнего пояса) фермы с заданным числом панелей. После-
довательный расчет десяти ферм позволяет выявить закономерность образования 
коэффициентов итоговой формулы. В результате имеем 

        
3 3 3 3 2 2

1 2 3 4 5 6
1 2 ,

2
C a C b C d C g C ab C a b

EF P
h

    
   

где 2 2 2 2, ( )d a h g a b h     — длины раскосов,  EF — жесткость стержней, 
принятая одинаковой для всей фермы. Коэффициенты получены в результате ре-
шения рекуррентных уравнений с применением операторов  rgf_findrecur и  rsolve 
системы  Maple: 

4 3 2
1

3 2
2

2
3

4
3 2

5
3 2

6

(40 64 44 14 3) / 3,

(5 2 1) / 3,

2 1,
(2 1),

(10 8 4 1),

(20 24 14 3).

C n n n n

C n n n n

C n n
C n n

C n n n n

C n n n n

    

   

  

 

   

   

 

Первый оператор по данным расчета последовательности ферм возвращает ре-
куррентное уравнение, второй — его решение. Коэффициенты 1 2 5 6, , ,C C C C удов-
летворяют уравнению шестого порядка 

1 1 2 3 4 55 10 10 5n n n n nK K K K K K          
с различными начальными условиями, остальные коэффициенты — уравнению  

1 1 2 33 3n n nK K K K     . 
Аналогично выводится формула для прогиба фермы сравнения с более про-

стой и распространенной на практике  треугольной решеткой (рис. 2). Ферма со-
держит 4n + 3 узлов и m = 8n + 6 стержней вместе с тремя опорными.  

        Прогиб имеет вид:           
3 3

7 8
2 2 ,

16
C l C fEF P

h


    

где 2 24f a h  , 4 3 2 2
7 8(20 40 34 14 3) / 3, 2 2 1.C n n n n C n n         
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Рис. 2. Ферма 2, n=5 

 

На рисунке 3 приведены кривые прогиба для обеих ферм при длине пролета 
(2 1) (6 2)L n l n a    . Для фермы 1 принято a b . Графики построены при
40L м , 3h м . Введена относительная величина / sEF P   , где для фермы 1 
(4 1)sP n P  , а для фермы 2 — (2 1)sP n P  , так, что суммарная нагрузка и дли-

на пролета в обоих случаях одинаковые. Обе кривые обнаруживают минимум  при-
близительно при одних и тех же значениях чисел панелей n. Найденная экстре-
мальная точка отвечает вполне реальным  для высоты h=3 м значениям длин пане-
лей  l = 3,6 м,  a = 1,2 м  и может быть использована в практике для оптимизации 
жесткости сооружения.   

 
Рис. 3.  

Усилия в критических стержнях и асимптотика. Одновременно с выводом 
формулы для прогиба можно получить и аналитические выражения для усилий в 
наиболее сжатых и растянутых стержнях, что необходимо для оценки устойчивости 
и прочности конструкции. Наиболее растянутый ( 1S  ) стержень в ферме 1 будет в 
середине нижнего пояса:  

2
1 ((4 2 1) (1 2 ) ) / (2 ),S P n n a n n b h       

наиболее сжатый — в середине верхнего пояса:  

1 (2 1)(2 ) / (2 ).S Pn n a b h      

        Аналогично получается и в ферме сравнения: 
2

2 (2 2 1) / (4 ),S P n n a h     2 ( 1) / (2 ).S Pn n a h     
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Аналитическая форма решения позволяет легко получить асимптотику реше-
ния для прогибов ферм. Оба решения (как и ранее в ферме 1 принимаем a=b) обна-
руживают наклонную асимптоту, зависящую только от высоты фермы: 

lim / 2
n

h


  . 

Выводы. Полученные решения для двух ферм выявили, что ферма 1 с допол-
нительными раскосами имеет несколько большую жесткость по сравнению со 
стандартной фермой 2 с треугольной решеткой. Экстремальные и асимптотические 
параметры обеих ферм близки или совпадают.  Ранее метод индукции и программа 
[1] применялись при получении точных решений в задачах о прогибе пространст-
венных [5,6] и плоских [7-11] ферм. Обзоры некоторых аналитических решений для 
плоских ферм содержатся в [12,13].  
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ON THE CHOICE OF THE LATTICE GIRDER 
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        The analytical solution to the problem of deflection of statically determinate flat truss with 
diagonal bars is obtained. The solution is compared with a similar of the truss with a triangular 
lattice. Solution is prepared in the system of computer mathematics Maple. The method of induc-
tion is used for generalization the solution to an arbitrary number of panels. The asymptotic prop-
erties of solutions are found. The formulas for forces in the most compression and tie rods are ob-
tained.  
        KEY WORDS: truss, lattice, Maple, deflection. 
 

 
 
 

АНАЛИТИЧЕСКОЕ РЕШЕНИЕ ДЛЯ СТЕРЖНЕВОЙ СИСТЕМЫ  
С УЧЕТОМ УПРУГОПЛАСТИЧЕСКИХ СВОЙСТВ МАТЕРИАЛА 

 

Э.Я. ЕЛЕНИЦКИЙ, к.т.н., доцент 
ООО «Глобалтэнксинжиниринг» 
443010, г. Самара, ул. Галактионовская, д.139, кв.4, elenit@list.ru 

 

Получены дифференциальные уравнения и построено новое точное решение задачи для 
прямолинейного стержня и плоской статически определимой стержневой системы при 
действии продольно-поперечных нагрузок. Рассмотрено три характерных участка 
стержня, отличающихся схемами расположения упругого ядра прямоугольного сечения. 
Определены все компоненты напряженно-деформированного состояния и границы упруго-
пластических зон. Представлен численный анализ результатов в линейной и нелинейной 
постановке. 

КЛЮЧЕВЫЕ СЛОВА: упругопластический материал, упругое ядро сечения, продоль-
но-поперечный изгиб, уравнения равновесия, краевая задача, стержневая система. 

 
        При решении физически нелинейных задач строительной механики, точность 
приближенных методов определяется, как правило, с помощью других приближен-
ных процедур. Например, в монографии [1] результаты расчета стержня  итерацион-
ными методами упругих решений [2], переменных параметров упругости [3], Ньюто-
на-Канторовича [4] и других [5, 6] оцениваются путем сравнения с аналогичными 
результатами, полученными методом конечных разностей [7]. 
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Проверка численных расчетов с помощью  точных нелинейных аналитиче-
ских зависимостей в большинстве случаев не представляется возможной, по-
скольку их набор является весьма ограниченным. С целью расширения набора 
замкнутых решений и получения в явном виде высокоточных расчетных  соот-
ношений  в настоящей статье рассмотрена краевая задача для стержня прямо-
угольного сечения и статически определимой стержневой системы из идеального 
упругопластического материала. Впервые аналитическое решение такой задачи 
было получено А.Р. Ржаницыным при условии действия только поперечной силы 
для простейших случаев нагружения однопролетного стержня [8]. Обобщение 
этого замкнутого решения выполнено в работе [9] для квадратичного закона рас-
пределения изгибающего момента вдоль статически определимой балки на двух 
опорах. Более простое решение без интегрирования дифференциальных уравне-
ний в условиях чистого изгиба балки представлено в [10]. При этом полученные 
зависимости эффективно использовались для определения механических харак-
теристик материалов в задачах микро-инженерии. Аналогичным образом анали-
тически исследовались напряжения прямолинейного стержня для различных мо-
делей пластического течения [11] и криволинейного стержня для различных за-
конов неоднородности по высоте сечения [12]. Случай продольно-поперечного 
изгиба бруса прямоугольного сечения, являющийся обобщением исследования 
его чистого изгиба [2, 13], рассмотрен в работе [14]. При этом решение значи-
тельно усложняется, поскольку распределение напряжений по высоте сечения 
становится несимметричным.  Однако представленные в монографии [14] резуль-
таты являются приближенными,  поскольку стержень моделируется набором уча-
стков с постоянными по длине жесткостными параметрами, а линеаризация осу-
ществляется итерационной процедурой на основе зависимости между фиктивной 
нагрузкой и деформациями фиксированных сечений. Аналогичная задача для 
сжато-изогнутого консольного стержня из упругопластического материала с уп-
рочнением исследовалась методом конечных элементов [15]. Итерационный под-
ход, корректирующий приведенную жесткость каждого участка стержня с помо-
щью секущего модуля упругости, реализован в [16]. Задача определения границ 
упругопластических зон в продольном сечении стержня точно решена в работах 
[8, 14, 17, 18]. Замкнутое аналитическое решение для стержневых систем в упру-
гопластической стадии работы материала при действии продольно-поперечных 
нагрузок в литературе отсутствует.  

  Ниже приведена постановка и интегрирование физически нелинейной крае-
вой задачи для продольно-поперечного изгиба стержня прямоугольного сечения. 
На основе полученных интегралов построено замкнутое решение для плоских 
стержневых систем ветвящегося типа с краевыми условиями, обеспечивающими 
статическую определимость. При этом точно определены все компоненты напря-
женно-деформированного состояния и границы упругопластических зон. Изотроп-
ный материал характеризуется модулем линейной упругости E, а его деформиро-
вание подчиняется диаграмме Прандтля с предельными значениями деформаций p 
и напряжений p.Также как в других аналогичных исследованиях, используется 
гипотеза плоских несжимаемых поперечных сечений, которая достаточно точно 
описывает деформирование конструкции независимо от свойств материала [8]. 

Предварительно рассмотрим консольную схему стержня длинной l, для ко-
торой на свободном конце в плоскости главной жесткости прикладывается сила 
с составляющими Px, Py, вызывающими появление пластических деформаций, 
области которых выделены штриховкой (рис.1а).  Пролет стержня с неизмен-
ными высотой и шириной сечения h, b  можно разделить на три характерных 
зоны, каждой из которых соответствует различая схема расположения упругого 
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ядра сечения. В зоне I крайние верхние и нижние волокна испытывают пласти-
ческое течение, в зоне II пластическое деформирование происходит только с 
одной стороны сечения, в зоне III весь материал работает упруго. Границы зон 
определяются размерами l1, l2 в системе координат xy. 

Распределение напряжений по высоте сечения и деформации элементарно-
го участка длиной dx для зоны I представлены на рис. 2а,б. При этом размеры и 
положение упругого ядра определяются формулой: 

)1(75,05,0 2
2,1 nmnz  ,                                    (1) 

полученной из уравнений равновесия внешних и внутренних усилий (рис. 2а).  
В равенстве (1) используются выражения для безразмерных границ 

z1,2=Z1,2/h;  безразмерных усилий  n, m; усилий Np, Mp, обеспечивающих незави-
симо друг от друга переход всего сечения в зону пластического течения [14], а 
именно: 

pNNn / ; pMMm / ,  pp bhN  ;  4/2
pp bhM  , (2)  

xPN  ,  0MPxM  . (3) 
Формулы (3) содержат выражения продольной силы N и изгибающего мо-

мента M в расчетном сечении, причем для консольной схемы (рис.1а): 
 00 M ,  yPP  .                                                   (4) 

Основными расчетными параметрами средней линии сечения в зоне I яв-
ляются ее деформации 0 и кривизна 1/, определяемые из схемы деформирова-
ния (рис. 2б) по формулам: 

1
12120 ))((  zzzzp ,  1

21 ])[(2/1  hzzp . (5) 
Исходя из равенства первой производной от функции продольных переме-

щений u(x) продольным деформациям 0 и равенства второй производной от 
функции прогибов w(x) кривизне средней линии стержня 1/, с учетом (5) имеем: 

1
1212 ))((/  zzzzdxdu p , 

1
21

22 ])[(2/  hzzdxwd p .                          (6) 
При наличии (1) дифференциальные уравнения (6) принимают вид: 

5.0
13 )](3[/  xkknhdxdu , 

5,0
13

22 )](3[2/  xkkdxwd ,                            (7) 
где с учетом равенств (2) обозначено 

pMPk /1  ,  pMMk /02  ,  2
2

3 1 knk  ,  Ehp / . (8) 
Интегрируя (7), приходим, с точностью до постоянных С11, С12,  С13 к сле-

дующим выражениям для продольных и нормальных линейных перемещений 
u1, w1, а также углов поворота 1 в зоне I: 

1113
1

1 3
2 Cxkk

k
nhu  ,  1213

1
1 3

4 Cxkk
k

 ,  

  1312
5,1

132
1

1
33
8 CxCxkk

k
w  . (9) 

Параметры границ упругого ядра, полученные из уравнений равновесия 
усилий в сечении стержня в зоне II (рис.2в) определяются соотношениями: 

 4/)1(31 1
1

 nmz ,      3/)5,01()1(4 12  mnn  . (10) 
Рассматривая продольные и изгибные деформации элементарного участка 
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стержня для исследуемой зоны (рис.2г), представим их следующим образом: 
1

110 )5,0)(5,0(  zzp ,  1
1 ])5,0)[(1(/1  hzp . (11) 

Уравнение равновесия с учетом зависимостей (10), (11) принимают вид: 

)]5,15,11(
)1(3
3334

1
5,0[

3
2

542
54

54

54
kxk

kxk
kxkn

kxk
h

dx
du








 , 

9/]1)1(25,0[)1(8/ 112222   nmnmndxwd , (12) 
где обозначено 

)1/(5,0 14 nkk  , )1/(5,0 25 nkk  . (13) 
Интегрируя (12), получим с точностью до постоянных С21, С22, С23 следующие 

выражения для линейных u2, w2 и угловых 2 перемещений стержня в зоне II: 

21
54

5454
1

2 ]
1

1
9
4)1ln(

3
14[12)( C
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k
nhxu 
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1
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3

2 )]1(2[9)1(32)( Cnkxkknx   , 

232221
32

12 9/])1(2ln[)1(32)( CxCkxknnkxw   . (14) 
Упругий характер деформирования стержня в зоне III позволяет предста-

вить его перемещения u3, w3, 3 с точностью до постоянных C31, C32, С33. 
Границы между зонами I-II и II-III характеризуются условиями: z2=-0,5 для 

формулы (1) (рис. 2а), и z1=0,5 для первой  формулы (10) (рис. 2в). Тогда грани-
цы зон могут быть установлены из следующих зависимостей:  

при  x=l1:   3/)21(2 2 nnm  ;   при  x = l2:    3/)1(2 nm  . (15) 
Равенства (15), дополненные условием предельной несущей способности [10]: 

21 nm                                                       (16) 
и представленные графически на рис.1г, определяют области действия полу-
ченных решений для различных схем расположения упругого ядра сечения. 

С учетом равенств (2), (3), (8) из (15) следует: 

12
21

11 /3/)21(2 kknnkl   ,   12
1

12 /3/)1(2 kknkl   . (17) 
Девять произвольных постоянных интегрирования дифференциальных 

уравнений определяются из девяти граничных условий, имеющих вид: 
при x=l1:  )()( 1211 lulu  , )()( 1211 ll  ,  )()( 1211 lwlw  , (18) 
при x=l2:  )()( 2221 lulu  , )()( 2221 ll  ,  )()( 2221 lwlw  , (19) 
при x=l:  0)()()( 111  lwllu , (20) 

где первая группа условий (18), (19) относится к внутренним границам, а вторая 
(20) обеспечивает консольное закрепление стержня длиной l. 

Переходя к шарнирно опертому стержню  замечаем (рис.1б), что полученные 
расчетные соотношения не изменяются за исключением формул (4), (20), которые 
с учетом симметрии  расчетной схемы следует представить следующим образом: 

lPM y0 ,  yPP  ,                                              (21) 

при x=0:  0)0()0( 11 u ,   при x=l:  0)(3 lw .                   (22) 
Необходимо отметить, что полученный набор решений для перемещений 

стержня является наиболее полным, так как включает все варианты распределе-
ния упругих и пластических деформаций. При этом возможны частные случаи, 
когда в пролете стержня отсутствует одна из зон I, II, или когда весь стержень 
деформируется упруго. Наличие соотношений (15)-(17) позволяет заранее про-
извести соответствующий анализ и сформировать условия, аналогичные равен-
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ствам (18), (19). В этом случае целесообразно обеспечить автоматическое вы-
полнение этих условий и исключить из решения часть произвольных постоян-
ных. Тогда расчетные соотношения для отдельного стержня e принимают вид: 

eepee Cxadxd


)()(  ,                                           (23) 

где ed


– матрица искомых перемещений; ped


– матрица известны частных реше-
ний для сечений различного типа и различных нагрузок, и при этом обеспечи-
вающая условия совместности перемещений для внутренних границ стержня; 

ea – матрица фундаментальных решений дифференциальных уравнений; eC


– 
вектор-столбец произвольных постоянных общего решения этих уравнений. 

Компоненты векторного равенства (23) имеют следующий вид: 
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, (24) 

где матрица a(x) соответствует структуре решения (9), (14). 
Наличие соотношений (23), (24) позволяет производить расчеты не только 

отдельных стержней прямоугольного сечения, но и статически определимых 
стержневых систем в упруго-пластической стадии работы материала. При этом 
составная конструкция может быть образована последовательным соединением 
участков, а также иметь структуру ветвящегося типа. В последнем случае гра-
ничные условия задачи формируется автоматически по формулам [19]: 

*

1
)( jee

n

e
je dLdh





,    j=1,2…m,                                   (25)   

0)(
1




ee
n

e
je Ldh


,   j=1,2…m1,                                        (26) 

где n – число участков-элементов длиной Le; m, m1 – число узлов и простых уз-
лов стержневой системы; jeje hh  , – матрицы, преобразующие перемещения из 
локального в глобальный базис и одновременно осуществляющие необходимую 
компоновку внешних связей и элементов в узле j; *

jd


– вектор-столбец внешних 
заданных кинематических воздействий в узле j;  – параметр, принимающий 
значения 0 и 1 для начального и конечного сечений элемента. 

Как показано в работе [19], общее число условий внешнего опирания конст-
рукции (25) и сопряжения элементов-стержней системы (26) составляет 3n. Сле-
довательно, подстановка зависимостей (23) в граничные условия (25), (26) приво-
дит к замкнутой системе неоднородных линейных алгебраических уравнений от-
носительно неизвестных произвольных постоянных eC


(e=1, n). Определив эти 

постоянные, получаем в явном виде искомые функции перемещений (23). 
Решение задачи для отдельного стержня проиллюстрируем численно на 

примере с исходными данными: l=3 м,  b=0,1 м,  h=0,15 м,   E=206000 МПа, 
p=240 МПа, Px=400 кН, Py=44 кН. На рис.3а показаны границы области пла-
стических деформаций консольного стержня, полученные по формулам (1), 
(10) при Px=0 (пунктирные линии) и Px≠0 (сплошные линии). В первом случае 
имеем l1=l2=2,045 м и высоту упругого ядра сечения, примыкающего к заделке 
Z=Z1-Z2=38,7 мм. Наличие продольной силы изменяет форму области неупру-
гого деформирования таким образом, что ее размеры характеризуются парамет-
рами  l1=2,222 м, l2=1,818 м, Z=25,8 мм. На рис.3б представлены результаты 
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для прогибов консольного стержня из упругого материала (кривая 1), упруго-
пластического материала при Px=0 (кривая 2), упругопластического материала 
при Px≠0 (кривая 3). Перемещения на свободном конце стержня для указанных 
вариантов  расчета составили 68,35 мм, 83,34 мм, 89,41 мм. Следовательно, на-
личие продольной силы привело к увеличению максимальных прогибов на 7,3%. 
Расчет шарнирно опертого стержня при действии указанной на рис.1б нагрузки 
показал, что все результаты на половине пролета совпадают с результатами рас-
чета консольного стержня. С помощью представленного точного решения вы-
полнена проверка вычислительного комплекса ANSYS при использовании ко-
нечного элемента Beam189. Максимальный прогиб составил 89,07 мм. Разница 
результатов точного и конечно-элементного расчета не превышает 0,38 %. 

Далее рассмотрим результаты точного аналитического решения для стерж-
невой системы, представленной на рис.1в. Геометрические параметры конст-
рукции: L1=2 м, L2=3 м, L3=1 м, L4=2,5 м, =30°, ширина всех сечений b=0,1 м, 
высота сечения горизонтального участка и наклонного стержня соответственно 
h1=0,15 м, h2=0,22 м. Характеристики материала аналогичны предыдущему 
примеру. Значения нагрузок: Py=50 кН, Px=124 кН, M=140 кН∙м, q=10 кН/м. Ну-
мерация узлов и стержней приведена на рис.1в, где также показана глобальная 
система координат XOY. Оси x местной системы отсчета направлены от начала 
к концу стержня. Условия внешнего опирания (25) в развернутом виде записы-
ваются следующим образом: 
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Аналогично для условий сопряжения стержней (26) имеем: 
)0()( 22111 dhLdh


 ,   )0()( 33222 dhLdh


 ,    )0()( 44222 dhLdh


 , (28) 

где обозначено: 
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На рис.3в в масштабе 10:1 изображены перемещения стержневой системы в 
упруго-пластической (сплошные линии) и упругой (пунктирные линии) поста-
новке. В первом и втором случае максимальный прогиб горизонтального участ-
ка конструкции wmax составляет соответственно 119,58 мм и 92,86 мм.  

На рис.3г показаны границы зон пластического течения конструкции. При 
этом l1= 1,666 м, l2= 1,559 м, Z= 367 мм. 

Результаты расчета той же задачи по программе ANSYS приведены в таб-
лице 1. Там же производится сравнение результатов точного и конечно-
элементного (в скобках) расчетов для различных уровней нагрузки Py при про-
чих неизменных параметрах. Длина конечных элементов Beam189 составляет 
0,1 м, количество слоев сетки по высоте сечения равно 30. 

Таблица 1 
Py, кН wmax, мм Z, мм , % 

50 119,58 (119,41) 55,1 0,14 
55 140,23 (139,63) 45,1 0,43 
60 180,77 (178,01) 32,1 1,53 
65 375,59 (303,70) 5,72 19,14 

Как следует из таблицы 1, точность конечно-элементного расчета сущест-
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венно зависит от соотношения упругих и пластических деформаций по высоте 
сечений. Так, в наиболее нагруженном сечении при Z /h1≥0,3 погрешность 
составляет не более 0,43%, а при приближении к предельному состоянию, ко-
гда Z /h1=0,03813, она достигает 19,14%. 

Заключение 
1. Получено новое точное решение краевой задачи для стержня и плоской 

статически определимой стержневой системы ветвящегося типа в физически 
нелинейной постановке.  

2. Установлены в явном виде размеры зон с различными схемами располо-
жения упругого ядра прямоугольного сечения. Автоматическое выполнение 
условий сопряжения указанных зон позволяет снизить количество произволь-
ных постоянных для каждого стержня в общем случае с девяти до трех. 

4. Тестирование конечного элемента Beam189 показало существенную за-
висимость точности вычислений комплекса ANSYS от соотношения упругих и 
пластических деформаций. 
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ANALYTICAL SOLUTION FOR BEAM STRUCTURE WITH 

ELASTO-PLASTIC PROPERTIES OF MATERIAL  
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The differential equations are received and the new exact solution of a problem for a rec-
tangular cross section and flat statically determination beam structure at action of longitudinal 
and transvers loadings is constructed. Three characteristic areas of the beam, distinguished by 
schemes of position of elastic core section were considered. All the components of the stress-
strain state, borders of elastic-plastic zones are determined. A numerical analysis of linear and 
nonlinear formulation was presented. 

KEY WORDS: elastic-plastic material, elastic core section, longitudinal and transverse 
bending, equilibrium equations, boundary value problem, beam structure.  

 



Structural Mechanics of Engineering Constructions and Buildings, 2017, № 3 

35 

Buckling analysis 
 
THEORETICAL APPROACH FOR THE GEOMETRICALLY NONLINEAR 

BUCKLING ANALYSIS OF SINUSOIDAL VELAROIDAL SHELLS 
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RUDN University, Russia 
117198, Moscow, Miklukho-Maklaya street, 6;  
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The main subjects of the article are theoretical strength and buckling analyses of a si-
nusoidal velaroidal shell subjected to its self-weight and uniformly distributed load in geomet-
ric nonlinearity. A short history of finite element applications to shell buckling is given. The 
finite element method is used in its matrix formulation. The elastic stiffness matrixes in the 
local coordinate system of the membrane element are defined in their general form. The out-
of-plane geometric stiffness matrix for the plate along the same lines is derived.  

KEY WORDS: sinusoidal velaroidal surfaces, nonlinear buckling analysis, linear elastic 
stiffness matrices, normal stiffness, geometric stiffness matrix, chain rule differentiation.  

Velaroidal surface is a surface of translation on the flat rectangular plan with a 
generating curve of variable curvature [1],[2]. Thus, the surface is limited by four mu-
tually orthogonal contour straight lines (kx = ky = 0) lying in the same plane.   

A sinusoidal velaroid generates by two families of half waves of the sinusoids ly-
ing in mutually perpendicular planes and facing by convexities into the same side [3]. 
Each set of sinusoids has the identical period. Sinusoidal velaroid is limited by a flat 
rectangular contour. 

The history of finite element applications to shell buckling is extensive going 
back to the work of Clough and Johnson (1968). The natural mode contribution of 
Argyris et al. (1977) was a major addition to shell theory. It was recently modified to 
include elastoplastic effects (Argyris et al. 2000). Horrigmoe and Bergan (1978) used 
the co-rotational method for nonlinear analysis and Bathe and Ho (1980), Hsiao 
(1987), Mohan and Kapania (1997), Peng and Crisfield (1992) improved element per-
formance along those lines. The 3-D elasticity "degenerate" element of Ahmad et al. 
(1970) was followed by, among others, Bathe and Balourchi (1980), Hughes and Lui 
(1981), Dvorkin and Bathe (1984), and Buechter and Ramm (1992). In an excellent 
review, Ibrahimbegovic (1997) addresses the various approaches and the complex 
issues involved. 

Here the derivation of the geometric 
stiffness matrix is somewhat different but 
consistent with the approach used through-
out this text. The linear equilibrium equa-
tions for a flat triangular shell element in its 
local coordinates system are first perturbed 
to yield the in-plane geometric stiffness ma-
trix. Then out-of-plane considerations that 
involve the effect of rigid body rotations on member forces yield an out-of-plane ge-
ometric stiffness matrix. The shell element that was chosen for that purpose combines 
the constant stress triangle (CST) flat triangular membrane element (Zienkeiwicz 
(1977)) and of the discrete Kirchhoff theory (DKT) flat triangular plate element 
(Batoz et al. (1980)). 

Let’s consider a sinusoidal velaroidal shell [4],[5] with the inner radius r0 = 0, 
the outer variables radii from 10m to 20m and the number of waves n= 8 (Fig. 1).  

Fig.1. A sinusoidal velaroidal shell 
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The Geometric Stiffness Matrix of Triangular Element Shells. 
The local geometric stiffness matrix of the shell element is split into three dis-

tinct matrices: 
ை்஺௅௦௛௘௟௟்[௘ீܭ] = ூ௉௠௘௠[௘ீܭ] + ூ௉[௘ீܭ]

௣௟௔௧௘ 	+  ை௉௦௛௘௟௟,            (1)[௘ீܭ]

where the first, second and third terms on the R.H.S. of Eq.1. represent the in-plane 
geometric stiffness matrix of the membrane, the in-plane geometric stiffness matrix of 
the plate and the out-of-plane geometric stiffness matrix of the shell element respec-
tively. The total, 'tangential' stiffness matrix for use in nonlinear analysis will include, 
in addition, the linear elastic stiffness matrices of a plane stress triangular element 
(membrane) and that of a triangular plate element. 

The geometrically nonlinear triangular shell element has eighteen local degrees 
of freedom (DOF's): 3 displacements and 3 rotations at each node. The membrane 
element contributes to nine displacement DOF's only. The basic three noded constant 
stress triangular flat element has only six local displacement DOF's that are shown in 
Figure 2. The out-of-plane contribution (the normal stiffness) of the membrane ele-
ment to the basic local shell element is a displacement DOF in the direction normal to 
the plane of the element.  

The flexural element contributes to eighteen local DOF's. The basic three noded 
plate triangular flat element has only nine DOF's that are shown in Figure 3. The in-
plane contribution to the basic local element adds two displacement DOF's in the 
plane of the element. The out-of-plane contribution adds a rotation DOF in the direc-
tion normal to the plane of the element. 

 

In-Plane Contribution of the Triangular Membrane Element. 
 

The elastic stiffness matrix in the local coordinate system of the membrane ele-
ment has the general form: 

௠௘௠[ா௘ܭ] = ∫ ௠௘௠ܤ
் ௠௘௠஺ܤܦ ݐ ݔ݀  (2) .ݕ݀

The local in-plane contribution of the membrane element to the geometric stiff-
ness matrix is the gradient of the nodal force vector: 

ூ௉௠௘௠[௘ீܭ] = ௠௘௠ܨ∇
௘ . (

(3) 
In-Plane Contribution of the Triangular Plate Bending Element. 

 

The general form of the elastic stiffness matrix of the DKT triangular plate ele-
ment may be written as: 

௣௟௔௧௘[ா௘ܭ] = ∫ܣ2 ∫ ௣௟௔௧௘்ܤ ቀ௧
య

ଵଶ
ߟ݀ߦ௣௟௔௧௘݀ܤቁܦ

ଵିఎ
଴

ଵ
଴ , (4) 

where ߦ and ߟ	are the usual area coordinates and Bplate, which appears explicitly in 
Batoz et al. (1980) as a function of ߟ is slightly more complex than the Bmem of the 
membrane. Here again the local in-plane contribution of the plate element to the ge-
ometric stiffness matrix will be derived as the gradient for fixed M, of the element 
nodal force vector which is given as: 

Fig. 2. Triangular membrane element 
 

Fig.3. Triangular plate element 
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௣௟௔௧௘௘ܨ = ቌ2ܣන න
ଷݐ

12

ଵିఎ

଴

ଵ

଴

௣௟௔௧௘்ܤ ௘ݍቍߟ݀ߦ௣௟௔௧௘݀ܤܦ = 

= නܣ2 න ௣௟௔௧௘்ܤ ቆ
ଷݐ

12
ߟ݀ߦ௘ቇ݀ݍ௣௟௔௧௘ܤܦ

ଵିఎ

଴

ଵ

଴

= නܣ2 න ௣௟௔௧௘்ܤ ߟ݀ߦ݀ܯ

ଵିఎ

଴

ଵ

଴

 (5) 

where 
ܯ = ൛ܯ௫௫ , ௬௬ܯ , ௫௬ൟܯ

்
, (6) 

௣௟௔௧௘௘ܨ = ൛ܨ௜௘ , ௝௘ܨ , ௠௘ൟܨ
்
;	 

௥௘ܨ = ൛ܨ௥௭ , ௥௫ܯ , ௥௬ൟܯ
்

ݎ  = ݅, ݆,݉, 
(7) 

௘ݍ = ଵݓ} ௫ଵߠ ௬ଵߠ ଶݓ			� ௫ଶߠ ଷݓ�		௬ଶߠ ௫ଷߠ  .{௬ଷߠ
(8) 

 
The in-plane geometric stiffness matrix may be written symbolically as: 

ூ௉[௘ீܭ]
௣௟௔௧௘ = ௣௟௔௧௘௘ܨ∇ =

⎣
⎢
⎢
⎢
⎡ ூ௉(௜௜ܣ)

௣௟௔௧௘ ൫ܣ௜௝൯ூ௉
௣௟௔௧௘ ூ௉(௜௠ܣ)

௣௟௔௧௘

൫ܣ௝௜൯ூ௉
௣௟௔௧௘ ൫ܣ௝௝൯ூ௉

௣௟௔௧௘ ൫ܣ௝௠൯ூ௉
௣௟௔௧௘

ூ௉(௠௜ܣ)
௣௟௔௧௘ ூ௉(௠௜ܣ)

௣௟௔௧௘ ூ௉(௠௠ܣ)
௣௟௔௧௘⎦

⎥
⎥
⎥
⎤
, (9) 

where                         (ܣ௥௦)ூ௉
௣௟௔௧௘ =

⎣
⎢
⎢
⎢
⎡
డிೝ೥
డ௫ೞ

డிೝ೥
డ௬ೞ

0
డெೝೣ
డ௫ೞ

డெೝೣ
డ௬ೞ

0
డெೝ೤

డ௫ೞ

డெೝ೤

డ௬ೞ
0⎦
⎥
⎥
⎥
⎤

. (10) 

The expressions for the individual terms of the geometric stiffness matrix were 
obtained in closed form using symbolic algebra. 

When applied to the plate, chain rule differentiation with respect to the coordi-
nates yields 

௣௟௔௧௘௘ܨ݀ = ෍ ൤
߲
௥ݔ߲

�
௥ୀ௜,௝,௠

ቌ2ܣන න ൫ܤ௣௟௔௧௘் ൯
௙௜௫௘ௗ

ଵିఎ

଴

ଵ

଴

௥ݔቍ݀ߟ݀ߦ݀ܯ  

�+
߲
௥ݕ߲

ቌ2ܣන න ൫ܤ௣௟௔௧௘் ൯
௙௜௫௘ௗ

ଵିఎ

଴

ଵ

଴

 ௥቏ݕቍ݀ߟ݀ߦ݀ܯ

+ ෍ ൤
߲
௥ݔ߲

�
௥ୀ௜,௝,௠

ቌ2ܣන න ௣௟௔௧௘்ܤ ௙௜௫௘ௗܯ

ଵିఎ

଴

ଵ

଴

௥ݔቍ݀ߟ݀ߦ݀  

�+
߲
௥ݕ߲

ቌ2ܣන න ௣௟௔௧௘்ܤ ௙௜௫௘ௗܯ

ଵିఎ

଴

ଵ

଴

 ௥቏ (11)ݕቍ݀ߟ݀ߦ݀

 
where dxr =ur ; dyr =vr ; r=i,j,m. 

The first expression on the R.H.S. of Eq. l1 returns the elastic stiffness matrix 
whereas the second expression becomes the geometric stiffness matrix. It is left to 
clarify what is meant by Mfixed in Eq. 11. The moment vector M, of Eq. 6 contains 
three components that are functions of ߦ and ߟ and defined as: 

,ߦ)௫௫ܯ (ߟ = ൫ܯ௫௫
௝ ௫௫ܯ−

௜ ൯ߦ + ൫ܯ௫௫
௠ ௫௫ܯ−

௜ ൯ߟ + ,௫௫ܯ
௜  (12) 
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,ߦ)௬௬ܯ (ߟ = ൫ܯ௬௬
௝ ௬௬ܯ−

௜ ൯ߦ + ൫ܯ௬௬
௠ ௬௬ܯ−

௜ ൯ߟ ௬௬ܯ+
௜ , (13) 

 

,ߦ)௫௬ܯ (ߟ = ൫ܯ௫௬
௝ ௫௬ܯ−

௜ ൯ߦ + ൫ܯ௫௬
௠ ௫௬ܯ−

௜ ൯ߟ + ௫௬ܯ
௜ ,  where (14) 

 

൛ܯ௫௫
௜ ௬௬ܯ

௜ ௫௬ܯ
௜ ൟ

்
= ߦ)ܯ = 0, ߟ = 0), 

(15) 
 

൛ܯ௫௫
௝ ௬௬ܯ

௝ ௫௬ܯ
௝ ൟ

்
= ߦ)ܯ = 1, ߟ = 0), 

(16) 
 

௫௫ܯ}
௠ ௬௬ܯ

௠ ௫௬ܯ
௠ }் = ߦ)ܯ = 0, ߟ = 1). (17) 

 
When the components of M (Eqs. 12-14) are inserted into Eq. 11 it is the values 

of these components at the nodes (Eqs. 15-17) that are held fixed. 
Out-of-Plane Contribution to the Shell Geometric Stiffness Matrix. 

This section will derive the out-of-plane geometric stiffness matrix for the plate 
along the same lines and subsequently present a combined out-of-plane contribution. 
The derivation starts with the change in a vector G, due to a small rotation that is giv-
en by Goldstein (1950) as 

ܩ݀ = ߱ ×  (18)                              ,ܩ
where ߱ is the rigid body rotation vector due to 
changes in the geometry. In terms of joint displace-
ments with respect to the local coordinate system, 
two components ߠ	and -߮, of the rigid body rotation 
are obtained from Figure 4. The third component is 
chosen for the plate arbitrarily, as the local z-rotation 
of node i. Recall that for the membrane this compo-
nent is included in the in-plane contribution: 
߱௫ᇲ =

௖ି௘
௘௔

௭ᇲ(௜ߜ) −
௖
௘௔
൫ߜ௝൯௭ᇲ +

ଵ
௔
௭ᇲ; ߱௬ᇲ(௠ߜ) =

௔
௘௔
௭ᇲ(௜ߜ) +

௔
௘௔
൫ߜ௝൯௭ᇲ ߱௭ᇲ = ௜௭, (19)ߠ

where (ߜ௥)௭ᇲ  is the displacement in the local (primed) z-direction of node r. 
At each node, the forces, moments and rotations may be written as 
௥ܨ = ௥ܯ ;௥௭݇ᇱܨ = ௥௫݅ᇱܯ ௥௬݆ᇱܯ+ ߱ ;௥௭݇ᇱܯ+ = ߱௫ᇲ݅ᇱ + ߱௬ᇲ݆ᇱ +߱௭ᇲ݇ᇱ 

for r = i, j, m and the changes in the force and moment vectors are given in more de-
tail as 

௥ܨ݀ = ௥ܨ− ×߱ = ൥
0 ௥௭ܨ 0

௥௭ܨ− 0 0
0 0 0

൩ ൝
߱௫ᇲ
߱௬ᇲ
߱௭ᇲ

ൡ, (20) 

௥ܯ݀ = ௥ܯ− × ߱ = ቎
0 ௥௭ܯ ௥௬ܯ−

௥௭ܯ− 0 ௥௫ܯ
௥௬ܯ ௥௫ܯ− 0

቏ ൝
߱௫ᇲ
߱௬ᇲ
߱௭ᇲ

ൡ. (21) 

The out-of-plane stiffness contribution of the plate is now obtained as: 

௣௟௔௧௘(௘ܨ݀) = ை௉[ீܭ]
௣௟௔௧௘ ∙ ௘ߜ = ௘ܨ− × ߱ = ൥

௜ܨ
௝ܨ
௠ܨ

൩ ௜ܣ] ௝ܣ [௠ܣ ቐ
݀௜
௝݀

݀௠
ቑ, (22) 

where                  ܨ௘ =

⎩
⎪
⎨

⎪
⎧
௜ܨ
௜ܯ
௝ܨ
௝ܯ
௠ܨ
⎭௠ܯ

⎪
⎬

⎪
⎫

௥ܨ   ; =

⎣
⎢
⎢
⎢
⎢
⎡

0 ௥௭ܨ 0
௥௭ܨ− 0 0
0 0 0

0 ௥௭ܯ ௥௬ܯ−
௥௭ܯ− 0 ௥௫ܯ
௥௬ܯ ௥௫ܯ− 0 ⎦

⎥
⎥
⎥
⎥
⎤

. (23) 

Fig. 4. A triangular finite element  
in its coordinate system 
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Now ߱ can be described in terms of the displacement vector as: 

߱ = ௘ߜܣ = ௜ܣ] ௝ܣ [௠ܣ ቐ
݀௜
௝݀

݀௠
ቑ, (24) 

where 

(௜ܣ) =

⎣
⎢
⎢
⎢
⎡0 0 −

݁ − ܿ
ܽ݁

0 0 −
1
݁

0 0 0
0 0 0

0		 0 								0 0 0 1⎦
⎥
⎥
⎥
⎤
	,						 

  

(25) 

൫ܣ௝൯ = ൦
0 0 − ௖

௔௘

0 0 ଵ
௘

0 0 0
0 0 0

0 0 0 0 0 0

൪, (26) 

(௠ܣ) = ቈ
0 0 1 ܽ⁄
0 0 0

0 0 0
0 0 0

0 0 0 0 0 0
቉, (27) 

and       {݀௜} =

⎩
⎪⎪
⎨

⎪⎪
⎧
௫ᇲ(௜ߜ)
௬ᇲ(௜ߜ)
௭ᇲ(௜ߜ)
௫ᇲ(௜ߠ)
௬ᇲ(௜ߠ)
⎭௭ᇲ(௜ߠ)

⎪⎪
⎬

⎪⎪
⎫

;		൛ ௝݀ൟ =

⎩
⎪
⎪
⎪
⎨

⎪
⎪
⎪
⎧൫ߜ௝൯௫ᇲ
൫ߜ௝൯௬ᇲ
൫ߜ௝൯௭ᇲ
൫ߠ௝൯௫ᇲ
൫ߠ௝൯௬ᇲ
൫ߠ௝൯௭ᇲ⎭

⎪
⎪
⎪
⎬

⎪
⎪
⎪
⎫

 ;   {݀௠} =

⎩
⎪⎪
⎨

⎪⎪
⎧
௫ᇲ(௠ߜ)
௬ᇲ(௠ߜ)
௭ᇲ(௠ߜ)
௫ᇲ(௠ߠ)
௬ᇲ(௠ߠ)
⎭௭ᇲ(௠ߠ)

⎪⎪
⎬

⎪⎪
⎫

. (28) 

Carrying out Eq. 22 for the plate and adding the out-of-plane contribution to the 
geometric stiffness matrix, in the local coordinate system more explicitly (adjusted to 
18 DOF's) for the membrane, results in the following out-of-plane shell geometric 
stiffness matrix with respect to the local coordinate system: 

ை௉௦௛௘௟௟[௘ீܭ] = ቎
ଵ(௜ܣ) ଶ(௜ܣ) ଷ(௜ܣ)
൫ܣ௝൯ଵ ൫ܣ௝൯ଶ ൫ܣ௝൯ଷ
ଵ(௠ܣ) ଶ(௠ܣ) ଷ(௠ܣ)

቏             
(29) 

where 
ଵ(௥ܣ) =

=

⎣
⎢
⎢
⎢
⎢
⎡
0 0 ܽ௥
0 0 ܾ௥
0 0 ௥ߙ

0 0 0
0 0 0
0 0 0

0 0 ܿ௥
0 0 ݀௥
0 0 ݁௥

0 0 ௥௬ܯ−
0 0 ௥௫ܯ
0 0 0 ⎦

⎥
⎥
⎥
⎥
⎤

ଶ(௥ܣ) ;(30)  =

⎣
⎢
⎢
⎢
⎢
⎡
0 0 ௥݂
0 0 ݃௥
0 0 ௥ߚ

0 0 0
0 0 0
0 0 0

0 0 ℎ௥
0 0 ݅௥
0 0 ݆௥

0 0 0
0 0 0
0 0 0⎦

⎥
⎥
⎥
⎥
⎤

, (31) 

ଷ(௥ܣ) =

⎣
⎢
⎢
⎢
⎢
⎡
0 0 0
0 0 ݇௥
0 0 ௥ߣ

0 0 0
0 0 0
0 0 0

0 0 0
0 0 ݈௥
0 0 ݉௥

0 0 0
0 0 0
0 0 0⎦

⎥
⎥
⎥
⎥
⎤

, (32) 
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௥ߙ = ௬ᇲ(௥ܨ)−
௘ି௖
௔௘

−
(ிೝ)ೣᇲ
௘

௥ߚ  ; = ௬ᇲ(௥ܨ)−
௖
௔௘
−

(ிೝ)ೣᇲ
௘

௥ߣ ; =
(ிೝ)೤
௔

; 			ܽ௥ =
ிೝ೥
௘
; 

	ܾ௥ = ௥௭ܨ
݁ − ܿ
ܽ݁

;	ܿ௥ =
௥௭ܯ

݁
;		݀௥ = ௥௭ܯ

݁ − ܿ
ܽ݁

;	݉௥ =
௥௬ܯ

ܽ
; ݁௥−ܯ௥௬

݁ − ܿ
ܽ݁

−
௥௫ܯ

݁
;			 

௥݂ = − ிೝ೥
௘
; ݃௥ = ௥௭ܨ

௖
௔௘
; 		ℎ௥ = −ெೝ೥

௘
;		 ݅௥ = ௥௭ܯ

௖
௔௘
; 

݆௥ = ௥௭ܯ−
ܿ
ܽ݁
;	݇௥ = −

௥௭ܨ
ܽ
;	݈௥ = −

௥௭ܯ

ܽ
. 

Conclusions: The theoretical approach of the buckling and strength analyses of 
the sinusoidal velaroidal shell is worked out using the finite element method.  The in-
plane and the out-of-plane shell geometric stiffness matrices with respect to the local 
coordinate system are obtained. This result gives a possibility of further numerical 
strength and buckling analyses of the sinusoidal velaroidal shells. 
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К РАСЧЕТУ НА УСТОЙЧИВОСТЬ В ГЕОМЕТРИЧЕСКИ НЕЛИНЕЙНОЙ  
ПОСТАНОВКЕ ОБОЛОЧЕК В ВИДЕ СИНУСОИДАЛЬНОГО ВЕЛАРОИДА 

ЖИЛЬ-УЛБЕ МАТЬЕ, С.Л. ШАМБИНА, ДАУ ТЬЕКОЛО 
Российский университет дружбы народов, Москва 

В статье рассматривается расчет на прочность и устойчивость в геометрической 
нелинейной постановке для синусоидальных велароидальных оболочек под действием 
собственного веса и равномерно распределенной нагрузки. Приводится краткая история 
применения метода конечного элемента для изучения потери устойчивости оболочки. 
Метод конечного элемента используется в матричной формулировке. Эластичная мат-
рица жесткости в локальной системе координат мембранного элемента определяется в 
общем виде. Получена матрица геометрической жесткости вне плоскости для пластины 
вдоль тех же линий.  

КЛЮЧЕВЫЕ СЛОВА: синусоидальные велароидальные оболочки, расчет на ус-
тойчивость в нелинейной постановке, линейная матрица упругой жесткости, нормаль-
ная жесткость, геометрическая матрица жесткости. 
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Численные методы расчета конструкций 
 

МАТЕМАТИЧЕСКАЯ МОДЕЛЬ ДИСКРЕТИЗАЦИИ  
СОЧЛЕНЕННЫХ ОСЕСИММЕТРИЧНЫХ ОБОЛОЧЕК  

С РАЗЛИЧНЫМИ ЗНАЧЕНИЯМИ ФИЗИКО-МЕХАНИЧЕСКИХ  
ХАРАКТЕРИСТИК МАТЕРИАЛОВ 1 
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Изложен алгоритм расчета осесимметричных сочлененных оболочек с различны-

ми физико-механическими характеристиками материалов на основе МКЭ с использо-
ванием скалярной и векторной интерполяций полей перемещений. В качестве элемента 
дискретизации используется криволинейный фрагмент меридиана оболочки с узлами i и 
j. Выполнен анализ НДС тонкостенной конструкции из разнородных материалов в 
форме цилиндра, сочлененного со сферой и эллипсоидом. 

КЛЮЧЕВЫЕ СЛОВА: сочлененные осесимметричные оболочки, скалярная интер-
поляция, векторная интерполяция, конечный элемент, условия сочленения оболочек. 

 

Конструкции из сочлененных осесимметричных оболочек с различными 
физико-механическими свойствами материалов, из которых они изготовлены, 
находят широкое применение в различных отраслях строительства и машино-
строения. Анализ напряженно-деформированного состояния (НДС) такого рода 
конструкций в настоящее время выполняется, в основном, на основе численных 
методов, в частности метода конечных элементов (МКЭ) [1-8]. Применяемые 
для этих целей зарубежные вычислительные комплексы типа ANSYS, 
ABAQUS, NASTRAN и другие используют в криволинейных системах коорди-
нат неинвариантную интерполяцию отдельных компонент вектора перемеще-
ний как скалярных величин, что приводит в ряде случаев [9, 10] к получению 
некорректных значений расчетных величин. Поэтому актуальной остается зада-
ча создания новых вычислительных алгоритмов, основанных на инвариантной 
интерполяции полей перемещений как векторных величин. В настоящей работе 
излагается алгоритм конечно-элементного расчета осесимметрично нагружен-
ных сочлененных оболочек с различными значениями физико-механических 
характеристик материалов на основе инвариантного способа интерполяции по-
лей перемещений как векторных величин. 

1. Геометрия оболочки 
Срединная поверхность осесимметричной оболочки описывается радиус-

вектором: 
,)(0 kxrixR


                                                    (1) 
где )(xr  - радиус вращения. 

Орты локального базиса точки срединной поверхности осесимметричной 
оболочки определяются по формулам:  

,; 1,1,
0
1

0
1,1,

0
1,

0
1 kxirjeekrixRe n 


                       (2) 

                                                             
1 Работа выполнена при финансовой поддержке РФФИ ( грант № 16-31-00133 мол_а). 
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где нижний индекс 1 после запятой обозначает операцию дифференцирования 
по дуге меридиана s . 

На основании (2) можно сформировать прямую и обратную матричные за-
висимости: 

          0
1

1000
1 ; ediide 




,                                       (3) 

где                                           .;00
1

0 kiieee n

T 
















  

Производные ортонормированного базиса (3) по дуге меридиана s  могут 
быть выражены через этот же локальный базис зависимостями: 

,; 0
1

0
,

00
,1 ekeeke snns                                              (4) 

где                                                       31,, xrk xx  . 
Положение точки, отстоящей от срединной поверхности на расстоянии  , 

до и после деформирования определяется радиус-векторами:  

.; 0000 VRReRR n                                    (5) 
Входящий в (5) вектор перемещения точки, отстоящей от срединной по-

верхности на расстоянии  , с учетом гипотезы прямой нормали определяется 
выражением: 

 ,0
nn eevV                                               (6) 

где 00
1 neweuv   - вектор перемещения точки срединной поверхности; ne  - 

орт нормали к срединной поверхности в деформированном состоянии. 
Деформации в точке, отстоящей от срединной поверхности на расстоянии 

 , определяются соотношениями механики сплошной среды [11]: 
  ,2/0



 gg                                               (7) 

где греческие индексы последовательно принимают значения 1, 2. 
Входящие в (7) ковариантные компоненты метрического тензора до и по-

сле деформирования определяются скалярными произведениями базисных век-
торов: 

,; ,
000

 gggggg                                  (8) 

где                                                 ., ,
0
,

0 



 RgRg   

2. Конечный элемент и интерполяция перемещений 
В качестве конечного элемента выбирается криволинейный фрагмент ме-

ридиана оболочки, выделенный двумя плоскостями перпендикулярными оси 
Ox , с узлами i  и j . Каждый такой фрагмент для удобства численного интег-
рирования отображается на отрезок в локальной системе координат 11   . 

Столбец узловых варьируемых параметров в локальной   и глобальной s  
системах координат выбирается в следующем виде: 

            ,;
61611216161121 






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
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ТГ
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ТГ
у

ТГ
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ТЛ
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ТЛ
у

ТЛ
y wuUwuU                 (9) 

где                        jijijiТЛ
у qqqqqqq  ,,,, ;    j

ss
i
ss

j
s

i
s

jiТГ
у qqqqqqq ,,,, . 

Здесь под ),( jimqm   понимается меридиональная u или нормальная w  
компонента вектора перемещения. 



Строительная механика инженерных конструкций и сооружений, 2017, № 3 

43 

3. Варианты интерполяционной процедуры 
В разработанном алгоритме реализованы два варианта интерполяции пере-

мещений. В первом варианте использована общепринятая интерполяция от-
дельных компонент вектора перемещения как скалярных величин 

       ,][ Г
у

ТЛ
у

Т qLqq                                          (10) 

где    621 .. Т  - матрица-строка, представленная полиномами Эрмита 

пятой степени,  L  - матрица перехода от столбца  Л
yq  к столбцу  Г

yq . 
Во втором варианте интерполяционное выражение записывается непосред-

ственно для вектора перемещения в следующем виде:  
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  - матрицы - стро-

ки векторных узловых неизвестных в локальной и глобальной системах коор-

динат;  L  - матрица перехода от столбца  Л
yV  к столбцу  Г

yV . 

Представляя входящие в структуру  Г
yV  векторы перемещения узлов и их 

производные компонентами, отнесенными к узловым локальным базисам:  
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столбец  Г
yV  можно представить матричным произведением 
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Столбец  yn  может быть выражен через столбец узловых неизвестных в 

глобальной системе координат  Г
yU  с помощью матричной зависимости  

    .Г
yy UТn                                          (14) 

С учетом (14) интерполяционное выражение (11) может быть представлено 
в виде: 

      ,Г
y

T UTGAv                                          (15) 

где матрица  G определяется из равенства      .
121212612666 

 GAAL

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Входящие в  A  узловые орты базисов с помощью (3) могут быть выраже-
ны через орты базиса внутренней точки элемента дискретизации 

      .01000 edde mm 
                                     (16) 

С учетом (16) матрица  A


 может быть представлена матричной суммой: 

     nn AeAeA 0
1

0
1  .                                       (17) 

Принимая во внимание (17) и представляя вектор перемещения внутренней 
точки элемента дискретизации компонентами, отнесенными к локальному бази-
су этой точки, выражение (15) примет следующий вид:  

       ,0
1

0
1

00
1 ynn

T
n ZAeAeeweu                            (18) 

где                                                           .Г
yy VTGZ   

Сопоставляя левую и правую части (18), можно записать интерполяцион-
ные зависимости для компонент векторов перемещения во втором варианте ин-
терполяционной процедуры:  

         .;1 yn
T

y
T ZAwZAu                       (19) 

Сравнивая между собой (10) и (19), можно отметить, что во втором вариан-
те каждая компонента вектора перемещения внутренней точки элемента дис-
кретизации зависит от узловых значений обеих компонент и их производных, в 
то время как в первом варианте компонента вектора перемещения зависит от 
узловых значений только этой же компоненты и не зависит от узловых значе-
ний другой компоненты. Кроме того, через соотношение (16) в аппроксими-
рующие выражения входят параметры используемой криволинейной системой 
координат. 

4. Условия на границе сочленения n оболочек 
Для корректного определения НДС n  сочлененных осесимметричных обо-

лочек, столбец узловых неизвестных одной из них на границе сочленения при-
нимается за основной. Узловые неизвестные остальных  1n  оболочек в узле 
сочленения должны быть выражены через столбец узловых неизвестных основ-
ной оболочки, исходя из кинематических и силовых условий сочленения. 

Первым кинематическим условием сочленения является инвариантность 
векторов перемещений n оболочек в узле сочленения: 

,... )()()2()1( ni vvvv 



                                     (20) 

где верхний индекс в скобках указывает на номер оболочки. 
Для того, чтобы воспользоваться соотношением (20), необходимо векторы 

локального базиса основной оболочки (например i -ой) последовательно выра-
зить через орты остальных  1n  оболочек 

    ,
12

)(

22

)(

12

)(


 kki ede                                             (21) 

где                                           ;...,,1,1...,,2,1 nii k   

                                        .; )(0)(0
1

)()(0)(0
1

)( k
n

k
T

ki
n

i
T

i eeeeee   
С учетом (21) из (20) могут быть получены выражения 

.; )(
22

)()(
12

)()()(
21

)()(
11

)()( kikikkikik dwduwdwduu                     (22) 
Вторым кинематическим условием сочленения является предположение о 

том, что угол между нормалями к срединным поверхностям n  сочленяемых 
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оболочек в процессе деформирования остается неизменяемым. Вследствие это-
го предположения будут справедливы равенства: 

,
)(0)(

1,
)(0)(

1,
k

n
ki

n
i

evev                                          (23) 

где    )()()(
1,

)(0)()()(
1,

)(0
1

)(
1,

iiii
n

iiiii
ukwewkuev  ;  3)(

,
)(

,
)( i

s
i

xx
i xrk  . 

После выполнения скалярного умножения из (23) можно выразить произ-
водную нормальной компоненты вектора перемещения через узловые неизвест-
ные основной ( i -ой) оболочки  

                                     ,)()()()()(
1,

)(
1,

kkiiik ukukww   
или с учетом (22): 

 .)(
21

)()(
11

)()()()()(
1,

)(
1,

kikikiiik dwdukukww                      (24) 
В качестве силового условия сочленения n  оболочек можно рассмотреть 

статическое условие равновесия по изгибающим моментам в узле сочленения: 
.0......... )()()()2()1(  nki MMMMM                  (25) 

Входящие в (23) изгибающие моменты могут быть определены по форму-
лам [13] 

   ,
12

)(
22

)()(
11

3)()(
)( kkk

kk
k hEM                             (26) 

где )()()( ,, kkk hE   - модуль упругости, толщина и коэффициент Пуассона k -
ой оболочки; κ11, κ22 – искривления срединной поверхности. 

Из равенства (25) с учетом (26) можно получить следующее выражение 
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11

3)(







 nnn
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Учитывая, что )(
1,

)()()(
1,

)(
11,

)(
11

kkkkkk kukuw   [13], из соотношения (27) в 
узле сочленения можно выразить вторую производную нормальной компонен-
ты вектора перемещения k -ой оболочки через узловые неизвестные i -ой обо-
лочки и вторые производные нормальной компоненты векторов перемещений 
остальных  2n  оболочек 

 )(
1,

)()(
1,

)()(
11,

)1(
11,

)1(
11,

)2(
11,

)1(
11,

)(
11, ,,,,,...,,,...,, iiiinkkk wwuuwwwwwfw  .             (28) 

Узловые неизвестные 1,u  и 11,u  всех сочлененных оболочек в узле сопря-
жения остаются свободно варьируемыми. 

С учетом (22), (24) и (28) формируются матрицы преобразований   kT  на 
которые умножаются матрицы жесткости и столбцы узловых усилий конечных 
элементов непосредственно примыкающих к узлу сочленения  1n  оболочек 

        ,)()()()()( kTkkkTk RTTMGT                             (29) 

где  )(kMG ,  )(kR  - матрица жесткости и столбец узловых усилий конечного 
элемента k -ой оболочки. 
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5. Пример расчета 
В качестве примера была рассчитана оболочечная конструкция, состоящая 

из цилиндра и сочленённых с ним эллипсоида и сферы, радиусы которых опи-
сывались уравнениями:   2

1
2

1 / xaabr   );2,10( 1 мх   2
2

2
2 xRr   

)8,00( 2 мх   (рис. 1).  

 
Рис. 1 

Были приняты следующие исходные данные: радиус цилиндра ;9,0 мRz   
длина цилиндра ;0,6 мlz   параметры эллипсоида ;3,1 мa   ;9,0 мb   радиус 
сферы ;9,0 мR   толщина всех трех оболочек была принята равной мh 02,0 ; 

;2,11 мl   ;8,02 мl   коэффициент Пуассона .3,0  Первоначально модуль 
упругости всех оболочек имел одинаковые значения равные  эcц ЕЕE  

МПа5102  . Цилиндр был загружен внутренним давлением интенсивности 
;0,5 МПаq   эллипсоид и сфера – давлением равным .5,25,0 МПаq   Правый 

торец цилиндра был шарнирно закреплён. Левые концевые сечения эллипсоида 
и сферы оставались свободными. Расчеты выполнялись в двух вариантах: в 
первом варианте при формировании матрицы жесткости была использована 
общепринятая интерполяция отдельных компонент вектора перемещения как 
скалярных величин (10); во втором варианте была использована интерполяци-
онная процедура, основанная на соотношениях (11) - (19). Результаты повари-
антного расчета при одинаковых значениях модуля упругости материала ци-
линдра и сочлененных с ним оболочек представлены в таблице 1, в которой 
приведены значения меридиональных м  и кольцевых к  напряжений на на-
ружной н  и внутренней в  поверхностях оболочек в опорном сечении (А-А), 
в узле сочленения (В-В), в концевом сечении сферы (С-С) и в концевом сечении 
эллипсоида (D-D) при различных значениях nэ - числа элементов дискретизации 
каждой из оболочек. В правой крайней колонке приведены значения напряже-
ний на срединной поверхности σср, вычисленные исходя из условия равновесия 
(в опорном сечении) и по формуле Лапласа (в концевых сечениях) [13]:  
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где мR  и кR  – радиусы меридиональной и кольцевой кривизны. 
Таблица 1 

Вариант 
интерпо-
ляции 

I II Аналити-
ческое 
решение 

ср  (МПа)             эn  
Сечение 

16 20 24 16 20 24 

А-А 

в
м  
н
м  

92,36 
92,36 

92,36 
92,36 

92,365 
92,365 

92,40 
92,40 

92,39 
92,39 

92,38 
92,38 92,37 

в
к  
н
к  

225,0 
225,0 

225,0 
225,0 

225,0 
225,0 

225,0 
225,0 

225,0 
225,0 

225,0 
225,0 225,0 

В-В 

в
м  
н
м  

109,8 
76,18 

115,3 
70,09 

117,8 
67,29 

109,8 
76,22 

115,3 
70,12 

117,8 
67,31 - 

в
к  
н
к  

152,4 
142,4 

154,0 
140,5 

154,8 
139,6 

152,4 
142,4 

154,0 
140,5 

154,8 
139,6 - 

С-С 

в
м  
н
м  

-0,021 
-0,009 

-0,013 
-0,008 

-0,009 
-0,006 

0,004 
0,011 

0,003 
0,007 

0,0027 
0,0047 0,000 

в
к  
н
к  

112,2 
112,2 

112,3 
112,3 

112,3 
112,3 

112,9 
112,9 

112,8 
112,8 

112,7 
112,7 112,5 

D-D 

в
м  
н
м  

-0,021 
0,061 

-0,006 
0,035 

-0,001 
0,022 

0,027 
0,026 

0,016 
0,017 

0,012 
0,013 0,000 

в
к  
н
к  

84,02 
81,81 

84,23 
82,01 

83,37 
82,14 

85,30 
83,04 

85,14 
82,92 

85,04 
82,83 83,91 

 

Анализ табличных данных показывает быструю сходимость вычислитель-
ного процесса, практическое совпадение параметров НДС в обоих вариантах 
расчета и соответствие численных значений напряжений значениям, получен-
ным аналитическим путем. 

Если модуль упругости материала цилиндра последовательно уменьшать, 
то цилиндрическая часть оболочечной конструкции будет становиться все более 
податливой (модули сочлененных оболочек при этом остаются равными перво-
начальному значению МПаЕE эc

5102  ), а сочлененные оболочки под дей-
ствием заданной нагрузки получат возможность смещаться как абсолютно 
твердые тела. 

Результаты повариантных расчетов при последовательном уменьшении 
модуля упругости материала цилиндра представлены в таблице 2, в которой 
приведены численные значения напряжений в зависимости от отношения моду-
ля упругости материала цилиндра к модулю сферы (эллипсоида) 

)/(/ эцсц ЕEЕE  при 16эn . 
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Таблица 2 
Вариант 

интерполяции 
I II 

)(/ lsz EEE  1,0 0,1 0,01 0,001 1,0 0,1 0,01 0,001 

Сечение 

А-А 

в
м  
н
м  

92,4 
92,4 

92,4 
92,4 

92,4 
92,4 

92,3 
92,3 

92,4 
92,4 

92,4 
92,4 

92,4 
92,4 

92,4 
92,4 

в
к  
н
к  

225,0 
225,0 

225,0 
225,0 

225,0 
225,0 

225,0 
225,0 

225,0 
225,0 

225,0 
225,0 

225,0 
225,0 

225,0 
225,0 

В-В 

в
м  
н
м  

115,3 
70,1 

337,7 
-151,2 

430,2 
-243,3 

442,2 
-255,3 

115,3 
70,12 

337,8 
-151,2 

430,2 
-243,2 

442,2 
-255,2 

в
к  
н
к  

154,0 
140,5 

130,2 
-16,52 

132,6 
-69,5 

133,0 
-76,2 

154,0 
140,5 

130,2 
-16,5 

132,6 
-69,5 

133,0 
-76,2 

С-С 

в
м  
н
м  

-0,013 
-0,008 

-0,2 
-0,1 

-2,1 
-0,8 

-21,1 
-8,0 

0,003 
0,007 

0,003 
0,007 

0,003 
0,007 

0,003 
0,007 

в
к  
н
к  

112,3 
112,3 

108,4 
108,0 

69,0 
64,9 

-324,0 
-365,0 

112,8 
112,9 

112,7 
112,8 

112,7 
112,8 

112,7 
112,8 

D-D 

в
м  
н
м  

-0,006 
0,035 

-0,3 
0,4 

-2,9 
3,6 

-29,29 
35,62 

0,016 
0,017 

0,016 
0,017 

0,016 
0,017 

0,016 
0,017 

в
к  
н
к  

84,2 
82,0 

75,8 
73,2 

-9,8 
-16,2 

-863,2 
-908,0 

85,1 
82,9 

85,1 
82,9 

85,1 
82,9 

85,1 
82,9 

Как видно из табл. 2, численные значения контролируемых параметров 
НДС в концевых сечениях сферы и эллипсоида весьма существенно различают-
ся между собой в зависимости от варианта расчета. Так, в первом варианте 
кольцевые напряжения уменьшаются, а затем изменяют свой знак, что недопус-
тимо. Меридиональные напряжения, наоборот, увеличиваются, хотя по усло-
вию незагруженности концевых сечений в меридиональном направлении, они 
должны быть равными нулю. Во втором варианте можно наблюдать практиче-
ски абсолютную стабильность результатов вычислительного процесса при лю-
бых отношениях модулей упругости материала. Данный факт можно объяснить 
тем, что при использовании второго варианта интерполяционной процедуры 
производится автоматический учет смещений элемента дискретизации как же-
сткого целого в неявной форме за счет изменения как компонент вектора пере-
мещения, так и изменения ортов локального базиса внутренней точки конечно-
го элемента. Применение общепринятого способа интерполяции отдельных 
компонент вектора перемещения как скалярных величин в этих случаях приво-
дит к неприемлемой погрешности вычислений. 

Вывод: при построении КЭ модели дискретизации сочлененных осесим-
метричных оболочек с различными значениями физико-механических характе-
ристик материала необходимо использовать процедуру, основанную на интер-
поляции непосредственно вектора перемещения в сочетании с разработанными 
кинематическими и статическими условиями сочленения. 



Строительная механика инженерных конструкций и сооружений, 2017, № 3 

49 

Л и т е р а т у р а 
1. Каюмов Р.А., Шакирзянов Ф.Р., Гаврюшин С.С. Моделирование процесса де-

формирования и оценка несущей способности системы грунт – тонкостенная конструк-
ция // Известия высших учебных заведений. Машиностроение, 2014. № 6. С. 20-24. 

2. Матвиенко Ю.Г., Чернятин А.С., Разумовский И.А. Численный анализ несингу-
лярных составляющих трехмерного поля напряжений в вершине трещины смешанного 
типа // Проблемы машиностроения и надежности машин, 2013. № 4. С. 40-48. 

3. Скопцов К.А., Шешенин С.В. Асимптотический анализ слоистых пластин и поло-
гих оболочек // Известия Российской академии наук. Механика твердого тела, 2011. № 
1. С. 161-171. 

4. Баженов В.А., Кривенко О.П., Соловей Н.А. Нелинейное деформирование и ус-
тойчивость упругих оболочек неоднородной структуры: модели, методы, алгоритмы, 
малоизученные и новые задачи. М.: Либроком, 2013. 336 с. 

5. Maksimyuk V.A., Storozhuk E.A., Chernyshenko I.S. Variational finite-difference 
methods in linear and nonlinear problems of the deformation of metallic and composite shells 
(review) // International Applied Mechanics, 2012. V. 48. № 6. Pp. 613–687. 

6. Голованов А.И., Тюленева О.Н., Шигабутдинов А.Ф. Метод конечных элементов в 
статике и динамике тонкостенных конструкций. М.: Физматлит, 2006. 392 с. 

7. Бате К.-Ю. Методы конечных элементов. М. Физматлит, 2010. 1022 с. 
8. Игнатьев А.В., Игнатьев В.А., Онищенко О.В. Возможность использования мето-

да конечных элементов в форме классического смешанного метода для геометрически 
нелинейного анализа шарнирно-стержневых систем // Вестник МГСУ, 2015. № 12. С. 
 47-58. 

9. Клочков Ю.В., Николаев А.П., Киселева Т.А., Марченко С.С. Сравнительный ана-
лиз результатов конечно-элементных расчетов на примере эллипсоидальной оболочки // 
Проблемы машиностроения и надежности машин, 2016. № 4. C.  44–53. 

10. Клочков Ю.В., Николаев А.П., Марченко С.С., Киселева Т.А. Сопоставительный 
анализ расчета НДС сочлененных оболочек на основе МКЭ с векторной интерполяцией 
и комплекса ANSYS // Известия Волгоградского государственного технического уни-
верситета, 2013. Т. 8. №15 (118). С. 81-84. 

11. Седов Л.И. Механика сплошной среды. М.: Наука, 1976. Т. 1. 536 с. 
12. Новожилов В.В. Теория тонких оболочек. Л.: Судостроение, 1962. 432 с. 
13. Беляев Н.М. Сопротивление материалов. М.: Наука, 1976. 608 с. 

 
R e f e r e n c e s 

1. Kayumov, R.A., Shakirzyanov, F.R., Gavryushin, S.S. (2014) Modelirovanie processa 
deformirovaniya i ocenka nesushhey sposobnosti sistemi grunt – tonkostennaya konstrukciya, Izvestiya 
Vishih Uhebnih Zavedeniy. Mashinostroenie. № 6. S.  20-24. 

2. Matvienko, Yu.G., Hernyatin, A.S., Razumovskiy, I.A. (2013). Chislenniy analiz nesingulyarnix 
sostavlyayushih trexmernogo polya napryazheniy v vershine treshhini smeshannogo tipa, Problemi 
Mashinostroeniya i Nadejnosti Mashin, № 4, p.  40-48. 

3. Skopcov, K.A., Sheshenin, S.V. (2011). Asimptoticheskiy analiz sloistih plastin i pologix 
obolochek, Izvestiya Rossiyskoy Akademii Nauk. Mekhanika tverdogo tela, № 1, p. 161-171. 

4. Bazhenov, V.A., Krivenko, O.P., Solovey, N.A. (2013). Nelineynoe deformirovanie i ustoyhivost’ 
uprugih oboloshek neodnorodnoy strukturi: modeli, metodi, algoritmi, maloizuhennie i novie zadahi, M.: 
Librikom, 336 p. 

5. Maksimyuk, V.A., Storozhuk, E.A., Chernyshenko, I.S. (2012). Variational finite-difference 
methods in linear and nonlinear problems of the deformation of metallic and composite shells (review), 
International Applied Mechanics, V. 48, № 6, p. 613–687. 

6. Golovanov, A.I., Tyuleneva, O.N., Shigabutdinov, A.F. (2006). Metod Konechnih Elementov v 
Statike i Dinamike Tonkostennih Konstrukciy, M.: Fizmatlit, 392 p. 

7. Bate K.-Yu. (2010). Methodi Konechnix Elementov, M.: Fizmatlit. 1022 p. 
8. Ignat’ev, A.V., Ignat’ev, V.A., Onishhenko, O.V. (2015). Vozmozhnoct’ ispol’zovaniya metoda 

konechnih elementov v forme klassicheskogo smeshannogo method dlya geometricheski nelineynogo 
analiza sharnirno-sterzhnevix system, Vestnik MGSU, № 12, p.  47-58. 

9. Klochkov, Yu.V., Nikolaev, A.P., Kiseleva, T.A., Marchenko, S.S. (2016). Comparative analysis 
of the results of finite element calculations based on an ellipsoidal shell, Journal of Machinery 
Manufacture and Reliability. Vol. 45, No. 4, pp. 328-336. 



Строительная механика инженерных конструкций и сооружений, 2017, № 3 

50 

10. Klochkov, Yu.V., Nikolaev, A.P., Marchenko, S.S., Kiseleva, T.A. (2013). Sopostavitel’niy 
analiz rascheta NDS sochlenennih obolochek na osnove MKE s vektornoy interpolyaciey i 
kompleksa ANSYS,  Izvestiya Volgogradskogo Gosudarstvennogo Texnicheskogo 
Universiteta, Vol. 8, №15 (118), p. 81-84. 

11. Sedov, L.I. (1976). Mekhanika Sploshnoy Sredi, M.: Nauka, Vol. 1, 536 p. 
12. Novozhilov, V.V. (1962). Teoriya Tonkih Obolochek, L.: Sudostroenie, 432 p. 
13. Belyaev, N.M. (1976). Soprotivlenie Materialov, M.: Nauka, 608 p. 

 
A MATHEMATICAL MODEL OF DISCRETIZATION OF ARTICULATED  
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It is described an algorithm for calculating axisymmetric articulated shells with different 
physical and mechanical characteristics of materials based on the FEM using scalar and vector 
interpolations of displacement fields. As part of the sampling, a curved fragment of the merid-
ian of the shell with nodes i and j is used. The analysis of VAT thin-walled structures made of 
heterogeneous materials in the form of a cylinder, articulated to the sphere and ellipsoid is 
fulfilled. 
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В статье подробно описаны и продемонстрированы на тестовом примере неко-
торые специфические особенности моделирования жидкости конечными элементами с 
возможностью учета поверхностных гравитационных волн при расчете связанных 
систем «гидротехническое сооружение-жидкость» в программном комплексе ANSYS 
Mechanical. Кратко описаны все имеющиеся в ПК ANSYS Mechanical конечные элемен-
ты, используемые для моделирования жидкости. Сформулированы выводы о примени-
мости рассматриваемых элементов для задач гидротехнического класса. 

КЛЮЧЕВЫЕ СЛОВА: математическое моделирование, численные методы, метод 
конечных элементов, связанная постановка, поверхностные гравитационные волны, 
акустические элементы, динамический анализ, FLUID80, FLUID30, ANSYS Mechanical. 

 
Особенности расчета гидротехнических сооружений на сейсмостойкость 

(по сравненною с промышленными и гражданскими сооружениями) связаны с 
необходимостью учета влияния водной среды. Имеющиеся упрощенные инже-
нерные методы расчета таких задач не позволяют учесть целый ряд значимых 
факторов, поэтому, одним из основных и, по сути, безальтернативных сегодня 
подходов для решения связанных систем «гидротехническое сооружение - жид-
кость» является численное моделирование. В данной статье будет рассматри-
ваться только конечноэлементное моделирование. 
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Для решения связанных задач системы «сооружение-жидкость» в конечно-
элементном моделировании используются 3 основных способа учета жидкости 
[1]:  

1. учет жидкости как присоединенной массы (упрощенный метод, по сути не 
относящийся к классу связанных задач) [2]; 

2. моделирование жидкости акустическими элементами (постановка Эйлера); 
3. моделирование жидкости конечными элементами с возможностью учета 

поверхностных гравитационных волн (постановка Лагранжа или смешанная 
лагранжева-эйлеровая постановка[3]). 

В универсальном («тяжелом») программном комплексе ANSYS Mechanical 
реализованы все перечисленные методы моделирования жидкости, кроме ла-
гранжево-эйлеровой постановки. Для реализованных методов разработаны спе-
циализированные конечные элементы: 

1. Элемент сосредоточенной массы MASS21, для реализации первого спо-
соба учета жидкости. 

2. Элементы акустического семейства. Плоский (2D) элемент FLUID29 (3х 
или 4х узловой) и применяемый с ним элемент FLUID129, для моделирования 
неотражающей границы. Объемные (3D) конечные элементы FLUID30 (8ми или 
6ти узловой), FLUID130, являющиеся аналогами плоских элементов. И элемен-
ты более высокого порядка FLUID220, FLUID221 с 20ю и 10ю узлами соответ-
ственно. У всего семейства акустических элементов в качестве узловых степе-
ней свободы используется давление, для элементов, контактирующих с другой 
средой, в узловые степени свободы добавляются линейные перемещения. 

3. Элементы жидкости с возможностью учета поверхностных гравитаци-
онных волн. Плоский (2D) 4х узловой элемент FLUID79 и его объемный (3D) 
8ми узловой аналог FLUID80. У элементов этого семейства в качестве узловых 
степеней свободы используются линейные перемещения, что и позволяет учи-
тывать форму свободной поверхности жидкости. 

Использование перечисленных выше конечных элементов имеет свои осо-
бенности. Данная статья посвящена рассмотрению особенностей моделирова-
ния жидкости элементами FLUID80 при решении связанных задач и возникаю-
щих при этом проблем. 

1. Описание КЭ FLUID80 
1.1. Общее описание 
FLUID80 – объемный восьмиузловой конечный элемент, имеющий форму 

гексаэдра. Форма призмы или тетраэдра у элементов данного класса не преду-
смотрена (в отличие от объемных КЭ механики деформируемого твердого тела 
класса SOLID), что значительно ограничивает их применимость в задачах со 
сложными объемами.  

 
Рис. 1 Геометрия конечного элемента FLUID80 
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Все узлы элемента имеют по три степени: линейные перемещения в на-
правлении x, у, z в узловой системе координат [4]. Геометрия элемента, распо-
ложение узлов и система координат показаны на рис.1. 

Для данного элемента применяется изотропный материал со следующими 
обязательными характеристиками: плотность (DENS), объемный модуль упру-
гости (EX) и динамическая вязкость жидкости (VISC), которая используется для 
вычисления матрицы демпфирования в динамическом анализе. 

Также в элемент FLUID80 включены специальные поверхностные эффекты 
(гравитационные волны), которые можно рассматривать как «гравитационные 
пружины» использующиеся для удержания свободной поверхности жидкости 
на месте. Более подробно данный эффект описан ниже. 

1.2. Учет свободной поверхности жидкости 
Форма свободной поверхности жидкости вычисляется с использованием 

специальных элементов – аналогов «пружин».  Принцип их работы можно про-
демонстрировать на примере соединяющихся сосудов с жидкостью (рис.2). 

Если из левого сосуда (рис.1) столб жид-
кости выдавить вниз на глубину ,h  переме-
щенная масса жидкости будет равна: 

hADM ,  (1) 
где h  – величина смещения; A  – площадь 
сечения соединяющихся сосудов;   – плот-
ность жидкости. 

Тогда сила, необходимая для удержания 
жидкости на месте, будет равна: 

gMF DD  . (2) 
И, наконец, жесткость условной «пружи-

ны» на свободной поверхности жидкости для 
удержания ее в начальном положении будет 
равна силе DF , деленной на глубину h , или 

Ag
h

FK D
s 


  (3) 

Уравнение (3) можно записать следующим образом: 
)( zzyyxxFs CgCgCgAK  
 

(3a) 

где FA  – площадь поверхности (свободной) элемента; zyxC ,,  – компонента 
нормали к поверхности жидкости. 

 
Рис. 3. Пример задачи с двумя свободными поверхностями жидкости  

на разных отметках 

 
Рис. 2. Соединяющиеся сосуды 

с жидкостью 
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Следует отметить, что при наличии свободной поверхности жидкости в 
конкретной задаче, необходимо отдельно включать опцию KEYOPT (2) в на-
стройках элемента FLUID80 в положение - 1. Это активирует пружинный эф-
фект на свободной поверхности жидкости. Также очень важным требованием-
ограничением является то, что свободная поверхность жидкости должна нахо-
дится в плоскости с координатой z = 0,0. Это, в свою очередь, накладывает оп-
ределенные ограничения на использование данного элемента в задачах, где 
имеется два и более массивов жидкости на разных отметках, например, верхний 
и нижний бьеф гидроузла (рис. 3). 

1.3. Особенности статического расчета 
Наличие пружинного эффекта на свободной поверхности жидкости, как 

правило, отклоняет значения статических перемещений элементов жидкости от 
их истинных значений. Динамические перемещения не наследуют этого парази-
тического численного эффекта. 

Из определения объемного модуля перемещения можно представить в ви-
де: 

dz
K
Pu

H
s 

0
, (4) 

где su  – вертикальные перемещения статического столба жидкости; H  – высо-
та столба жидкости; P  – давление в жидкости; K  – объемный модуль упруго-
сти; z  – расстояние до свободной поверхности жидкости. 

Давление в массиве жидкости, как правило, определяется следующим обра-
зом: 

gzP  . (5) 
Но значение давления снижается при наличии поверхностных пружин, так 

что 
)( sss uzguKgzP   . (6) 

Объединив уравнение (4) (6) и проинтегрировав, получим: 

)
2

(
2

HuH
K
gu ss 
  (7) 

или 

21

1 2H
K
g

K
gHus





 . (8) 

Если бы не было никаких поверхностных пружин, то (8) было записано: 

2

2H
K
gus


 . (8a) 

Таким образом, ошибкой для статического расчета является отклонение от 
1,0 первого члена уравнения (8) ( ଵ

ଵାಹഐ೒಼
), которое обычно весьма мало. Однако 

при использовании конечных элементов с трапецеидальной формой в сечении 
(рис. 4б), в массиве жидкости при статическом расчете возникают значительные 
паразитические перемещения [4], которые следует рассматривать, как неэнерге-
тические вихревые токи. Следует отметить, что наличие данной особенности 
может запутать пользователя. 
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Рис. 4. Форма КЭ FLUID80. а) прямоугольная форма, б) произвольная форма 

1.4.  Особенности задания контакта 
Для задания контакта жидкости и сооружения (основания) они не должны 

иметь общих узлов, но координаты узлов на контактных поверхностях могут (и 
это весьма желательно) совпадать. Это необходимо для объединения узловых 
перемещений в направлении, перпендикулярном плоскости контакта, что обес-
печивает возможность перемещения (скольжения) элементов жидкости по кон-
тактной поверхности. Объединение нормальных перемещений в узлах произво-
дится с помощью команды CPINTF, которая позволяет объединять узловые сте-
пени свободы даже у несовпадающих узлов. 

Объединять необходимо только перемещения, перпендикулярные плоско-
сти контакта, что требует в ряде случаев разворота узловой системы координат 
и значительно усложняет процесс моделирования. В случае, если контактная 
поверхность имеет криволинейную форму, разворот узловых систем координат 
на данной поверхности нужно проводить крайне тщательно, т.к. результаты мо-
гут приобретать неадекватные значения в случае, если объединяемые узловые 
перемещения не перпендикулярны плоскости контакта. 

2. Тестовый пример 
2.1. Статический расчет 
Для демонстрации особенностей, перечисленных в разделе 1 настоящей 

статьи, выбрана тестовая объемная задача, в которой моделируются два откры-
тых канала с жидкостью прямоугольной (рис.5 а) и трапецеидальной формы 
(рис.5 б) в безмассовом массиве грунта. Глубина воды в канале в обоих случаях 
одинакова и равна 20 м. 

 
Рис. 5. Геометрические характеристики КЭ моделей, м 
а) Прямоугольный канал, б) Трапецеидальный канал 

Массив грунта разбит восьмиузловыми элементами типа SOLID185. Физи-
ко-механические свойства материалов и сред представлены в таблице 1. В каче-
стве граничных условий были заданы ограничения узловых перемещений на 
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внешних гранях в направлении, перпендикулярном плоскости грани. Ускорение 
свободного падения принималось равным 9.81 м/с2. Результаты статического 
расчета представлены в таблице 2.  

Таблица 1.  Физико-механические свойства материалов и сред 
Характеристики Значение 

Жидкость (вода) 
Плотность  , кг/м3 1000 
Объемный модуль упругости E , Па 2.068×1010 

Динамическая вязкость  , Па·с 0.001 
Коэффициент Пуассона   0.49 

Массив грунта 
Плотность  , кг/м3 0 
Модуль упругости ܧ, Па 2.55×1011 
Коэффициент Пуассона   0.29 

Как видно из полученных результатов, значение статических перемещений 
жидкости в задаче с трапецеидальной формой канала приобретают неадекват-
ный характер, причина возникновения данного паразитического эффекта опи-
сана в пункте 1.3. Следует отметить, что несмотря на неестественные переме-
щения жидкости (вихревые токи), распределение давления в массиве жидкости 
имеет ожидаемую картину. Данную особенность элементов FLUID80 необхо-
димо иметь ввиду при проведении статических расчетов задач со свободной 
поверхностью жидкости. 

Таблица 2.  Результаты статического расчета 

Вертикальные перемещения 
Давление в жидкости 

*Выводится среднее значение  
в элементе 

Прямоугольный канал 

 
Uz max=0,001 м 

 
Pmax=171.7 т/м2 

Трапецеидальный канал 

 
Uz max=336 м 

 
Pmax=179.2 т/м2 
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2.2. Динамический расчет 
На следующем этапе исследований оба рассматриваемых канала были по-

считаны на динамическое воздействие, заданное акселерограмой. Воздействие 
прикладывалось вдоль горизонтальной оси X, в плоскости сечения каналов. 
Длительность акселерограммы составляет 10 с, максимальное и минимальное 
значение ускорений равно 10.8 и -10.3 м/с2 (рис. 6). Ускорение прикладывалось 
в качестве инерционной нагрузки. 

Для решения задачи в динамической постановке решение СЛАУ выполня-
лось прямым разреженным методом (SPARSE).  

Интегрирование по времени проводилось методом Ньюмарка, шаг прини-
мался равным 0.01 с. Демпфирование не учитывалось. 

 
Рис. 6. Однокомпонентная акселерограмма ( ga 1.1max  ) 

Как указывалось в пункте 1.3, паразитические перемещения, связанные с 
неортогональностью граней конечных элементов, в динамическом расчете не 
наследуются. Анализ полученных результатов показал ожидаемую картину ко-
лебания жидкости в трапецеидальном канале. Никаких физически необоснован-
ных всплесков жидкости не обнаружено на всем протяжении динамического 
воздействия.  

Таблица 3.  Результаты динамического расчета 
Прямоугольный канал Трапецеидальный канал 

Суммарные перемещения sumu , м 
ct 02.1  

 
мu 12.0max   

 
мu 04.0max   
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Следует отметить, что данный тестовый пример имеет простую геометрию 
и процесс задания граничных условий на контакте «грунт – жидкость» значи-
тельно упрощен наличием всего 3х прямолинейных граней.  

Однако при расчете реальных гидротехнических сооружений приходится 
иметь дело с достаточно сложными, криволинейными формами напорной грани 
и дна водохранилища [5,6], что в ряде случаев значительно усложняет задание 
контакта, а порой делает и его невозможным. 

Данная особенность также накладывает некоторые ограничения на исполь-
зование конечных элементов типа FLUID80. Становится очевидным, что для 
задач со сложной геометрией контактной поверхности «жидкость – основа-
ние/сооружение», элементы FLUID80 не применимы и вполне могут быть заме-
нены на акустические элементы типа FLUID30 [7]. 

3. Выводы 
В данной статье продемонстрированы особенности моделирования жидко-

сти конечными элементами FLUID80. Можно выделить следующие особенно-
сти данного типа элементов, которые усложняют, а в некоторых случаях делать 
невозможным проведение расчета: 

1. Данные конечные элементы могут иметь только форму гексаэдра, что 
значительно ограничивает их применение в задачах со сложной геометрией. 

2. При решении рассматриваемых задач гидроупругости невозможно зада-
вать водные массивы со свободной поверхностью на разных отметках, что ис-
ключает целый ряд практических приложений, в том числе расчеты некоторых 
гидросооружений. 

3. При статических расчетах систем со свободной поверхностью жидкости, 
где используются объемные конечные элементы с не ортогональными гранями, 
возникают значительные всплески перемещений, которые являются паразити-
ческим численным эффектом. Следует отметить, что это не касается всех ос-
тальных результатов (например, давление в жидкости и НДС сооружения). 

4. Возникают значительные сложности при задании контакта «жидкость – 
основание/сооружение» в задачах со сложной геометрией контактной поверх-
ности. И в случае ошибки в развороте элементных систем координат, получен-
ные результаты также будут некорректными. 

Продемонстрированные особенности конечных элементов типа FLUID80 
осложняют их использование в ряде задач. Однако для расчета крупных гидро-
технических сооружений (высоконапорных плотин), где форма колебания сво-
бодной поверхности водохранилища не так важна, как гидродинамическая со-
ставляющая давления на напорную грань, жидкость может быть замоделирова-
на объемными акустическими элементами типа FLUID30. Элементы акустиче-
ского семейства не имеют подобных сложностей при моделировании связанных 
задач «сооружение - жидкость» и показывают вполне адекватные результаты по 
всем расчетным параметрам [7]. 
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FEATURES OF THE USE OF FINITE ELEMENTS WITH POSSIBLE  

REFLECTION OF SURFACE GRAVITY WAVES IN THE PROCESS OF DYNAMIC 
CALCULATING COUPLED SYSTEMS «HYDRAULIC STRUCTURES-FLUID» 

 

DMITRIEV D.S. 
StaDyO Ltd., Moscow, Russia 

The article described in detail and shown in the test case, some specific features fluid 
simulation by finite elements with the possibility of taking into account surface gravity waves 
in the calculation of related systems "hydraulic structure-fluid" in the software package 
ANSYS Mechanical. Formulate conclusions about the applicability of these elements to hy-
draulic problems class. 

KEY WORDS: Mathematical modeling, numerical methods, finite element method, as-
sociated production, surface gravity waves, acoustic elements, dynamic analysis, FLUID80, 
FLUID30, ANSYS Mechanical. 
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Задачи термоупругости 
 

ТОРМОЖЕНИЕ РОСТА КРИВОЛИНЕЙНОЙ КОГЕЗИОННОЙ  
ТРЕЩИНЫ В ИЗГИБАЕМОЙ ПОЛОСЕ (БАЛКЕ) С ПОМОЩЬЮ  

НАВЕДЕННОГО ТЕПЛОВОГО ПОЛЯ НАПРЯЖЕНИЙ 
 

А.Б. МУСТАФАЕВ, к.ф.-м.н. 
Институт математики и механики НАН Азербайджана, 
Азербайджан, AZ1141, Б. Вахабзаде, 9, e-mail: azer_bm@list.ru 
 

Рассматриваются изменения температуры вблизи конца криволинейной трещины 
при наличии концевых зон с силами сцепления материала в изгибаемой полосе (балке). 
Цель локальных изменений температуры состоит в задержке или торможении роста 
трещины. Краевая задача о равновесии криволинейной трещины при действии внешних 
изгибающих нагрузок, наведенного термоупругого поля напряжений и усилий в связях, 
препятствующих ее раскрытию, сводится к системе нелинейных сингулярных интегро-
дифференциальных уравнений с ядром типа Коши. Условие предельного равновесия 
трещины формулируется на основе двухпараметрического критерия разрушения. 

КЛЮЧЕВЫЕ СЛОВА: изгибаемая полоса (балка), температурное поле, криво-
линейная трещина, зона предразрушения, силы сцепления 

 

Введение. Значительный интерес представляет оценка эффективности 
применения локальных изменений температуры вблизи конца трещины на за-
медление роста трещины в элементах конструкций [1-23]. Такие локальные из-
менения температуры полосы (белки) легко выполнимы технологически. Их 
задача состоит в задержке или торможении развития сквозной трещины. По-
этому решение задач механики разрушения для полос (балок) с трещиной, 
вблизи кончика, которой имеются изменения температуры, представляет теоре-
тический и практический интерес. 

Постановка задачи. Рассматривается однородная изотропная полоса, ос-
лабленная одной сквозной криволинейной трещиной. Обозначим ширину и 
толщину полосы соответственно через 2с и 2h. Декартовы координаты Оху в 
срединной плоскости полосы (балки) являются плоскостью симметрии. Исполь-
зуется модель трещины [24, 25] со связями между берегами в концевых зонах.  

Принято, что на полосу (балку) действуют изгибающие нагрузки (такие как 
изгибающие моменты, равномерно распределенное по длине полосы давление 
или сосредоточенные силы). При действии на полосу изгибающей силовой на-
грузки в концевых зонах криволинейной трещины будут возникать области 
предразрушения. Области предразрушения моделируем как зоны ослабленных 
межчастичных связей материала, а взаимодействие их берегов связями между 
ними. Диаграмма деформирования связей считается заданной, в общем случае 
закон деформирования связей является нелинейным. Размеры зоны предразру-
шения зависят от вида материала полосы (балки). 

Исследуется самый неблагоприятный случай, когда трещина направлена к 
боковым граням полосы. Берега криволинейной трещины свободны от внешней 
изгибающей нагрузки. В реальных конструкционных материалах поверхности 
берегов трещины имеют неравности и искривления. Для торможения роста кри-
волинейной трещины на пути ее распространения с обеих концов с помощью 
нагрева тепловым источником областей S1 и S2 до некоторой постоянной темпе-
ратуры Т = Т0 создается зона сжимаемых напряжений. Считается, что в началь-
ный момент произвольные области S1 и S2 в окрестности концов трещины на 
пути роста трещины в полосе мгновенно нагреваются до температуры Т0 = 
const. Остальная часть полосы в начальный момент t = 0 имеет нулевую темпе-
ратуру. 
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Под действием внешней изгибающей, а также тепловой нагрузок в связях, 
соединяющих берега зон предразрушения, появятся нормальные qy(x) и каса-
тельные qxy(x) напряжения. Значения этих напряжений заранее неизвестны и 
подлежат определению. Трещина, имеющаяся в полосе (балке), принята близ-
кой к прямолинейной форме, с лишь малыми отклонениями от прямой у = 0. 
Уравнение контура криволинейной трещины с зонами предразрушения прини-
мается в виде: у = f(х), a  x  b. Граничные условия рассматриваемой задачи 
механики разрушения имеют следующий вид  

n – int = 0    при у=f(х),   a1xb1    на свободных берегах трещины;      (1) 
n – int = qy – iqxy   при у=f(х), axа1 и b1xb 

на берегах концевых зон предразрушения. 
Основные уравнения исследуемой задачи дополняем уравнением, связы-

вающим раскрытие (перемещения) берегов криволинейной трещины в зонах 
предразрушения и напряжения в связях. Это уравнение представим в виде 

)(),()(),()()( xqxixqxuui xyxyy    .             (2) 
        Здесь функции Пу(х,), Пх(х,) представляют собой эффективные податли-
вости связей, зависящие от натяжения;  

22
xyy qq   – модуль вектора напряжений в связях. 

Метод решения задачи. Для решения поставленной задачи используем 
приближенный метод [26]. Напряженно-деформированное состояние в окрест-
ности криволинейной трещины находим приближенно в том смысле, что будем 
удовлетворять граничным условиям задачи на берегах трещины (условия (1)) и 
также требовать, чтобы на значительном расстоянии от трещины с зонами 
предразрушения напряженное состояние в полосе совпадало с напряженным 
состоянием, определяемым комплексными функциями  

02
2

1
3

0
0 )( AzAzAzAz  ,                                     (3) 

02
2

1
3

0
0 )( BzBzBzBz  . 

Эти функции в зависимости от значений коэффициентов Аj и Bj (j = 0,1,2,3) 
определяют напряженное состояние в полосе без трещины и нагретых зон. 

Решение задачи для компонент тензора напряжений ищем в виде 

10 xxx   ,      
10 yyy   ,     

10 xyxyxy   .            (4) 

Здесь 
0x , 

0y , 
0xy  – есть решение задачи термоупругости для полосы без 

трещины; 
1x , 

1y , 
1xy  – компоненты напряжений для полосы, ослабленной 

одной сквозной криволинейной трещиной, при этом внешняя нагрузка прило-
жена по поверхности берегов трещины. Эта поверхностная нагрузка определя-
ется в процессе решения задачи. 

После решения задач теории теплопроводности и термоупругости для 
сплошной полосы находим напряжения 

0x , 
0y , 

0xy  (см. [21]). 
Граничные условия (1) на берегах криволинейной трещины с зонами пред-

разрушения с учетом соотношений (4) запишем в виде 
 

0011 xyyntn ii             при  у = f(х),  a1  x b1,                 (5) 

 
0011 xyyxyyntn iiqqi       при у = f(х), a  x  а1 и b1  x  b, 

Рассмотрим некоторую произвольную реализацию искривленной (с ма-
лыми отклонениями от прямолинейной формы) поверхности берегов трещины. 
Так как функции при f(х) и )(xf   являются малым величинами, функцию f(х) 
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можно представить в виде у = Н(х), где  – малый параметр. Для решения гра-
ничной задачи (5), используем метод возмущений. Напряжения

1x , 
1y , 

1xy , 
перемещения 1u , 1   и усилия в связях ищем в виде разложений по малому па-
раметру: 

...)1()0(
1
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Используя процедуру метода возмущений, находим граничные условия за-
дачи по определению напряжений 

1x , 
1y , 

1xy , xq , xyq , и перемещений 1u , 

1  при у = 0 a  x  b  
в нулевом приближении  

 
00

)0()0(
xyyxyy ii            при у = 0, a1  x  b1,                   (6) 

 
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xyyxyyxyy iiqqi        при у = 0, a  x  а1 и b1  x  b; 

в первом приближении  

txyy iTNi  )1()1(           при у = 0, a1  x  b1,                           (7)  

txyyxyy iTNqqi  )1()1()1()1(          при у = 0, a  x  а1 и b1  x  b. 

Функции N и Tt определяются по формулам (10) в [21]. Напряжения )0(
x , )0(

y ,  
)0(

xy  и перемещения )0(
1u , )0(

1  выразим через две кусочно-аналитические 
функции Ф0(z) и 0(z) согласно представлениям Колосова-Мусхелишвили [26]: 
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где κ = (3 – ν)/(1 + ν) для плоского напряженного состояния;  – коэффициент 
Пуассона;  – модуль сдвига материала. 

Если в формулах (8) перейти граничным значениям на контуре трещины с 
концевыми зонами предразрушения в нулевом приближении, т.е. положить 
у0, и учесть граничные условия (6), то получим задачу линейного сопряже-
ния граничных значений искомых функций Ф0(z) и 0(z)  

    )(2)()()()( 00000 tftttt   ,                           (9) 
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Решая задачу линейного сопряжения (9) и учитывая поведение аналитиче-
ских функцией Ф0(z) и 0(z) на бесконечности, находим 
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
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Здесь функции Ф0(z) и 0(z) находятся соотношениями (3), а многочлен Pn(z) 
имеет вид  

Pn(z) = Dnzn + Dn-1zn-1 + ...+ D0.                                 (11) 

При z  zOzbzaz 1))((  . Корень под знаком интеграла пред-
ставляет собой значение ветви соответствующей аналитической функции выде-
ляемой условием на верхнем берегу трещины. 

Степень полинома (11) и его коэффициенты D0, D1,…, Dn находятся из ус-
ловия поведения аналитических функций Ф0(z) и 0(z) в окрестности точки 

z . Таким образом, при нахождении коэффициентов D0, D1,…, Dn нужно 
функцию Ф0(z) (10) разложить в ряд по степеням z в окрестности точки z  
и сравнить это разложение с выражением  

)1()()( 20
0 zzz  ,    )1()()( 20

0 zzz  . 
Проведя необходимые вычисления для определения искомых коэффициен-

тов D0, D1, …, Dn, получим систему уравнений для их определения.  
В полученные соотношения (10) входят неизвестные напряжения )()0( xqy  и 

)()0( xqxy  в концевых зонах предразрушения. Условием, служащим для определе-

ния неизвестных напряжений )()0( xqy  и )()0( xqxy  в связях между берегами тре-
щины в зонах предразрушения, является дополнительное уравнение (2). С по-
мощью полученного решения рассматриваемой задачи, найдем раскрытие ме-
жду противоположными берегами трещины в концевых зонах предразрушения. 
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3)( dxdxdxdxFn  . 
С помощью формул Сохоцкого-Племеля [26] из полученного решения (10), 
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Подставляя это выражение (13) в соотношение (12), для определения на-
пряжений )(xqx  и )(xqxy  в связях в концевых зонах предразрушения трещины 
в нулевом приближении, получаем нелинейная комплексное сингулярное ин-
тегродифференциальное уравнение относительно неизвестных функций 
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 )(),()(),(
1
2 )0(0)0(0 xqxixqx

x xyxyy 

 





  

(a  x < a1 и b1  x  b),   где       2)0(2)0(0
xyy qq  . 

Полученное уравнение (14) представляет собой нелинейное интегродиффе-
ренциальное уравнение с ядром типа Коши. Это уравнение может быть решено 
численно. 

При чистом изгибе полосы с трещиной с концевыми зонами предразруше-
ния Fn(z) = 0. При изгибе полосы под действием равномерно распределенной 
нагрузки Fn(z) = 0. В случае изгибе консольной полосы с трещиной коэффици-
енты d0, d1, d2, d3 определяются формулами: 

 22
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I
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I

iQd 3 . 

где Q – поперечная сила, приложенная на ее свободном конце; I – момент инер-
ции полосы.  

Отделяя в комплексном сингулярном интегродифференциальном уравне-
нии (14) реальные и мнимые части, получим систему двух действительных не-
линейных сингулярных интегродифференциальных уравнения относительно 
неизвестных функций )()0( xqy  и )()0( xqxy : 
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Методика численного решения задачи и анализ. Уравнения (15) и (16) 
представляют собой нелинейные интегродифференциальные уравнения с ядром 
типа Коши. Их можно решить численно, используя коллокационную схему [27- 
29] с аппроксимацией неизвестных функций. 

Для алгебраизации сингулярных интегродифференциальных уравнений 
(15), (16) приведем сначала все отрезки интегрирования к одному [–1,1]. Это 
достигается с помощью замены переменных 
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Левая часть интегродифференциального уравнения (15) при такой замене 
переменных примет вид: 
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Соответственно, для левой части уравнения (16) находим:  
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Заменяем производную, входящую в правую часть уравнения (15), для 
произвольного внутреннего узла конечно-разностной аппроксимацией. Анало-
гично поступаем с правом частью интегродифференциального уравнения (16). 
Используя квадратурную формулу Гаусса-Чебышева, все интегралы в уравне-
ниях (15) и (16) заменяются конечными суммами, а производные в правых час-
тях этих уравнений заменяются конечноразностными аппроксимациями.  

Упомянутые выше формулы позволяют свести каждое интегродифферен-
циальное уравнение к конечной системе алгебраических уравнений относи-
тельно приближенных значений неизвестной функции, соответственно, в узло-
вых точках. В результате находим: 
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Здесь принято, что  )()0(
,

)0(
,  yy qq  ,    )()0(
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,  xyxy qq  , 
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В результате алгебраизации вместо каждого сингулярного интегродиффе-
ренциального уравнения в нулевом приближении получаем систему из М1 ал-
гебраических уравнений для нахождения напряжений в связях в узловых точках 
концевых зон трещины. Здесь М1 – число узловых точек, содержащихся в кон-
цевых зонах трещины. Когда закон деформирования межчастичных связей яв-
ляется нелинейным, для решения полученных систем использовали итерацион-
ный алгоритм, подобный методу упругих решений А.А. Ильюшина [30]. 

В частном случае линейно упругих связей системы (17) и (18) являются ли-
нейными и для их численного решения использовали метод Гаусса с выбором 
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главного элемента. После решения алгебраических систем (17) и (18) вычисля-
лись коэффициенты интенсивности напряжений для окрестности каждой вер-
шины трещины в нулевом приближении 
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для правого конца трещины: 
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В этих формулах напряжения )(0 xy  и )(0 xxy  определяются с помощью 
функций (3) на берегах трещины с концевыми зонами. После определения ком-
понент тензора напряжений в нулевом приближении )()0( xx , )()0( xy  и )()0( xxy  
находим функции N и Tt.  Последовательность решения граничной задачи (7) в 
первом приближении аналогична решению задачи в нулевом приближении. Ре-
шение граничной задачи (7) об отыскании кусочно-аналитических функций 
Ф1(z) и 1(z) запишется в виде 

 
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11 
.   (19) 

Для окончательного определения комплексных потенциалов Ф1(z) и 1(z) 
первого приближения необходимо найти неизвестные напряжения )()1( xqy  и 

)()1( xqxy  в связях между берегами трещины в концевых зонах.  
Повторяя аналогично нулевому приближению вывод получения сингуляр-

ных интегродифференциальных уравнений относительно неизвестных функций 
)()1( xqy  и )()1( xqxy , находим 























 

b

a

b

a
y dttN

xt
tbat

dttq
xt

tbat
xbax

)(
))((

)(
))((

))((
1 )1(





Строительная механика инженерных конструкций и сооружений, 2017, № 3 

66 

 )(),(
1
2 )1(1 xqx

dx
d

yy 






 , 























 

b

a
t

b

a
xy dttT

xt
tbat

dttq
xt

tbat
xbax

)(
))((

)(
))((

))((
1 )1(



 )(),(
1
2 )1(1 xqx

dx
d

xyx 






 , 

где    2)1(2)1(1
xyy qq  . 

Аналогично нулевому приближению, при алгебраизации интегродифферен-
циальных уравнений все интервалы интегрирования были приведены к одному 
отрезку –1,1. Далее интегралы в правых частях уравнений были сведены к ко-
нечным суммам с помощью квадратурных формул типа Гаусса-Чебышева. В 
результате алгебраизации были получены следующие алгебраические системы 
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где                   )()1()1(
,  yy qq  ; )()1()1(

,  xyxy qq  ; m = 1,2,…,M1. 
После решения алгебраических систем (20) и (21) методом упругих реше-

ний А.А. Ильюшина вычислялись коэффициенты интенсивности напряжений в 
первом приближении loadaK ,

I , bondaK ,
I , loadaK ,

II , bondaK ,
II  и loadbK ,

I , bondbK ,
I , loadbK ,

II , 
bondbK ,

II . Окончательно для коэффициентов интенсивности напряжений имеем 
соотношения:   

для левого конца трещины  
loadaloadaload KKK ,

I
,

II
10  ,    bondabondabond KKK ,

I
,

II
10  , 

loadaloadaload KKK ,
II

,
IIII

10  ,    bondabondabond KKK ,
II

,
IIII

10  , 
   bondloadbondload KKiKKiKK IIIIIIIII  ; 

для правого конца трещины 
loadbloadbbond KKK ,

I
,

II
10  ,   loadbloadbbond KKK ,

I
,

II
10  , 

loadbloadbload KKK ,
II

,
IIII

10  ,    bondbbondbbond KKK ,
II

,
IIII

10  . 
Анализ предельного равновесия изгибаемой полосы с криволинейной тре-

щиной с зонами предразрушения осуществляем с помощью двухпараметриче-
ского критерия разрушения. 

Первый критерий – это условие продвижения вершины трещины, а второй 
условие разрыва связей на краю концевой зоны. В качестве первого условия 
разрушения используем силовой критерий разрушения Ирвина. Состоянию 
предельного равновесия вершины трещины соответствует выполнение условие 

К = Кс,                                                       (22) 
где 2

II
2
I KKK    – модуль коэффициентов интенсивности напряжений при 
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наличии связей в концевой зоне трещины; Кс – постоянная материала. 
В качестве второго условия разрушения используем критерий критиче-

ского раскрытия берегов трещины и полагаем, что разрыв связей на краю кон-
цевой зоны ( 1* ax  или 1* bx  ) происходит при выполнении условия 

cuuxV    22
* )()()( ,                               (23) 

где с – предельная длина связи.  
Совместное решение полученных уравнений и двухпараметрического кри-

терия разрушения (22) и (23) позволяет (при заданной длине трещины и харак-
теристиках связей) установить предельную внешнею изгибающего нагрузку и 
размеры концевых зон для критического состояния, при котором происходит 
рост трещины в полосе. 

Для заданных размеров трещины к концевых зон, используя предельные 
значения Кс и с можно выделить режимы равновесия и роста трещины при мо-
нотонном нагружении. Если выполняются условия 

К  Кс,    V( *x )  c, 
то происходит продвижение вершины трещины с одновременным увеличением 
длины концевой зоны без разрыва связей. Этот этап роста трещины можно рас-
сматривать, как процесс приспособляемости к заданному уровню внешних на-
грузок. Рост вершины трещины с одновременным разрывом связей на краю 
концевой зоны будет происходить при выполнении условий 

К  Кс,   V( *x )  c. 
При выполнении условий  К  Кс,   V( *x )  c   происходит разрыв связей 

без продвижения вершины трещины и размер концевой зоны межчастичных 
связей  сокращается, стремясь к критическому значению для данного уровня 
нагрузок. Так, например, при выполнении условий 

К < Кс,   V( *x ) c 

положение вершины трещины и концевой зоны не будут изменяться. 
Таким образом, анализ показывает, что внешняя изгибающая нагрузка, на-

веденные термоупругие напряжения и критические параметры Кс, с опреде-
ляют характер разрушения: 

1) рост вершины трещины с продвижением концевой зоны; 
2) сокращение размера концевой зоны без роста вершины трещины; 
3) рост вершины трещины с одновременным разрывом связей на краю 

концевой зоны. 
На рисунке приведены графики распределения нормальных усилий qy в 

связях концевых зон трещины при чистом изгибе для следующих значений сво-
бодных параметров: 3,0v ; 104 2

0*  Latt ; 5,00 LR ; 2,000 Lb ; 
05,0)(  cab  (кривая 1); 02,0)(  cab  (кривая 2), где 0L  и 0b  координаты 

центра нагреваемой области; WM изг0 , где W – момент сопротивления се-
чения полосы (балки); d – линейный размер концевой зоны. 

Расчеты показывают, что наличие тепловых напряжений уменьшает значе-
ния коэффициентов интенсивности напряжений, усилия в связях между берега-
ми и раскрытие трещины. При линейном законе деформирования связей усилия 
в них всегда имеют максимальные значения на краю концевой зоны. Аналогич-
ная картина имеет место и для величины раскрытия трещин. На краю концевой 
зоны она максимальна при линейном и нелинейном законах деформирования. 
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Рис. 1. Распределение нормальных усилий в связях концевых зон трещины 
 

Выводы. Решена задача о торможении роста криволинейной когезионной 
трещины в изгибаемой полосе (балке), когда на пути ее распространения имеет-
ся нагретая зона. Получены соотношения для коэффициентов интенсивности 
напряжений и раскрытия берегов криволинейной трещины на краях концевой 
зоны межчастичных связей материала в зависимости от приложенной внешней 
нагрузки, интенсивности источника тепла, длины трещины, геометрических 
параметров нагретой зоны. Установлена зависимость длины трещины от при-
ложенной изгибающей нагрузки, интенсивности нагретой зоны, а также от фи-
зических и геометрических параметров полосы (балки) при монотонном нагру-
жении. 
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INHIBITION OF CURVILINEAR COHESIVE CRACK GROWTH IN A BENDING 
STRIP (BEAM) BY INDUCED HEAT STRESS FIELD 

 

A.B. MUSTAFAYEV 
 Institute of Mathematics and Mechanics of the Academy of Sciences of Azerbaijan 

 

We consider a temperature changes near end of curvilinear crack with end zones of mate-
rial cohesive forces in bending strip (beam). The aim of the local temperature changes is a 
delay or inhibition of crack growth. Boundary value problem for equilibrium of curvilinear 
crack under the action of external bending loads, induced thermoelastic stress field and trac-
tions in bonds, preventing its disclosure, is reduced to a system of nonlinear singular integro-
differential equations with the kernel of Cauchy type. Condition of crack limit equilibrium is 
formulated on the basis of a two-parameter fracture criterion. 

KEY WORDS: bending strip (beam), temperature field, curvilinear crack, pre-fracture 
zone, cohesive forces. 
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Представлены два варианта уточненной теории расчета напряженно- деформиро-
ванного состояния в краевой зоне цилиндрических оболочек. В качестве примера рас-
сматривается оболочка, жестко защемленная по двум краям и подверженная дей-
ствию локальных распределенных и сосредоточенных нагрузок. Проведено сравнение 
результатов расчета, полученных в данной работе и по классической теории.  

КЛЮЧЕВЫЕ СЛОВА: замкнутая цилиндрическая оболочка; два варианта уточ-
ненной теории расчета; аппроксимирующие полиномы; вариационный принцип Ла-
гранжа; краевые условия; преобразования Лапласа; напряженно-деформированное со-
стояние «погранслой»; локальная нагрузка; характеристическое уравнение; поперечные 
нормальные напряжения. 

 

Введение 
Построение уточненных теорий и методов определения НДС пластинок и 

оболочек позволит решить проблему расчета на прочность таких авиационных 
конструкций, как силовые корпуса летательных аппаратов, различные переход-
ные зоны и соединения, а также элементов конструкций в различных отраслях 
машиностроения и в строительном деле. 

Учет трёхмерности НДС в элементах конструкций в сочетании с методами 
механики разрушения дает возможность оценить трещиностойкость в наиболее 
нагруженных зонах, более обоснованно выбрать тип конструкционного матери-
ала и рациональным образом распределить его вблизи концентраторов напря-
жений. Результаты расчета общего, местного НДС пластинок и оболочек могут 
быть использованы при обосновании режимов лабораторных испытаний на 
действие статических нагрузок, вибраций и ударов. 

Один из возможных путей построения математически обоснованной тео-
рии пластинок и оболочек состоит в применении метода прямого асимптотиче-
ского разложения компонентов НДС в ряды по малому параметру -
относительной толщине трехмерного тела и  последующем интегрировании 
уравнений трехмерной теории упругости.  

Сформулированные краевые задачи, в силу сложности соответствующих 
им дифференциальных уравнений и различного типа граничных условий, 
напрямую решить затруднительно. В связи с этим, в работах [1,4], указанные 
краевые задачи с помощью вариационного метода Власова-Канторовича реше-
ны и доведены до численных результатов для прямоугольных пластинок и ци-
линдрических оболочек переменной толщины. 

Другой подход к построению уточненной теории, называемый энергетиче-
ски согласованным, заключается в разложении перемещений в полиномиальные 
ряды по нормальной координате и последующем применении вариационного 
принципа Лагранжа. Особенность этого подхода при  построении уточненной 
теории оболочек состоит в том, что деформации оболочки находятся с помо-
щью геометрических соотношений, тангенциальные напряжения определяются 
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из соотношений закона Гука и поперечные напряжения получаются интегриро-
ванием уравнений равновесия трехмерной теории упругости. 

Следует отметить, что построенные в рамках энергетически согласованно-
го подхода краевые задачи для цилиндрических оболочек[2] были обобщены на 
случай произвольных ортотропных оболочек [6], а также оболочек переменной 
толщины[5]. 

В данной работе на основе энергетически согласованного подхода пред-
ставлены два варианта уточненной теории расчета, условно обозначаемые 
«К=2» и «К=3». Эти варианты отличаются степенью полиномов, аппроксими-
рующих искомые перемещения по толщине оболочки. Указанные полиномы 
имеют степень на одну или две выше по сравнению с аналогичными функциями 
классической теории типа Кирхгофа-Лява.  

Приводится сравнение результатов расчетов по двум вариантам уточнен-
ной теории между собой и по классической теории. Оценивается влияние 
напряженного состояния «пограничный слой» на прочность оболочки. 
 

Напряженное состояние «пограничный слой» 
Рассматривается замкнутая круговая цилиндрическая оболочка постоянной 

толщины hиз изотропного материала, отнесенная к ортогональной системе ко-
ординат  ,  , z(рис. 1). 

 
Рис. 1. Цилиндрическая оболочка 

Здесь ξ представляет собой относительное (измеренное в долях R ) рассто-
яние по образующей,   - центральный угол, а ось z  направлена по внешней 
нормали к срединной поверхности радиуса R.  

Считаем, что на лицевых z h    поверхностях оболочки заданы следую-
щие граничные условия: 

ଷଷ(±ℎ)ߪ = ,ଷଷݍ
±  

где 33q  обозначают осесимметричные нагрузки, действующие на верхней и 
нижней поверхностях оболочки в направлении координаты z.  
        Будем предполагать в дальнейшем, что искомые упругие перемещения  1U , 

2U ,  допускают асимптотические представления вида: 

         

       

2 3

1 0 1 2 3

2

2 0 1 2

, ,
2! 3!

, ,
2!

z zU z u u z u u

zU z w w z w

    

   

   

  

   

(1) 

где индексы  1,2  соответствуют осям  ξ  и  z  соответственно. 
Аппроксимирующие полиномы (1) соответствуют варианту теории K=3. 

Для варианта теории K=2 в формулах (1) отбрасываются последние слагаемые, 
для классической теории типа Кирхгофа - Лява – по два последних слагаемых. 
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Используя вариационный принцип Лагранжа, с учетом разложения (1), по-
лучим систему дифференциальных уравнений в перемещениях [6], которая для 
рассматриваемого случая принимает вид: 

 
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2 2 2

0 11 0 0 11 1 0 11 22 2 2

2
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с граничными условиями на жестко защемленных краях оболочки следующего 
вида  

   0, 1,4 ; 0, 1,3i ku i w k      при  ξ = 0,   ξ = L/R . 

В уравнениях (2) коэффициенты Kl, Kj с буквенными и числовыми индекса-
ми представляют собой постоянные величины, зависящие от геометрических 
параметров и упругих постоянных материала оболочки; ui,wk– коэффициенты 
разложений искомых перемещений в выражениях (1). Формулы для указанных 
коэффициентов в более общем случае нагружения приведены в [6]. 

В матричном виде однородные уравнения, соответствующие (2), записы-
ваются как 

 0 1 2 3 0 1 2, , , , , , Tu u u u w w w D 0 .                                       (3) 
Здесь D  - квадратная матрица размером 7×7 коэффициентов уравнений (3), 

0  - нулевой вектор. 
Пусть  1F   есть решение уравнения (3), т.е.  

   1det 0F  D , 
где  det D  - определитель матрицы D . 

Тогда iu , kw , определяемые формулами 

       
7 7 7 7

0 1 1 1 2 1 3 11 2 3 4
1 1 1 1
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m m m m
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     
7 7 7

0 1 1 1 2 15 6 7
1 1 1
det , det , det ,m m m

m m m
w F w F w F

  

    D D D  

дают решение однородного уравнения (3). Здесь  det smD  - минор определителя 

 det D , соответствующий элементу (s,m) матрицы D  1,7s  . 

Дифференциальному  уравнению (3) соответствует характеристическое 
уравнение, которое можно представить как 

6
2 0 2 2

1
0

0,n
n

n
p H p p



   1..6n  ,                                   (4) 

где 0,nH - постоянные коэффициенты, зависящие от величины 0 h R  и коэф-
фициента Пуассона ߤ. 
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Кроме нулевых корней, уравнение (4) имеет следующие корни: 
1 1p iq  ,  2 2p iq  ,  3p ,  4p . 

Тогда 1  можно представить в виде 

     

    

2 2 20
1 6 1 1 1 1 2 2

2 2 2 2 2
2 2 3 4 .

H p p q p p q p p q

p p q p p p p

                  
      

 

Таким образом, общее решение уравнения (3) получается в виде 
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Анализ результатов показывает, что при расчете оболочек корни характе-
ристического уравнения разделяются на две группы: асимптотически малые 

1 1p iq    и большие 2 2p iq  ,  3p ,  4p  корни. Асимптотически малым 
корням соответствуют основные НДС, которые приближенно определяются по 
классической теории оболочек. Асимптотически большим корням 2 2p iq  , 

3p ,  4p   соответствуют напряженные состояния оболочки, которые назовем 
дополнительными краевыми эффектами типа «погранслой».  

Для нахождения частного решения уравнений (2) используется преобразо-
вание Лапласа. Частные решения для более общего случая нагружения цилин-
дрической оболочки приводятся в [3]. 
Результаты расчетов и их сравнение с классической теорией 

На рис. 2- 5 показаны результаты расчета НДС оболочки, имеющей следу-
ющие параметры: относительная длина  0 4L R   , радиус 0.1R м , относи-
тельная полутолщина 0 1/ 80h R   , коэффициент Пуассона 0.3  . Обо-
лочка жестко защемлена на двух концах. Распределенная по контуру постоян-
ная сосредоточенная сила P приложена в середине оболочки. На данных рисун-
ках аббревиатура “Gol” соответствует результатам расчета по классической 
теории. 

Анализируя графики на рис. 2-3, можно установить: максимальные нор-
мальные напряжения σ11, соответствующие уточненной теории «К=3», превы-
шают значения этих же напряжений, определяемых по классической теории, на 
65%; различие в величинах этих напряжений, полученных по уточненным тео-
риям «К=2» и «К=3», составляет 25%; 

Максимальные нормальные напряжения σ22, полученные по уточненной 
теории  «К=3» превышают напряжения, соответствующие классической теории, 
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на 60%, разница в величинах этих напряжений, определяемых по уточненным 
теориям «К=3» и «К=2»,составляет около 10%; 

  
а)                                                                    б) 

Рис. 2. Изменение тангенциальных нормальных напряжений  по толщине  
оболочки в точке приложения силы:  а)  σ11;   б) σ22 

  
                  а)                                                                 б) 

Рис. 3. Изменение поперечных напряжений  по толщине оболочки 
в точке приложения силы: а) σ33 ,  б) σ13

 
 

Максимальные поперечные нормальные напряжения σ33, величины кото-
рых составляют 55% от σ11, по уточненным теориям «К=3» и «К=2» отличают-
ся друг от друга в два раза, а также характером распределения по тол-
щине. 

Выводы 
На основании полученных результатов, можно сделать вывод,  что, по 

сравнению с классической теорией,  уточненная теория оболочек учитывает 
дополнительные краевые эффекты типа «погранслой», которые вносят суще-
ственный вклад в общее НДС оболочки вблизи зон искажения напряженного 
состояния, например, вблизи жестко защемленного края, зоны действия локаль-
ной нагрузки, в окрестности скачкообразного изменения жесткостных характе-
ристик и др. 
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ANALISIS OF THE “BOUNDARY LAYER“ STRESS-STRAIN STATE IN FRAMES 
OF THE NONCLASSICAL CYLINDRICAL SHELL THEORY 

 

Val.V. Firsanov 
Moscow Aviation Institute, Moscow, Russia 

 

Two variants of a refined theory of determining the stress-strain state in the boundary zone 
of a cylindrical shells are represented. As an example the calculations of a shell with rigidly 
restrained on two edges and under the influence of local distributed and concentrated loadings 
is considered. The Comparison of calculation results of the stress-strain state shell obtained in 
this work and by the classical theory is given.  

KEY WORDS: closed cylindrical shell, two variants of refined theory, approximation by 
polinomials, virtual principle of Lagrange, edge conditions, Laplace transform, local loading, 
the characteristic equation, “boundary layer”, normal transverse stress. 
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Исследуется возможность получения штампованных изделий из заготовок прямо-
угольной формы с обрезанными и необрезанными углами. Приводятся эксперименталь-
ные измерения упругих искажений боковых стенок от идеального контура детали. Да-
ются рекомендации по проектированию штамповой оснастки и повышению качества 
вытягиваемых изделий коробчатых форм. 
        КЛЮЧЕВЫЕ СЛОВА: листовая вытяжка; координатная сетка; искажение формы; 
потеря устойчивости. 
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Главным критерием качественного формообразования является вытяжка 
без разрушения, т.е., обеспечение такого напряженного состояния, при котором 
в стенках вытягиваемой заготовки не возникает растягивающих напряжений, 
приводящих к разрыву металла [1-3]. 

В справочной литературе имеется большое количество рекомендаций по 
определению оптимальной формы заготовок, обеспечивающих качественное 
получение деталей коробчатой формы [4]. Однако, существует технологический 
дефект как волнистость стенок детали, с которым дело обстоит гораздо слож-
нее, т.к. порой ни при каких формах и размерах заготовки с ним не удается 
справиться. 

Исследование подобной задачи производилось на примере детали «Крыш-
ка», входящей в комплектацию холодильных установок промышленного типа, 
вытягиваемой из заготовки стали 08кп размерами 0,7×475×390 мм. 

Натяжение заготовки при вытяжке осуществляется перетяжными порогами, 
установленными по одному вдоль длинных сторон полости матрицы. Причем 
перед вытяжкой в соответствии с общепринятыми рекомендациями в заготов-
ках обрезают углы (рис. 1, а) [5]. 

 
Рис. 1. Деталь «Крышка», полученная из заготовки 

с обрезанными (а) и необрезанными (б) углами 
 

Возникшие при этом на боковых стенках готового изделия упругие волно-
образные прогибы – так называемые «хлопуны», портили его внешний вид и 
эксплуатационные характеристики. 

В эксперименте по исследованию возможности экономии металла для вы-
тяжки той же детали использовали заготовку меньших размеров 0,7×430×360 
мм, причем перед вытяжкой углы заготовки не обрезали, и получили такую же 
качественную деталь, но вид стенок был значительно лучше (рис. 1, б). 

Для объяснения полученных результатов вытягивали по три детали с обре-
занными и необрезанными углами из заготовок одинаковых габаритных разме-
ров 0,7×475×390 мм. На одной длинной и одной короткой боковых стенок нано-
сили координатную сетку и, используя вертикальный магнитный стол, замеряли 
упругие искажения – волнистость. 

Полученные результаты указывают на принципиальное различие каче-
ственных показателей вытяжки: 

– использование заготовок с обрезанными углами приводит к волнообраз-
ному отклонению длинных стенок до 1,5 мм от идеального контура детали, что 
делает заметной искажение формы и портит внешний вид изделий (рис. 2); 

– использование заготовок с необрезанными углами увеличивает абсолют-
ное искажение до 2,1 мм, но позволяет получить плавный (без волн) прогиб. 

Таким образом, несмотря на то, что меньшая волнообразность наблюдается 
на заготовках с обрезанными углами, лучший внешний вид изделий обеспечи-
вается заготовками с необрезанными углами. 
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Рис. 2. Величина волнистости вдоль линии L2 на длинной стенке изделия 
(цифрами 1, 2, 3 отмечены результаты замеров для трех разных изделий) 

 

Дополнительное натяжение заготовки за счет углов фланца практически не 
влияет на качество поверхности коротких стенок изделия (рис. 3). 

 
Рис. 3. Величина волнистости вдоль линии L2 на короткой стенке изделия 

 

В результате, отклонение поверхности детали от своей плоскостности с об-
разованием волнистости стенок является следствием неэффективно работающе-
го прижима, что необходимо учитывать при вытяжке. 

Для повышения качества стенок коробчатых деталей полученных вытяж-
кой, предлагается новое решение: при обычной технологии вытяжки, листовая 
прямоугольная в плане заготовка 2 втягивается в матрицу 1 (рис. 4). При этом в 
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любой точке фланца действуют сжимающие тангенциальные σθ и растягиваю-
щие радиальные σρ напряжения. Перетяжные пороги 3 осуществляют торможе-
ние фланца заготовки в направлении его радиального перемещения ρ, в резуль-
тате чего величина радиальных растягивающих напряжений увеличивается, тем 
самым уменьшается вероятность гофрообразования [6-8]. 

Использование дополнительных тормозных ребер 4 при перемещении 
фланца в полость матрицы, приведет к появлению сил Р, создающих дифферен-
цированное растяжение металла на отдельных участках заготовки в тангенци-
альном направлении θ [9].  

За счет дополнительного растяжения фланца в зонах I величина сжимаю-
щих тангенциальных напряжений уменьшается, вследствие чего предотвраща-
ются потери устойчивости и образование гофр в этих зонах. 

Выводы: Создание дополнительного сопротивления перемещению металла 
в углах плоской заготовки обеспечит повышение качества вытягиваемых ко-
робчатых деталей, как с фланцем, так и без фланца и экономию металла за счет 
значительного сокращения массы технологического припуска. 

 
Рис. 4. Матрица для листовой вытяжки 
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EFFECT OF THE FORM OF BLANK ON QUALITY OF INDICATOR PRESSWORK 
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The possibility of obtaining forged products from billets of rectangular shape with cut 
and uncut edges. Experimental measurements of elastic distortion of the side walls from the 
ideal contour details. Recommendations for the design of die tooling and improve the quality 
of extractable product box shapes. 
        KEY WORDS: sheet extract; coordinate grid; distortion of a form; stability loss. 



ПАМЯТИ УЧЕНОГО 
19 марта 2017 года после тяжелой болезни скончался вы-

дающийся ученый в области строительной механики, доктор 
технических наук, член редакционного совета журнала «Строи-
тельная механика инженерных конструкций и сооружений»,  
профессор  Вадим Дмитриевич Потапов. 

Вадим Дмитриевич родился в поселке Вязники Владимир-
ской области 4 февраля 1940 года в многодетной семье служаще-
го.. В 1957 году по окончании школы с серебряной медалью он 
поступил на факультет «Мосты и тоннели» МИИТа. Получает 
приглашение от  профессора Смирнова А.Ф. на работу на кафед-
ре   «Строительная механика». С 1963 года Потапов В.Д. асси-
стент кафедры «Строительная механика». Ведет полную учеб-

ную нагрузку и одновременно много работает в выбранной им научной области. В 1966 г. 
поступает в аспирантуру и через год защищает кандидатскую диссертацию на тему «Чис-
ленные методы расчета стержневых систем, деформирующихся во времени». Окончил ве-
чернее отделение Мехмата МГУ. 

  В 1974 в 34-летнем возрасте,  защищает докторскую диссертацию по теме «Стохас-
тические задачи устойчивости элементов конструкций, деформирующихся во времени. 
Блестящие научные достижения не отвлекали Потапова В.Д. от повседневной педагогиче-
ской работы. Он читал лекции и проводил занятия по всем дисциплинам кафедры. Его 
лекции отличаются насыщенностью, глубиной, четкостью изложения и математической 
строгостью в доказательствах. 

В 1998 г. Потапов В.Д. избирается заведующим кафедрой «Строительной механики».  
За время руководства кафедрой было написано два учебника по строительной механике, 
разработаны методики и формы преподавания нескольких дисциплин для студентов 
старших курсов, связанных с механикой твердого деформированного тела.  

Он является признанным специалистом практически во всех областях строительной 
механики: статики и динамики сооружений, теории упругости и пластичности, теории ус-
тойчивости, теории ползучести и других. Оригинальная разработка проблемы устойчиво-
сти конструкций в условиях ползучести, основанная на общей теории устойчивости дина-
мических систем, явилась существенным и продуктивным вкладом в решение этой про-
блемы. Особо следует отметить цикл работ, посвященных анализу устойчивости неодно-
родно стареющих и растущих вязкоупругих тел. Широко известна фундаментальная раз-
работка методов оценки надежности, долговечности и устойчивости вязкоупругих систем, 
имеющих случайные несовершенства и находящихся под действием случайных нагрузок. 

 Работа Потапова В.Д. получила международное признание, что  подтверждается 
многочисленными публикациями за рубежом и участием  в представительных научных 
симпозиумах. Он много раз выступал с лекциями, и докладами на различных междуна-
родных конгрессах, конференциях, симпозиумах по  математике и механике  в разных 
странах Европы и США, причем многие лекции и доклады были прочитаны им на англий-
ском или немецком языках. 

Результаты исследований опубликованы в 274 работах, в том числе в двух моногра-
фиях и учебниках по сопротивлению материалов, теории упругости и пластичности и 
строительной механике. Более 90 научных работ опубликованы  на английском языке. 

Им подготовлено 3 доктора и 14 кандидатов технических наук. 
Научная и педагогическая деятельность профессора Потапова В. Д. отмечена награ-

дами: «Заслуженный работник транспорта Российской Федерации», «Почетному железно-
дорожнику», «Почетному работнику высшего профессионального образования Россий-
ской Федерации», «Почетному транспортному строителю». 

 
                                                                        Профессорско-преподавательский состав кафедры  
                                                                                 «Строительной механики» МГУПС (МИИТ) 


