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Расчет и проектирование строительных конструкций 
 

СОВЕРШЕНСТВОВАНИЕ МЕТОДИКИ РАСЧЕТА 
ИНДУСТРИАЛЬНЫХ БЕССВАРНЫХ ПЕТЛЕВЫХ СТЫКОВ 

АРМАТУРЫ ЖЕЛЕЗОБЕТОННЫХ КОНСТРУКЦИЙ ГЭС И АЭС ПО 
ПРЕДЕЛЬНЫМ СОСТОЯНИЯМ 

 

Е.А.КЛИМОВ, аспирант, инженер*. 
В.Б.НИКОЛАЕВ, д.т.н., профессор**. 
*АО «НИИЭС»,125362 г. Москва, Строительный проезд 7А; 
  e-mail: klimzero@mail.ru; 
**АО «Атомэнергопроект», 105005 г. Москва, ул. Бакунинская, д.7 стр. 1; 
   e-mail: valernik@inbox.ru 
 

В статье представлены результаты исследований петлевых стыков стержневой 
арматуры массивных железобетонных конструкций ГЭС и АЭС, в том числе разра-
ботка  методики расчета петлевых стыков по предельным состояниям первой и вто-
рой группы. 

КЛЮЧЕВЫЕ СЛОВА: железобетонные конструкции, арматура, петлевой стык, 
прочность, предельное состояние, методика расчета. 

 
Петлевой стык арматуры железобетонных конструкций представляет собой 

соединение двух или более стыкуемых арматурных каркасов, путём пересече-
ния встречных петель стержневой арматуры, между петлями которых образует-
ся бетонное ядро, передающее усилия с одной части элемента на другую или с 
одного элемента железобетонной конструкции на другой. Петлевой стык, в ко-
тором стержневые выпуски переходят из растянутой в сжатую зону элемента, 
называется петлевым стыком-перепуском (рис. 1). 

Петлевые стыки различаются по форме очер-
тания ядра, по количеству стыкуемых элементов, 
по взаимному расположению арматурных петель 
в железобетонной конструкции, а так же по нали-
чию армирования ядра. По форме очертания ядра 
различают стыки с круговым, овальным или пря-
моугольным (полигональным) очертанием. По 
количеству стыкуемых элементов, петлевой стык 
может соединять один, два, три или четыре эле-
мента конструкций. При соединении в пределах 
одного элемента конструкции, например пере-
крытия, можно выделить линейный петлевой 
стык (рис. 2). При соединении двух элементов 
железобетонной конструкции, например, стены и 
перекрытия, возникает угловой петлевой стык 
(рисунок 3).  

Многообразие форм и конструкций петлевых 
стыков обуславливает необходимость создания 

специальной методики расчета, учитывающей все геометрические и конструк-
тивные особенности петлевых соединений. 

Бессварной петлевой стык, рассматриваемый в рамках научно- исследова-
тельских работ, проведенных в АО «НИИЭС», отличается от известного с 40-х 
годов прошлого века стыка конструкции академикаГ. П. Передерия, используе-
мого в основном мостостроении. К основным отличиям можно отнести: 

 
Рис. 1 Линейный петлевой 
стык-перепуск стержневой  

арматуры 
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 отсутствие армирования ядра стыка и тем более плотно прилегающих 
шпилек; 

 отсутствие требования плотного прилегания встречных петель друг к 
другу; 

 возможное расположение петель «вразбежку» – посередине между ша-
гом арматуры; 

 возможность применения петлевых выпусков различного напряженного 
состояния по знаку усилия – одна часть петли растянута, другая – сжата. 

Также, петлевой стык имеет явные преимущества перед другими видами 
соединений стержневой арматуры: 

 технологичность монтажа арматурных каркасов; 
 отсутствие жёстких требований по соосности арматуры; 
 высокая усталостная прочность; 
 повышенная надёжность анкерующей способности в связи с замкнуто-

стью ветвей растянутой и сжатой арматуры по сравнению с прямыми перепус-
ками; 

 отсутствие концетраторов напряжений; 
 отсутствие сварочных напряжений; 
 полное отсутствие трудоемких ручных работ, а значит технологичность 

монтажных работ. 
Кроме того, петлевой стык может в равной степени использоваться как в 

пролёте конструкции, так и в угловых соединениях перекрытий со стеновыми 
конструкциями. 

Перечисленные особенности позволяют исключить трудоёмкую стыковку 
арматуры. Использование подобных технологий оптимизации строительства 
позволяет сократить использование трудовых ресурсов и повысить скорость 
строительства. Однако, широкое распространение петлевых стыков в строи-
тельстве ограничивалось из-за отсутствия обобщенной методики расчета, учи-
тывающей множество параметров, влияющих на прочность стыка. Ядро петле-
вого стыка претерпевает сложное пространственное напряженное состояние и 
зависит от значительного числа переменных параметров: диаметра петлевого 
выпуска, «элипсовидности» ядра, диаметра и класса арматуры, шага арматуры, 
прочности бетона, напряженного состояния петлевых выпусков. 

Применение петлевых стыков в конструкциях ряда объектов бывшего 
СССР (таких как Курская АЭС, насосные станции Каршинского магистрально-
го канала, фундаменты высоковольтной линии электропередач через Каховское 
водохранилище, каналы технического водоснабжения ТЭЦ) было обосновано 
эмпирическим путем. 

Составление методики расчета петлевых стыков на основе применения ста-
тистического подхода являлось крайне затруднительным из-за необходимости 
испытаний значительного числа физическихмоделей со многими переменными 
параметрами. Число подобных моделей при планировании экспериментов со-
ставляло бы более 1000 образцов. Подобным методом было проведено исследо-
вание в Национальном университете Сингапура [8]. 

В итоге был принят другой путь исследований, заключающийся в разра-
ботке аналитической методики с использованием приемов сопротивления мате-
риалов и теории железобетона с последующей апробацией и корректировкой на 
основе испытаний крупномасштабных моделей. 

В ходе исследований железобетонных конструкций с петлевыми стыками 
была разработана методика расчета петлевых стыков по первой и второй группе 
предельных состояний. На основе анализа совместной работы арматуры и бе-
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тонного ядра петлевого стыка, был получен ряд зависимостей, позволяющих 
оценить прочность конструкций с петлевыми стыками. 

Надежность разработанной конструкции петлевых стыков обосновывается 
недопущением наступления предельных состояний: первой группы – по несу-
щей способности; второй группы – по ограничению раскрытия магистральных 
трещин от воздействия расчетных сочетаний нагрузок. 

Расчеты петлевых стыков на действие изгибающих моментов, продольных 
и поперечных сил, крутящих моментов проводятся по предельным состояниям, 
включающим: 

 первую группу предельных состояний, превышение допустимых 
значений которой ведёт к потере несущей способности и к полной 
непригодности к эксплуатации конструкций с петлевыми стыками; 

 вторую группу предельных состояний, превышение допустимых 
значенийкоторой нарушает нормальную эксплуатацию конструкций с 
петлевыми стыками или исчерпывает ресурс их долговечности по сравнению с 
предусматриваемым сроком службы. 

Конструкции с петлевыми стыками рассчитываются на действие 
поперечных сил как монолитные конструкции (без стыков) в соответствии с 
требованиями нормативных документов [1-2]  

Расчет петлевых стыков по предельным состояниям предусматривает опре-
деление прочности бетонного ядра петлевого стыка и ширины раскрытия тре-
щин. Деформации, прогибы железобетонных конструкций с петлевыми стыками 
определяются как для монолитных железобетонных конструкций. 

Расчеты по предельным состояниям первой группы следует производить из 
условия, по которому усилия в петлевых стыках от различных нагрузок и воз-
действий с учетом начального напряженного состояния (температурные и дру-
гие воздействия) не должны превышать соответствующих предельно допусти-
мых значений, превышение которых ведёт к потере несущей способности кон-
струкций с петлевыми стыками. 

Принято следующее условие прочности по первому предельному состоя-
нию (по несущей способности): напряжения в бетоне ядра не должны превос-
ходить расчетных сопротивлений при сжатии и при растяжении от действия 
усилий, равных произведению площади сечения арматуры на ее расчетное со-
противление: 

௖ܰ௟ ≥ ௦ܰ , 
где ௖ܰ௟ −	несущая способность ядра петлевого стыка;  

௦ܰ − усилие в одном арматурном стержне. 
Направления усилий и схемы магистральных трещин обозначены ломаны-

ми линиями на рисунках 2 и3 в зависимости от конструкции.  
а)                                                        б) 

  

а) тип Л-1 - петлевой стык с двумя рядами арматуры 
у растянутой грани;  б) тип Л-2 - петлевой стык-перепуск с одним рядом арматурных сеток у рас-
тянутой и сжатой грани 
 

Рис. 2. Схемы передачи усилий и положения магистральных трещин в линейных  
петлевых стыках 
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а)   б)  
а) тип У-1 – угловой стык с растянутой внутренней гранью; 

б) тип У-2 – угловой стык со сжатой внутренней гранью. 
Рис. 3. Схемы передачи усилий и положения магистральных трещин  

в угловых петлевых стыках 

Ввиду многообразия типов петлевых стыков, их расположения в конструк-
циях, а также действующих нагрузок, можно выделить четыре возможные фор-
мы наступления предельного состояния и разрушения: 

А – Раскалывание ядра под петлями; 
Б – Срез ядра по наклонным сечениям, соединяющим встречные петли; 
В – Сдвиг ядра от кручения; 
Г – Потеря анкерующей способности петлевых выпусков с образованием 

шарнира. 
В результате расчетов по указанным формам разрушения, параметры стыка 

принимаются по наименьшей несущей способности. 
А) Предельное состояние при раскалывании – форма разрушения «А». 
Методика расчета основывается на численном анализе локального (под 

петлевыми выпусками) поля напряжений при различных соотношениях шага 
петель к диаметру ядра. (см. рисунок 4). 

 
Рис. 4. Схема усилий и характер трещинообразования при раскалывании ядра пет-

левого стыка под петлями (ломаными линиями обозначены возникающие трещины) 
 

Расчет на раскалывание бетона под петлями производится из условия: 

௖ܰ௟ ≥ ௦ܰ . 
Несущая способность ядра петлевого стыка ௖ܰ௟ определяется по формуле: 

௖ܰ௟ = ቈ2.3 ൬
ܷ଴

ܦ + ܿ௛
൰
ଶ

+ 1.3቉ ∙ ܵ௖௟ ∙ ݇௖ ∙ ܴ௕௧ , 

где ܷ଴ − расстояние между стержнями арматуры в зоне стыка;  
ܿ௛ − длина горизонтальной прямой вставки; 
ܵ௖௟ − площадь ядра петлевого стыка, определяемая по формуле: 

ܵ௖௟ = ߨ0.25 ∙ ଶܦ + ܿ௛ ∙ ܦ) + ܿ௩) + ܿ௩ ∙  ,ܦ
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где ܿ௩ − длина вертикальной прямой вставки;  ݇௖ − коэффициент, учитываю-
щий повышение прочности ядра в зависимости от его армирования: 

 в стыке типа Л1: 
݇௖ = 1 + ௦ܣ/௖ܣ0,125 ≤ 1.5, 

где ܣ௦ − площадь сечения одного стержня рабочей арматуры; 
௖ܣ − площадь сечения всех стержней, армирующих ядро; 
 в стыке-перепуске типа Л2 и угловых стыках-перепусках типа У1 и У2: 

݇௖ = 1+
4 ∙ ௖ܣ
ߨ ∙ ଶܦ ∙

௦ܧ
௕ܧ

≤ 1.5. 

Б) Предельное состояние от среза ядра по наклонным сечениям, соеди-
няющим встречные петли – форма разрушения «Б». 

В основе методики используется теория прочности Мора. Методика апро-
бирована на результатах испытаний методической серии моделей с различным 
шагом арматуры, выполненных в НИСеГидропроекта. Схема усилий и характер 
трещинообразования при срезе по наклонным сечениям показан на рис. 5. 

 
Рис. 5. Схема усилий и характер трещинообразования при срезе по наклонным се-

чениям (ломаными линиями обозначены возникающие трещины) 
 

Расчет петлевых стыков при срезе по наклонным сечениям производят из 
условия: 

௖ܰ௟ ≥ ௦ܰ , 
௖ܰ௟ = ௟ߛ ∙ ܵ௦ ∙ ݇௖ ∙ ([߬] ∙ ௦ߚݏ݋ܿ + [ߪ] ∙  ,(௦ߚ݊݅ݏ

где: ߛ௟ − коэффициент, учитывающий особенности распределения напряжений 
по сечению ядра стыка: 

 для стыка типа Л1: ߛ௟ = 1 
 в стыке-перепуске типа Л2: ߛ௟ = 0,9 
 в угловых стыках-перепусках типа У1 и У2: ߛ௟ = 1.1; 

௦ߚ − угол среза, определяемый по формуле:          ߚ௦ = ݃ݐܿݎܽ ௎బିௗ
஽ା௖೓

; 
ܵ௦ − площадь наклонного сечения, определяемая по формуле: 

ܵ௦ =
ܵ௖௟

௦ߚݏ݋ܿ
, 

где ܵ௖௟ − площадь ядра петлевого стыка, определяемая по формуле; 
[ߪ]							 −средние значения нормальных напряжений в наклонном сечении: 

[ߪ] =
1.35ܴ௕௧

1 − ݇ோ + 2 ∙ ඥ݇ோ ∙ ߚ݃ݐܿ
; 

где    ݇ோ = ܴ௕௧/ܴ௕; 
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										[߬] − средние значения касательных напряжений в наклонном сечении: 
[߬] = [ߪ] ∙  .ߚ݃ݐܿ

В) Предельное состояние от действия кручения – Форма разрушения «В». 
Максимальные касательные напряжения в ядре от кручения возникают по 

его контуру и не суммируются с максимальными касательными напряжениями, 
возникающими в средней части наклонного сечения при рассмотрении напря-
женного состояния многопролетной «балки». Структура разработанной форму-
лы учитывает зависимость крутящего момента от упруго-пластичного полярно-
го момента сопротивления и максимальных касательных напряжений по [3] и 
[4]. Методика распространяется на конструкции, испытывающие динамические 
воздействия (ударная волна, сейсмическая нагрузка) и претерпевающие попе-
ременное растяжение на противоположных гранях. 

Расчет на кручение производят из условия: 
௞ܦ ≥ ௥௘௤ܦ , 

где ܦ௞ − диаметр эквивалентного кругового ядра, определяемый по формуле: 
௞ܦ = 2ඥܵ௖௟/ߨ; 

௥௘௤ܦ −требуемый диаметр петлевого стыка, определяемый по формуле:  
௥௘௤ܦ = ݇ ∙ ݀ ∙ ඥܴ௦/ܴ௕ , 

где ݇ = 2,58 – для линейного стыка-перепуска; ݇ = 1,72 – для углового стыка-
перепуска. 

Г) Предельное состояние от потери анкерующей способности петель –  
форма разрушения «Г» 

В основе методики лежит условие равновесия арматурного стержня, со-
стоящего из прямолинейных и криволинейных участков. В методике использу-
ется прочность сцепления криволинейного анкера с бетоном, полученная в ре-
зультате обработки и анализа разрушающих усилий при испытаниях балок с 
петлевыми круговыми перепусками. 

Расчет при потере анкерующей способности производится из условия: 
௞ܦ ≥ ௥௘௤ܦ , 

Требуемый диаметр ядра петлевого стыка определется по формуле: 

௥௘௤ܦ =
0.5ܴ௦ ∙ ݀
ߨ ∙ ܴ௕௢௡ௗଷ

, 

где ܴ௕௢௡ௗଷ − среднее сопротивление сцепления арматуры с бетоном по криво-
линейному анкеру, определяемое по формуле: 

ܴ௕௢௡ௗଷ = ଷߟ ∙ ܴ௕௧ , 
где ߟଷ − коэффициент, учитывающий влияние диаметров петли и арматуры и 
определяемый по формуле: 

ଷߟ = 5.7 −  .݀/ܦ0.12
Если ܦ௥௘௤ > ௞ܦ ,требуется определение длины прямой вставки из зависимо-

сти: 

ܿ =
0.25 ∙ ܴ௦ ∙ ݀ − 0.5 ∙ ߨ ∙ ܦ ∙ ܴ௕௢௡ௗଷ

ଵߟ ∙ ܴ௕௧
, 

где ߟଵ −коэффициент, учитывающий влияние вида поверхности арматуры, оп-
ределяемый по [1, c 115]. 

В полигональных (прямоугольных) стыках в прямую вставку ܿ включаются 
все прямолинейные участки горизонтального и вертикального направления: 

ܿ = ܿ௛ + ܿ௩. 
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Расчеты петлевых стыков по предельным состояниям второй группы 
включают: 

● расчеты по образованию трещин, которые следует производить как для 
монолитных конструкций по нормативным документам[1c.78, 2c.46] для 
проверки необходимости учета трещин при расчете по деформациям; 

● расчеты по раскрытию трещин, которые необходимо выполнять из 
условия, по которому ширина раскрытия трещин в стыке от различных нагрузок 
и воздействий не должна превышать предельно допустимых значений. 
Максимально допустимые значения раскрытия трещин устанавливаютсяисходя 
из требований, предъявляемых к конструкции в зависимости от условий ее 
эксплуатации, воздействия окружающей среды и характеристик материалов с 
учетом особенностей коррозионного поведения арматуры и бетона; 

● расчеты по деформациям, которые следует выполнять как для моно-
литных конструкций по нормативным документам [1, c.85; 2, c.51] из условия, 
по которому перемещения и амплитуды колебаний конструкций от различных 
нагрузок и воздействий не должны превышать соответствующих предельно 
допустимых значений, при превышении которых нарушается нормальная 
эксплуатация конструкций или исчерпывается ресурс их долговечности. 

Раскрытие магистральной трещины в сечении по контуру ядра определяет-
ся деформацией растянутой арматуры и деформацией бетонного ядра и сумми-
руется из трех составляющих: 

 деформации арматуры вне ядра; 
 деформации арматуры в зоне прямой вставки; 
 деформации ядра. 
Для угловых и линейных стыков ширина раскрытия трещины определяется 

формуле: 

ܽ௖௥௖ = ቈቆ0.062
݀

ܴ௕௧,௡
∙ ௦,௖௥௖ߪ + 0.5 ∙ ቇܦ ∙ ௦ߖ

௦ߪ
௦ܧ
+� �0.25 ∙ ௦ᇱߖ

௦ᇱߪ

௦ܧ
∙ ܿ + 1.56 ∙

݀ଶ

ܷ଴
∙
௦ᇱߪ

௕,ఛܧ
቉,	 

где ߪ௦,௖௥௖ − напряжение в растянутой арматуре в сечении с трещиной сразу по-
сле образования нормальных трещин [1c. 85]; 
௦ߖ − коэффициент, учитывающий неравномерное распределение относитель-
ных деформаций растянутой арматуры между трещинами [1, c. 85]; 
௦ᇱߖ − коэффициент, учитывающий неравномерное распределение относитель-
ных деформаций растянутой арматуры между трещинами в зоне прямой встав-
ки с двойным армированием [1, c. 85]; 
௕,ఛܧ −модуль деформаций бетона при длительном действии нагрузки [1, c. 24]; 
௦ᇱߪ −	 напряжение в арматуре в начале криволинейного участка петлевого вы-
пуска, определяемое по формуле:  

௦ᇱߪ = ௦ߪ ∙ ൬1 −
0,25ܿ
݈଴௔௡

൰, 

где ݈଴௔௡ − длина анкеровки арматуры, определяемая по [1, c. 115]. 
В ходе дальнейших исследований были проведены испытания 24–х круп-

номасштабных железобетонных моделей линейных и угловых петлевых стыков. 
Испытания проводились на различные виды воздействий: действие изгибающе-
го момента, действие поперечной силы, температурные и динамические воздей-
ствия. Проведенные экспериментальные исследования подтвердили коррект-
ность разработанной методики и позволили включить в зависимости методики 
ряд эмпирических коэффициентов. При планировании и проведении экспери-
ментальных исследований был учтен опыт физического моделирования массив-
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ных железобетонных конструкций энергетических сооружений, в том числе, 
имеющих несущие элементы из листовой стали [5-8]. 
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IMPROVEMENT OF THE METHOD OF CALCULATION OF INDUSTRIAL 
LOOP CONNECTIONS OF FITTINGS OF REINFORCED CONCRETE  

CONSTRUCTIONS OF HYDROELECTRIC POWER STATION AND THE NPP 
AT THE LIMIT STATE 

 

E.A. Klimov, V.B. Nikolaev 
 
Results of researches of loopback connections of reinforcement bar of massive concrete 

constructions of hydroelectric power station and the NPP, including development of a method 
of calculation of loopback connections on limit state of the first and second group are present-
ed in the article. 

KEY WORDS: reinforced concrete constructions, concrete reinforcement, loop connec-
tions, ultimate state, a method of calculation. 
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МОДЕЛИРОВАНИЕ ПРОСТРАНСТВЕННОЙ ТРЕЩИНЫ В  
ЖЕЛЕЗОБЕТОННЫХ КОНСТРУКЦИЯХ ПРИ КРУЧЕНИИ С ИЗГИБОМ 
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В статье рассматривается вопрос моделирования пространственной трещины 
железобетонной конструкции, работающей на изгиб с кручением. Рассмотрены вари-
анты моделирования поверхности пространственной трещины прямым геликоидом, 
бикубической поверхностью Кунса и билинейной поверхностью. Проведен анализ этих 
поверхностей и сделан выбор наиболее подходящего варианта моделирования. 
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Вопросам моделирования пространственной трещины при сложном сопро-

тивлении на сегодняшний день посвящено сравнительно небольшое количество 
работ. При кручении с изгибом на первый взгляд наиболее приемлемой моде-
лью является прямой геликоид [1-3] с направлением закручивания вокруг оси Z.  

Прямым геликоидом (рис. 1) называется винтовая линейчатая поверхность, 
описываемая прямой, которая пересекает ось геликоида под прямым углом, 
вращается с постоянной скоростью вдоль этой же оси. Скорости этих движений 
пропорциональны. В общем случае всякая точка образующей прямого геликои-

да описывает винтовую линию. 
Задание поверхности прямого геликоида 

осуществляется формулой: 
( / )z c arctg y x  ,         (1) 

где с – смещение образующей прямой при по-
вороте ее на 1 рад (см. рис. 1). 

Анализ поверхности прямого геликоида 
показывает, что такая поверхность приемлема 
лишь для железобетонных конструкций кругло-
го сечения. Если же мы ставим задачу модели-
рования поверхности пространственной трещи-
ны для железобетонных конструкций, напри-
мер, прямоугольного сечения, то использование 
уравнения прямого геликоида здесь явно не-

удобно. Попытки использования прямого геликоида при вращении образующей 
относительно других осей (например, X) не улучшает ситуацию при моделиро-
вании пространственной трещины. Более того, для конструкций прямоугольно-
го сечения пересечение прямого геликоида с ее гранями требует введения до-
полнительных ограничений, что явно усложняет ее математическое описание. 

Проведенный анализ экспериментальных исследований железобетонных 
конструкций при кручении с изгибом показывает, что пространственная трещи-
на также может быть промоделирована бикубической поверхностью Кунса или 
билинейной поверхностью со смещением угловых точек этих поверхностей 
вдоль оси железобетонной конструкции. 

Бикубическая поверхность Кунса представляет собой гладкую поверх-
ность, построенную по 4-м граничным кривым (рис. 2).  

Для всех четырех граничных кривых бикубической поверхности Кунса ис-
пользуются нормализованные кубические сплайны. Уравнение для определения 
любой точки на бикубической поверхности Кунса записывается в виде: 

 
Рис. 1. Прямой геликоид 
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Рис. 2. Бикубическая поверхность Кунса 
 

        , TQ u w U N P N W ,    (2) 

где    3 2 1U u u u    ; 0 1u   - параметр, характеризующий отношение, в 

котором кубический сплайн, содержащий искомую точку на поверхности Кунса 
и лежащий параллельно сплайнам AB и CD, делит сплайны AC и BD;  

  3 2 1W w w w    ; 

0 1w   - параметр, характеризующий отношение, в котором кубический 
сплайн, содержащий искомую точку на поверхности Кунса и лежащий парал-
лельно сплайнам AC и BD, делит сплайны AB и CD;  
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[P] - матрица, содержащая всю геометрическую информацию, необходимую для 
генерации одного бикубического куска поверхности Кунса. 

Анализ уравнения бикубической поверхности Кунса показывает, что для 
однозначного определения данной модели необходимо найти довольно большое 
количество различных параметров, что неоправданно усложняет моделирова-
ние. Билинейная поверхность конструируется из четырех угловых точек в па-
раметрическом пространстве, т.е. из точек А[yA, zA], В[yB, zB], С[yC, zC], D[yD, zD]. 
Отметим, что в качестве основной принята именно плоскость YOZ для удобства 
дальнейшего перехода к объемному элементу реальной пространственной тре-
щины железобетонной конструкции, продольную ось которой удобно обозна-
чить как ось X. Изображение такой билинейной поверхности на плоскости YOZ 
приведено на рис. 3. 
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Математическое описание билинейной поверхности представлено парамет-
рическим выражением для определения координат любой точки K на указанной 
плоской поверхности. Предположим, что точка K лежит на пересечении 2-х 
прямых HL и NM, параллельных соответственно прямым AC(BD) и AB(СD) 
(см. рис. 2). Прямая HL делит AB(СD) в отношении w: (1 – w), а NM делит соот-
ветственно прямую AC(BD) в отношении u: (1– u). В таком случае координаты 
точки K находятся из выражения: 

 [ ]( )(, , 1 ) [1 , )1](K K A A K K B B K Ky z y z u w y z u w     
 

[ ] ( ) [ , 1 , ] C C K K D D K Ky z u w y z u w   .   (3) 

Определенная таким образом точка K будет перемещаться по всей плоской 
поверхности при изменении параметров u и w от 0 до 1. 

Если координатные векторы четырех 
точек, определяющих билинейную по-
верхность, заданы в трехмерном объект-
ном пространстве, то будет трехмерной и 
билинейная поверхность, получаемая в 
результате отображения параметрическо-
го пространства в объектное. При этом 
угловые точки будут иметь уже три ко-
ординаты: А[xA, yA, zA], В[xB, yB, zB], 
С[xC, yC, zC], D[xD, yD, zD] (рис. 4, а). 

В ходе аналитического исследования 
и анализа свойств билинейной поверхно-
сти были выявлены следующие ее зако-
номерности: 

1) все свойства билинейной поверх-
ности сохраняются и для трехмерного объектного пространства при любых из-
менениях координаты Х угловых точек поверхности (при этом указанные изме-
нения ординаты точек независимы друг от друга (см. рис. 4, б, в, г); 

2) билинейная поверхность может быть вписана не только в квадратное се-
чение в плоскости YOZ, но и в прямоугольное; 

3) в отличие от прямого геликоида для железобетонных конструкций пря-
моугольного сечения пересечение с боковыми поверхностями не требует введе-
ния дополнительных ограничений. 

Выражение (3) для трехмерного объектного пространства принимает фор-
му: 

 [ ]( )( ) [ ]( ), , , , 1 1 , , 1K K K A A A K K B B B K Kx y z x y z u w x y z u w     
 

, , [ ] ( ) [ ]1 , ,C C C K K D D D K Kx y z u w x y z u w  .  (4) 

В случае необходимости учета депланации поверхности в плоскости XOZ в 
выбранных точках также за основу принимается билинейная поверхность. При 
этом каждое слагаемое в правой части уравнения (4) следует умножить на 
функцию f(x, z): 

 ,  f x z x z   ,               (5) 

где                                                 
2 2

2 2
a b
a b







,  

a и b – размеры поперечного сечения, равные половине ширины и высоты сече-
ния соответственно. 

 
Рис. 3. Плоская билинейная поверхность 
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а) 

 

б) 

 
  в) 

 

г) 

 
Рис. 4. Общий вид трехмерной билинейной поверхности и примеры ее трансфор-

мации при изменении значения координат угловых точек: а – произвольная 3-хмерная 
билинейная поверхность; б – ее трансформация при смещении т. В на значение (-0.5h), а 
т. D на значение (-h) вдоль оси X относительно положения (а); в – то же при смещении 
т. В и т. D на значение (-h) вдоль оси X относительно положения (а); г – то же при сме-

щении т. В на значение (-h) вдоль оси X относительно положения (а) 

Выявленные закономерности билинейных поверхностей позволяют исполь-
зовать их для описания геометрической формы пространственных трещин, воз-
никающих в железобетонной конструкции при кручении с изгибом. 

 
Рис. 5. Общий вид образования трещины по предлагаемой билинейной поверхности в 

железобетонном элементе, работающем на кручение с изгибом 
 

Анализ проведенных экспериментальных исследований [5-9] показал так-
же, что наиболее вероятным случаем развития пространственной трещины яв-
ляется вариант, при котором длина ее проекции вдоль оси X элемента колеблет-
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ся в пределах от l = hтр. до l = 2hтр. (см. рис. 4, б, в, г). При этом высота hтр. опре-
деляется как высота растянутой зоны бетона. 

Следует отметить, что исследованиями [4] уже была получена методика по 
определению длины проекции C на ось Х элемента балки (рис. 5), что в даль-
нейшем можно использовать для определения координат угловых точек по-
верхности пространственной трещины. 

На основании проведенного в данной работе исследования был сделан вы-
вод о том, что билинейная поверхность является наиболее приемлемым вариан-
том математического моделирования пространственной трещины в железобе-
тонной конструкции при кручении с изгибом как наиболее простая в описании, 
но обеспечивающая при этом достаточную точность при выполнении расчетов. 
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MODELING SPATIAL CRACKS IN CONCRETE STRUCTURES  
IN TORSION BENDING 

 

Vl.I. Kolchunov, D.A. Rypakov 
Souht-West State University, Kursk, Russia 

 

The article discusses modeling of spatial cracked concrete structure, working in bending 
and torsion. Variants of surfaces modeling spatial crack are right helicoid, bicubic Coons sur-
face, and bilinear surface. The analysis of these surfaces gave a possibility to choice the most 
suitable simulation. 

KEY WORDS: reinforced concrete, torsion, cracks, analytical geometry. 
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ИССЛЕДОВАНИЕ УСЛОВИЙ ОБЕСПЕЧЕНИЯ БЕЗОПАСНОСТИ 
ГЛАВНОГО ЦИРКУЛЯЦИОННОГО ТРУБОПРОВОДА НА ОСНОВЕ 

КОНЦЕПЦИИ ТПР 
 

Д.А. КУЗЬМИН, аспирант 
г.Москва, ул. Ферганская, 25, АО «ВНИИАЭС», 109431,  
Kuzmin_DA@yahoo.com 
 

Исследованы условия обеспечения безопасности на основе концепции ТПР («Течь 
перед разрушением»). Показаны методы и подходы, используемые для расчетов на ос-
нове концепции ТПР. Продемонстрированы результаты работ, выполненных для АЭС 
типа ВВЭР -440, с использованием нормативных документов США, Словакии, Чехии и 
России по концепции ТПР. 

КЛЮЧЕВЫЕ СЛОВА: концепция «течь перед разрушением», трубопровод, крити-
ческая длина трещины, стабильность трещины, истечение и чувствительность систем 
контроля течей.  

 

Введение 
Концепция ТПР – это совокупность принципов конструирования сосудов и 

трубопроводов давления, включающая принцип достаточной трещиностойкости 
материала конструкции, обеспечивающей возможность существования устой-
чивых сквозных трещин при заданных условиях эксплуатации, и принцип об-
ратной связи, обеспечивающей прекращение эксплуатации конструкции при 
появлении в ней течи через сквозную устойчивую трещину, практическая реа-
лизация которых позволяет исключить полное разрушение сосуда или трубо-
провода давления и прекратить их эксплуатацию при образовании течи [1]. 

Успешное применение концепции безопасности «Течь перед разрушением» 
(ТПР) оказывает положительное влияние на экономику АЭС, а именно: 

а) позволяет избежать установки опор-ограничителей биений концов  тру-
бопровода в случае его обрыва; 

б) отсутствие опор-ограничителей дает существенное сокращение времени 
эксплуатационного контроля состояния трубопроводов, так как присутствие 
опор-ограничителей часто усложняет и продлевает работы, связанные с контро-
лем; 

в) снижение времени на контроль приводит к снижению дозовых затрат 
персонала.  
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Проведено исследование по обеспечению безопасности главного циркуля-
ционного трубопровода (ГЦТ) и дыхательного трубопровода (ДТ) на основе 
концепции ТПР для АЭС типа ВВЭР-440.  

Поставлена задача определить требования к системам контроля течи, дать 
интегральную оценку безопасности эксплуатации трубопроводов ГЦТ и ДТ 
ВВЭР-440, а также определить требования к условиям безопасной эксплуатации 
этих трубопроводов. Для обеспечения безопасности ГЦТ и ДТ ВВЭР-440 на 
основе концепции ТПР учитывались рекомендации документов США [3], Чехии 
[4], Словакии [2] и России [5]. 

Основные принципы ТПР. 
Последовательность обеспечения безопасности может быть определена 

следующим образом: 
- проверка полноты входных данных на механические свойства и свойства 

механики разрушения по каждому расчетному элементу; 
- проверка полноты входных данных о геометрии трубопроводов, такой как 

диаметр, толщина или геометрия гетерогенных швов с графическими иллюст-
рациями для всех расчетных элементов; 

- проверка полноты входных данных о различных режимах эксплуатации; 
- оценка влияния деградации металла на систему трубопроводов; 
- проверка фактической толщины стенок на ослабления связанных с произ-

водством трубопроводов; 
- оценка возможности возникновения гидроударов в трубопроводных систе-

мах; 
- оценка возможности влияния косвенных источников разрыва трубопрово-

дов, такие как аварии опор, демпферов, падение объектов и другие; 
- оценка предрасположенности трубопроводов хрупкому разрушению; 
- расчет напряжений трубопроводов на статические и сейсмические нагруз-

ки; 
- анализ проверки применимости концепции безопасности ТПР. 

 

Рис. 1. Блок-схема системы безопасности «течь перед разрушением» 

Система безопасности ТПР рассмотрена в конфигурации, указанной на ри-
сунке 1. В соответствии с методологией [2] в случае обнаружения течи через 
стенку трубопровода  время, в течение которого надо принять решение и начать 
останов энергоблока, составляет 60 минут или меньше. 
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Расчет напряжений для различных режимов эксплуатации. 
Напряженно-деформированное состояние анализировалось с учетом воз-

можности возникновения гидроударов и стратификации, а также аварийных 
режимов, в том числе максимально расчетных землетрясений (МРЗ). 

Существует два варианта расчета результирующих сил и моментов [2]: 
- вариант №1: 

Fsup = │Fw│+│Ft│+│Fp│+│FMDE│; 
Msupi = │Miw│+│Mit│+│Mip│+│MiMDE│, i = 1,2,3; 

Msup = (Msup1
2+ Msup2

2+ Msup3
2)1/2; 

 
- вариант №2: 

Fsup = Fw + Ft + Fp + FMDE; 
Msupi = Miw + Mit + Mip + MiMDE, i = 1,2,3; 

Msup = (Msup1
2 + Msup2

2 + Msup3
2)1/2; 

где индекс w обозначает данные полученные за счет собственного веса, индекс t 
обозначает данные вызванные температурным расширением, индекс p показы-
вает данные полученные от действия внутреннего давления и индекс MDE от 
сейсмического воздействия (МРЗ). 

Полученные результирующие силы и моменты позволяют рассчитать мем-
бранные (ߪ௠) и изгибные (ߪ௕) напряжения, действующие на расчетные сечения 
трубопроводных систем. 

௠ߪ = ிೞೠ೛
஺
௕ߪ   ; =

ெೞೠ೛

ௐ
; 

где A – площадь сечения трубопровода, W – момент сопротивления. 
Анализ проверки применимости концепции безопасности «течь перед раз-

рушением». 
Для проверки применимости концепции ТПР необходимо определить 

опасные участки или сечения трубопроводных систем, где наименее благопри-
ятное сочетание напряжений и свойств материала. В соответствии с междуна-
родной практикой все сварные швы являются опасными участками, и подлежат 
проверке по концепции ТПР. 

Для каждого опасного участка необходимо провести ряд расчетов: 
- расчет максимально возможной длины стабильной сквозной поперечной 

трещины; 
- расчет критической длины трещины; 
- расчет стабильности трещины в режиме НУЭ+МРЗ; 
- расчет площади раскрытия трещины при НУЭ; 
- расчет величины истечения теплоносителя; 
- определение минимальной необходимой чувствительности. 
В том случае, если все расчеты и оценки будут удовлетворять критериям 

безопасности ТПР, концепция ТПР является применимой для данных участков 
трубопровода. Принципиальным вопросом для обеспечения безопасности экс-
плуатации на основе концепции ТПР является вопрос о возможности существо-
вания стабильных сквозных трещин на трубопроводе и вопрос о возможности 
эти течи своевременно диагностировать.  

Используя методы механики разрушения, проводились расчеты для всех 
сварных соединений. Для расчета выбраны «модифицированный метод нагруз-
ки пластического шарнира» и «метод J-интеграла». 

«Модифицированный метод нагрузки пластического шарнира» [2] основан 
на следующих соотношениях: 

௠ߪ)ܯܼ + (௕ߪ − ௠ߪܯ =  ௕௟௜௠௜௧,     (1)ߪ
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где            ܼ = 1.15[1 + ܦܱ)0.013 − 4)] - для дуговой сварки, 
ܼ = 1.30[1 + ܦܱ)0.010 − 4)] - для сварки под флюсом, 
ܼ = 1 - для основного металла,    ܯ = 1. 

Предельные напряжения ߪ௕௟௜௠௜௧ рассчитываются так: 
௕௟௜௠௜௧ߪ = ቀଶఙ೑

గ
ቁ ߚ݊݅ݏ2) − ,(ߠ݊݅ݏ ߚ = ଵ

ଶ
൤(ߨ − (ߠ − ߨ ൬ఙ೘

ఙ೑
൰൨ ߠ			, + ߚ ≤  (2)     ,ߨ

௕௟௜௠௜௧ߪ = ቀଶఙ೑
గ
ቁ2ߚ݊݅ݏ, ߚ = ൬ఙ೘ߨ−

ఙ೑
൰ , ߠ + ߚ >  (3)   ,ߨ

где  ߪ௕ – изгибные напряжения;  ߪ௠ – мембранные напряжения; 

2
2.0 mp

f

RR 
 . 

Модифицированный «метод J-интеграла» [7] основан на методе GE/EPRI в 
соответствии с документом [6] и изменен таким образом, чтобы учитывать из-
гибающий момент и силовой фактор. Модифицированный метод подробно опи-
сан в методических рекомендациях [7], основные выражения: 

ܬ = ௘ܬ +  ௣     (4)ܬ

௘ܬ = ଵ݂ ቀ
ఏ
గ
, ோ೘
௧
ቁெ

మ

ா
,          (5) 

௣ܬ = ߠ଴ܴ௠ߝ଴ߪߙ ቀ1 −
ఏ
గ
ቁ ℎଵ ቀ

ఏ
గ
, ோ೘
௧
, ݊ቁ ቀெ

ெబ
ቁ
௡ାଵ

.           (6) 
Для использования этого метода необходимо определить экспериментально 

коэффициенты упрочнения сталей, для которых будет проводиться проверка 
применимости ТПР, а так же определить критическую величину J-интеграла. 

Для примера взят трубопровод Ду500, изготовленный из стали марки 
08Х18Н10Т. Моделировался режим максимально-расчетных землетрясений в 
сочетании с нормальными условиями эксплуатации (НУЭ+МРЗ), что соответст-
вует механическим нагрузкам σm=41 МПа, σb=132 МПа. Проведен расчет с по-
мощью модифицированного метода нагрузки пластического шарнира и метода 
J-интеграла см. рис. 2 и 3. 

 
Рис. 2. Критическая длина трещины методом J-интеграла 

На рис. 2, 3 показано, что при методе J-интеграла половина критической 
длины трещины равна φ = 570,  а при модифицированном методе НПШ φ = 440. 
Модифицированный метод НПШ является более консервативным по отноше-
нию к методу J-интеграла для данного расчета, и, следовательно, является более 
предпочтительным к использованию. 
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Рис. 3. Критическая длина трещины модифицированным методом НПШ 

Для всех расчетных сечений были получены критические размеры трещин 
двумя методами для основного металла и околошовной зоны.  

Определение критической длины трещины. 
Для определения критической длины ݈௖ трещины необходимо учесть коэф-

фициент безопасности  на длину n = 2 [5], если силы и моменты рассчитыва-
лись по варианту №1, если по варианту №2, то коэффициент n = 1: 

݈௖ =
݈௟
݊
. 

Оценка стабильности трещин в режиме НУЭ+МРЗ 
Полученные протяженности трещин необходимо проверять на стабиль-

ность в режиме НУЭ+МРЗ, с помощью соотношения [2]: 
௠ܨ = ௦௨௣ܯ/௖ܯ ≥ 1,     (7) 

где ܯ௖ - критический момент нагрузки для трещины длиной ܿ௟, который можно 
определить по методам механики и ܯ௦௨௣ – суммарный момент нагрузки, опре-
деляемый суммированием всех моментов действующих на расчетное сечение: 

Msupi=│Miw│+│Mit│+│Mip│+│MiMDE│, i=1,2,3;   (8) 
Msup=( Msup1

2+ Msup2
2+ Msup3

2)1/2;    (9) 
Miw – момент возникший в результате весовых нагрузок, 
Mit – момент возникший в результате температурных расширений, 
Mip – момент возникший в результате действия внутреннего давления, 
MiMDE – момент возникший в результате сейсмических нагрузок. 
Расчет площади раскрытия трещины 
Площадь раскрытия трещин рассчитывается исходя из аналитических ме-

тодик линейной механики разрушения, с учетом дополнительных параметров 
учитывающих эффекты нелинейной механики разрушения. Данные методики 
учитывают геометрию конструкции и влияние пластических деформаций. На-
плавка в трубопроводах реакторов типа ВВЭР-1000 и РБМК-1000 оказывает 
большое влияние на площадь раскрытия трещины, так как наплавка и основной 
металл трубопровода имеют различные коэффициенты линейного расширения. 

Метод истечения теплоносителя 
Динамика жидкости в заданном поле течения определяется нестационар-

ным уравнением сохранения энергии Бернулли, которое для линии тока Г, со-
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единяющей открытый конец трубопровода с выходным сечением трещины. Для 
определения  интенсивности истечения теплоносителя использовались соотно-
шения [1]: 

 



r

S
ACАТ dr

t
UVPPPPP ,)(

2
1 2    (10) 

где PC  - перепад давления, обусловленный конвективными ускорениями и дис-
сипацией энергии на поверхности трещины; PA - перепад давления, обусловлен-
ный локальными ускорениями; ξ - коэффициент гидравлического сопротивле-
ния; α - число Кориолиса; ρ - плотность жидкости; V - скорость течения в струе; 
US - тангенциальная компонента скорости течения воды в трубопроводе; t  - 
время. В дальнейшем полагаем ca PP  , т.е. считаем, что поле течения ведет 
себя как квазистационарное. 

Решая уравнение (10) относительно V, находим 

.21


PV 


      (11) 

Коэффициент гидравлического сопротивления определяется суммой: 
трм   ,         (12) 

где м  - коэффициент местного сопротивления входа жидкости в трещину; тр  
- коэффициент сопротивления трению, обусловленный вязкими свойствами 
жидкости; α - число Кориолиса. Коэффициенты сопротивления и число Корио-
лиса уточнялись экспериментально. Критическими областями являются те об-
ласти, где истечение теплоносителя меньше 38	л/мин [2-5]. 

Заключение. 
Вышеописанные методы и подходы были применены в соответствии с тре-

бованиями нормативных документов [2-5]. Проанализированы результаты ис-
течения теплоносителя, отметим, что для главного циркуляционного трубопро-
вода (ГЦТ) расход теплоносителя больше 38 л/мин, а именно: ܳ ≥ 420 л/мин. 
Таким образом, все расчетные соединения ГЦТ проходят с большим запасом по 
критерию безопасности ТПР. 

Результаты истечения теплоносителя по сварным соединениям дыхатель-
ного трубопровода (ДТ), так же проходят по критерию безопасности ТПР, но с 
существенно меньшим запасом, даже очень близким к критическим значениям, 
т.к. их параметр ܳ лежит в пределах  56	л/мин > ܳ ≥ 38	л/мин. 

Методология ТПР [2] показывает, что чувствительность систем контроля 
течей должна быть не менее 3,8 л/мин с учетом временного интервала 60 минут 
на реакцию персонала по реагированию на утечку теплоносителя. 

Минимальная чувствительность необходимая для обнаружения утечек для 
всех сварных соединений ГЦТ и ДТ можно определить согласно следующей 
формуле [2-5]:  ܳ௦௞ = ܳ/݊,  где ܳ – максимальный расход теплоносителя через 
стабильную трещину длиной ݈௟ = 2ܿ௟; ݊ - коэффициент, обеспечивающий 10-и 
кратный запас, ݊ = 10, ݇ − номер сварного соединения. 

Далее (рис. 4) представлена схема трубопровода ГЦТ ВВЭР-440 с указани-
ем номеров сварных соединений и минимальной чувствительности ܳ௦௞ необхо-
димой для обнаружения утечек. Например:  

1
02 

7
3,9 

где 102 – станционный номер сварного соединения, а 73,9 – минимальная необ-
ходимая чувствительность ܳ௦ଵ଴ଶ (л/мин) для данного сварного соединения: 

ܳ௦ଵ଴ଶ = 73,9 л/мин. 
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Также стоит отметить, что стрелкой показаны сварные соединения с мини-
мальной чувствительностью по отношению к остальным сварным соединениям 
этой петли. 

 
Рис. 4. Схема петли ГЦТ ВВЭР-440 

Выводы. 
Выполнен расчетно-аналитический и экспериментальный комплекс иссле-

дований для обеспечения безопасности эксплуатации главных трубопроводов 
Ду500 (ГЦТ) и Ду200 (ДТ) реакторной установки ВВЭР-440. 

Исследования выполнены с учетом фактического состояния трубопрово-
дов, включая оценку состояния трубопроводов, условий предстоящей эксплуа-
тации, режим МРЗ и режим стратификации для дыхательного трубопровода. 

Результаты исследования показали: 
1. Безопасность эксплуатации главных трубопроводов Ду500 (ГЦТ) и 

Ду200 (ДТ) реакторной установки ВВЭР-440 обеспечивается в полном объеме, 
для сварных соединений указанных трубопроводов и для всех режимов экс-
плуатации, включая НУЭ и НУЭ+МРЗ. 

2. Определены минимальные чувствительности для ГЦТ ܳ௦=67,7 л/мин, 
необходимые для обнаружения утечек через устойчивые сквозные трещины в 
трубопроводах, которые существенно больше, чем минимально допустимые 
чувствительности, принятые в международной практике ܳ௦=3,8 л/мин [2-5] и 
для ДТ ܳ௦=10,0 л/мин. 

Рекомендации. 
1. Установить системы контроля течей: 
Для ГЦТ -  60 л/мин;   ДТ -  10 л/мин. 
2. По российскому нормативному документу [8] допускается использова-

ние двух специальных систем контроля течей, поэтому рекомендуется исполь-
зовать две независимые системы контроля течей в рамках ТПР, а именно: 

- по влажности и по радиоактивным аэрозолям; 
- по влажности и по шумовой диагностике; 

       - по радиоактивным аэрозолям и по шумовой диагностике. 
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INVESTIGATION OF THE CONDITIONS OF SAFETY ENSURE OF 
THE MAIN CIRCULATING PIPELINE ON THE BASIS OF THE LBB CONCEPT 

D.A. Kuz’min 
VNIIAES, Moscow, Russia 

The conditions of safety ensure based on the LBB concept were investigated. The meth-
ods and approaches used for the calculations based on the LBB concept are shown. The results 
of this work were derived for NPP VVER -440, using the regulations of the USA, Slovakia, 
the Czech Republic and Russia in the LBB concept. 

Keywords: the concept of "leak before break", the pipeline, a critical crack length, crack 
stability, flow and sensitivity control system leakage. 

 
 
 

РАСЧЕТ НАДЕЖНОСТИ ЖЕЛЕЗОБЕТОННОЙ БАЛКИ  
ПО КРИТЕРИЮ ДЛИНЫ ТРЕЩИНЫ 

В.С. УТКИН, д-р техн. наук, профессор,  
С.А. СОЛОВЬЕВ, аспирант  
ФГБОУ ВО «Вологодский государственный университет» 
160000, г. Вологда, ул. Советский проспект, д. 116., кв. 62., utkinvogtu@mail.ru 
161200, Вологодская область, г. Белозерск, ул. Комсомольская, д. 34,  
ser6sol@yandex.ru  

В статье предложены методы расчета надежности железобетонной балки на 
стадии эксплуатации по критерию длины трещины в бетоне. Предложенные методы 
различаются количеством и полнотой статистической информации о контролируе-
мых параметрах в расчетных моделях. Приведены численные примеры расчетов надё- 
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жности. Проиллюстрировано применение теории свидетельств Демпстера- Шефера 
для оценки статистического математического ожидания надежности при наличии 
статистической информации в виде подмножества интервалов.  

КЛЮЧЕВЫЕ СЛОВА: надежность, железобетонные балки, длина трещины, меха-
ника разрушения, теория свидетельств.  

Железобетонные балки являются несущими элементами конструкций мно-
гих зданий и сооружений в виде балок покрытия, перекрытия, подкрановых ба-
лок и т.д. Безопасная эксплуатация несущих конструкций, в том числе железо-
бетонных балок, должна отвечать требованиям новых стандартов РФ, постро-
енных на основе Закона №384-ФЗ «Технический регламент о безопасности зда-
ний и сооружений», вступившему в силу с 2010 г. Закон предписывает устанав-
ливать количественную оценку механической (конструкционной) безопасности 
строительных конструкций. Одним из важнейших параметров механической 
(конструкционной) безопасности является надежность. По Межгосударствен-
ному стандарту ГОСТ 27751-2014 «Надежность строительных конструкций и 
оснований» под термином «надежность» понимается свойство строительного 
объекта выполнять требуемые функции в течение расчетного срока эксплуата-
ции. В качестве меры надежности принята вероятность безотказной работы не-
сущего элемента или системы элементов (в понятиях теории надежности) по 
тому или иному критерию работоспособности. При расчетах надежности стан-
дартом ГОСТ 27751-2014 рекомендовано применять вероятностно- статистиче-
ские методы, при наличии достаточного количества данных об изменчивости 
контролируемых параметров в случае, если количество (длина ряда) данных 
позволяет производить их статистический анализ. Однако не всегда удается по-
лучить достаточное количество статистических данных для выявления функций 
распределения  и их параметров для описания случайных величин, поэтому в 
теории надежности в последнее время получили развитие новые подходы к рас-
четам надежности и несущей способности [1, 2, 3, 4 и др.]. Повышенное внима-
ние к разработке нормативных документов и развитию методов расчета надеж-
ности строительных конструкций вызвано строительством объектов повышен-
ной ответственности и участившимися авариями и разрушениями, вызванными 
различными причинами. Так в [5] приведена информация о том, что по данным 
статистической отчетности Минстроя России на 2013 г., в целом по стране 
средний срок службы существующих строительных конструкций превышает 
нормативный срок более чем в 2 раза, а также указано на отсутствие методов 
определения остаточной несущей способности для многих видов несущих кон-
струкций. В.Д. Райзер в работе [6] приводит недостатки существующих методов 
расчета по предельным состояниям. Пирадов К.А. и Савицкий Н.В. в работе [7], 
а ранее Зайцев Ю.В. в [8], также указали на ряд недостатков в методах расчетов 
по предельным состояниям и обоснованный переход к расчетам методами тео-
рии механики разрушения строительных конструкций.  

Действительно, в железобетонных конструкциях под нагрузкой нередко 
возникают трещины, которые приводят к снижению несущей способности по 
всем критериям работоспособности и надежности. Нормативные документы по 
расчету железобетонных конструкций, в частности СП 63.13330.2012 «Бетон-
ные и железобетонные конструкции», учитывают влияние трещин на работо-
способность несущих элементов, ограничивая ширину раскрытия трещин. Од-
нако, даже при небольшой ширине раскрытия трещины, признаком опасного 
состояния железобетонной конструкции может является длина трещины [7, 8, 
9]. Трещины уменьшают высоту сжатой зоны бетона балки, что приводит к уве-
личению напряжения в бетоне сжатой зоны балки, к возрастанию усилий в ар-
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матуре, к снижению несущей способности в целом, и даже к разрушению балки. 
В качестве критерия несущей способности, и тем более надежности, ограниче-
ния на длину трещины в СП 63.13330.2012 не предусмотрено. В СП 
63.13330.2012 отмечено, что «расчет бетонных и железобетонных конструкций 
можно производить по заданному значению надежности на основе полного ве-
роятностного расчета при наличии достаточных данных об изменчивости ос-
новных факторов, входящих в расчетные зависимости». 

Оценка надежности железобетонной балки по критерию длины трещины с 
использованием методов механики разрушения рассмотрена в работе [4], где  
расчет надежности построен на использовании функций распределения случай-
ных величин, полученных на основе неравенства Чебышева  [10], с параметра-
ми функций распределения в виде средних значений и средних квадратических 
отклонений. Для нахождения этих параметров, а также обоснования выбранно-
го распределения, требуется провести сравнительно большое число испытаний, 
что связано с определенными затратами времени и денежных средств, а в неко-
торых случаях невозможно проведения необходимого числа испытаний по тех-
ническим причинами и по причине безопасности. Методы определения надеж-
ности железобетонных элементов при наличии нормальных и наклонных тре-
щин предложены в работах [11, 12]. Однако в этих работах в качестве контро-
лируемого параметра принята ширина раскрытия трещин. 

В данной статье предлагается рассмотреть метод расчета надежности желе-
зобетонной балки в зависимости от длины трещины. Надежность железобетон-
ной балки с трещиной или системой трещин в растянутой зоне бетона балки 
будем определять, используя математическую расчетную модель предельного 
состояния вида: 

,,crcпрэкс FF                                                  (1) 
где эксF  - обобщенная эксплуатационная нагрузка на балке, включая собствен-
ный вес, в виде эквивалентной по воздействию сосредоточенной силы. Напри-
мер, для однопролетной балки с шарнирным опиранием и равномерно распре-
деленной нагрузкой эксq  для середины пролета имеем 2/lqF эксэкс  .  Пре-
дельная нагрузка crcпрF , , определенная по условию ограничения длины трещи-
ны, находится через 0,прF , значение которого определяется либо теоретически, 
либо экспериментально-теоретическими методами по [13] при отсутствии тре-
щин. 

В работах [14, 15, 16] приводятся методы определения Fэкс на стадии экс-
плуатации конструкций. Определение crcпрF ,  для железобетонных балок с уче-
том длины трещины на стадии эксплуатации балки представляет определенные 
методические и практические проблемы. В связи с этим рассмотрим решение 
этой проблемы, используя наработки в теории механики разрушений. Из меха-
ники разрушения [2, 3, 10 и др.] известно, что при длине трещины, равной кри-
тической ultcrcl ,  происходит спонтанное разрушение конструкции, и следова-
тельно при такой длине трещины 0прF . По [17] критическая длина трещины 
в железобетонных балках (при одной или нескольких трещинах) принимается 
равной 0,3h0, где h0 - рабочая высота сечения балки. При такой длине развитие 
трещины сменяется с поперечного на продольное с выколом части бетона бал-
ки, что приводит к резкому снижению несущей способности и разрушению 
балки. В дальнейшем значение длины трещины, равной 0,3h0, будем считать 
критической длиной трещины 0, 3,0 hl ultcrc  , а предельную нагрузку, соответст-
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вующую этой длине трещины считать равной нулю 0прF . При отсутствии 
трещин в бетоне балки ( 0crcl ), значение предельной нагрузки прF  по крите-
рию наименьшей прочности бетона или арматуры балки можно определить ме-
тодами, описанными авторами в работе [13]. Нами установлено, что зависи-
мость между предельной нагрузкой прF  и длиной трещины crcl  графически 
изображается выпуклой кривой, как показано на рис. 1. 

 
Рис. 1. Зависимость прF  от длины трещины crcl  на стадии эксплуатации 

В запас безопасности (надежности) примем зависимость crcпрF ,  от crcl  пря-
молинейной, как показано на рис. 1, с уравнением (прямой в отрезках) вида: 

,1
3,0 0,

,

0


пр

crcпрcrc

F
F

h
l                                               (2) 

где crcпрF ,  - предельная нагрузка на балку при наличии в ней трещин длиной 

crcl ; 0,прF  - предельная нагрузка на балку без трещин. 
Отсюда предельная нагрузка на балку при наличии трещин с максимальной 

длиной 03,0 hlcrc   определяется по формуле: 

),
3,0

1(
0

0,, h
lFF crc

прcrcпр                                           (3) 

 
Рис. 2. Зависимость прF  от длины трещины crcl  на стадии эксплуатации 

Если значения прF  находят по [13] в виде интервала ];[ В
пр

Н
пр FF , где Н

прF , 
Н

прF  - нижнее (пессимистическое) и верхнее значения предельной нагрузки, то 

crcпрF ,  будет определяться интервалом, как показано на рис. 2. В этом случае 
имеем два уравнения для crcпрF , : 
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),
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1(
0

, h
lFF crcН
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crcпр   )
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, h
lFF crcВ

пр
В

crcпр  ,                         (4) 

Рассмотрим расчет надежности железобетонной балки по первому вариан-
ту (рис. 1) с учетом (1) и (3). Математическая модель предельного состояния с 
учетом изменчивости контролируемых параметров будет иметь вид: 

),
3,0

~
1(~

0
0, h

lFF crc
прэкс                                           (5) 

где 0,прF  - детерминированная величина, если 0,прF  для балки (без трещин) 
находится теоретическими методами строительной механики. Если 0,прF  опре-

деляют испытаниями балки (без трещин), то iпрF ,
~  будет случайной величиной 

(отмечено волнистой линией) в интервале ];[ В
пр

Н
пр FF . Имея по результатам ис-

пытаний [13] интервал предельной нагрузки ];[ В
пр

Н
пр FF , рекомендуется при по-

вышенных требованиях к безопасности конструкции принимать нижнее значе-
ние предельной нагрузки (пессимистический вариант) 0,пр

Н
пр FF  , полученное с 

обеспеченностью 0,997, и вести расчет надежности по математической модели 
предельного состояния вида (5).  

Рассмотрим вариант, в котором 0,прF  - детерминированная величина. Рабо-
чую высоту сечения балки 0h  также примем детерминированной величиной в 
силу малой изменчивости результатов ее измерений. Длину трещины crcl~  на 
стадии эксплуатации определяем многократными измерениями [16]. Если число 
измерений достаточно для выявления функции распределения crcl~   и определе-
ния ее параметров, то принимаем для описания crcl~  вероятностные законы рас-
пределения. Для crcl~  по результатам измерений в одних и тех же условиях и од-
ним методом можно принять [18] нормальное (гауссовское) распределение с 
плотностью вероятности: 
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                       (6) 

где 
crclm  - математическое ожидание длины трещины crcl~ ; 2

crclS  - дисперсия .~
crcl  

 Если Fэкс определяется сбором нагрузок на балку (с учетом собственного 
веса), то в этом случае Fэкс  можно принять детерминированной величиной. Ес-
ли Fэкс  определяют испытаниями (взвешиванием), то в этом случае она являет-
ся случайной величиной. Значение Fэкс можно выявить из проектной докумен-
тации, если не было никаких изменений эксплуатационной нагрузки. 

Рассмотрим наиболее простой вариант расчета надежности железобетон-
ной балки, в котором Fэкс  и Fпр - детерминированные величины (см. рис. 1), а 

crcl~  - случайная величина, с большим числом измерений для вероятностно-
статистического анализа и применения функции плотности вероятности вида 

(6). Представим (5) в виде: )1(3,0~
0

пр

экс
crc F

Fhl   или прcrc ll 
~

, где  

)/1(3,0 0 прэкспр FFhl  . 



Строительная механика инженерных конструкций и сооружений, 2016, №5 

28 

Тогда вероятность безотказной работы (надежность) найдем по [6, 19] из 
формулы:  

,
2
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






 


crcl

прcrc

S
ll

ФP  

где crcl  - среднее значение случайной величины crcl~ , 
crclS - среднее квадратиче-

ское отклонение crcl~ . 
Рассмотрим пример. Пусть известны прl = 0,2 м; crcl  = 0,1 м; 

crclS  = 0,05 м.  
Используя таблицы функций Лапласа найдем  

.9772,04772,05,0)2(5,0
05,0

2,01,0
2
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
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
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 
 ФФP

 
Надежность (вероятность безотказной работы) равна 0,9772. 
Рассмотрим вариант, в котором число измерений длины трещины ограни-

чено и вероятностные методы не применимы. Пусть имеем прl = 0,2 м; crcl  = 
{0,11; 0,14; 0,17; 0,19} м. Для расчета надежности используем метод [1, 2, 3] на 
основе теории возможностей. Функцию распределения возможностей примем 
по [1, 2, 3] в виде: 

 ,)(

2










 
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 crcl

crclcrc

b
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crcL el
                                       

 (7) 
где                  15,0)19,011,0(5,0)(5,0 min,max,  crccrcl lla

crc
 м;  

,ln/)(5,0 min,max,  crccrcl llb
crc

 где   - уровень среза (риска), которым за-

даются [20]. Примем  = 0,1, тогда 0296,01,0ln/)11,019,0(5,0 
crclb  м. 

Т.к. 2,01,0 ,  ultcrcl la
crc

 м, то возможность безотказной работы балки R=1, а 

возможность отказа .06,0

2

0296,0
15,02,0









 


eQ  Необходимость безотказной работы 
N = 1-Q = 0,94. Надежность балки характеризуется интервалом [N=0,94; R=1] 
или в вероятностном выражении ]1;94,0[  PP . 

Рассмотрим вариант, по которому в (5) имеем две нечеткие переменные (в 
терминах теории возможностей): эксF~  и crcl~  - нечеткие переменные (малое чис-
ло измерений). Представим (5) в виде: 

,
3,0

~
~

0
пр

crc
прэкс F

h
lFF                                         (8) 

Для расчета надежности по (8) нужно сложить две функции распределения 

возможностей нечетких переменных эксF~  и 
03,0

~

h
lF crc

пр , или использовать прин-

цип обобщения Л.Заде из теории нечетких множеств [2, 21]. Рассмотрим пер-
вый вариант. Введем для сокращения записей обозначения XFэкс 

~ , 

Y
h

lF crc
пр 

03,0

~
, .YXZ 

 
На рис. 3 показано сложение функций )(xx  и )(yy  

при одинаковых уровнях среза α. В результате имеем Zmin = Xmin + Ymin,  Zmax = 
Xmax + Ymax,  az = ax + ay,  ln/)(5,0 minmax  ZZbz  
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Рис. 3. Иллюстрация суммы нечетких переменных X+Y 

В этом случае расчет надежности с использованием функции распределе-

ния возможностей 

2

)(







 


 z

z

b
az

z ez  не отличается от предыдущего расчета с 
одной нечеткой переменной crcl~  и функцией распределения (7). Если по (8) 

окажется прyx Faa  )( , то R = 1.  Затем вычисляют ,

2








 


 z

z

b
az

eQ  где 

ln/)(5,0 minmax  ZZbz   и находят значение N = 1 - Q. Надежность будет 
характеризоваться интервалом [N; R].  

Пример. Пусть известны X = {1,2; 1,3; 1,1} кН; Y = {0,9; 1,0; 0,8} кН; прF = 
2,3 кН. Zmin=1,1 + 0,8 = 1,9 кН; Zmax = 1,3 + 1,0 = 2,3 кН; az = 1,2 + 0,9 = 2,1; 

13,01,0ln/)9,13,2(5,0 zb , при a = 0,1. Т.к. az< прF , то R = 1. 

094,0

2

13,0
1,23,2









 


eQ , тогда N = 1 - 0,094 = 0,906. Надежность балки характери-
зуется интервалом [0,906; 1]. 

Рассмотрим следующий вариант, в котором обозначим XFэкс 
~  и будем 

рассматривать как нечеткую переменную, а Y
h

lF crc
пр  )

3,0

~
1(

0
0,  - примем слу-

чайной величиной. Пусть Y изменяется по нормальному закону распределения с 
функцией (6). На рис. 4 показаны условно графики функций )(yfY  и )(xX . 

 
Рис. 4. Графики функций )(yfY  и )(xX  при yx ma   

В [1, 2] рассмотрены различные варианты расчетных математических мо-
делей с вероятностными и возможностными случайными величинами и их ис-
пользования в комбинированных методах расчетов надежности.  
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Рассмотрим расчетную модель предельного состояния вида YX  , в кото-
рой X характеризуется функцией распределения возможностей вида 

2

)(







 


 x

x
b

ax

X ex  и Y изменяется по закону распределения с плотностью веро-
ятности вида (7).  

По [2] имеем нижнюю и верхнюю вероятность безотказной работы железо-
бетонной балки по критерию (1) в общем виде: 

,)()(,)()(
00



 dyyFyfPdyyFyfP xYxY                    (9) 

где в функциях )(xFx
 
обозначено x = y , т.к. они общей физической природы 

[19]. Применительно к описанной выше математической модели предельного 
состояния будем иметь: 
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Рассмотрим пример. Пусть известны ax = 1,3 кН; bx= 0,15 кН; my= 1,6 кН; 

Sy= 0,2 кН. Тогда: 
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Интервал, характеризующий надежность, запишется как [0,852; 0,980]. Ис-

тинное значение надежности (вероятности безотказной работы) будет нахо-
диться внутри этого интервала. 

Для железобетонных балок, к которым предъявлен высокий уровень экс-
плуатационной безопасности, требуется производить несколько испытаний и 
расчетов надежности, в результате чего будем иметь подмножество интервалов 

];[ ii PP . Данное подмножество можно статистически проанализировать с по-
мощью теории свидетельств Демпстера-Шефера [22, 23]. Рассмотрим это на 
примере: Пусть в результате многократных испытаний балки были получены 
следующие интервалы надежности – [0,998; 0,999], [0,999; 1], [0,997; 0,999], 
[0,998; 1] кН/м. Общее число интервалов n=4. Статистическое математическое 
ожидание значения надежности по результатам испытаний по [23, 24] найдем 
по формулам:  





n

i
ii AAmY

1

)inf()( ; ,)sup()(
1

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
n

i
ii AAmY

                 
(10) 

где NCAm ii /)(  , где N  – число интервалов; iC  – количество наблюдаемых 
подмножеств Ai; Ai – подмножество множества   (в нашем случае надежность).  
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В приведенном примере n = 4. По формуле (10) имеем: 

;998,0)998,0
4
1997,0

4
1999,0

4
1998,0

4
1(  YP  

.999,0)999,0
4
1999,0

4
11

4
11

4
1(Е  YP  

Надежность характеризуется «средним» интервалом [0,998; 0,999]. 
Выводы: 
1. Рассмотрен расчет надежности железобетонной балки по критерию дли-

ны трещины; 
2. Приведены различные способы расчета в зависимости от неполноты 

(полноты) информации о контролируемых параметрах в расчетных математиче-
ских моделях предельного состояния; 

3. Приведенные методы расчетов надежности могут быть использованы для 
расчетов надежности других видов железобетонных конструкций по критерию 
длины трещины. 
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CALCULATION OF REINFORCED CONCRETE BEAM RELIABILITY ON  
THE CRACK LENGTH CRITERION 

V.S. Utkin,  S.A. Solovyev 
Vologda State University, Department of Civil Engineering 

The article describes the methods of calculation of reinforced concrete beams reliability 
at operation stage by the concrete crack length criterion. The offered methods differ in the 
fullness of statistical data about controlling parameters in mathematical design model. The 
numerical examples of reliability calculation are given. The article also illustrates the applica-
tion of evidence theory for evaluation of mathematical expected value of reliability in the 
presence of statistical information in the form of a subset of intervals. 

Key words: reliability, reinforced concrete beams, crack length, fracture mechanics, evi-
dence theory.  
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Представлена методика определения перемещений и напряжений в двухслойном 

анизотропном основании при отсутствии трения между слоями под действием нор-
мальной поверхностной нагрузки. Решение проводится на основе уравнений плоской 
задачи теории упругости. Представлены графики изменения напряжений в зависимо-
сти от характеристик материала слоев. 

КЛЮЧЕВЫЕ СЛОВА: перемещение, напряжение, полоса, упругая полуплоскость, 
анизотропия. 
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При возведении насыпей с последующим уплотнением слоев возникают 
отклонения в строении грунтовых массивов от модели изотропного тела. По-
этому задача об определении напряжений и перемещений под действием по-
верхностных нагрузок в двухслойном анизотропном упругом основании, когда 
верхний слой имеет конечную толщину, а нижний – бесконечно простирается 
по всем направлениям, представляет практический интерес. Для изотропного 
материала с разными характеристиками каждого слоя она рассматривалась во 
многих работах, например [1–3]. Теоретическое решение задачи о взаимодейст-
вии слоя и полупространства из трансверсально-изотропных материалов приве-
дено в [4]. Вариант многослойного основания рассмотрен в [5]. 

Рассмотрим двухслойное основание (рис.1), которое состоит из полосы по-
стоянной высоты h  и полуплоскости, под действием нормальной поверхност-
ной нагрузки )(xq . Полагаем, что трение между слоями отсутствует. Материал 
слоев принимаем ортотропным, но с разными упругими характеристиками. На-
правления осей анизотропии в частном случае совпадают с координатными 
осями. Обозначим в полуплоскости перемещения, напряжения, коэффициенты, 
которые учитывают характеристики материала, чертой сверху. 

Введем две системы координат с общим началом отсчета и осью абсцисс. 
Оси x  и x  направим вдоль линии контакта полосы и основания. Ось y  –  

 
Рис. 1. Схема взаимодействия полосы и упругой полуплоскости 

перпендикулярно линии контакта вверх, y  – вниз. Координатные оси x  и x  
совпадают, поэтому далее используем только координату x . 

Для решения задачи выпишем из [6] уравнения для определения в произ-
вольной точке полосы из ортотропного материала перемещений: 
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uysysu  221112
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2211 sinsin1coscos  
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     oo ysysuyssyss  2112212121 coscossinsin  

    oo ysysqyssyss 




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1coscos1sinsin 21212

2
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2
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(1) 

и напряжений 

     oox yssyssuyssyss  22112
2
21

2
1 sinsincoscos  

    oo yssyssqyssyss   22211121
2
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2
1 sinsincoscos , 

     ooy yssyss
ss

uysys  2112
21

21 sinsin1coscos  

    oo yssyss
ss

qysys   221112
21

2112 sinsin1coscos , 

(2) 
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     ooxy ysysuyssyss  212211 coscossinsin  
    oo ysysqyssyss   2211212121 coscossinsin , 

где ou , o , oq , o  – функции перемещений и поверхностных усилий на нижней 
плоскости полосы, которые зависят от переменной x . Производная по x  обо-
значена через  x / . В уравнениях (1) и (2) введены обозначения: 

,
2

2
2

2

11

22
2

11

6612

11

66122
2,1 















 



s  

2
111121 s  , 2

211122 s  , 12   . 
Для плоского напряженного состояния ijij a , при плоской деформации 

3333 / aaaa jiijij  , где ija  – коэффициенты деформации, связанные с техни-
ческими постоянными соотношениями [7]. 

Из работы [8] запишем уравнения для определения в полуплоскости из ор-
тотропного материала перемещений 

    o
ysiysi
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и напряжений 
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о
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xy esesiqeesss    2121
2121 , 

(4) 

где .12 sss    
В (3) и (4) обозначения )2,1( isi , )2,1(  ii  аналогичны ранее введенным 

коэффициентам is , i ; oq , o  – функции поверхностных усилий на границе 
полуплоскости. Уравнения (1)–(4) записаны для варианта 21 ss   и .21 ss   

Обозначим контактное давление между слоями )(xqq oo  . При условии 
плотного контакта и отсутствии трения между слоями имеем 

)0,()0,(  yxyx oo  , 0)0,()0,(  yxyx xyxy  . (5) 
Нижний индекс "ноль" в обозначениях перемещений указывает, что они 

определены при .0 yy  На верхней плоскости полосы: 
)(),( xqhyxy  , 0),(  hyxxy . (6) 

Полагая в (3) значение 0y , найдем 

оо qk
s

u 1
 , ооо iq

s
ss




  21 , (7) 

где  1121122112  sssssk  . 
Подставим o  в уравнения (2) и, учитывая условия (6), получим систему 

двух уравнений относительно неизвестных функций oq , ou , откуда 

  )(sinsin~
2

2211 xqhsshss
D

qo  , 

    )(coscossinsin~
2

21212121210 xqhshss
ssihsshss

D
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

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(8) 
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где                           hsssshssssD 21212121 sinsin~

          hsssshsssssssss
ssi 21

2
2121

2
2121

21
21 coscos4 . 

Используя (7) и (8), можно составить выражения ou , o , o . 
Полагаем, что существует интегральное преобразование Фурье от функции 

)(xq . Функцию )(xq  разделим на симметричную )(xqs  и кососимметричную 
)(xqa  составляющие [9]. Тогда  

 
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 
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 , 


~  – любое положительное вещественное число. 

Подставим (9) в выражения oq , ou  и o , которые внесем в (1) и (2). 
Учитывая, что перемещения и напряжения – действительные величины, полу-
чим уравнения для вычисления перемещений и напряжений в точке полосы. 

При определении функций перемещений и напряжений в полуплоскости 
найдем функции oq , ou , o , используя (7)–(9), которые подставим в (3) и (4). 

Порядок расчета покажем на примере. Пусть в сечении 0x  перпендику-
лярно верхней плоскости полосы приложена сила интенсивностью )( F . Сила 
равномерно распределена вдоль оси перпендикулярной плоскости рисунка 1. 
При симметричной нагрузке 0)( xqa . Трансформанта Фурье 




 
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)(x  – дельта функция Дирака. 
Учитывая (7)–(10), найдем: 
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(11) 

где h ~
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Подставим (11) в (1) и (2). После преобразований получим уравнения для 
определения в произвольной точке полосы перемещений 
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(13) 

где         
F

uu



~ , 
F


 ~ , 

F
hx

x


 ~ , 
F

hy
y


 ~ , 

F
hxy

xy


 ~ , 

h
уу ~ . 

Используя (3), (4), (7), (11), запишем функции для определения в полуплос-
кости перемещений 

 

  d

D
xAeses

s
u ysys

~sin)(1~
2

~

21

~

0
12

21 


  , 

 

  d

D
xAee

s
ss ysys

~cos)(~
2

~

1

~

2
0

21 21 


   
(14) 

и напряжений 
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(15) 

где         
F

uu



~ , 
F


~ , F
hx

x
~ , F

hy
y


~ , F

hxy
xy


~ , h

уу ~ . 

Интегралы для параметров перемещений ~ , ~  при значениях 0~~  уу  
расходящиеся. При их вычислении используем прием, предложенный в [9]. 

Варьируя в (12)–(15) значениями коэффициентов is , is , i , i , можно 
провести анализ напряженного и деформированного состояния двухслойного 
основания при отсутствии трения между слоями в зависимости от упругих ха-
рактеристик материалов полосы и полуплоскости. 

Полагая в (13) 021  ss , найдем функции напряжений в полосе из орто-
тропного материала, лежащей без трения на жестком основании. Например, 
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    



0

*22112121
~cos)(~~)(~~~ d

D
xBychsychsBychsychsy , (16) 

где              2121211 )( shssshssB  ,  22112 )( shssshssB  , 

        


212121212
ssshssssshssD  . 

Функции перемещений в полосе выведем аналогично из уравнений (12). 
Переход к варианту, когда материал полосы изотропный, покажем на при-

мере параметра напряжения у~ . Слагаемые, входящие под знак интеграла в 
(16), раскладываем в ряды. Рассмотрим первое слагаемое. Каждый сомножитель 
отдельно раскладываем в ряд. Тогда 
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(17) 

Сократим числитель и знаменатель на  22
2

2
1 ss  . Для плоского напряжен-

ного состояния Е/111  , Е/12  . Подставим значения технических посто-
янных в (17) и, учитывая, что для изотропного материала 121  ss , ряды свер-
нем. Выполнив преобразования со вторым слагаемым, получим 

 





0

~cos)(~~~2~ 


 d
D

xchshychyshyу , (18) 

где  22 shD . 
Функции перемещений и двух других напряжений несложно записать, ис-

пользуя предложенный подход. Из формулы (18) следует, что в полосе из изо-
тропного материала при плоском напряженном состоянии и отсутствии трения 
между слоями напряжения не зависят от коэффициента Пуассона. 

В таблице 1 для полосы из изотропного материала, лежащей на жестком 
основании, приведены значения у~  в сечении 0~ x  в зависимости от величи-
ны параметра у~  и характера взаимодействия полосы и основания. Данные вто-
рой строки соответствуют варианту, когда полоса жестко скреплена с основа-
нием [6], данные третьей – вычислены по формуле (18). Наибольшее отличие в 
значениях наблюдается в области контакта полосы с жестким основанием. 

Таблица 1. Значения параметра max~
y  для изотропной полосы, 

лежащей на жестком основании, в зависимости от y~  
y~  0,7 0,6 0,5 0,4 0,3 0,2 0,1 0,0 

жесткое 
соединение 6,761 5,161 4,233 3,643 3,247 2,967 2,752 2,558 

без трения 6,752 5,153 4,229 3,654 3,286 3,056 2,929 2,889 
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Функции напряжений в полуплоскости из ортотропного материала выведем 
из уравнений (15). Запишем, например, напряжение x  через размерные вели-
чины и полагаем 0h . После преобразований, используя [10], найдем 

 
))((

)(~~cos
222

2
222

1

2
2121

0

~

2

~

1
21 21
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yxssssFdxeses

s
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x
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
 








  . (19) 

Формула (19) совпадает с приведенной в [7]. Принимая в (19) 121  ss , 
имеем выражение напряжения x  в полуплоскости из изотропного материала 
[9]. Формулы для напряжений х , ху  получим аналогично. 

Функции перемещений в полуплоскости из ортотропного материала най-
дем из уравнений (14), в которых полагаем 0h . Тогда 
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dxee
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(20) 

Интеграл для вычисления   при значении 0у  расходящийся. 
После интегрирования уравнений (20), используя [10], получим формулы, 

которые приведены в [8]. 
Функции перемещений, напряжений в полосе и основании при других со-

четаниях между упругими характеристиками материала слоев: материал полосы 
изотропный, основания анизотропный; материал полосы анизотропный, осно-
вания изотропный; материал каждого слоя изотропный, но с разными упругими 
характеристиками; найдем, используя уравнения (12)–(15) и зависимости между 
коэффициентами деформации и техническими постоянными [7]. 

Численные расчеты проведены для основания, слои которого состоят из 
разных изотропных материалов, в условиях плоского напряженного состояния. 
Коэффициент Пуассона материала слоев 25,0 . Коэффициент ЕЕ / , где 
Е  – модуль упругости материала полосы, Е  – полуплоскости. 

На рис. 2–4 показаны графики распределения параметра напряжения 
y~ )~( y  при отсутствии трения между полосой и основанием в зависимости от 

коэффициента  , значений x~ , y~ )~(y . В таблицах приведены данные для 

y~ )~( y  в сечении 0~ x . Значение 0  соответствует случаю, когда полоса  

 
Рис. 2. Изменение параметра у~  вдоль горизонтальной оси )5,0~( y

 

 
Рис. 3. Изменение параметра у~  на линии контакта полосы и основания 
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Рис.4. Изменение параметра y

~  вдоль горизонтальной оси )0,1~( y  

лежит без трения на жестком основании. Из сравнения кривых видно, что с уве-
личением модуля упругости материала верхнего слоя значения параметра 

y~ )~( y  уменьшаются, а область его распространения в направлении горизон-
тальной оси увеличивается. Максимальное отличие в значениях имеет место в 
области контакта полосы и основания. 

На рис. 5 в увеличенном масштабе показаны эпюры изменения y~  в поло-
се при 5,0~ y  в зависимости от коэффициента  . Точками обозначены значе-
ния х~, в которых происходит смена знака у параметра y~ . 

 
Рис.5. Изменение параметра y~  вдоль горизонтальной оси )5,0~( y

 

В таблице 2 приведены данные расчета y~ )~( y  в сечении 0~ x  для двух-

слойного основания при разных значениях коэффициента  , параметров y~ ( y~ ) 
и характера взаимодействия между слоями. Данные для варианта жесткого со-
единения между слоями вычислены с использованием уравнений [8]. 
Таблица 2. Значения параметра max~

y )~( max
y  в зависимости  от  , y~ ( y~ ), характера  

взаимодействия  между  слоями 

 
коэффициент   

жесткое соединение без трения 
0 1 10 100 0 1 10 100 

у~  

5,0  4,233 4,000 3,525 3,166 4,229 3,919 3,433 3,134 
25,0  3,096 2,667 1,864 1,276 3,156 2,595 1,741 1,229 
0,0  2,558 2,000 1,144 0,524 2,889 2,171 1,109 0,492 

у~  
0,1  – 1,000 0,694 0,411 – 1,36 0,872 0,451 
0,2  – 0,667 0,508 0,343 – 0,875 0,665 0,399 

Характер изменения параметра напряжения xy~ )~( xy  от значений  , y~ ( y~ ) 
при отсутствии трения между слоями показан на рис.6-7. При анализе графиков 
на рис.7 необходимо учитывать направление оси y . В таблицах приведены 
максимальные значения xy~ )~( xy  и положение сечений, параметр х~ , в котором 
они возникают. На рис.6 точками указаны сечения, в которых xy~  меняет знак. 

Характер изменения параметра напряжения x~  в полосе на линии контакта 
слоев показан на рис.8. Из анализа кривых видно, что значения x~  в сечении 
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0~ х  возрастают с увеличением коэффициента  . Точками обозначены сече-
ния, в которых происходит смена знака у параметра x~ . Известно [11], что при 
отсутствии касательных усилий на границе полуплоскости нормальные напря-
жения x  и у  на границе равны. Поэтому графики изменения параметра x

~  в 
основании при 0~ y  совпадают с графиками на рис. 3. 

 
Рис. 6. Изменение параметра xy~  вдоль горизонтальной оси )5,0~( y  

 
Рис. 7. Изменение параметра xy~  вдоль горизонтальной оси )0,1~( y  

 
Рис.8. Изменение параметра x~  в полосе на линии контакта слоев 

Формулы (12)–(15) после преобразований можно использовать и для опре-
деления перемещений и напряжений в двухслойном основании под действием 
распределенной поверхностной нормальной нагрузки. Для этого в (12)–(15) по-
лагаем 1F  и заменяем переменную x~  на 

~~x , где ~  – безразмерная коор-
дината точки приложения силы. В результате получим функции влияния, кото-
рые позволят записать перемещения, напряжения в полосе и полуплоскости при 
нагружении двухслойного основания распределенной нормальной нагрузкой 
интенсивностью )(q  на участке конечной длины. 
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STRESS AND DEFORMED STATE OF TWO-LAYERED ANISOTROPIC  

FOUNDATION IN THE ABSENCE OF FRICTION BETWEEN THE LAYERS 
KUDRYAVTSEV S.G., BULDAKOVA J.M. 

       The technique of determining displacements and stresses in anisotropic two-layer basis, in 
the absence of friction between the layers, under the influence of normal surface load is given. 
The solution is based on the equations of the plane problem of elasticity theory. The diagrams 
of change of stresses plotted on the characteristics of the material layers are presented. 

KEYWORDS: displacement, stress, band, elastic half-plane, anisotropy. 
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Численные методы расчета конструкций 
 

МАТЕМАТИЧЕСКОЕ МОДЕЛИРОВАНИЕ ПРОЦЕССА ОСАДКИ 
АЛЮМИНИЕВОГО ОБРАЗЦА 

 
Д.А. ГНЕВАШЕВ канд. техн. наук, доц.* 
Е.А. МАТВЕЕВ канд. физ.-мат. наук, преподаватель. 
Е.В. КРУТИНА канд. техн. наук, доц. 

Московский государственный машиностроительный университет (МАМИ) 
111250, Москва, Б. Семеновская, 38, т. 8(903)546-0442*; dengnevashev@mail.ru* 
 

Представлены результаты физического и численного экспериментов процесса 
осадки цилиндрического алюминиевого образца, выполненного методом конечных эле-
ментов. Подобраны оптимальные параметры численного моделирования, позволяющие 
в дальнейшем разработать методику численного моделирования технологических про-
цессов ОМД. 
        КЛЮЧЕВЫЕ СЛОВА: метод конечных элементов, осадка, координатная сетка, 
неявные методы. 
 

Обработка металлов давлением на сегодняшний день является одной из 
ключевых машиностроительных технологий, она применяется как при создании 
готовых изделий, так и в заготовительном производстве. Относительная деше-
визна получаемых изделий обуславливается массовостью производства, основ-
ные производственные затраты относятся на проектирование технологических 
процессов и изготовление соответствующего инструмента. 

При проектировании процессов обработки металлов давлением, требуется 
тщательная проработка формообразующих переходов, что сопровождается про-
ведением экспериментальных работ, порой дорогих по стоимостным и времен-
ным затратам. С целью снижения затрат на проектирование и отладку техноло-
гических процессов в последнее время все чаще используются  математическое 
моделирование процессов деформирования, основанное на численных подхо-
дах, применяемых в задачах теории упругости и пластичности [1, 2]. 

Одним из наиболее распространенных методов моделирования задач меха-
ники деформируемого твердого тела является метод конечных элементов [1]. 
Широкое его применение обусловлено, прежде всего, хорошей алгоритмизи-
руемостью. Однако, не смотря на развитие прикладных программных пакетов, 
реализующих метод конечных элементов и другие численные методы модели-
рования прикладных технологических задач, не существует единого подхода к 
моделированию. Нередко результаты численных экспериментов сопоставляют-
ся с модельными задачами, имеющими аналитическое решение для простейших 
моделей, однако объекты реальных производственных (технологических) задач 
являются более сложными. 

Целью настоящей работы является отработка методики моделирования 
технологических задач ОМД на примере задачи осадки алюминиевой заготовки 
из сплава АК-4. 

Объектом исследования является цилиндрических образец диаметром 40 
мм и высотой 60 мм с нанесенной разметочной сеткой размером 6×6 мм (рис. 
1), позволяющей на промежуточных этапах процесса осадки отслеживать изме-
нение ее формы и размеров и проводить верификацию данных с результатами 
численного эксперимента по аналогии с работой [3]. 

Для оценки распределения поверхностной деформации в радиальном на-
правлении образца рассматривалось изменение длины ячейки сетки на каждом 
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шаге деформации, отнесенное к первоначальной величине, соответствующей 
предыдущему шагу нагружения. По аналогии рассматривалась поверхностная 
деформация образца в осевом направлении, где для оценки учитывалось изме-
нение высоты ячейки нанесенной сетки на каждом шаге. 
 

 
Рис. 1. Алюминиевый образец с нанесенной сеткой 6×6 мм 

 

Решение задачи строилось методом конечных элементов в перемещениях с 
использованием универсального программного пакета LS-DYNA [4]. 

Для аппроксимации исследуемого образца применялись объемные конеч-
ные восьми узловые гексагональные элементы, имеющие по три степени свобо-
ды в каждом узле. Для решения использовалась неявная схема решения. Физи-
ческая и конечно-элементные модели эксперимента показаны на рис. 2. 
 

  
а) б) 

Рис. 2. Физическая (а) и конечно-элементная (б) модель алюминиевого образца 
 

Нижняя плита пресса и подвижный верхний пунсон моделировались как 
абсолютно жесткие тела. Для материала образца применялась билинейная мо-
дель материала, принятая по свойствам материала образца [5]. 

Зависимость хода ползуна от времени, выдерживаемая при проведении фи-
зического эксперимента представлена на рис. 3. При моделировании шаг по на-
грузке (перемещению) был задан в соответствии с данными физического экспе-
римента. 

Полученные при проведении эксперимента изменения формы образца в на-
чале проведения процесса формообразования и в середине, соответствующие 
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20-й и 120-й секундам соответственно, представлены на рис. 4. Здесь же пред-
ставлены результаты расчетов в виде распределения перемещений и деформа-
ций (по Мизесу). 
 

 
Рис. 3. График  зависимости перемещения ползуна пресса от времени 

 

Таким образом, верификация численного эксперимента по деформациям 
образца с натурным испытаниям прошла успешно, при этом отличия не превы-
сили 2…4%. Такое расхождение может отличаться несовершенством образца, 
идеализированными свойствами материала и другими объективными фактора-
ми, которые носят случайный характер. Поскольку рассматриваемая модель 
является идеализированной, в ней не учитываются факторы, влияющие на не-
равномерности деформаций [6, 7]. 
 

t =
 2

0 
се

к 

   

t =
 1

20
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ек
 

   
 а) б) в) 

Рис. 4. Изменение формы образца: 
а – натурный эксперимент; результаты расчета перемещений (б) и деформаций (в) 
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Результаты моделирования, соответствующие окончанию процесса осадки, 
в виде распределения эквивалентных напряжений (по Мизесу) и осевых дефор-
маций, показаны на рис. 5-7. 
 

 
Рис. 5. Результаты моделирования в виде распределения суммарных перемещений 

 

 
Рис. 6. Результаты моделирования в виде распределения пластических деформаций 

 

 
Рис. 7. Результаты моделирования в виде распределения эквивалентных напряжений  

(по Мизесу) 
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Вывод:  
Произведена верификация расчетной модели процесса осадки алюминиево-

го образца.  
Численно были подобраны оптимальный размер конечно-элементной сетки 

(40 элементов в высоту и по окружности образца), и шаг по нагрузке (10 шагов), 
позволяющий провести исследование процесса формообразования цилиндриче-
ских образцов без ощутимого расхождения с экспериментом с одной стороны, и 
временных затрат на моделирования с другой.  

Эта работа является первым шагом в создании методики, позволяющей 
инженерам, проектирующим технологии обработки металлов давлением, без 
специализированной подготовки, используя справочные данные (физические, 
механические свойства, кривую текучести и т.д.) различных алюминиевых 
сплавов, создавать новые технологические процессы с минимальными произ-
водственными затратами. 
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MATHEMATICAL MODELING OF THE ALUMINUM SAMPLE PRECIPITATION 
D.A. Gnevashev, E.A. Matveev, E.V. Krutina 

Moscow State Machine-Building University (MAMI), Moscow 
 

The results of physical and numerical experiments of the process precipitate a cylindrical 
aluminum sample performed by the finite element method. Optimal numerical modeling of 
options that allow to further develop a method of numerical simulation of metal forming pro-
cesses. 
        KEY WORDS: finite element method, sludge, grid, implicit methods. 
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В данной работе на основе четырехугольного элемента дискретизации излагается 

алгоритм конечно-элементного расчета оболочек вращения с учетом деформаций 
поперечного сдвига при различных вариантах отсчета угла наклона нормали в процессе 
деформирования. 

КЛЮЧЕВЫЕ СЛОВА: скалярная аппроксимация, конечный элемент, круговой ци-
линдр, поперечный сдвиг. 

 
При расчете оболочек вращения наиболее часто используется теория тон-

ких оболочек, основанная на гипотезах Кирхгофа-Лява [1-3]. Однако, в ряде 
случаев (например, при расчете короткопролетных конструкций), пренебреже-
ние деформациями сдвига не является вполне корректным.  

В таких ситуациях, как правило, используются теории оболочек типа Ти-
мошенко [4-7]. Решение систем дифференциальных уравнений, описывающих 
процесс деформирования оболочек вращения с учетом деформации поперечно-
го сдвига аналитическими способами весьма затруднительно. Поэтому в на-
стоящее время используются численные методы расчета, как правило, метод 
конечных элементов (МКЭ) [8-13]. 
1. Геометрия оболочки 

Срединная поверхность оболочки вращения может быть задана радиус-
вектором: 

ሬܴ⃗ ଴ = ଓ⃗ݔ + ݎ ∙ sin(ݐ) ଔ⃗ + ݎ ∙ cos(ݐ) ሬ݇⃗ ,                           (1.1) 
 

где  ݔ - осевая координата; ݎ =  ,угловой параметр – ݐ ;радиус вращения – (ݔ)ݎ
отсчитываемый от оси OZ против хода часовой стрелки. 

Дифференцированием (1.1) по дуге меридиана ݏଵ  и дуге окружности 
ଶݏ =  :можно получить касательные орты локального базиса ݐ݀ݎ

 

݁⃗ଵ଴ = ሬܴ⃗ ,ଵ௢ = ଵଓ⃗,ݔ + ଵ,ݎ ∙ sin(ݐ) ଔ⃗ + ଵ,ݎ ∙ cos(ݐ) ሬ݇⃗ ; 
 

݁⃗ଶ଴ = ሬܴ⃗ ,ଶ௢ = cos(ݐ) ଔ⃗ − sin(ݐ) ሬ݇⃗ ,                               (1.2) 
 

где нижние индексы 1, 2 после запятой обозначают операцию дифференциро-
вания по криволинейным координатам ݏଵ и ݏଶ соответственно.  

Орт нормали к срединной поверхности определяется векторным произве-
дением 

ሬ݊⃗ ଴ = ݁⃗ଵ଴ × ݁⃗ଶ଴ = ଵଓ⃗,ݎ− + ଵ,ݔ ∙ sin(ݐ) ଔ⃗ + ଵ,ݔ ∙ cos(ݐ) ሬ݇⃗ ,             (1.3) 
где 

ଵ,ݔ =
1

ට1 + ൫ݎ,௫൯
ଶ
. 

                                                             
1 Работа выполнена при поддержке гранта РФФИ № 15-41-02346 р_поволжье_а. 
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        Орты локального базиса (1.2) и (1.3) и их производные по координатам ݏଵ и 
 :ଶ могут быть представлены матричным выражением [14]ݏ

{݁⃗଴} = [݉଴]{ଓ⃗};    ൛݁⃗,ఈ௢ ൟ
்
= [݊ఈ]{݁⃗଴};                       (1.4) 

где 
{݁⃗଴}் = {݁⃗ଵ଴݁⃗ଶ଴ ሬ݊⃗ ଴}; 		{ଓ⃗}் = ൛ଓ⃗	ଔ⃗	 ሬ݇⃗ ൟ. 

 

Вектор перемещения точки срединной поверхности оболочки вращения и 
его производные по глобальным координатам ݏଵ, ݏଶ, при учете (1.4), могут быть 
представлены компонентами, отнесенными к локальному базису данной точки: 

 

ݒ⃗ = ଵ݁⃗ଵ଴ݒ + ଶ݁⃗ଶ଴ݒ + ݒ ሬ݊⃗ ଴; 
 
 

ఈ,ݒ⃗ = ఈଵݐ ݁⃗ଵ଴ + ఈଶ݁⃗ଶ଴ݐ + ఈݐ ሬ݊⃗ ଴; 
 
 

ఈఉ,ݒ⃗ = ఈఉݐ
ଵ ݁⃗ଵ଴ + ఈఉݐ

ଶ ݁⃗ଶ଴ + ఈఉݐ ሬ݊⃗ ଴ ,                              (1.5) 
 

где  ߙ, ଵݒ ;последовательно принимают значения 1, 2 ߚ , ଶݒ ,  тангенциальные - ݒ
и нормальная компоненты вектора перемещения; ݐఈଵ , ఈଶݐ , ఈݐ , ఈఉݐ

ଵ , ఈఉݐ
ଶ , ఈఉݐ  - много-

члены, содержащие компоненты вектора перемещения, их первые и вторые (для 
ఈఉݐ
ଵ , ఈఉݐ

ଶ , ,ଵݏ ఈఉ) производные по глобальным координатамݐ  .ଶݏ
Положение точки, отстоящей от срединной поверхности на расстоянии ζ в 

исходном и деформированном состояниях, определяется соответствующими 
радиус-векторами: 

 ሬܴ⃗ ଴஖ = ሬܴ⃗ ଴ + ζሬ݊⃗ ଴; 			 ሬܴ⃗ ஖ = ሬܴ⃗ ଴஖ + ሬܸ⃗ .                           (1.6) 
 

Входящий в (1.6) вектор перемещения точки, отстоящей от срединной по-
верхности на расстоянии ζ, может быть определен следующим образом: 

 

 ሬܸ⃗ = ݒ⃗ + ζ(γሬ⃗ × ሬ݊⃗ ଴),                                       (1.7) 
 

где 
γሬ⃗ = ଶ݁⃗ଵ଴ߛ− + ଵ݁⃗ଶ଴ߛ + ௡ߗ ሬ݊⃗ ଴ 

 

– вектор углов поворота нормали [7]. 
Соотношение (1.7) можно рассматривать как вариант, в котором вектор уг-

лов поворота нормали отсчитывается от исходного положения нормали. Дан-
ный вариант соответствует подходу, описанному в [5,6]. 

Если поворот нормали отсчитывать от ее деформированного состояния, то 
формулу (1.7) следует записывать в следующем виде:  

 

ሬܸ⃗ = ݒ⃗ + ζ(⃗ݒ୬ × ሬ݊⃗ ଴) + ζ(γሬ⃗ × ሬ݊⃗ ଴),                         (1.8) 
 

где  ⃗ݒ୬ - вектор разности нормалей в деформированном и исходном состояниях 
[7,14]: 

୬ݒ⃗ = ሬ݊⃗ − ሬ݊⃗ ଴ = ୬ଶ݁⃗ଵ଴ݒ− + ୬ଵ݁⃗ଶ଴ݒ + ୬ݒ ሬ݊⃗ ଴.                   (1.9) 
 

Здесь ሬ݊⃗  - орт нормали в деформированном состоянии 
 

ሬ݊⃗ = ܽ⃗ଵ × ܽ⃗ଶ |ܽ⃗ଵ × ܽ⃗ଶ|⁄ ,                                (1.10) 
где 

ܽ⃗ఈ = ሬܴ⃗ ,ఈ = ൫ ሬܴ⃗ ଴ + ൯,ఈݒ⃗ . 
Ковариантные компоненты тензора деформаций определяются соотноше-

нием механики сплошной среды [15]: 
 

ఈఉߝ
఍ = ൫੗ఈఉ − ੗ఈఉ

଴ ൯ 2⁄ ; 
 

ఈଷߝ		
఍ = (੗ఈଷ − ੗ఈଷ଴ ) 2⁄ ,                                           (1.11) 
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где  ੗ఈఉ , ੗ఈଷ, ੗ఈఉ
଴ , ੗ఈଷ଴  – ковариантные компоненты метрического тензора в де-

формированном и исходном состояниях, определяемые соответствующими ска-
лярными произведениями 

੗ఈఉ = ੗ሬሬ⃗ ఈ ∙ ੗ሬሬ⃗ ఉ;			੗ఈଷ = ੗ሬሬ⃗ ఈ ∙ ੗ሬሬ⃗ ଷ; 			੗ఈఉ
଴ = ੗ሬሬ⃗ ఈ଴ ∙ ੗ሬሬ⃗ ఉ

଴ ; 				੗ఈଷ଴ = ੗ሬሬ⃗ ఈ଴ ∙ ੗ሬሬ⃗ ଷ଴.   (1.12) 
 

Входящие в (1.12) векторы базиса ੗ሬሬ⃗ ఈ , ੗ሬሬ⃗ ଷ, ੗ሬሬ⃗ ఈ଴ , ੗ሬሬ⃗ ଷ଴ могут быть найдены диф-
ференцированием соответствующих радиус-векторов 

 

੗ሬሬ⃗ ఈ = ሬܴ⃗ ,ఈ
఍ ; 	੗ሬሬ⃗ ଷ = ሬܴ⃗

,఍
఍ ; 

	੗ሬሬ⃗ ఈ଴ = ሬܴ⃗ ,ఈ
଴఍; 			੗ሬሬ⃗ ଷ଴ = ሬܴ⃗

,఍
଴఍;		                                      (1.13) 

Соотношения (1.11) могут быть представлены в виде суммы: 
 

ఈఉߝ
఍ = ఈఉߝ +  ;ఈఉߵߞ
ఈଷߝ
఍ = ఈଷߝ +  ఈଷ,                                             (1.14)ߵߞ

где ߝఈఉ; ఈఉߵ	  - деформации и искривления срединной поверхности оболочки 
вращения; ߝఈଷ

఍ , ఈଷߝ  – деформация сдвига в точках с радиус-векторами ሬܴ⃗  и ሬܴ⃗ ఍ ; 
ଷଷߝ
఍ ,  .ଷଷ - линейные деформации вдоль нормали в тех же точкахߝ

2. Физические соотношения тонких оболочек 
Контравариантные компоненты тензора напряжений в произвольном слое 

оболочки, отстоящем от срединной поверхности на расстоянии ߞ, определяются 
через ковариантные компоненты тензора деформаций соотношениями механи-
ки сплошной среды [15]: 

௠௡ߪ = ੗௠௡(ߝ)ଵܫߣ +  ఊఘ,                            (2.1)ߝ੗௠ఊ੗௡ఘߤ2
где верхние и нижние индексы ݉, ݊, ,ߛ  последовательно принимают значения ߩ
,ߣ ;3 ,2 ,1 -коэффициенты Ляме; ੗௠௡ - контравариантные компоненты метри - ߤ
ческого тензора; 

(ߝ)ଵܫ = ੗௠௡ߝ௠௡
఍  

- первый инвариант тензора деформаций. 
Соотношение (2.1) может быть представлено в матричном виде 
 

{௠௡ߪ}
	଺×ଵ

= [ܥ]
଺×଺

ቄߝ௠௡
఍ ቅ

	଺×ଵ
,                                        (2.2) 

где 

்{௠௡ߪ}
	ଵ×଺

= ௠௡ߝቄ	;{ଷଷߪଶଷߪଶଶߪଵଷߪଵଶߪଵଵߪ}
఍ ቅ

்

ଵ×଺		
= ቄߝଵଵ

఍ ଵଶߝ2
఍ ଵଷߝ2

఍ ଶଶߝ
఍ ଶଷߝ2

఍ ଷଷߝ
఍ ቅ. 

	

         Принимая во внимание общепринятую в теории тонких оболочек гипотезу 
ଷଷߪ = 0 [1-3], из (2.1) можно получить следующую зависимость: 

 

ଷଷߝ
఍ = ݂ ቀߝଵଵ

఍ , ଵଶߝ
఍ , ଵଷߝ

఍ , ଶଶߝ
఍ , ଶଷߝ

఍ ቁ.                                 (2.3) 
 

Используя зависимость (2.3), можно уменьшить размерность матричного 
выражения (2.2): 

{ఊఘߪ}
	ହ×ଵ

= [ܥ]
ହ×ହ

ቄߝఊఘ
఍ ቅ

	ହ×ଵ
,                                         (2.4) 

где  [ܥ]
ହ×ହ

 - матрица упругости. 

3. Четырехугольный конечный элемент 
В качестве элемента дискретизации выбирается четырехугольный фраг-

мент срединной поверхности оболочки вращения с узлами ݅, ݆, ݇, ݈, отображае-



Строительная механика инженерных конструкций и сооружений, 2016, № 5 

51 

мый для удобства численного интегрирования на квадрат в локальной системе 
координат −1 ≤ ,ߦ ߟ ≤ 1. 

Столбец узловых неизвестных конечного элемента в глобальной и локаль-
ной системах координат выбирается в виде: 

൛ܷ௬гൟ
்

ଵ×ସସ				
= ቊ൛ݒ௬ଵгൟ

்

ଵ×ଵଶ				
൛ݒ௬ଶгൟ

்

ଵ×ଵଶ				
൛ݒ௬гൟ

்

ଵ×ଵଶ				
൛ߛ௬ଵൟ

்

ଵ×ସ			
൛ߛ௬ଶൟ

்

ଵ×ସ			
ቋ,																								(3.1) 

 

൛ܷ௬лൟ
்

ଵ×ସସ				
= ቊ൛ݒ௬ଵлൟ

்

ଵ×ଵଶ				
൛ݒ௬ଶлൟ

்

ଵ×ଵଶ				
൛ݒ௬лൟ

்

ଵ×ଵଶ				
൛ߛ௬ଵൟ

்

ଵ×ସ			
൛ߛ௬ଶൟ

்

ଵ×ସ			
ቋ,																							(3.2) 

где  
 

൛ݍ௬г ൟ
்

ଵ×ଵଶ				
= ൛ݍ௜ ଵ௜,ݍ௟ݍ… ଵ௟,ݍ… ଶ௜,ݍ ଶ௟,ݍ… ൟ; 

 

൛ݍ௬лൟ
்

ଵ×ଵଶ				
= ൛ݍ௜ క,ݍ௟ݍ…

௜ క,ݍ…
௟ ఎ௜,ݍ ఎ௟,ݍ… ൟ; 

൛ߛ௬ఈൟ
்

ଵ×ସ			
= ൛ߛ௜ߛ௝ߛ௞ߛ௟ൟ. 

Здесь под ݍ௠ 	(݉ = ݅, ݆, ݇, ݈) понимается компонента вектора перемеще-
ния ݒఈ௠ или ݒ௠.  

Для вычисления компонент вектора перемещения ݍ и компонент векто-
ра углов поворота нормали ߛఈ  используются интерполяционные выражения 
следующего вида: 

ݍ = {߮}்
ଵ×ଵଶ				

൛ݍ௬лൟ
்

ଵଶ×ଵ				
; ఈߛ			 = {߰}்

ଵ×ସ				
൛ߛ௬ఈൟ

்

ସ×ଵ				
,                          (3.3) 

 

где {߮}்
ଵ×ଵଶ				

= {߮ଵ߮ଶ…߮ଵଶ} - матрица строка, содержащая произведения по-

линомов Эрмита третьей степени; 
 

{߰}்
ଵ×ସ				

= {߰ଵ߰ଶ߰ଷ߰ସ} – матрица-строка, 
 

содержащая билинейные функции локальных координат. 
Дифференцированием (3.3) можно получить производные компонент 

вектора перемещения и компонент углов поворота нормали: 
 

ఈ,ݍ = ቀ൛߮,కൟ
்
ఈ,ߦ + ൛ ,߮ఎൟ

்
ఈቁ,ߟ ൛ݍ௬лൟ; 

 
 

ఉ,ߛ
ఈ = ቀ൛߰,కൟ

்
ఉ,ߦ + ൛ ,߰ఎൟ

்
ఉቁ,ߟ ൛ߛ௬ఈൟ.                           (3.4) 

 

Для получения матрицы жесткости и столбца узловых усилий четырех-
угольного конечного элемента можно воспользоваться функционалом Лагран-
жа: 

න ቄߝఊఘ
఍ ቅ

்

௏

ܸ݀{ఊఘߪ} = න{ܷ}்

ி

 (3.5)																																				,ܨ݀{ܲ}

где  

ቄߝఊఘ
఍ ቅ

்
= ቄߝଵଵ

఍ ଵଶߝ2
఍ ଵଷߝ2

఍ ଶଶߝ
఍ ଶଷߝ2

఍ ቅ ;                                  (3.6) 
 
 

்{ఊఘߪ} =  ;{ଶଷߪଶଶߪଵଷߪଵଶߪଵଵߪ}
 

		{ܷ}் = ,{ݒଶݒଵݒ} {ܲ}் =  {݌ଶ݌ଵ݌}
 

- столбцы компонент вектора перемещения и внешней нагрузки. 
С учетом (1.14), (2.4), (3.3) функционал (3.5) может быть преобразован к 

виду 
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൛ܷ௬Гൟ
்

ଵ×ସସ				
[ ோܲ]்
ସସ×ସସ	

න [В]்
ସସ×ଵ଴				

௏

[Г]்
ଵ଴×ହ				

[С]
	ହ×ହ	

[Г]
ହ×ଵ଴	

[В]
ଵ଴×ସସ	

ܸ݀ [ ோܲ]
ସସ×ସସ	

൛ܷ௬Гൟ
ସସ×ଵ	

= 

= ൛ܷ௬Гൟ
்

ଵ×ସସ			
[ ோܲ]்
ସସ×ସସ	

න[ܣ]்
ସସ×ଷ	

ி

{ܲ}
	ଷ×ଵ	

 (3.7)																																												,ܨ݀

где [Г]
ହ×ଵ଴	

- матрица перехода от столбца (3.6) к столбцу 

൛ߝఈఉൟ
்

ଵ×ଵ଴			
=  ;{ଶଷߵଶଶ2ߵଵଷߵଵଶ2ߵଵଵ2ߵଶଷߝଶଶ2ߝଵଷߝଵଶ2ߝଵଵ2ߝ}

[В]
ଵ଴×ସସ	

 - матрица дифференциальных и алгебраических операторов, необходимая 

для перехода от столбца ൛ߝఈఉൟ к столбцу ൛ܷ௬лൟ - (3.2);  [ ோܲ]
ସସ×ସସ	

 - матрица перехода 

от столбца ൛ܷ௬лൟ к столбцу ൛ܷ௬Гൟ, определяемая с использованием соотношений 
 

క,ݍ
௠ = క,ߙఈ௠,ݍ + ఉ,ݍ

௠ߚ,క .                                   (3.8) 
 

Входящая в (3.7) матрица [ܣ] имеет следующую структуру:   

[ܣ]
ଷ×ସସ	

=

⎣
⎢
⎢
⎢
⎢
⎡{߮}

்
ଵ×ଵଶ		

{0}்
ଵ×ଵଶ		

{0}்
ଵ×ଵଶ		

{0}்
ଵ×ସ		

{0}்
ଵ×ସ		

{0}்
ଵ×ଵଶ		

{߮}்
ଵ×ଵଶ		

{0}்
ଵ×ଵଶ		

{0}்
ଵ×ସ		

{0}்
ଵ×ସ		

{0}்
ଵ×ଵଶ		

{0}்
ଵ×ଵଶ		

{߮}்
ଵ×ଵଶ		

{0}்
ଵ×ସ		

{0}்
ଵ×ସ		⎦

⎥
⎥
⎥
⎥
⎤

.                          (3.9) 

 

В результате минимизации (3.7) по ൛ܷ௬Гൟ
்

 можно получить следующее мат-
ричное выражение 

[Гܭ]
ସସ×ସସ	

൛ܷ௬Гൟ
ସସ×ଵ	

= [ܴГ]
ସସ×ଵ	

,                                    (3.10) 

где  
[Гܭ]
ସସ×ସସ	

= [ ோܲ]்
ସସ×ସସ	

∫ [В]்
ସସ×ଵ଴				௏ [Г]்

ଵ଴×ହ				
[С]
	ହ×ହ	

[Г]
ହ×ଵ଴	

[В]
ଵ଴×ସସ	

ܸ݀ [ ோܲ]
ସସ×ସସ	

 - матрица жесткости; 

[ܴГ]
ସସ×ଵ	

= [ ோܲ]்
ସସ×ସସ	

න[ܣ]்
ସସ×ଷ	

ி

{ܲ}
	ଷ×ଵ	

 ܨ݀

- столбец узловых усилий четырехугольного конечного элемента в глобальной 
системе координат. 

 
   Рис. 1 



Строительная механика инженерных конструкций и сооружений, 2016, № 5 

53 

Пример расчета 1. В качестве примера была рассчитана цилиндрическая 
оболочка, загруженная вдоль образующей распределенной нагрузкой интенсив-
ности q и имеющая на диаметрально противоположной образующей шарнирные 
опоры, препятствующие вертикальному смещению (рис. 1).  

Вследствие наличия плоскостей симметрии оболочка моделировалась од-
ной лентой конечных элементов, ориентированной в кольцевом направлении. 
Были приняты следующие исходные данные: 

 

    
 

Расчеты были выполнены в двух вариантах:  
в первом варианте при формировании матрицы жесткости КЭ использова-

лось соотношение, соответствующее отсчету угла поворота нормали от ее ис-
ходного положения (1.7);  

во втором варианте отсчет угла поворота нормали осуществлялся от ее де-
формированного положения – (1.8) .. (1.10). 

Результаты повариантного расчета представлены в виде диаграммы (рис. 
2), на которой приведены значения физических напряжений  в точке прило-
жения нагрузки на внутренней (верхняя часть диаграммы) и внешней (нижняя 
часть диаграммы) поверхностях цилиндра в зависимости от числа элементов 
дискретизации . 

Как видно из диаграмм, сходимость вычислительного процесса во втором 
варианте существенно лучше, чем в первом, а численные значения напряжений 
близки к значению , вычисленному по формуле сопротивления ма-
териалов [16] для задачи расчета кольца с двумя сосредоточенными силами. 

 

 
Рис. 2 

При сопоставлении результатов повариантного расчета (таблица 1) следует 
также отметить наличие в первом варианте расчета «скачка» в значениях на-
пряжений в узлах  смежных элементов дискретизации (Рис. 1). Ве-
личина данного «скачка» уменьшается при увеличении числа элементов дис-
кретизации. Во втором варианте расчета вышеупомянутый «скачок» в значени-
ях   практически не наблюдается.  
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Таблица 1 

݊э 
 										,ଶଶߪ
  25 49 97 145 193					смଶ/ܪ	

1 
ва

ри
ан

т ߪଶଶ௟  172,4 
-170,3 

182,1 
-180,2 

187,0 
-185,1 

188,7 
-186,8 

189,5 
-187,6 

ଶଶ௜ᇱߪ  133,1 
-131,9 

162,3 
-160,8 

177,1 
-175,4 

182,0 
-180,3 

189,5 
-187,6 

2 
ва

ри
ан

т ߪଶଶ௟  153,4 
-151,3 

172,3 
-170,6 

182,1 
-180,3 

185,4 
-183,5 

187,0 
-185,1 

ଶଶ௜ᇱߪ  152,8 
-150,7 

172,3 
-170,6 

182,1 
-180,3 

185,4 
-183,5 

187,0 
-185,1 

 

Пример расчета 2. Был рассчитан жестко защемленный по торцам ци-
линдр, нагруженный внутренним давлением интенсивности q (рис. 3). Были 
приняты следующие исходные данные: 

 

ܴ = 1,0	м; ܮ = 1,0	м; ܧ = 2 ∙ 10ହ	МПа; ߥ = ݍ ;0,3 = 5	МПа. 
 

Вследствие наличия осевой симметрии оболочка моделировалась одной 
лентой КЭ, ориентированной вдоль образующей.  

 
  Рис. 3 

 

Расчеты, как и в примере 1, выполнялись в двух вариантах. Результаты по-
вариантного расчета представлены в виде диаграммы (рис. 4), на которой пока-
заны значения физических напряжений ߪଵଵ  в жесткой заделке на внутренней 
(верхняя часть диаграммы) и внешней (нижняя часть диаграммы) поверхностях 
цилиндра в зависимости от числа элементов дискретизации ݊Э. 

Анализ диаграммы показывает существенно лучшую сходимость вычисли-
тельного процесса во втором варианте расчета по сравнению с первым вариан-
том.  

Для достижения аналогичного уровня точности в первом варианте требует-
ся на порядок большее число элементов дискретизации, чем во втором вариан-
те. 
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Рис. 4 

Анализ результатов вычисленных напряжений, представленных на обеих 
диаграммах, позволяет сделать вывод о предпочтительности второго варианта 
расчета, соответствующего отсчету угла поворота нормали от ее деформиро-
ванного состояния, при котором можно получать удовлетворительные по точ-
ности значения напряжений при относительно редкой сетке элементов дискре-
тизации.  

В то же время следует отметить, что и первый вариант компоновки матри-
цы жесткости четырехугольного конечного элемента, при котором отсчет угла 
поворота нормали осуществлялся от ее исходного состояния, позволяет полу-
чать приемлемые результаты при весьма существенном сгущении сетки дискре-
тизации рассчитываемой оболочки. 
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FINITE ELEMENT ANALYSIS 0F STRESS-STRAIN STATE OF SHELLS OF 

REVOLUTION WITH TAKING INTO ACCOUNT THE STRAIN OF 
TRANSVERSAL SHEARING 

Yu.V. Klochkov, A.P. Nikolaev, T.R. Ischanov 
 

      In this paper, based on the Foursquare element sampling algorithm is presented finite el-
ement calculation of shells of revolution considering transverse shear strains in different vari-
ants of the reference tilt angle of the normal process of deformation .  
       KEYWORDS: the scalar approximation, finite element, circular cylinder , transverse 
shear. 
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Рассмотрены колебания в многослойных композитных телах. Исследуются сво-
бодные колебания армированного многослойного стержня. В целях определения особен-
ностей многослойных стержней, выяснения роли некоторых её параметров рассмат-
ривались стержень прямоугольного сечения и наиболее простые формы колебания. Ре-
зультаты численных расчетов сравнивается с экспериментальными данными. 

КЛЮЧЕВЫЕ СЛОВА: многослойный композит, свободные колебания  
 

1. Задача расчета собственных частот и форм колебаний стержней, балок, 
закрученных рабочих лопаток с точки зрения однородной теории рассматрива-
лась в литературе неоднократно. Основы расчета и методы достаточно подроб-
но описаны в работах Бицено К.Б. и Граммеля Р. [1], Ахенбаха Дж.Д. [2], Хро-
нина Д.В.[3], Воробьева Ю.С., Шорра Б. Ф.[4], Биргера  И.A. [5] и многих дру-
гих исследователей. При этом выделены три основных подхода к данному во-
просу: решение на основе классической теории тонких стержней [6,7], рассмот-
рения деформаций с точки зрения общих уравнений теории упругости [8] и ре-
шения на основе теории пластин и оболочек [9]. Различные специальные под-
ходы к изучению вопросов колебания таких тел рассмотрены в работах [6,10, 
11]. Колебания и волны в слоистых и композитных телах рассмотрены в рабо-
тах Сана С.Т. [12], Бреховских Л.М. [13], Ахенбаха Дж. [2], и некоторых дру-
гих; причем здесь использовались соотношения изотропной или анизотропной 
однородной теорий упругости. Структурный подход к волновым процессам по-
зволяет вписать ряд их интересных особенностей. Например, в работе Карим-
баева Т.Д. [14] показана возможность распространения в неограниченной арми-
рованной среде четырех типов волн. Ниже на основе этой теории [14] исследу-
ются свободные колебания армированного многослойного cтержня 
прямоугольного сечения. В целях определения особенностей слоистых стерж-
ней, выяснения роли некоторых её параметров рассматривались наиболее прос-

тые формы колебания. 
Рассматриваются поперечные свобод-

ные колебания многослойного стержня про-
извольного сечения, изготовленного из ком-
позиционного материала (рис. 1). 

Считая материал тела ортотропным, для 
изгибных напряжений эти соотношения 
можно записать в виде [15] (10): 
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в которой ci
k3  соответствуют значениям максимальной деформации поперечно-

го сечения, обусловленной поперечными силами Qj [16]; величины i
kЭ 3  позво-

 
Рис. 1. Армированный слоистый 

стержень с профилем произвольной  
формы 
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ляют оценить влияние перемещений iii wu ,v,  в плоскости поперечного сече-

ния на сдвиговые деформации и i
kjЭ =0.5( i

kj
i

jk uu ,,  ) деформации элементов по-

перечного сечения. Кроме этого [15]: 2
01233 rbi   , 

;1)( 2
0

2  z   ,...3,2,1m , r0  . Ограничивая последующее исследование 
формами колебаний, длины волн в которых заметно превосходят характерные 
структурные размеры армированного слоистого тела, положим,  

,2
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33 y
z
v i
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


                     (1.2)  

где vi(z,t) - поперечные смещения точек і-го слоя стержня. При этих условиях 
выражение принципа Гамильтона принимает вид: 
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1

0

 dtKw
t

t
                                                   (1.3),  
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)( мні    – плотность, мнннннi vvс )2()2(33    свойства мате-
риала слоя і и мн vv ,  объемное содержание материла наполнителя и матрицы. 

После использования (1.1) и (1.2) для w  можно получить: 
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где величина   
,2

331  
F

i dFycI                                       (1.6), 

является физическим моментом инерции, позволяющим вести расчет при не-
равномерном распределении физических свойств компонентов армированного 
слоистого тела в поперечных сечениях произвольной формы. 

Полагая, что существуют только периодические колебания с собственной 
круговой частотой Ω, представим ),( tzv i  в виде:  

tzХtzv i  sin)(),( .     (1.7) 
Задачу будем решать методом Ритца [17,19], полагая  


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
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nn zXAzX      (1.8) 

где )(zX n - допустимые функции, An - неопределенные параметры. В качестве 
допустимых функций естественно выбрать собственные функции стержня в ви-
де [17]: 
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kshk

xkxchkzX nn
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





,   (1.9) 

удовлетворяющие граничным условиям консольного закрепления: 
;0)1()1(;0)0()0(  nnn XXXX        (1.10) 

В (1.9) lzх / , а волновое число kn удовлетворяет характеристическому 
уравнению 0cos1  nn kchk  и принимает значения, данные в табл. 1,   - дли-
на стержня.  
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                                                Таблица 1. Значение волновых чисел 
№ 1 2 3 n  
kn 1.875 4.694 7.854 2/)12( n  

Балочные функции, являясь ортонормированными, удовлетворяют равен-
ствам  
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Варьирование интеграла (1.3) сводится к дифференцированию его по неиз-
вестным параметрам An. После подстановки (1.7) в (1.4) и (1.3) с учетом (1.8), 
(1.10) и (1.11), дифференцирования по Аn и интегрирования по t можно полу-
чить: 
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где F = 
F

dF  площадь поперечного сечения. После упрощения предыдущее 

выражение преобразуется к виду 0]2[
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424
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nn AFkIA   . Так как в 

этом уравнении коэффициенты An равны нулю и  произвольны, то полу-
чим следующие выражения для круговых (Ω) и технических (fn) частот 
свободных колебаний:  
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где 1I  определяется выражением (1.6). По полученной формуле можно подсчи-
тать низшие собственные частоты армированного стержня с постоянным по 
длине сечением произвольной формы.  

Величина 1I  позволяет учесть неравномерное распределение физических 
параметров композиции в слоистом сечении. Для авиационных профилей этот 
интеграл можно просчитать послойно на ЭВМ  по формуле (1.1) [16]. Если ма-
териал стержня изотропный, то из выражения (1.13) следует формула Рэлея-
Ритца. 

Каримбаевым Т.Д. были проведены эксперименты по определению собст-
венных частот для стержня прямоугольного сечения, изготовленный из стекло-
ткани, имеющий следующие физические и геометрические характеристики для 
наполнителя и матрицы: 

,542,1500,10046.0,10119.0 33
55

м
кг

м
кгМПаМПа мнмн  

.03.0,003.0,12.0
,4.0,6.0,100307.0,10179.0 55

мbмhм
vvМПаМПа ннмн






  

Для сравнения собственных частот стержня с данными экспериментов про-
веден численный анализ формулы (1.13). Для простоты численного анализа рас-
сматривается стержень прямоугольного сечения с равномерным распределени-
ем физических свойств. Тогда после интегрирования (6) выражение для опре-
деления собственных частот (1.13) можно представить в виде:  
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Таблица 3. Значение расчетных и экспериментальных собственных частот  
                                                                                                        волновых чисел 

Частота, гц 1 2 3 
Экспериментальная 121 765 2100 
По формуле (1.14) 125 786 2201 

 

Как видно из табл. 2, расчетные значения частот превышает эксперимен-
тальные на 3-5%. Полученное соотношение (1.14)  подтверждает эксперимен-
тально наблюдаемый эффект смещения узловой линии [18] к месту закрепле-
ния. Таким образом, использование теории слоистых армированных сред, в ча-
стности, обобщенного на принципе Гамильтона, при расчете элементов конст-
рукций из композиционного материала позволяет получить удовлетворительное 
совпадение с опытными данными. 

Расчетные соотношения (1.13), (1.14) устанавливают непосредственную за-
висимость собственных частот от упругих и динамических параметров отдель-
ных компонентов композиции и позволяют путем их выбора управлять вибра-
ционными характеристиками тела. 

2. Влияние взаимодействия компонентов композиции на свободные колеба-
ния слоистых армированных тел. На примере стержня исследуется влияние 
взаимодействия компонентов композиции на свободные колебания слоистых 
армированных тел. При сильном взаимодействии компонентов композиционно-
го материала, полученное уравнение частот определяет одну собственную час-
тоту, величина которой мало отличается от частот, найденных на основе теории 
"эффективных" модулей. При слабом взаимодействии компонентов компози-
ции, что реализуется при больших частотах с малой длиной волны, колебанию 
слоистого стержня соответствуют две собственные частоты, отличающиеся от 
частот двух стержней идентичных размеров, но изготовленных отдельно из ма-
териала матрицы и отдельно из материала наполнителя. 

Вычисленные на основе полученных соотношений значения собственных 
частот низших (первых трех) форм колебания стержня прямоугольного попе-
речного сечения из стеклопластика удовлетворительно согласуются с экспери-
ментальными данными. 

Для анализа изгибных колебаний незакрученного армированного стержня, 
имеющего лопаточный профиль постоянной толщины, используется обобщен-
ный на слоистые среды принцип Гамильтона. Согласно этому принципу мини-
мум накопленных за время (t0, t1) в теле энергии деформации we, кинетической 
энергии K соответствует действительному его состоянию, т.е.  

,0)(
1

0

 dtKw
t

t
                                             (2.1).  

Для слоистой ортотропной среды связь между продольными напряжениями 
и деформациями, записывается в виде (1.1). Если для каждого слоя стержня из 
композиционного материала принять гипотезу плоских сечений, то деформации 
определяются равенствами:  
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через перемещения vi(z, t) . В соответствии с (2.1), (2.2) можно получить 
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и  интегрирование осуществляется по объему  V  стержня. Возможные смещения 

точек при колебаниях стержня описывается как ,sin)(),(
1

tzХAtzv n
n

n
i 





 в 

которых nA  – амплитудные значения смещений, Ω - круговая частота. В 
качестве допустимых функций )(zХ n  целесообразно выбрать собственные 
функции стержня в виде (1.9), удовлетворяющие условиям консольного закреп-
ления (1.10) и равенствам (1.11). Минимизация интеграла (2.1) по параметрам 

nA  позволяет получить систему n уравнений: 
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в которых 
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осевой момент инерции и F – площадь поперечного сечения, b – размеры попе-
речного сечения. Система уравнений (2.4) имеет нетривиальное решение 
( nA 0), если определитель, составленный из коэффициентов при неизвестных 

nA  равен нулю. Это условие записывается в виде произведения 

0)( 2
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nn

n
n  ,  каждый сомножитель которого представляет собой урав-

нение собственной частоты колебания по n-ой гармонике. Последнее урав-
н ен и е с учетом принятых обозначений удобно записать в форме:  

0)1()( 222
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относительно безразмерного параметра частоты 2
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Следует иметь в виду, что коэффициент B для стержня заданной длины и 
состава композиции является функцией волнового числа kn и стремится к нулю 
с уменьшением длины волны (ростом kn). При малых значениях волнового чис-
ла kn и "сильном" взаимодействии слоев стержня из композиционного материа-
ла уравнение (2.5) определяет один корень 12  , которому соответствуют тех-
нические частоты: 
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Частоты, вычисленные по формуле (2.7), мало отличаются от частот 
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полученных на основе «эффективных» модулей композиционного материала, 
где Е3 – модуль упругости, dFyI

F

2*
1  . Если коэффициент В мал, что реализу-
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ется при высоких частотах (порядка нескольких сот кгц) с малой длиной волны, 
уравнение (2.5) позволяет определить две различные собственные частоты 
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,)(2
2
1

2
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2
1

2
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BССД

BДДС
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                 (2.9) 

в которых С = 1+ Е, Д = 1– Е, ./)1(41 2
1 BЕ   

Используя естественное условие 2
2

2
1 1   легко показать, что подкорен-

ное выражение в Е при любых значениях параметра В положительно. Если вол-
новое число kп так велико, то корнями уравнения (2.5) являются величины  

,, 2
*2

2
*1   т.к. в этом случае 2

1 =1, Е  =  1 ,  С  = 2 ,  Д  =  0 .   
Параметры собственных частот ,, 2

*2
2
*1   а также 2

1  не совпадают с па-

раметрами iF
I
2

0

12


  собственных частот двух стержней, изготовленных от-

дельно из материала матрицы и материала наполнителя. Тем самым устанавли-
вается, что сплошность армированной среды, являющейся композицией двух 
твердых тел, обеспечивается указанным параметром. Физически одновременное 
сосуществование двух форм колебаний в армированной среде при высоких час-
тотах оправдано тем, что в колебательном движении находится каждый из ком-
понентов композиции. Однако на его свободное колебание накладывается влия-
ние окружающего его другого материала. Этот эффект оценивается выражениями 
(2.9). Выражения (2.9) позволяют управлять частотами с помощью параметра B. 
Из уравнения (2.4) устанавливается также соотношение (An ) амплитуд ко-
лебания матрицы и наполнителя. 

Из-за ограниченности экспериментальных данных численные сравнения 
здесь приведены для стеклопластикового стержня прямоугольного сечения со 
следующими физическими и геометрическими характеристиками: 
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Результаты расчетов собственных колебаний первых трех изгибных форм 
колебаний, соответсвующих малым значениям kn волнового числа (большим В), 
приведены в табл. 3. 

Таблица 3. Значение расчетных и экспериментальных собственных частот  
                                                                                           волновых чисел 

Частота, гц 1 2 3 
Экспериментальная 122 770 2100 
По формуле (2.7) 124 775 2170 
По формуле (2.8) 125 795 220 

 

Сравнение их показывает, что стержень данных размеров из материала  
слоя матрицы имеет наименьшую частоту, а из материала слоя наполнителя - 
наибольшую. Для высоких форм колебаний будут четче проявляться колебания 
с частотами ,, 2

2
2
1   заключенные между частотами наполнителя 2

н  и матрицы 
2
м . Данный анализ позволяет путем выбора материала компонентов армиро-

ванной слоистой среды управлять собственными частотами колебаний деталей 
без изменения их геометрических размеров и формы, что важно в технических 
приложениях. 
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THE NATURAL FREQUENCY OF THE COMPOSITE LAMINATED ROD 

 

Karimbayev* T.D., Nurimbetov** A.U. 
* «CIAM». of P.I. Baranova ", Moscow, Russia 

**MAI (Moscow Aviation Institute (National Research University)) 
 
Oscillations in the multi-layer composite bodies are studied. Natural vibrations of a rein-

forced many-layered rod are researched. For determination of the characteristics of multi-
layered rods and for clarify of the role of some of their parameters, a rod of the rectangular 
cross section and the most simple forms of vibrations were considered. The results of numeri-
cal calculations are compared with experimental data. 

KEYWORDS: multi-layer composite, free vibrations. 
 
 
 

КОЛЕБАНИЯ СТЕРЖНЕЙ С УЧЁТОМ НЕЛОКАЛЬНОГО  
ДЕМПФИРОВАНИЯ 

 

Е.С. ШЕПИТЬКО, аспирант 
Московский Государственный Университет Путей Сообщения (МИИТ) 
127994, г. Москва, ул. Образцова, д.9, стр. 9, e-mail: shepitko-es@mail.ru 

 
Статья посвящена анализу влияния  нелокального демпфирования материала на 

вынужденные колебания стержней, находящихся под действием периодической де-
терминированной и стохастической стационарной поперечной нагрузки. Исследуется 
связь параметров нелокального демпфирования с характеристиками колебательного 
процесса стержней. Для решения задачи используется метод Бубнова-Галеркина.   

КЛЮЧЕВЫЕ СЛОВА: колебания стержней, нелокальное демпфирование, метод 
Бубнова-Галеркина, детерминированная периодическая нагрузка, стохастическая на-
грузка 

 

1. Введение 
Многие строительные конструкции подвержены динамическим воздейст-

виям, к которым можно отнести нагрузки от движущегося  транспорта и пеше-
ходов,  ветровые нагрузки, сейсмические воздействия и др. При расчете конст-
рукций на динамические воздействия необходимо учитывать, что энергия коле-
баний постепенно рассеивается за счет внешнего и внутреннего трения, в ре-
зультате чего происходит затухание колебаний. 
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Демпфирование в некоторой точке стержня с координатой ݔଵ, отсчитывае-
мой вдоль его оси, очевидно, зависит не только от локального значения скоро-
сти движения в той же точке ݒ(ݔଵ), но и от значения скорости в соседних точ-
ках, причем степень их влияния друг на друга считается тем меньше, чем боль-
ше расстояние между ними. 

H.T. Banks and D.J. Inman [1] рассмотрели механизм демпфирования в ком-
позитных материалах на примере консольной балки с сосредоточенной массой 
на свободном конце. В этой работе экспериментально исследуются четыре мо-
дели демпфирования: модель вязкого трения, частотно-независимая модель 
внутреннего трения, временной гистерезис и пространственный гистерезис. Ре-
зультаты динамических испытаний в сочетании с  приближенной моделью ис-
пользуются для формирования и решения поставленной задачи методом наи-
меньших квадратов. Полученные в результате эмпирические значения коэффи-
циентов демпфирования сравниваются с коэффициентами, полученными путем 
математического моделирования. В 1992 г. D.L. Russell [3] предложил модель 
нелокального демпфирования для динамического анализа композитной балки. 
Lei, Friswell и Adhikari в статье [2] рассматривают использование модели нело-
кального демпфирования с учетом эффекта пространственного и временного 
гистерезиса  для динамического анализа конструкций, состоящих из балок и 
тонких пластин. В отличие от обычной локальной модели, демпфирующие силы 
вычисляются как среднее от поля скоростей в пространстве, определяемом яд-
ровой функцией. Результирующее уравнение движения для балок и пластин  
представляет собой интегрально-дифференциальное уравнение в частных про-
изводных, тогда как для локальной модели используется дифференциальное 
уравнение в частных производных. Приближенные решения задачи о  собст-
венных значениях и формах собственных колебаний с учетом нелокального 
демпфирования получены методом Бубнова-Галеркина.  В работе [6] исследу-
ется влияние нелокального демпфирования материала на устойчивость стержня, 
находящегося под действием продольной силы, детерминированной или ме-
няющейся во времени случайным образом. 

В настоящей работе решается задача о вынужденных колебаниях стержней 
с учетом  нелокального демпфирования материала с использованием модели, 
предложенной в работе [2].  Приводится численное решение и изучается влия-
ние характеристик нелокального демпфирования на динамическое поведение 
стержня при действии периодической детерминированной и стационарной сто-
хастической поперечной нагрузки.  

2. Постановка задачи 
Часто для описания процесса демпфирования колебаний стержней исполь-

зуется гипотеза Фойгта: 
ߪ                                                 = ߝܧ +  (1)                                                     , ̇ߝܧߛ

где , ε  - нормальное напряжение и относительная осевая  деформация, ε̇ – ско-
рость изменения деформации, Е – модуль Юнга, γ – коэффициент демпфирова-
ния. Здесь и далее точкой обозначена производная  по времени t. 

При учете нелокального демпфирования вместо выражения (1) использует-
ся соотношение [2]: 

σ(x, t) = E[ε(x, t) + γ∫ C୴(|x − θ|)ε̇(θ, t)dθ]୪
଴ .                         (2) 

Здесь C୴(|x − θ|)  – ядро оператора, характеризующего внутреннее демпфиро-
вание. Функция C୴(|x − θ|) удовлетворяет условиям нормирования, то есть: 

∫ C୴(|x − θ|)dθஶ
ିஶ = 1.                                          (3) 

В работе [2] рассматриваются четыре различных варианта ядра: 
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в виде экспоненциальной функции: 
C୴(|x − θ|) = ஜ

ଶ
∙ eିஜ|୶ି஘|,   (4) 

в виде функции ошибок: 

C୴(|x − θ|) = ஜ
√ଶ஠

∙ e
షಔమ(౮షಐ)మ

మ ,  
в виде прямоугольника: 

C୴(|x − θ|) =
ଵ
୪బ
, при	|x − θ| ≤ l଴

2ൗ

0, при	других	значениях	|x − θ|	
,  

в виде треугольника: 

C୴(|x − θ|) =
ଵ
୪బ
, при	(1 − |୶ି஘|

୪బ
) ≤ l଴

0, при	других	значениях	|x − θ|	
.  

Здесь μ и l଴  – параметры, характеризующие масштаб нелокальности демп-
фирования материала, x, θ – координаты, отсчитываемые вдоль оси стержня. 

В данной работе в качестве функции C୴(|x − θ|) используется экспоненци-
альное ядро (4). 

Уравнение равновесия для элементарного участка стержня имеет следую-
щий вид: 

பమ୑(୶,୲)
ப୶మ

= m பమ୵(୶,୲)
ப୲మ

− q(x, t), (5) 
причем  w(x, t) –прогиб стержня, m – погонная масса стержня, q(x, t) – интен-
сивность погонной нагрузки. 

Используя гипотезу плоских сечений (гипотезу Бернулли) получим выра-
жение для изгибающего момента: 
M(x, t) = EI[∂ଶw(x, t) ∂xଶ⁄ + γ∫ C୴(|x − θ|) ∂ଷw(θ, t) ∂θଶ ∂t⁄ dθ୪

଴ ] , (6) 
где  EI – изгибная жесткость стержня. 

Подставляя в левую часть соотношения (5) выражение второй производной 
по х от момента M(x,t), приходим к уравнению относительно функции прогиба 
w(x,t): 

பమ୵(୶,୲)
ப୲మ

+ ୉୍
୫
ቂப

ర୵(୶,୲)
ப୶ర

+ γ பమ

ப୶మ ∫ C୴(|x − θ|) ப
య୵(஘,୲)
ப஘మ ப୲

୪
଴ ቃ = ୯(୶,୲)

୫
.    (7) 

 
Решение этого уравнения должно удовлетворять граничным условиям при  

х = 0 и x = l. Функцию w(x, t) будем искать в виде разложения по формам соб-
ственных колебаний упругого стержня:  

w(x, t) = ∑ f୧(t)V୧(x)୬
୧ୀଵ .   (8) 

Здесь f୧(t) – обобщенные перемещения, а V୧(x) – базисные функции. 
Для определения обобщенных перемещений fi(t) воспользуемся методом 

Бубнова-Галеркина. В результате получим систему дифференциальных  урав-
нений: 

f఩̈(τ) + k୨ସ ቀ
୉୍
୫
ቁ f୨(τ) + γ ୉୍

୫ୟౠ
∑ fన̇(τ)∫ V୨(x)

பమ

ப୶మ
୪
଴

୬
୧ୀଵ ∫ C୴(|x −

୪
଴

θ|)V୧``(x`)dx`dx = = ଵ
୫ୟౠ

∑ V୨(x)q(x, t)dx୬
଴ , 

(9) 

где  ௝݇
ସ = ݉ ௝߱

ଶ ⁄ܫܧ , ௝߱- частота собственных колебаний стержня [14], а  
a୨ = ∫ V୨ଶ(x)dx

୪
଴ . 

1. Численные примеры 
Далее рассмотрим стальной стержень длиной 10 м и жесткостью 9,82 ∙

10ହт ∙ мଶ защемленный по концам. Тогда граничные условия на обоих его кон-
цах записываются следующим образом: 

w = ∂w/ ∂x = 0.  (10) 
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       Базисные функции имеют вид [7]: 
V୧(x) = (shk୧l − sink୧l)(chk୧x − cosk୧x) − (chk୧l −

cosk୧l)(shk୧x − sink୧x), 
(11) 

k୧ вычисляется как i-ый корень характеристического уравнения  
ch(kх)cos	(kх) = 1. 

Чтобы несколько упростить процесс вычислений, избавимся от второй 
производной в третьем слагаемом в уравнении (9). Для этого воспользуемся ин-
тегрированием по частям. Тогда соотношение (9) принимает вид: 

f఩̈(τ) + ቀ୩ౠ
୩భ
ቁ
ସ
f୨(τ) +

ଶ஫
ୟౠ୩భర୪ర

∑ ∫ V୨``(x) ∫
ஜ୪
ଶ
eିஜ୪|୸ି୷|ଵ

଴
ଵ
଴

୫
୧ୀଵ V୧``(θ)dydzf఩̇(τ) =

୪ర

୩భరୟౠ
∫ ୯(୷,த)

୉୍
V୨(y)dy

ଵ
଴ . 

(12) 

Здесь z и y – безразмерные координаты - z = x l⁄ , y = θ l⁄ , τ – безразмерное 

время  τ = ωଵt , ωଵ
ଶ = EIkଵସ mൗ , 2ϵ = γωଵ	, ωଵ – минимальная частота собствен-

ных колебаний стержня. 
В результате решения системы дифференциальных уравнений (12)  опреде-

ляются значения функций fi(t), а с использованием выражения (8) и прогиба 
стержня. 

3.1. Колебания стержня под действием постоянной нагрузки 
Сначала необходимо установить минимальное число слагаемых в разложе-

нии прогиба w(x,t), которые необходимо учесть для достижения достаточной 
точности результатов. Для этого рассмотрим балку, загруженную постоянной 
равномерно распределенной нагрузкой ݍ = 1000	т.  

Из табл. 1 видно, что значения прогибов в середине стержня, которые соот-
ветствуют учету соответственно первых пяти и семи форм собственных колеба-
ний полностью совпадают. Поэтому в дальнейших расчетах используются пер-
вые 5 форм собственных колебаний стержня. 

 

Таблица 1 – Величины прогибов в середине стержня при учёте разного количества 
форм собственных колебаний 

 

Количество форм Величина прогиба в середине стержня, м 
1 -0.0268 
3 -0,0264 
5 -0,0265 
7 -0,0265 

 

3.2. Колебания стержня под действием периодической нагрузки 
Учет нелокального демпфирования в модели осуществляется при помощи 

масштаба влияния (параметра μ). Чем больше значение  μ, тем ближе рассмат-
риваемая модель к традиционной фойгтовской модели затухания колебаний. 
Рассмотрим поведение стержня, загруженного  периодической нагрузкой, изме-
няющейся по синусоидальному закону: 

q = A ∙ sin(ωt), (13) 
где A – амплитуда изменения вынуждающей силы, ω – ее частота, t – время. 

Процесс моделируется при различных значениях параметра μ. На рис.1 
изображен процесс изменения прогиба в середине стержня во времени при 
μ = 0,2.  
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Для сравнения результатов, полученных при различных значениях 

μ,амплитуды прогибов в середине стержня приведены в табл. 2.  
 

Таблица 2. Амплитуды прогибов в середине стержня при различных значениях  
параметра μ 

μ, 1/м Амплитуда прогиба в середине стержня, м 

0.2 0,0386 
0.5 0,0283 
1 0,0215 

 

 Из табл. 2 видно, что с увеличением параметра μ уменьшается амплитуда 
колебаний. Наименьшая амплитуда наблюдается при использовании классиче-
ской модели Фойгта. 

3.3. Колебания стержня под нагрузкой, представляющей собой случай-
ный стационарный процесс. 

Рассмотрим, как влияет учет нелокального демпфирования на характери-
стики колебательного процесса под действием равномерно распределенной на-
грузки, представляющей собой случайный стационарный процесс с нулевым 
математическим ожиданием и спектральной плотностью: 

S(ω) = ଶ஢మ∙ஔ(ஔమା஘మ)
஠[(னమି஘మିஔమ)మାସஔమ∙னమ].	 (14)	

Здесь σଶ – дисперсия случайного процесса, δ и θ параметры, характеризующие 
масштаб корреляции и частоту скрытой периодичности изменения нагрузки.   

Для моделирования случайного стационарного процесса воспользуемся ме-
тодом канонических разложений [4], для чего случайную функцию представим 
в виде: 

(ݐ)ݍ = ∑ (ܷ௞ܿ߱ݏ݋௞ݐ +௡
௞ୀ଴ ௞ܸܿ߱ݏ݋௞(15) .(ݐ 

Здесь U୩, V୩ – некоррелированные случайные величины, распределённые 
по нормальному закону, с математическими ожиданиями равными нулю и дис-
персиями одинаковыми для каждой пары случайных величин с одинаковыми 
индексами k. Для вычисления этих дисперсий на оси ω выделяем участок общей 
длиной 2L, так что начало координат находится посередине этого участка. При 
|߱| >  спектральную плотность можно считать равной нулю.  Весь выбранный ܮ
отрезок разбиваем на равные участки длиной  ∆߱. Тогда дисперсия случайных 
величин U୩, V୩ вычисляется по формуле: 

௞ܦ = 2ܵ(߱௞) ∙ ∆߱, (16) 

Рис. 1. Изменение прогиба в середине стержня под действием  
периодической нагрузки во времени при μ = 0,2 1/м; 
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Нагрузка, смоделированная как случайный стационарный процесс, являет-
ся постоянной по всей длине стержня в каждый отдельный момент времени и 
представляет собой гауссовский процесс. Корреляционная функция для нагруз-
ки, построенная по четыремстам реализациям случайного процесса, представ-
лена на рис. 2. Сплошной линией изображена корреляционная функция, полу-
ченная теоретически, она определяется по формуле: 

ଵ߬)ܭ − ߬ଶ) = 	 |ଶ݁ିఋ|ఛభିఛమߪ ቂܿߠݏ݋(߬ଵ − ߬ଶ) +
ఋ
ఏ
ଵ߬)ߠ݊݅ݏ − ߬ଶ)ቃ. (17) 

Пунктирной линией изображена корреляционная функция, вычисленная из 
данных, полученных при моделировании случайного процесса. 

	
	
	
	

Десять реализаций процесса колебаний стержня под действием нагрузки, 
смоделированной таким образом, представлены на рис. 3. Жирной линией пока-
зано математическое ожидание случайного процесса. 

 
 

Нормированная	корреляционная	функция	для	нагрузки	представлена	
на	рис.	4.	

	

Рис. 3. Реализации случайного стационарного процесса колебаний стержня при 
характеристиках спектральной плотности: δ݈ = 0.05 и ݈ߠ = 0.25. 

 

Рис. 2. Корреляционная функция нагрузки, представленной как случайный 
стационарный процесс 

 

Рис. 4. Нормированная корреляционная функция прогиба 
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Для наглядности результаты, полученные при моделировании колебатель-
ного процесса при различных значениях параметра μ, представлены в форме 
гистограмм и  приведены на рисунке 5. Математические ожидания для обеих 
гистограмм равны нулю, а дисперсии составляют 0,0021 мଶ для гистограммы, 
полученной при ߤ = 0,2, и  0,0008 мଶ – при ߤ = 1. 

 
 
Из рис. 5 видно, что с увеличением параметра μ, что соответствует при-

ближению модели демпфирования к классической модели Фойгта, происходит 
уменьшение размаха колебаний. 

4. Заключение  
В статье проведен анализ влияния нелокального демпфирования материала 

стержня, находящегося под действием детерминированной периодической и 
стохастической стационарной нагрузки, на характеристики колебательного 
процесса. Разработана компьютерная модель стержня с учетом нелокального 
демпфирования,  определено количество форм собственных колебаний, необхо-
димых для достижения требуемой точности расчета. 
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ROD VIBRATIONS CONSIDERING NON-LOCAL DAMPING 
E.S. Shepitko 

In this paper, an impact made by non-local damping on rod vibrations under the periodic 
and stochastic load is considered. The relationship between the non-local damping characteris-
tics and the dynamic behavior of the rod is analyzed. The solution is obtained using the 
Galerkin method.  

KEY WORDS: rod vibration, non-local damping, a Galerkin method, deterministic peri-
odic load, stochastic load.  

 
 
 

Механика жидкости 

ВЛИЯНИЕ ТЕРМИЧЕСКОГО РЕЖИМА ТИХОГО ОКЕАНА НА 
ОСАДКИ В ГИДРОГРАФИЧЕСКОЙ ДЕМАРКАЦИИ МАНАБИ 

(ЭКВАДОР) 
 

А.Ф. КАМПОС СЕДЕНЬО (Эквадор), аспирант* 
Е.К. СИНИЧЕНКО, канд. тех. наук, доцент* 
И.И. ГРИЦУК, канд. тех. наук, доцент** 
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В статье излагаются результаты анализа влияния термического режима Тихого 
океана на объемы выпадения осадков в гидрографической демаркации Манаби (Эква-
дор) за 51 годовой период, который показал, что изменение количества осадков не за-
висит от температуры воздуха на территории демаркации, а зависит от температу-
ры воды Тихого океана. 

КЛЮЧЕВЫЕ СЛОВА: объем осадков, термический режим, явление Эль-Ниньо. 
 

Для исследования и анализа использовались следующие данные: 
-    объем месячных осадков 34-х метеорологических станций гидрографической 
демаркации Манаби, за период 1963 – 2013гг. [4]; 
-  среднемесячные температуры воздуха 14-х метеорологических станций гид-
рографической демаркации Манаби, за период 1990 – 2010гг. [3]; 
- суточные температуры воды Тихого океана, станции Манта (Океанографиче-
ский институт военно-морского флота Эквадора (ИНОКАР-INOCAR)) [5]. 

Гидрографическая демаркация Манаби располагающаяся в районе «Коста», 
характеризуется постоянством осадков, неравномерно распределённых в тече-
ние года. Основные дождливые месяцы: декабрь - апрель, а иногда и май, кото-
рые в Эквадоре называют «зимой».  

Неравномерность распределения осадков происходит из-за влияния океан-
ских течений Гумбольдта в дождливый период и Эль-Ниньо, в засушливый пе-
риод [1]. Течение Гумбольдта – холодное поверхностное течение в Тихом океа-
не, представляющее собой ветвь Антарктического циркумполярного течения с 
юга на север, вдоль западных берегов Эквадора, Перу и Чили.  

Эль-Ниньо, имеющее также название Южная осцилляция – природное яв-
ление, связанное с повышением температуры поверхностного слоя воды в эква-
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ториальной части Тихого океана и имеющее заметное воздействие на климат 
из-за увеличения испарения [2]. 

Анализ годового распределения средних значений месячных осадков пока-
зывает, что 89.88% всех осадков концентрируются в дождливый сезон, а остав-
шиеся 10.12% – в засушливый сезон (таблица 1). 

Таблица 1.  Распределение осадков демаркации Манаби 

Месяц Средне- многолет-
ние осадки, мм 

Месячное рас-
пределение, % 

Распределение по сезонам 
сезон Осадки, мм Распределение, % 

Декабрь 
Январь 

Февраль 
Март 

Апрель 
Май 

50,92 
166,51 
223,35 
229,75 
171,51 
75,35 

4,99 
16,31 
21,88 
22,51 
16,80 
7,38 

дожд-
ливый 917,39 89,88 

Июнь 
Июль 
Авгут 

Сентябрь 
Октябрь 
Ноябрь 

32,96 
16,91 
9,77 
13,37 
13,12 
17,10 

3,23 
1,66 
0,96 
1,31 
1,29 
1,68 

засуш-
ливый 103,23 10,12 

ИТОГ 1 020,62 100,00  1 020,62 100,00 
 

Данная неравномерность зависит не от изменения температуры воздуха над 
территорией Эквадора, а зависит от термического режима воды Тихого океана. 
Выпадение осадков происходит, когда температура морской воды превышает 
25,7°С (рисунок 1). 

 
Рис. 1. Годовой термический режим Тихого океана 

 

Недостаточно изученное, но катастрофическое природное явление, воздей-
ствующее на нормальный климатический режим гидрографической демаркации 
Манаби и других побережных районов, по объему и периоду  выпадения осад-
ков – это явление Эль-Ниньо, возникающее при постоянной  повышенной тем-
пературе морской воды (выше 25,7°С) в течение года. При этом явлении отсут-
ствует засушливый сезон, а количество осадков в 5 – 6 раз превышает норму. 

По историческим данным, с 1790 года до настоящего времени, были 7 слу-
чаев такого явления: 1790-1793, 1828, 1876-1878, 1891, 1925-1926, 1982-1983 и 
1997-1998гг. Построены 2 гистограммы для анализа распределения осадков, с 
учетом (рисунок 2) и без учета явления Эль-Ниньо (рисунок 3). При этом на-
блюдения разделены на 3 временных периода по 17 лет. 

Заключение 
1. В 1983, 1997 и 1998 годах (рисунок 2) наблюдалось увеличение осадков 

по сравнению с другими годами в связи с возникновением явления Эль-Ниньо. 
Сравнение рассчитанных аккумулированных дождевых осадков по периодам 17  
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Рис. 2. Гистограмма средних значений годовых осадков гидрографической демаркации 

Манаби включая явление Эль-Ниньо 

 
Рис. 3. Гистограмма средних значений осадков гидрографической демаркации 

Манаби исключая явление Эль-Ниньо 
 

 
Рис. 4. Гистограмма аккумулированных осадков, исключая явление Эль-Ниньо 

лет показало, что происходит увеличение осадков на 6,9% во II периоде и  на 
19,4% в III периоде  по сравнению с I, за счёт явления Эль-Ниньо, но при этом 
среднегодовая температура территории практически не изменялась.  Разница 
между максимальным и минимальным значениями составляла 1.6 °C. 
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        2. Сценарий, исключающий явление Эль-Ниньо, с заменой  действитель-
ных данных средними арифметическими значениями оставшихся лет соответ-
ствующих периодов, показывает:  
       -   колебания изменения средних значений годовых осадков имеют одно-
родный характер (рисунок 3);  
       -  аккумулированные осадки периодов II и III по сравнению с периодом I 
уменьшаются на 0,22 и 0,35% соответственно (рисунок 4); 
        3. При естественных климатических условиях, в течение рассматриваемого 
периода (51 год), изменение количества осадков не зависит от температуры воз-
духа на территории Эквадора, а зависит от температуры воды Тихого океана и 
просматривается тенденция понижения общего количества дождевых осадков. 
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INFLUENCE OF THE THERMAL MODE OF THE PACIFIC OCEAN ON 

RAINFALL IN HYDROGRAPHIC DEMARCATION OF THE MANABA 
(ECUADOR) 

Campos Cedeno Antonio Fermin*, Sinichenko E. K.*, Gritsuk I. I. ** 
*Peoples’ Friendship University of Russia 

**Water Problems Institute of Russian Academy of Science 

In the article, results of the analysis of influence of the thermal mode of the Pacific 
Ocean on volumes of loss of rainfall in hydrographic demarcation of Manabi (Ecuador) for 51 
annual periods which have shown that change of an amount of precipitation doesn't depend on 
air temperature in the territory of demarcation are stated, and depends on the water 
temperature of the Pacific Ocean. 

KEY WORDS: volume of rainfall, thermal mode, phenomenon of El Niño. 
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РАСЧЕТ НЕУСТАНОВИВШЕГОСЯ ДВИЖЕНИЯ ЖИДКОСТИ В  

КРУГОВЫХ ЦИЛИНДРИЧЕСКИХ ОБОЛОЧКАХ ДЛЯ СЛОЖНОЙ 
СХЕМЫ, СОДЕРЖАЩЕЙ НЕСКОЛЬКО КОЛЕЦ     

 

Ф.В. РЕКАЧ, канд. техн. наук, доцент 
Российский университет дружбы народов, 
117198, Москва, ГСП – 6, ул. Миклухо-Маклая, 6 
 
        В статье проводится расчет параметров неустановившегося движения жидко-
сти для сложной схемы, содержащей несколько круговых колец. Автор статьи поста-
вил задачу провести расчеты протяженной гидравлической схемы с наличием несколь-
ких круговых колец, включенных в геометрию схемы с различными диаметрами трубо-
проводов, с заданными приблизительными расходами потребителей, со многими точ-
ками ответвления трубопроводов. Тепловая схема города Нижнего Новгород принята 
в укрупненном виде.  
        КЛЮЧЕВЫЕ СЛОВА: стабилизатор давления, неустановившееся движение жид-
кости, трубопровод, насосная станция, тепловая схема. 
 
        На рис. 1 изображена схема городской сети, которая представляет собой 
две параллельно идущие ветви трубопровода (на рисунке – одна) прямой нагре-
вающей от ТЭЦ и обратно. Гидрав-
лическая система оснащена подаю-
щей насосной станцией и подстан-
цией подкачки, состоящими из не-
скольких насосных агрегатов каж-
дая. Подающая насосная станция 
нагнетает нагретую жидкость в кол-
лектор системы и работает в заколь-
цованном режиме, то  есть охлаж-
денная вода поступает в ТЭЦ, на-
гревается и движется к насосной 
станции без каких – либо дополни-
тельных резервуаров. В центре схе-
мы расположена подстанция под-
качки, поднимающая давление в об-
ратной (охлажденной) ветви трубо-
провода. В качестве потребителей, 

обозначаемых ПТ1, ПТ2, ПТ3, … вы-
ступают отдельные районы города, 
группы крупных административных или 
развлекательных учреждений, а также 
медицинские и парковые комплексы. На 
рис. 2 - 4 показаны укрупненные участ-
ки гидравлической схемы теплоснабже-
ния города. В кружках указаны номера 
узлов системы, цифра без кружка озна-
чает номер элемента трубопровода, 
стрелками показано направление дви-

Рис. 1. Нижний Новгород. Схема теплосети 

Рис. 2 
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жения жидкости. На схеме 1 указаны геометрические и физические характери-
стики системы.  

 
        
 
 
 
 
                                                    Рис. 4 
 
 
 
 
 
        Гидравлическая система разбита на 73 элемента, имеющего длину, диаметр 
трубы, гидравлическое сопротивление. Все элементы объединены в 56 узлов. 

        
Рис. 4 

Рис. 3 
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Минимальная длина  (dX) принята во всех расчетах 10 метров, скорость распро-
странения волн повышенного давления  с = 1000 м/c, гидравлическое сопротив-
ление труб в среднем принято  0.12. 

Схема  1 
№ 
эл-
та 

№ 
начала 
узла 
эл-та 

№ 
конца 
узла 
эл-та 

Длина 
эл-та, 
м 

Диаметр 
труб, м 

 № 
эл-та 

№ на-
чала 
узла эл-
та 

№ 
конца 
узла 
эл-та 

Длина 
эл-та, 
м 

Диаметр 
труб, м 

   1     0    1  112   0.7   37   34   36  145 0  0.2 
   2     1    2  291   0.7   38   20   37   82 0  0.4 
   3     2    3  828   0.7   39   19   37  192  0  0.2 
   4    3    4  319 0  0.3   40   37   38  400 0  0.4 
   5    4    5  591 0  0.3   41   38   39  422  0 0.4 
   6    4    6  250 0  0.3   42   16   39  556 0  0.4 
   7    3    7 1165 0  0.7   43   39   40  117 0  0.5 
   8       7    8    10 0  0.5   44   14   40    25   0.25 
   9    8    9  613 0  0.5   45   40   41  289 0  0.5 
   10    9     10  107 0  0.3   46   12   41  161   0.25 
   11    9    11  422 0  0.5   47   41   42  422 0  0.5 
   12    11    12  161   0.25   48   10   42      107 0  0.3 
   13    11    13  289 0  0.5   49   42   43  613 0  0.5 
  14    13    14   25   0.25   50   36   44  145 0  0.2 
  15    13    15  117 0  0.5   51   35   44  285   0.25 
  16   15   16  556   0.4   52   44   45   37 0  0.4 
  17   15   17  422   0.4   53   33   45   11 0  0.2 
  18   17   18  400   0.4   54   45   46  200 000  0.4 
  19   18   19  192 000  0.2   55   31   46  259 000  0.3 
  20   18   20   82 000  0.4   56   46   47  348 000  0.4 
  21    8   21  100 000  0.6   57   38   47  185 00  0.4 
  22   21   22  240 000  0.5   58   47   48   67 00  0.4 
  23   22   23  240 000  0.5   59   28   48   86 00  0.2 
  24   22   24  143 000  0.5   60   48   51 1100   00  0.4 
  25   24   25  651 000  0.3   61   51   43   10 00  0.6 
  26   24   26  485 000  0.5   62   26   49  485 00  0.5 
  27   21   27 1100 000  0.4   63   25   49  651 00  0.3 
  28   27   28   82 000  0.2   64   49   50  143 00  0.5 
  29   27   29   67 000  0.4   65   23   50  209 0  0.25 
  30   29   17  185 000  0.4   66   50   51  240 00  0.5 
  31   29   30  348 0  0.4   67   43   52    10 00  0.7 
  32   30   31  259 0  0.3   68   52   53    10 00  0.5 
  33   30   32  200 0  0.4   69   53   55 1165 00  0.7 
  34   32   33    11 0  0.2   70    6   54  250 00  0.3 
  35   32   34    37 0  0.4   71    5   54  591 00  0.3 
  36   34   35  285   0.25   72   54   55  319 00  0.3 
       73   55    0  828 00  0.7 

        В техническом задании также указывались ориентировочные расходы воды 
к потребителям. В качестве рабочих характеристик основной (узел 0) и подка-
чивающей (узел 52) насосных станций приняты следующие напоры: H1 = 96 м, 
H2 = 80 м, H3 = 42 м и соответствующие им расходы Q1 = 0,02 м3/сек,  Q2 = 0,56 
м3/сек, Q3 = 1 м3/сек. Общая протяженность тепловой сети приблизительно со-
ставляет 20 км.   
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        По просьбе заказчика численные эксперименты проводились при аварий-
ном отключении одного или двух насосных станций в разных комбинациях и 
выявление наиболее «слабых»  элементов с точки зрения повышения и перепа-
дов давления (трубы уже значительно выработали свой ресурс). В статье приве-
дены результаты расчетов: 1) при отключении одной насосной станции  (рис. 5 -
7) в узле 0 в момент времени  t = 150сек, а затем при отключении второй насос-
ной станции (узел 52) в момент времени t = 300 сек (рис. 5-7); 2) при одновре-
менном отключении двух насосных станций в момент времени t = 150 сек (рис. 
8, 9). Методика численного расчета описана в работе [3] и представляет собой 
метод характеристик, где за основные характеристики потока жидкости приня-
ты расход Q [м3/сек и напор  H [м]. 
 
     м             Элемент (труба) 1 

                мм 
                       Рис. 5                         сек 

 м               Элемент ( труба) 73 

 
        Рис. 6                                   сек 

  м                          Элемент 68 

              Рис.7                                   сек 

 м            Элемент 25 

               Рис. 8                                   сек 
    Рассматриваются возможные аварийные ситуации, связанные с отключением 
электричества на основной нагнетательной станции, последовательном отклю-
чении двух станций, а также отключением двух станций вместе.  
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    Основные выводы: 
1) При отключении основной насосной станции (в узле  0 – рис. 5,6,7) на-

блюдается кратковременное незначительное повышение давления, особенно в 
элементах, близких к станции. 

2) При основной станции в некото-
рых элементах давление может значи-
тельно повышаться (даже выше рабоче-
го давления – например, элемент 25). 
Это особенно опасно в элементах, свя-
занных с потребителями (элемент 25)    

 3) Как показали численные экспе-
рименты, в элементах, состоящих во 
внутреннем кольце системы  (например, 
9, 11,15,17,  41, 43, 45, 47, 49 и т.д.) ко-
лебания давления, связанные с отклю-
ченьями насосных станций не так значи-
тельны, как в элементах вне кольца. 

 4) При отключении двух насосных 
станций возможно резкое повышение 
давления и возникновение протяженно-

го по времени колебательного процесса (рис.8), что может стать опасным для 
изношенных труб. 

 5) В некоторых случаях (например, рис.6) возможно понижение давления 
ниже атмосферного, что может привести к нарушению сплошности потока и 
необходимости проведения дополнительных расчетов, учитывающих этот фак-
тор.   
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ANALYSIS OF UNSTEADY LIQUID MOTION IN CIRCULAR CYLINDRICAL 
SHELLS FOR COMPLEX SCHEME INCLUDING SEVERAL RINGS 

 F.V. Rekach 
Peoples’ Friendship University of Russia, Moscow 

 

       The analysis of parameters of the unsteady fluid motion for complex circuits containing 
several circular rings is given in a paper. The author has set the task to carry out the calcula-
tions of long hydraulic circuits with the presence of several circular rings included in the ge-
ometry of the outline with different diameters of the pipelines with the specified estimated 
consumer spending with many points of branching pipelines. Thermal circuit of Nizhniy  
Novgorod city is adopted in the enlarged view. 
       KEYWORDS: stabilizer of pressure, unsteady fluid movement, pipe line, pumping plant, 
thermal circuit. 
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