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Теория тонких упругих оболочек 
 

ПОЛУАНАЛИТИЧЕСКИЙ РАСЧЕТ ОБОЛОЧКИ В ФОРМЕ ДЛИННОГО 

ПОЛОГОГО КОСОГО ГЕЛИКОИДА В НЕОРТОГОНАЛЬНОЙ 

НЕСОПРЯЖЕННОЙ СИСТЕМЕ КООРДИНАТ  

ПО МОМЕНТНОЙ ТЕОРИИ 

Е.М. ТУПИКОВА, ассистент 
Российский университет дружбы народов,  
115419, Москва, ул. Орджоникидзе, д. 3 
 

        В статье рассмотрены вопросы расчета тонкой упругой оболочки в форме косого 

геликоида по различным методикам, описанным в литературе, в частности, по 

полуаналитическому методу с численным решением трех уравнений равновесия в 

перемещениях и по аналитическому методу В.Г. Рекача, который так и не был 

опробован ранее на числах. Разработан еще один вариант вычисления перемещений и 

деформаций в оболочках в форме косого геликоида,  используя расчетные предпосылки 

технической теории пологих оболочек В.З. Власова в неортогональной несопряженной 

системе координат. Составлены уравнения в перемещениях, которые решены 

численным методом.  

       КЛЮЧЕВЫЕ СЛОВА: косой геликоид, теория пологих оболочек, несопряженная 

ортогональная система координат, разрешающие уравнения в перемещениях, 

моментная теория оболочек 
 

       Косой геликоид – поверхность, которая наравне с прямым и 

развертывающимся геликоидом широко применяется в технике. Аналитическое 

и полуаналитическое решение задачи о напряженно-деформированном 

состоянии косого геликоида под различными нагрузками является актуальным 

на данный момент, несмотря на то, что в современном проектировании 

конструкций и деталей подавляюще преобладает конечноэлементный анализ. 

Аналитические методы более явственно отображают физический смысл и 

исключают возможность неверного результата из-за некорректного построения 

конечноэлементной сетки, вследствие этого они применяются для проверки 

результатов, полученных по МКЭ. 

      В работе В.Г. Рекача [1] приводится методика аналитического решения 

задачи расчета напряженно-деформированного состояния оболочки в форме 

косого геликоида. Численное решение для какого-либо конкретного примера по 

данной методике нигде в литературе до сих пор не было обнаружено. 

      В данной статье была поставлена задача проанализировать расчетные 

предпосылки данной методики следующим образом: сохранив некоторые 

допущения расчетной модели, провести исследование на числовом примере. 

Согласно технической теории пологих оболочек В.З. Власова [2], на которую 

опирается работа [1], в пределах пологости систему криволинейных радиально-

кольцевых в плане координат можно приближенно считать ортогональной, а 

также допускается пренебречь перемещениями вдоль координатных линий u и 

v, ограничившись лишь перемещениями вдоль оси z. Смешанный метод 

технической теории оболочек выводится в работе [2] В.З. Власовым для 

сопряженных систем координат. Поскольку система координат для косого 

геликоида применяется на практике несопряженная, то дальнейшие допущения 

В.З. Власова в данном исследовании не анализируются.  

       Данное исследование имеет также и самостоятельную ценность 

безотносительно к методике В.Г. Рекача, поскольку позволяет оценить разницу 

в трудоемкости реализации и достоверности результатов по сравнению с 
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анализом напряженно-деформированного состояния косого геликоида по 

моментной теории в несопряженной неортогональной системе координат, 

произведенном в работе [3]. 

       В данной работе параметрические уравнения срединной поверхности 

косого геликоида принимаются в виде: 

𝑥 = 𝑢 𝑐𝑜𝑠 𝑣,  𝑦 = 𝑢 𝑠𝑖𝑛 𝑣,   𝑧 = 𝑘 𝑢 + 𝑐 𝑣, 
где k – угловой коэффициент образующей, c – шаг винта. Такие координаты в 

общем случае являются неортогональными (F ≠ 0) и несопряженными (M ≠ 0). 

Квадратичные формы для рассматриваемой поверхности выражаются 

следующим образом: 

𝐴 = √1 + 𝑘2, 𝐵 = √𝑢2 + 𝑐2, 𝐹 = 𝑘𝑐, 

𝐿 = 0,   𝑀 = −
𝑐

√𝐴2𝐵2−𝐹2
,   𝑁 =

𝑐 𝑢2

√𝐴2𝐵2−𝐹2
.     (1)    

       Предположим, как это принято в работе [1], 

что шаг геликоида c значительно мал по cравне-

нию с размерами конструкции в плане, тогда 

𝑢2 + 𝑐2 ≈ 𝑢2. 

Предположим также, что в соответствии с 

принятой теорией пологих оболочек ,в пределах 

пологости эта система координат является ортого-

нальной и примем приближенно 𝐹 = 𝑘𝑐 ≈ 0. С 

учетом этих двух допущений квадратичные формы 

принимают более простой вид: 

𝐴 = √1 + 𝑘2, 𝐵 = 𝑢, 𝐹 = 0, 𝐿 = 0,   𝑀 = −
𝑐

𝑢 𝐴
,   𝑁 =

𝑘𝑢

𝐴
.   (2) 

         Выражения для компонент деформации (3) и уравнения равновесия в пе-

ремещениях (4) представлены, таким образом, для ортогональной системы, в 

которой принято 𝐹 = 0:  
компоненты деформации: 

𝜀𝑢 =

𝜕
𝜕𝑢

𝑢𝑢

𝐴
, 𝜀𝑣 =

𝑢𝑢

𝑢 𝐴
+

𝑘 𝑢𝑧

𝑢 𝐴
, 𝜀𝑢𝑣  =  

𝜕
𝜕𝑢

𝑢𝑣

𝐴
−

2𝑐𝑢𝑧

𝑢2𝐴2
−

𝑢𝑣

𝑢 𝐴
, 

𝜔𝑢 =

𝜕
𝜕𝑢

𝑢𝑣

𝐴
−

𝑐𝑢𝑧

𝑢2 𝐴2
, 𝜔𝑣 = −

𝑢𝑣

𝑢 𝐴
−

𝑐𝑢𝑧

𝑢2𝐴2
, 𝛾𝑢 = −

𝜕
𝜕𝑢

𝑢𝑧

𝐴
, 𝛾𝑣 = −

𝑐 𝑢𝑢

𝑢2𝐴2
, 

𝜅𝑢 = 0, 𝜅𝑣 =

𝜕
𝜕𝑢

𝑢𝑧

𝑢 𝐴2
, 𝜅𝑢𝑣 =

𝑐 𝑢𝑧

𝑢 𝑘 𝐴
;                                       (3) 

уравнения равновесия: 

𝐸 ℎ 𝑢

(1 − 𝜎2)𝐴
 
𝜕2

𝜕𝑢2
𝑢𝑢 +

𝐸 ℎ 

(1 − 𝜎2)𝐴
 
𝜕

𝜕𝑢
𝑢𝑢 +

𝐸 ℎ 𝑘 𝜎

(1 − 𝜎2)𝐴
 
𝜕

𝜕𝑢
𝑢𝑧 − 

−
𝐸 ℎ 𝑘

𝑢(1 − 𝜎2)𝐴
𝑢𝑧 −

𝐸 ℎ 

𝑢(1 − 𝜎2)𝐴
 
𝜕

𝜕𝑢
𝑢𝑢 − 𝑢 𝐴 𝑋 = 0, 

−
𝐸 ℎ 𝑐

𝑢(1 + 𝜎)𝐴2

𝜕

𝜕𝑢
𝑢𝑧 +

𝐸 ℎ 𝑢

2(1 + 𝜎)𝐴

𝜕2

𝜕𝑢2
𝑢𝑣 +

𝐸 ℎ 

2(1 + 𝜎)𝐴

𝜕

𝜕𝑢
𝑢𝑣 + 

+
𝐸 ℎ 

2 𝑢 (1 + 𝜎)𝐴

𝜕

𝜕𝑢
𝑢𝑣 −

𝑢  𝑌

𝐴
= 0, 

−
𝐸 ℎ3 𝑢

12 (1 − 𝜎2)𝐴3

𝜕4

𝜕𝑢4
𝑢𝑧 −

𝐸 ℎ3 

12 𝑢2 (1 − 𝜎2)𝐴4

𝜕

𝜕𝑢
𝑢𝑧  −

𝐸 ℎ3 

6 (1 − 𝜎2)𝐴4

𝜕3

𝜕𝑢3
𝑢𝑧 + 

Рис. 1. Косой геликоид 
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+
𝐸 ℎ3 

12 𝑢 (1 − 𝜎2)𝐴4

𝜕2

𝜕𝑢2
𝑢𝑧 −

𝐸 ℎ 𝑘  𝜎

 (1 − 𝜎2)

𝜕

𝜕𝑢
𝑢𝑢 +

𝑐 ℎ 𝐸  

𝑢 (1 + 𝜎)𝐴4

𝜕

𝜕𝑢
𝑢𝑣 + 

+

2 𝐸 ℎ (−
1
2

𝑘𝐴2 − 𝑐2(1 − 𝜎))

 𝑢3 (1 − 𝜎2)𝐴3
𝑢𝑧 −

𝐸 ℎ 𝑘  𝜎

𝑢 (1 − 𝜎2)
𝑢𝑢 + 𝑢 𝐴 𝑍 = 0, 

𝑄𝑢 =
1

12

𝐸ℎ3(− 𝑢2 𝜕3

𝜕𝑢3 𝑢𝑧 − 𝑢 
𝜕2

𝜕𝑢2 𝑢𝑧 +
𝜕
𝜕𝑢

𝑢𝑧)

𝑢2(1 − 𝜎2)𝐴3 .              (4)   

Такие допущения накладывают ограничения и на вид рассчитываемых кон-

струкций. Метод может быть применен, в основном, к строительным конструк-

циям типа пандуса, у которых шаг винта пренебрежимо мал по сравнению с 

контурными радиусами, и категорически неприменим к машиностроительным 

конструкциям с большим шагом винта и сопоставимыми с ним радиусами. 

      Выразим из первых двух уравнений (4)  
∂2

∂u2 uu, 
∂2

∂u2 uv и 
∂4

∂u4 uz- из третьего 

уравнения и преобразуем три уравнения равновесия (4) к каноническому виду 

системы дифференциальных уравнений первого порядка: 

𝑦 ′ = 𝑓(𝑢, 𝑦), 

𝑦 =

[
 
 
 
 
 
 
 
𝑦0

𝑦1
𝑦2

𝑦3
𝑦4

𝑦5
𝑦6

𝑦7]
 
 
 
 
 
 
 

=

[
 
 
 
 
 
 
 

𝑢𝑢

(𝑢𝑢)′
𝑢𝑣

(𝑢𝑣)′
𝑢𝑧

(𝑢𝑧)′

(𝑢𝑧)′′

(𝑢𝑧)′′′]
 
 
 
 
 
 
 

, 𝑓(𝑢, 𝑦𝑖) =

[
 
 
 
 
 
 
 
 
𝑓0
𝑓1
𝑓2
𝑓3
𝑓4
𝑓5
𝑓6
𝑓7]

 
 
 
 
 
 
 
 

=

[
 
 
 
 
 
 
 
𝑦1

𝑓1
𝑦3

𝑓3
𝑦5

𝑦6
𝑦7

𝑓7]
 
 
 
 
 
 
 

=

[
 
 
 
 
 
 
 
 
(𝑢𝑢)′

(𝑢𝑢)′′

(𝑢𝑣)′

(𝑢𝑣)′′

(𝑢𝑧)′

(𝑢𝑧)′′

(𝑢𝑧)′′′

(𝑢𝑧)′′′′]
 
 
 
 
 
 
 
 

, 

𝑓1 = 𝑘10𝑦0 + 𝑘11𝑦1 + 𝑘12𝑦2 + 𝑘13𝑦3 + 𝑘14𝑦4 + 𝑘15𝑦5 + 𝑘16𝑦6 + 𝑘1𝑥𝑋, 

𝑓3 = 𝑘30𝑦0 + 𝑘31𝑦1 + 𝑘32𝑦2 + 𝑘33𝑦3 + 𝑘34𝑦4 + 𝑘35𝑦5 + 𝑘36𝑦6 + 𝑘3𝑌𝑌, 

𝑓7 = 𝑘70𝑦0 + 𝑘71𝑦1 + 𝑘72𝑦2 + 𝑘73𝑦3 + 𝑘74𝑦4 + 𝑘75𝑦5 + 𝑘76𝑦6 + 𝑘7𝑍𝑍.              (5)     

Коэффициенты уравнений: 

𝑘10 =
1

𝑢2,  𝑘11 = −
1

𝑢
,  𝑘12 =  𝑘13 = 0,  𝑘14 =

𝑘

𝑢2,  𝑘15 = −
σ𝑘

𝑢2,  𝑘16 = 0,  𝑘17 = 0,  

𝑘1𝑋 = −
(1−𝜎2)(1+𝑘2)

𝐸ℎ
, 

𝑘30 = 0, 𝑘31 = 0,   𝑘32 =
1

𝑢2,  𝑘33 = −
1

𝑢2,  𝑘34 = 0,  𝑘35 =
2с

√1+𝑘2𝑢2
, 𝑘36 = 0,  

𝑘37 = 0,  𝑘1𝑋 = −
2(1+𝜎)(1+𝑘2)

𝐸ℎ
, 

𝑘70 = −
12 𝑘 (1+𝑘2)

𝑢2ℎ2 , 𝑘71 = −
12 𝑘 σ (1+𝑘2)

𝑢 ℎ2 , 𝑘72 = −
12 𝑐(1−σ) √1+𝑘2

𝑢3 ℎ2 , 

𝑘73 =
12 𝑐(1−σ) √1+𝑘2

𝑢2 ℎ2 , 𝑘74 =
24(−

1

2
(1+𝑘2)−𝑐2(1−σ))

𝑢4 ℎ2 , 𝑘75 = −
1

𝑢3 
, 𝑘76 =

1

𝑢2 
, 𝑘77 = −

2

𝑢 
, 

𝑘7𝑍 =
12(1−𝜎2)(1+𝑘2)

2

𝐸 ℎ3 
. 

       Вертикальная равномерно распределенная нагрузка (типа собственного ве-

са)  p = const раскладывается на составляющие  вдоль подвижных осей:  

X = p sin(arctg k), Y = 0,  Z = p cos(arctg k). 

       Для решения краевой задачи в строительной механике широко применяют-

ся методы начальных параметров. Уравнения равновесия в перемещениях могут 

быть решены численно методом Рунге-Кутта  с применением метода ортого-

нальной прогонки, что и было реализовано в данной работе. 
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      Рассмотрим железобетонную оболочку, жестко закрепленную по обоим кра-
ям, загруженную вертикальной равномерно распределенной нагрузкой. Угол 

наклона образующих 𝜑 = 3°, или, иначе говоря, угловой коэффициент образу-
ющей k = 0.05, контурные радиусы— R1 = 2м, R2 = 4м; толщина 12 см, шаг винта 
направляющей — 0.01·2π ; характеристики материала:  Е = 32500 МПа, σ = 0.17, 
величина нагрузки p = 1000кг/м². Результат представлен на рис. 2. 
      Конечноэлементный расчет проводился для фрагмента оболочки, представ-
ляющего собой сегмент ) 0< v<45°. Расчеты проводились в программном ком-
плексе ЛИРА 9.6, конечные элементы — четырехугольные, пластинчатые. По-
лученные результаты показали хорошее совпадение с МКЭ в эпюрах нормаль-

ных перемещений 𝑢𝑧, и, соответственно, опосредованно получаемых из них 
эпюрах моментов и поперечных сил в пределах пологости (угол наклона обра-

зующей φ < 10º).  Значения же перемещений 𝑢𝑢 и 𝑢𝑣 значительно меньше полу-
ченных по МКЭ, и соответственно, значения нормальных сил также отличаются 
на 1-2 порядка. 

 
перемещение 𝑢𝑧 

 
перемещение 𝑢𝑢                          перемещение 𝑢𝑣 

 
                    Mu                                                                                            Mv           

 
𝑀𝑢𝑣                                                                                         𝑀𝑣𝑢 
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𝑆𝑢                                                                                        𝑄𝑢 

 
𝑁𝑢                                                                                        𝑁𝑣 

Рис. 2. Эпюры перемещений, изгибающих моментов и силовых факторов, построенные 

на основании 1-го метода 
 

Таблица 1. Сравнительная таблица результатов при разных углах наклона образую-

щих: метод 1- моментная теория для несопряженной ортогональной системы коорди-

нат, метод 2- метод конечных элементов. 
φ 0 3 5 10 15 

максимальное 

перемещение по 

оси z метод 1, м 

8,7·10
-5

 8,67·10
-5

 8,6·10
-5

 8,3·10
-5

 7,83·10
-5

 

то же, метод 2, м 8,7·10
-5

 8,6·10
-5

 8,0·10
-5

 7,4·10
-5

 6,6·10
-5

 

максимальные 

изгибающие 

моменты Mu  

метод 1, КН·м/м 

в u = 2 м/ 

в средней 

области 

3939/-1659 

 

 

3929/ 

 -1654 

 

 

3895/  

-1638 

 

 

3768/ 

 -1574 

 

 

3562/ 

 -1470 

то же, метод 2, 

КН·м/м 

3711/ 

-1667 

3689/ 

-1656 

3639/ 

-1636 

3416/ 

-1519 

3108/ 

-1374 
 

       Такая картина соответствует модели пологой оболочки, которая восприни-

мает только нормальные к ее поверхности нагрузки, и, следовательно, имеет 

только нормальные перемещения. За пределами пологости наблюдается значи-

тельное отличие от результатов МКЭ. 
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SEMI-ANALYTICAL ANALYSIS OF A LONG SHALLOW OBLIQUE HELICOIDAL 

SHELL IN A NON-ORTHOGONAL NON-CONJUGATE COORDINATE SYSTEM  

Tupikova E.M. 

Peoples’ Friendship University of Russia, Moscow 

        The article discusses the problems of analysis of thin shallow shell in the form of oblique 
helicoid by different methods, particularly, by a semi-analytical method of  numerical solution 
of three equilibrium equations in displacements and by V.G.Rekatch’s analytical method, 
which was not numerically applied in any literature. New variant of analysis of stress-strain 
state  of oblique helicoid shells was developed by applying V.Z. Vlasov’s shallow shell theo-
ry. The equilibrium equations were obtained for three unknown displacements and after the 
numerical solution was used.  
       Keywords: oblique helicoid, theory of shallow shells, non-conjugate orthogonal coordi-
nate system, resulting equations in displacements, bending shell theory. 
 

 
 
 

СРАВНИТЕЛЬНЫЙ АНАЛИЗ РЕЗУЛЬТАТОВ РАСЧЕТА ТОНКОЙ 

ОБОЛОЧКИ В ФОРМЕ РЕЗНОЙ ПОВЕРХНОСТИ МОНЖА ПО 

БЕЗМОМЕНТНОЙ ТЕОРИИ И МЕТОДОМ КОНЕЧНОГО  

ЭЛЕМЕНТА  
 

Е.Р. ФИЛИПОВА, аспирант 

Российский университет дружбы народов  

117198, Москва, ул. Миклухо-Маклая, д.6; E-mail: zenjuuu@gmail.com 
 

На примере сегодня имеющихся зданий и городов можно отчетливо проследить тен-

денцию внедрения тонкостенных конструкций в современный мир. Стремительное развитие 

и, следовательно, применение пространственных конструкций стало возможным благодаря 

уже существующим теориям расчета, использованию вычислительной техники и вычисли-

тельных программ. В данной статье будет рассмотрена применение безмоментной теории 

и метод конечного элемента на примере резной поверхности Монжа, а так же проведен 

сравнительный анализ полученных результатов. 

КЛЮЧЕВЫЕ СЛОВА: пространственные конструкции, резная поверхность Мон-

жа, тонкостенная оболочка, безмоментная теория расчета, метод конечного элемента. 
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Существуют различные теории и методы расчета пространственных тонко-

стенных конструкций: безмоментная теория, теория пологих оболочек, вариацион-

но-разностный метод, метод конечного элемента и др. Каждый способ расчета от-

личается своими плюсами и минусами, и используется в той или иной ситуации. 

 В данной статье автор хочет рассмот-

реть 2 метода расчета, а именно: безмо-

ментную теорию, а так же метод конечного 

элемента с применением современных рас-

четных комплексов. Прежде чем перейти 

непосредственно к описанию методов рас-

чета и выводов результатов, вспомним о 

геометрии рассматриваемой оболочки. Рез-

ные поверхности - это класс поверхностей, 

у которых плоскости одного семейства 

плоских линий кривизны ортогональны по-

верхности. Более подробное описания гео-

метрии и способа образовании поверхности 

было рассмотрено в [1]. Расчеты будем ве-

сти для резной линейчатой поверхности 

Монжа с круговой цилиндрической направляющей поверхностью (рис.1) 

Безмоментная теория оболочек представляет собой некий упрощенный вариант, 

в котором пренебрегают влиянием изгибающих и крутящих моментов, а также попе-

речных сил на напряженно-деформированное состояние в виду их незначительности. 

Следовательно, напряженное состояние характеризуется лишь нормальными и сдви-

гающими силами, действующими в плоскостях, касательных к срединной поверхно-

сти оболочки (рис.2). 

        Уравнения безмоментной теории для 

оболочки со срединной резной поверхно-

стью Монжа с круговой цилиндрической 

направляющей поверхностью с учетом 

коэффициентов квадратичных форм [2] 

будут выглядеть следующим образом: 
𝜕𝑁𝛼

𝜕𝛼
+

1 

𝐴
∙

𝜕

𝜕𝛼
(𝐴2S) + AX = 0, 

𝜕

𝜕𝛽
(A𝑁𝛽) −

𝜕𝐴 

𝜕𝛽
𝑁𝛼 +

𝜕𝑆

𝜕𝛽
+ AY = 0, 

𝑁𝛼

𝑅1
− 𝑍 = 0,                     (1) 

где 𝑁𝛼 – нормальное усилие в направ-

лении 𝛼, 𝑁𝛽  – нормальное усилие в 

направлении 𝛽, S – сдвигающее усилие, X, Y, Z -  проекции внешней распреде-

ленной нагрузки на направления 𝛼, 𝛽, 𝒏, соответственно; A =[α0 – α+ βcosθ]/a  – 

коэффициент Ляме в теории поверхностей, n – внешняя нормаль поверхности. 

Введем новые постоянные [3, 4]:     𝑚 =
𝑎

sin (𝜃)
;  С0 = 

α0

𝑎
;  С1 =−

1

𝑎
;  𝐶2 =

cos (θ)

𝑎
. 

Интегрируя уравнение (1), получаем: 

𝑁𝛼 = 𝑚𝐴𝑍,   𝑆 = −
1

𝐴2
∫ 𝐴 ∙ (𝐴 ∙ 𝑋 +

𝜕𝑁𝛼

𝜕𝛼
) 𝜕𝛽 +

𝛽

𝛽0

𝑥1(𝛼)

𝐴2
, 

𝑁𝛽 = −
1

𝐴
∫ (𝐴𝑌 − 𝐶2𝑁𝛼 +

𝜕𝑆

𝜕𝛼
) 𝜕𝛽 +

𝑥2(𝛼)

𝐴

𝛽

𝛽0

 . 

 
Рис.1. Резная линейчатая поверхность 

Монжа с круговой цилиндрической 

направляющей поверхностью 

 

Рис. 2. Внутренние усилия при расчете 

по безмоментной теории 
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Примем следующие параметры оболочки: 

а = 1 м; 𝜃 = 5𝜋/12; α0 = 4 м;∙ 𝛽 = −6 … 0 м; 𝛼 = 0 … − 4𝜋. 

Рассмотрим случай действия нагрузки в 100 кг/м в направлении прямых обра-

зующих 𝛽 по верхнему кольцу оболочки. Следовательно, на верхней грани бу-

дет задано следующее граничное условие: 𝑁𝛽(𝛽 = −6) = −100 кг/м. В данном 

случае:  

X = 0; Y = 0; Z = 0. 

Исходя, из заданных условий имеем следующие результаты: 

𝑁𝛼 = 0,  𝑆 = 0,  𝑁𝛽 = 𝑥2(𝛼)/𝐴. 

Получим следующие эпюры нормальных усилий в направлении 𝛽 при 𝛼 = 0; 

𝛼 = −2𝜋; 𝛼 = −4𝜋 (рис. 3, а, б, в). 

 

Теперь рассмотрим получившиеся результаты расчета резной оболочки Монжа 

методом конечного элемента. Для решения поставленной задачи были созданы про-

странственные расчетные схемы в программном комплексе Лира-Сапр 2013. При 

расчете использовался метод конечных элементов (h-элементы) в форме метода пе-

ремещений. Переход от континуальной действительной модели конструкций к дис-

кретной расчетной схеме осуществлен разбиением модели на сетку конечных эле-

ментов с шагом не более трех толщин элементов, количество степеней свободы у 

КЭ – шесть (три поворота и три перемещения). Оболочка моделировалась плоскими 

КЭ (элементы N42 (трехузловые КЭ оболочки) и N44 (четырехузловые КЭ оболоч-

ки)). В отличие от расчета по безмомент-

ной теории тут будут возникать как из-

гибающие и крутящие моменты, так и 

поперечные силы (рис. 4).  

Для расчета была создана расчетная 

модель, все параметры принимались та-

кими же, как и при расчете по безмо-

ментной теории, так же вводилась тол-

щина оболочки принятая равной 50мм 

(рис. 5). Рассмотрим тот же самый вари-

ант загружения, аналогичный с безмо-

ментной теорией. Для расчета прибли-

женного к реальности в оболочке задава-

лось жесткое защемление нижнего края. 

а                                         б                                     в 
Рис. 3. Эпюры нормальных усилий Nβ в направлении β 

 
Рис. 4. Усилия в оболочке 
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Получим изополя внутренних усилий и перемещений оболочки. Для сравнения 

с безмоментной теорией рассмотрим лишь необходимые нам усилия, а именно нор-

мальные усилия вдоль прямой образующей Ny, направляющей Nx и сдвигающие 

усилия S. Получим следующие эпюры нормальных усилий в направлении 𝑦 при  

𝛼 ≅ 0; 𝛼 = −2𝜋; 𝛼 ≅ −4𝜋 (рис. 6, а, б, в), 

за исключением пиковых краевых участков. 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

По полученным результатам можно отметить следующие закономерности: зна-

чение нормальных усилий как по безмоментной теории, так и по методу конечного 

элемента возрастают у основания оболочки. 

Теперь для наглядного анализа проведенных расчетов составим таблицу нор-

мальных усилий 𝑁𝛽 ,  𝑁𝛼 и сдвиающих усилий S по безмоментному методу и методу 

конечного элемента и вычислим расхождения в результатах (таблица 1). 

Как видно в среднем расхождения в результатах нормальных усилий вдоль об-

разующей 𝑁𝛽составляют порядка 2%, что является допустимым. Говоря же о нор-

мальных усилиях 𝑁𝛼 и сдвигающих усилиях S, которые в безмоментной теории 

равняются 0, в методе конечного элемента они стремятся к 0 и много меньше 

остальных усилий полученных в оболочке. 

Заключение 

В статье были приведены результаты полученных расчетов по безмоментной 

теории, а так же по методу конечного элемента. Был проведен сравнительный анализ 

данных расчетов и выявлено примерное расхождение. Находящееся расхождение в 

пределах допустимого говорит о том, что данные расчеты были проведены верно. В  

 
Рис. 5.  Расчетная модель оболочки 

а                                      б                                          в 

Рис. 6. Эпюры нормальных усилий Nβ = Ny в направлении  𝑦 
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дальнейшем автор статьи так же планирует опубликовать материалы расчетов рез-

ной оболочки Монжа, рассчитанной по моментной теории аналитическим методом 

[5], а так же реальных сооружений [6] вариационно-разностным методом [7]. 
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COMPARATIVE ANALYSIS OF THE RESULTS OF CALCULATION OF  

A THIN SHELL IN THE FORM OF CARVED SURFACE OF MONGE WITH  

AN APPLICATION OF MEMBRANE (MOMENTLESS) THEORY  

AND FINITE ELEMENT METHOD 
 

Filipova J.R. 

Peoples’ Friendship University of Russia, Moscow 
 

On the example of existing buildings, the tendency of integration of thin-walled struc-

tures in modern practice can be clearly retraced. The rapid development and the use of spatial 

structures became possible due to the existing theories of the calculation, using of computers 

and computer programs. In this paper, the usage of a momentless theory and a finite element 

method on the example of a carved surface of Monge are considered, as well as a comparative 

analysis of the results of calculation are presented. 

KEY WORDS: space structures, Monge’s carved surface, thin-walled shell, moment less 

theory of shell analysis, finite element method. 
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РЕЗУЛЬТАТЫ РАЗЛИЧНЫХ МЕТОДОВ РАСЧЕТА  
ПОДЪЕМИСТОГО ГИПЕРБОЛИЧЕСКОГО ПАРАБОЛОИДА 

 

О.О. АЛЁШИНА, магистр  
Российский университет дружбы народов, 
117198, Москва, ул. Миклухо-Маклая, д. 6. 

 

В статье рассматриваются два метода расчета подъемистых гиперболических 
параболоидов: приближенный метод (расчет по приближенным аналитическим фор-
мулам) и расчет по теории предельного равновесия (СП 52-117-2008 «Железобетонные 
пространственные конструкции покрытий и перекрытий. Часть I. Методы расчета и 
конструирование»), приведены результаты расчетов.  

  КЛЮЧЕВЫЕ СЛОВА: оболочка, однолепестковый гиперболический параболоид. 
 

Тонкостенные оболочки обладают многими преимуществами, в частности 
в работе участвует весь материал, израсходованный на создание покрытия. В 
этом заключается основное принципиальное отличие конструкций, решенных в 
виде тонкостенных оболочек, от тех, у которых ограждающие элементы соору-
жения воспринимают внешние нагрузки и вместе с собственным весом переда-
ют их на несущий каркас. 

Покрытия в виде тонкостенных оболочек обладают еще одним ценным 
преимуществом. Собственный вес таких покрытий  незначительно повышается 
при увеличении свободного пролета сооружения в отличие от других конструк-
ций. Такие свойства позволяют отказаться от обычного использования в строи-
тельных конструкциях одних только прямолинейных элементов, и архитектур-
ные объемы могут перекрываться легкими и экономичными тонкостенными, 
пространственными, криволинейными конструкциями. 

Сегодня невозможно представить строительство и архитектуру без разно-
образных оболочек и роль этих конструкций возрастает из года в год. Совре-
менное состояние строительной отрасли позволяет внедрять пространственные 
конструкции в практику строительства более широко. 

В практике проектирования и строительства пространственных конструк-
ций наряду с оболочками положительной и нулевой гауссовой кривизны при-
меняются тонкостенные оболочки отрицательной гауссовой кривизны. Оболоч-
ки отрицательной гауссовой кривизны – наиболее распространенное решение, 
полученное в 30-х годах ХХ века - комбинации фрагментов поверхностей в ви-
де гиперболического параболоида, которые сокращенно стали называть «гипа-
рами».  

Важным свойством гиперболического параболоида является линейчатость 
поверхности, в связи с этим оболочка легко армируется, возможно использова-
ние преднапряженной арматуры, оболочка поддается унификации. Гипары 
имеют повышенную устойчивость, что позволяет применять оболочки малой 
толщины. Покрытия в форме гипара обладают возможностями для создания 
условий естественного освещения, а внутреннее пространство характеризуется 
отличными акустическими свойствами. Легко решаются вопросы водоотвода и 
свободного сдувания снега, благодаря обтекаемой форме.  

Особенностью работы гипаров является их распорность. Распоры появля-
ются в направлении главных положительных кривизн, для их восприятия обыч-
но применяют затяжки. Но есть и другие способы, с помощью которых можно 
избежать распор или уменьшить его величину. В этом направлении традицион-
ны решения в виде сочлененных гипаров, в которых распор частично или пол-
ностью погашается. Поэтому в строительстве получили распространение как 
отдельно стоящие, так и сочлененные.  
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Оболочки в форме гипара применяют для покрытий, фундаментов, стен в 
различных сооружениях – общественных (универсальные залы, рынки, вокзалы, 
трибуны стадионов, рестораны), производственных (заводы, фабрики, гаражи, 
склады) и в малых архитектурных формах (павильоны, навесы, беседки). Разме-
ры перекрываемого плана находятся в пределах от 10 до 70 м, достигая иногда 
100 м. 

Уравнение поверхности оболочки в системе координат xoy (линии главных 
кривизн поверхности направлены вдоль диагоналей основания) (рис.1): 

         xy
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Следовательно, криволинейные 
координаты yx,  для гипаров - неор-
тогональны ( 0F ) и несопряжены  
( 0M ), что вызывает определенные 
трудности при расчете оболочек на прочность, 0 NL  показывает, что кри-
волинейная система yx,  совпадает с прямыми образующими гипара, т.е. сеть 
задана в ассимптотических линиях. 

Угол между криволинейными координатными линиями поверхности: 
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Следовательно, поверхность ограничена прямыми.  
При расчете подъемистых гипаров с отношением 5/1/ af  можно вос-

пользоваться приближенным методом, так как для этого вида гипаров не при-
менимы основные положения теории расчета пологих оболочек. 

Гипары характеризуются усилиями постоянной величины N1 = N2, поэтому 
их можно рассматривать в двух направлениях как систему диагональных полос 
в виде арок шириной 1м, для которых известны значения пролета и стрелы 
подъема (провисания). Каждая полоса шарнирно опирается на бортовые 
элементы покрытия и равномерная нагрузка q распределяется поровну 
между направлениями кривизны (рис. 2). 

Рис. 1. Гипар на прямоугольном (квад-
ратном) плане 1 – главная вогнутая пара-
бола; 2- главная выпуклая парабола; 3 – 
прямолинейная образующая; 4 - прямые 
линии поверхности; 5 – кривые линии 
поверхности; 6 – единичный элемент 

оболочки 
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Для квадратной в плане оболочки растягивающие усилия 1N , сжимающие 
усилия 2N  и сдвигающие усилия S  на контуре оболочки равны: 

f
qaNNS
8

2

21  . 

В контурных элементах однолепестковых гипаров под действием сдви-
гающих усилий возникает сжатие, максимальное сжимающее усилие с учетом 
угла наклона к горизонтали определяется как сумма сдвигающих усилий по 
длине элемента: 

cos
SaNb  .                                                           

Вертикальная опорная реакция при опирании одинолепесткового гипара на 
две опоры составляет: 

2

2qaFv  . 

Распор, направленный по опорной диагонали однолепесткового гипара, ра-
вен  45cos2SaFh . 

Выполнен расчет покрытия административного здания в виде однолепест-
кового гипара на квадратном плане, опертого по двум углам на фундаменты, 
соединенные подпольной затяжкой, (рис. 3, 4)  по приближенным аналитиче-
ским формулам [1]  и СП 52-117-2008 [3] с учетом действующих нормативных 
документов [4, 5]. 

Рис. 2. Подъемистый гипар с прямолинейными краями 
а – общий вид и схема усилий; б – план; в, г – расчетные схемы; 

1 – оболочка; 2 – бортовая балка; 3 – опора; 4 – расчетная растянутая полоса;  
5 – расчетная сжатая полоса; 6- эпюра сжимающих усилий в бортовом элементе 
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Геометрические параметры гипара: размер стороны основания в плане a = 
20 м, стрела подъема центра оболочки  f = 5 м, высота подъема углов 2f = 10 м, 
толщина оболочки cм6 . Длина диагонали плана оболочки мal 28,282  , 
угол наклона контурного ребра к горизонту '3426  

)894,0cos;5,02(  
a
ftg , длина контурного ребра мalr 37,22

cos



. 

Оболочка выполняется из монолитного железобетона класса В30. Гипар 
армируется сеткой из арматуры класса В500, арматура контурных ребер и за-
тяжки класса А500. 

Место строительства – II район снеговой нагрузки. 
В качестве покрытия оболочки используется седумный ковер. 
Нагрузка на оболочку приведена в табл. 1. 

Таблица 1 
 

Наименование и подсчет  
нагрузок 

Нормативная 
нагрузка, 

кН/м2 

Коэффициент 
надежности по 
нагрузке, f  

Расчетная 
нагрузка,  

кН/м2 

Постоянная нагрузка 
- Система озеленения «Скатная крыша» 
с дренажной решеткой Георастр для 
кровли с углом уклона до 35 градусов (с 
учетом водонасыщения) 
- Гидроизоляция (ПВХ мембрана) 
- Утеплитель (экструдированный пено-
полистирол) :  =0,1 м и  =0,35 кН/м3 
- Цементно-песчаная затирка с внутрен-
ней стороны 
 =0,01 м и  =18 кН/м3 

 
1,550 

 
 
 

0,020 
 

0,035 
 
 

0,180 

 
1,3 

 
 
 

1,3 
 

1,2 
 
 

1,3 

 
2,015 

 
 
 

0,026 
 

0,042 
 
 

0,234 

Итого: постоянная  1,785  2,317 
Временная нагрузка 

- Снеговая* (II район) 
 

0,840 
  

1,200 
Итого: 2,625  3,517 

* - коэффициент ec , учитывающий снос снега с покрытия под действием ветра, принят 
равным 1ec ; термический коэффициент 1tc . 
 

Расчеты по аналитическим приближенным формулам представлены в табл. 
2, по СП 52-117-2008 – в табл. 3 (проверка несущей способности плиты оболоч-
ки), в табл. 4 (подбор сечения арматуры затяжки). 

Рис. 3. Административное здание. 
Вид А. 

Рис. 4. Административное здание. 
Вид Б. 
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Таблица 2 

Сеч. контурных   
балок 

Параметры 

 
ммbh 4,02,0 

 

 
ммbh 5,02,0   

 
ммbh 5,025,0   

- собственный вес обо-
лочки  2780,1

м
кНg   2780,1

м
кНg   2780,1

м
кНg   

- равномерно распред. 
нагрузка от веса кон-
турных балок 

 

2660,0
м
кНg e   

 

2825,0
м
кНge   

 

2031,1
м
кНg e   

- полная нагрузка на 
оболочку 2957,5

м
кНq   2122,6

м
кНq   2329,6

м
кНq   

- усилия  

кН
SNN

574,59
21 

 
кН

SNN
224,61

21




 
кН

SNN
287,63

21




 

- сжимающее усилие в 
контурной балке 

кНN b 12,1332
 

кНNb 01,1369  кНNb 13,1415  

- армирование оболоч-
ки вдоль диагоналей 

5Ø6 В500 
2410,1 cмAs   

7Ø6 В500 
2980,1 cмAs   

7Ø6 В500 
2980,1 cмAs   

- армирование вдоль 
образующих (в каждом 
направлении) 

5Ø5 В500 
2982,0 cмAs   

5Ø6 В500 
2410,1 cмAs   

5Ø6 В500 
2410,1 cмAs   

- критическая сила в 
контурном элементе 

кНN cr 55,596
204,8 cмAsr   

4Ø16 А500 

кНN cr 29,1445  
263,19 cмAsr   

4Ø25 А500 

кНN cr 33,1479  
263,19 cмAsr   

4Ø25 А500 
- выполнение условия: 

bcr NN   
 

нет 
 

да 
 

да 

- выполнение условия 
прочности 

)(

)
2

(

'
0

'

0

ahAR

xhbxReN

ssc

bb




 

 
 
- 

 
 

нет 

 
 

да 

 

В результате расчета по приближенным аналитическим формулам получа-
ем следующее армирование однолепесткового гипара: 

- армирование плиты оболочки стержнями, ориентированными вдоль обра-
зующих поверхности, площадь сечения арматуры в каждом направлении 5Ø6 
В500 (As = 1,410 см2) на один погонный метр длины оболочки; 

- сечение контурных балок Ab = bh = 0,25 м × 0,5 м = 0,125 м2, армирование 
2' 82,9 смAA ss   (2Ø25 + 2Ø25); 

- площадь сечения арматуры затяжки 4Ø40 А500 ( 227,50 cмAs  ). 
Несущая способность гладких гипаров на квадратном плане при действии 

равномерно распределенной нагрузки определяется по теории предельного рав-
новесия (п. 12.8 [3]). Размеры сечений и армирование принимаются по резуль-
татам расчета по приближенным аналитическим формулам.  

По результатам расчета при шаге стержней арматуры класса В500 
Ø6 200×200 мм, 150×150 мм, 100×100 мм несущая способность оболочки обес-
печена только при шаге стержней 100×100 мм. 
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Таблица 3 

Параметры Шаг 200×200 мм Шаг 150×150 мм Шаг 100×100 мм 

isis

b

RA
uRs

,,


  

 
16,571 

 
12,428 

 
8,286 




l
hb rr2

  
 

0,208 
 

0,208 
 

0,208 

fht r /2  0,200 0,200 0,200 

lum /2  0,020 0,015 0,01 

isis

tsts

RA
RA

,,

,,  
 

177,633 
 

177,633 
 

177,633 

isis

rsrs

RA
RA

n
,,

,,  
 

69,364 
 

69,364 
 

69,364 

iK  2,513 2,484 2,426 
- внешняя нагрузка на 
оболочку по СП 52-
117-2008 

2056,1
м
кНp   2286,2

м
кНp   2656,4

м
кНp   

- внешняя нагрузка на 
оболочку по табл.1 2517,3

м
кНp   2517,3

м
кНp   2517,3

м
кНp   

Таблица 4 
 

Параметры 
23

, 10027,5 мA ts
  

(4Ø40 А500) 

23
, 10072,4 мA ts

  
(4Ø36 А500) 

  177,633 143,887 

2  -0,011 -0,024 

3  0,137 0,123 

jK  1,235 1,169 

  127,578 132,787 
Проверка условия 

ts

isis
ts R

RA
A

,

,,
,   23

23
,

10611,3

10027,5

м

мA ts








 

23

23
,

10758,3

10072,4

м

мA ts








 

Сравнительный расчет показывает, что условие несмещаемости нижних 
углов при опирании на фундамент также выполняется при площади сечения 
арматуры затяжки равной As,t = 4,072∙10-3 м2 (4Ø36 А500). 

В результате расчета по СП 52-117-2008 [3] получаем следующее армиро-
вание однолепесткового гипара: 

- армирование плиты оболочки стержнями, ориентированными вдоль обра-
зующих поверхности, площадь сечения арматуры в каждом направлении 10Ø6 
В500 (As = 2,830 см2) на один погонный метр длины оболочки; 

- сечение контурных балок Ab = bh = 0,25 м × 0,5 м = 0,125 м2, армирование 
2' 82,9 смAA ss   (2Ø25 + 2Ø25), защитный слой бетона смaa 0,3'  . 

- площадь сечения арматуры затяжки As,t = 4,072∙10-3 м2 (4Ø36 А500). 
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THE RESULTS OF DIFFERENT METHODS OF CALCULATION  
OF A NON-SHALLOW HYPERBOLIC PARABOLOID 

O.O. Aleshina 
Peoples’ Friendship University of Russia, Moscow 

       Two methods of analysis of a non-shallow hyperbolic paraboloid are presented in the pa-
per. The first approximate method was fulfilled with the help of the analytical formulas but the 
second one was made due to SP 52-117-2008 “Reinforced Concrete Spatial Structures of Co-
vers and Floors. Part 1. The Methods of Analysis and Design”. Numerical results are given. 
       Keywords: reinforced concrete shell, hyperbolic paraboloid.  

 
 

Геометрия срединных поверхностей оболочек 
 

ФОРМИРОВАНИЕ ЦИКЛИЧЕСКИХ ПОВЕРХНОСТЕЙ С  
ОБРАЗУЮЩЕЙ ОКРУЖНОСТЬЮ ПЕРЕМЕННОГО РАДИУСА  

В АВТОКАДЕ 
 

В.А. РОМАНОВА, доцент  
Российский университет дружбы народов 
117198, Москва, ул. Миклухо-Маклая, д. 6. 
 

 В статье рассматриваются вопросы формирования в Автокаде нормальных 
циклических поверхностей и в плоскостях пучка. Показано, что образование поверх-
ностей целесообразно выполнять на основе их отсеков. Разработан алгоритм 
образования циклических поверхностей, приведены фрагменты программ по реализации 
предложенного алгоритма. 

КЛЮЧЕВЫЕ СЛОВА: алгоритм, нормальная циклическая поверхность,  пучок 
плоскостей, отсек поверхности. 

 

Для формирования поверхностей часто используется кинематический спо-
соб [1],[2]. Циклические поверхности образуются кинематическим способом 
при движении окружности переменного радиуса по направляющей кривой [3].                                        
Для образования поверхностей в Автокаде имеется ряд команд, однако форми-
рование циклических поверхностей возможно только, при использовании ко-
манды Loft и её опции «по сечениям». В качестве сечений могут использоваться 
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образующие окружности поверхности, центры которых находятся на направляю-
щей кривой.  

 С целью автоматизации формирования циклических поверхностей использу-
ются возможности функционального языка AutoLisp, встроенного в Автокад, при 
этом достигается образование поверхности  в замедленном режиме [4]. 

Следует отметить, что при использовании в качестве образующей окружности 
Автокад строит твердое тело. Построить поверхность можно, применяя в качестве 
образующей набор из двух дуг с центральным углом, равным 1800 .  В этом случае 
строится две поверхности. Однако возможно объединение этих поверхностей в од-
ну при условии предварительной установки им толщины минимальных размеров, 
например, 0,01 мм. 

Алгоритм образования циклической поверхности включает: 
-  установку в чертеже необходимого количества слоев ݊; 
- вычерчивание начального положения элементов поверхности: направляюще 

кривой, образующей окружности и набора двух дуг, составляющих образующую 
окружность; 

- формирование отсеков двух поверхностей, образующими которых являются 
дуги окружности, используется команда Автокада Loft, причем каждый отсек соз-
дается в отдельном слое; 

- преобразование отсеков поверхностей посредством придания им толщины в 
0,01 мм; 

- объединение отсеков поверхностей с использованием команды Автокада Un-
ion; 

- создание блока с массивом отсеков; «замораживание» слоев с отсеками; 
- образование поверхности в замедленном режиме посредством последова-

тельного  «размораживания» слоев. 
Приведенный алгоритм выполняется двумя пользовательскими функциями: 

Form-otceki-* и  Form-surf-*, где знак  * следует заменить на идентификатор на-
правляющей линии.  Функция Form-otceki-*  выполняет шесть пунктов алгоритма, 
а пункты 7 и 8 выполняет функция и  Form-surf-*. Образование отсеков  осуществ-
ляется в цикле с параметром ݅, причем  1 ≤ ݅ ≤ ݊.  

Для каждого значения ݅ в чертеже устанавливается слой, в котором вычерчи-
ваются окружность и образующие дуги. Дуги направляются в специальные списки, 
которые посредством функции  Foreach  используются для формирования поверх-
ности. По окончании работы цикла списки дуг удаляются, в чертеже остаются об-
разующие окружности и ݊ отсеков, на  базе которых создается блок. 

Функция Form-surf-* выполняет образование поверхности в замедленном ре-
жиме. В процессе работы этой функции    «замораживаются» слои, в которых рас-
положены отсеки,   вставляется блок с отсеками и  формируется поверхность по-
средством «размораживания» слоев. 

I. Образование нормальной циклической поверхности с направляющей  
параболой. 

В качестве направляющей выбрана парабола  ݕ = ଶݔ ⁄2 , где  - параметр пара-
болы. Текущее положение элементов поверхности представлено на рис. 1. Парабо-
ла строится   в системе координат ݖݕݔܣ, образующие дуги ݍଵ и ݍଶ  – в системе ко-
ординат ݔܯᇱݕᇱݖᇱ. 

Парабола строится   в системе координат ݖݕݔܣ, образующие дуги ݍଵ и ݍଶ   для  
каждой точки ܯ направляющей  ݏ  вычерчиваются в системе координат ݔܯᇱݕᇱݖᇱ, 
расположенной в плоскости, нормальной к направляющей ݏ. 
Преобразование начальной системы координат ݖݕݔܣ  в систему ݔܯᇱݕᇱݖᇱ осуществ-
ляется переносом начальной системы в точку ܯ, поворотом ее сначала на угол  ߙ 
вокруг оси ݖ (ось ݔ направляется по касательной к кривой ݏ), а затем на угол  −90  
вокруг оси ݕ. Преобразованная система  координат  ݔܯᇱݕᇱݖᇱ  показана на рис. 1. 
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       Угол ߙ определяется из выражения: 
ߙ = arctan ᇱݕ  ᇱ, гдеݕ =  ./ݔ

Фрагмент программы ݉ݎܨ − ݅݇݁ܿݐ −
 выполняющий формирование массива ,ݎܽ
отсеков поверхности и создание блока отсе-
ков представлен ниже. 

 

(repeat 22 
(setq nsloyi (strcat  "vent" (itoa i))  ); установка слоя 
(command "layer" "s" nsloyi "") 
(setq y1 (/ x p)) 
(setq alfa (atan y1)) 
(setq alfg (/ (* alfa 180) pi));определение угла ߙ 
(setq y (/ (*  x x) 2.0 p)) 
(setq pt1 (list x y)); зе1 – точка на параболе 
; формирование системы координат ݔܯᇱݕᇱݖᇱ. 
                          (command "ucs" "o" pt1) 
                          (command "ucs" "z" alfg);ось x сов-
падает с касательной 
                          (command "ucs" "y" -90) 
(setq r (* r 1.07)); изменение радиуса окружности 
(command  "color" "7") 
(setq ct1 (list 0 r )) 
(command "arc"ct1 "c" '(0 0) "a" 180); дуга 1 
(setq en1 (entlast)) 
(setq ct2 (list 0 (* r -1))) 
(command "arc"ct2 "c" '(0 0) "a" 180); дуга 2 
(setq en2 (entlast)) 
(setq ssr1 (cons en1 ssr1)); список дуг 1 
(setq ssr2 (cons en2 ssr2)); список дуг 2 
(command "circle" '(0 0) r)    
(command  "color" "40") 
(command "loft"); образование отсеков с дугами 1 
(foreach ent ssr1 
(command ent)) 
(command "" "")    
(setq sf1 (entlast)) 
(command "loft"); образование отсеков с дугами 2 
(foreach ent ssr2 
(command ent)) 
(command "" "")    
(setq sf2 (entlast)) 
(command "layer" "s" "0" "") 
(command "thicken" sf1 "" 0.01); толщина отсеков 
с дугами 1 – 0,01 мм 
(setq sf3 (entlast)) 
(command "thicken" sf2 "" 0.01); толщина отсеков с дугами 2 – 0,01 мм 
(setq sf4 (entlast)) 
(command "layer" "s" nsloyi "") 
(command "layer" "freeze" "0" "") 
(command "union" sf1 sf2 "");объединение отсеков одного слоя 
(command "layer" "thaw" "0" "") 
(command "erase" sf3 sf4 "") 
(command "ucs" "na" "r" "sp1") 
(setq x (+ x dx)) 
(setq i (1+ i)) 
(command "delay" 200) 

Рис. 2. Массив отсеков 
            поверхности 

Рис. 3. Образование поверхности 

Рис. 1. Плоскость  ݕ′ݔܯ    ′ݖ′
перпендикулярна касательной 

к параболе в точке M 
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(command "regen")) 
(command "delay" 2000) 
(command "erase" e1 m_par ssr1 ssr2"") 
(command "layer" "s" "0" "") 
(setvar "lwdisplay" 0) 
(command "ucs" "na" "d" "sp1") 
(command "color" "bylayer") 
(initget "Yes No") 

         (setq x (getkword "\nСоздать блок SURF1? (Yes No):<N>:")) 
          (if (= x "Yes") 
           (command "block" "SURF1" '(0 0 0) "all" "")) ; создание блок отсеков                                                  

(initget "Yes No") 
          (setq y (getkword "\nЗаписать блок SURF1? (Yes No):<N>:")) 
          (if (= y "Yes") 
           (command "wblock" (strcat adr0 "/SURF1") "SURF1)) "); запись блока.   
 

Фрагмент программы ݂ܵݎݑ − ݅݇݁ܿݐ − -выполняющей образование по ,ݎܽ
верхности. 
(command "insert" (strcat adr0 "/SURF1") '(0 0 0)  1 1  0);  вставка блока 
(setq  i 1) 
(setq nsloyi (strcat  "vent" (itoa i))  ); «размораживание» первого слоя  
(command "explode" '(1.42 -8.55 0)); расчленение блока 
(setq sf0 (ssget "x" '((8 . "vent0")) )) 
(setq sf1 (ssget "x" (list (cons 8 (substr nsloyi 1 6)) ))); sf1 – идентификатор отсека 
(command "erase" sf0 q_par obr1 "") 
(repeat 22 
(setq i (1+ i)) 
(setq nsloyi (strcat  "vent" (itoa i))  ) 
(command "layer" "thaw" nsloyi ""); «размораживание» слоя с отсеком 
(setq sf2 (ssget "x" (list (cons 8 (substr nsloyi 1 6)) ))); sf2 – идентификатор вновь появившего-
ся отсека 
(if (<  i 23)(command "erase" sf1 "")); удаление предыдущего отсека 

(setq sf1 sf2) 
(command "delay" 500)) 
 

II. Образование циклической поверхности с на-
правляющей в виде конической спирали 

В качестве направляющей кривой принята ло-
гарифмическая спираль, описываемая уравнениями: 

ݎ = ܾ ∗ ݁∗ఝ,  ݔ = ݎ ∗ cos ݕ  ,߮ = ݎ ∗ sin ߮,  
ݖ = ݎ ∗ ݈ܽ݉, 

где ݎ  - радиус-вектор точки конической спирали,  
 ܾ, , ݈ܽ݉ – константы,  ݔ, , ݕ  координаты точки –  ݖ
конической спирали, ߮ – угол между плоскостями 
пучка. 

   Радиус образующей окружности определяется 
из выражения: 

ݎ = ܽ ∗ ݁∗ఝ,  где ݉ – константа. 
        Алгоритм  формирования отсеков поверхности 
включает вычерчивание образующих  ݍଵ  и  ݍଶ в 
плоскостях пучка П  1 ≤ ݅ ≤ ݊  (рис. 4) с после-
дующим образованием отсеков командой Автокада 
Loft. Особенностью алгоритма является выполне-

ние следующих операций: вычисление координат точек ܭ на направляющей ݉ в 
системе координат ݖݕݔܣ,  перенос системы координат в точку ܭ, вычерчивание 
образующих кривых, возврат системы координат в начальное положение – точку ܣ. 

Рис. 4. Образование отсеков по-
верхности  в плоскостях пучка 
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Эта часть алгоритма осуществляется функцией Form-otceki-kon. формирование от-
секов представлено на рис. 4. На рис. 5 изображен массивы отсеков и образующих. 

   Формирование поверхности выполняет функция Form-surf-kon. Её алгоритм 
аналогичен алгоритму для построения поверхности с направляющей параболой. 
Образование циклической поверхности с направляющей в виде логарифмической  
спирали 

В качестве направляющей кривой принята логарифмическая спираль, описы-
ваемая уравнениями: 

ݎ = ܾ ∗  ݁∗ఝ,  ݔ = ݎ ∗ cos ݕ  ,߮ = ݎ ∗ sin ݖ ,߮ = 0. 
        Закон изменения радиуса образующих дуг – линейный: ݎ = ݇  . Алгоритмݎ ∗
формирования этой поверхности аналогичен алгоритму образования поверхности с 
направляющей в виде конической спирали, поэтому здесь не приводится. Образо-
вание поверхности вслед за движением образующей окружностью представлено на 
рис. 6.  Выполняется образование отсеков функцией  Form-otceki-log, формирова-
ние поверхности достигается использованием функции Form-surf-log.   
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THE FORMATION OF CYCLIC SURFACES WITH VARIABLE RADIUS  
OF GENERATRIX CIRCLES IN AUTOCAD 

V.A. ROMANOVA 
Peoples’ Friendship University of Russia, Moscow 

  The possibility of the formation of the normal cyclic surfaces and cyclic surfaces in planes of 
the pencil in AutoCad  is discussed  in the article. It is shown that the formation of surfaces should 
be performed on the basis of their compartments. The algorithm of   formation of cyclic surfaces,   
the fragments of programs for the performance of the proposed algorithm are given. 
        KEY WORDS: normal cyclic surface, planes of the pencil, compartment of surface. 

Рис. 5. Массив отсеков поверхности 
Рис. 6. Образование поверхности с направ-

ляющей логарифмической спиралью 
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В статье проведен теоретический анализ основных ошибок, заложенных в тео-
рию расчета ползучести железобетонных конструкций. Показана невозможность ис-
пользования при расчете железобетонных конструкций известных линейных моделей 
общей теории ползучести и ее методов. Выявлена необходимость полной переработки 
современных норм России по железобетону. 

КЛЮЧЕВЫЕ СЛОВА: теория ползучести бетона, длительное сопротивление кон-
струкций, современные строительные нормы. 

 
В «Строительной газете» в №35 от 29 августа 2014 года, в № 43 от октября 

2014 года и в № 50 от 12 декабря 2014 года были опубликованы наши статьи, 
посвященные несоответствиям актуализированного норматива правилам ВТО и 
Еврокодам. В соответствии с пожеланиями ведущих экспертов страны, руково-
дителей строительной отрасли, в «Строительной газете» №21 от 22 мая 2015 
года мы рассмотрели проблему столкновения правил актуализированного нор-
матива с правилами общей теории расчета сооружений. 

К нам также обращаются известные отечественные и зарубежные ученые и 
специалисты за разъяснениями по особенностям учета в нормативе длительного 
сопротивления железобетонных конструкций. Имеются также обращения ино-
странных ученых, свидетельствующие о необходимости дальнейшего развития 
международных норм и Еврокодов в области учета особенностей ползучести 
бетона. Так, например, ведущие американские ученые просят ознакомить их с 
особенностями совместного учета мгновенной нелинейности бетона и его нели-
нейной ползучести: эти наши разработки ликвидируют разрыв, существующий 
между теориями кратковременного и длительного сопротивления железобетон-
ных конструкций, и они высоко оценены указанными учеными. 

Теория длительного сопротивления железобетона в нормативе покоится на 
ошибочном приспособлении к применению двух разделов общей теории, не 
отвечающих механическим свойствам железобетона: 1 – линейной теории пол-
зучести; 2 – линейной теории длительного поведения идеальной конструкции из 
бесконечно упругого материала, сопровождаемого неограниченным ростом на-
пряжений и деформаций, в том числе в растянутой зоне. 

Ниже рассматриваются эти разделы и оцениваются их особенности с точки 
зрения свойств железобетона. 

1. Линейная теория ползучести 
1.1. Бетон является существенно нелинейным конструкционным материа-

лом. Его диаграмма мгновенного сжатия σ-εм имеет ниспадающий участок, ог-
раниченный предельной деформацией εв2. В Еврокоде 2 по расчету железобе-
тонных конструкций параметры этой нелинейной диаграммы нормированы. 

В теории ползучести бетона (линейной, нелинейной) используется фиктив-
ная линейная диаграмма вместо реальной нелинейной диаграммы, удовлетво-
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ряющая закону Гука и вносящая в расчеты два вида ошибок, соответствующих 
четырем фиктивным точкам 1-4, сопровождающим реальную точку М: напри-
мер, при заданной мгновенной деформации εм фиктивное напряжение σф = εмЕв 
значительно больше реального напряжения σ; при заданном реальном напряже-
нии σ фиктивная упругая деформация εу = σ/Ев значительно меньше реальной 
деформации εм. Подмена реальной нелинейной диаграммы σ-εм и применение 
вместо нее фиктивной линейной диаграммы вносит большие погрешности в 
расчет полных деформаций при длительном загружении конструкций. 

Обосновывается такой подход недостоверным доказательством, что «в экс-
периментах мгновенные деформации бетона даже при высоких уровнях загру-
жения линейно зависят от напряжений». 

Общая мгновенная деформация в опытах является суммой линейной и не-
линейной составляющей: εм = εл  + εн. При длительном загружении полная де-
формация складывается из двух слагаемых: общей мгновенной и деформации 
ползучести – ε = εм +  εп. Общая мгновенная деформация εм определяется за вре-
мя, измеряемое в минутах (у Александровского С.В. указаны 4 мин.); деформа-
ция ползучести проявляется за время, измеряемое сутками и годами, что создает 
проблемы при их совместном рассмотрении. 

1.2. В традиционной наследственной теории ползучести материалов нели-
нейная составляющая деформации εн не учитывается, вследствие чего полная 
деформация складывается из упругой деформации εл и деформации ползучести: 
ε = εл  + εп, что не годится для бетона. К таким теориям ползучести относятся 
уравнения: Кельвина, Больцмана (1887 г.), Вольтерра (1913 г.), Маслова-
Арутюняна (1952 г.). В этой связи Гвоздев А.А. в 1955 году, на основании опы-
тов Боришанского М.С., указал, что традиционная теория ползучести не при-
годна для теории железобетона: «Она резко занижает, почти стирает (деформа-
ции εн) эффект напряжений, действующих непосредственно перед моментом 
наблюдения деформаций»; эта теория не отражает наблюдаемое в опытах бы-
строе натекание деформаций ползучести к моменту наблюдения, близкому к 
моменту загружения образцов; начальные участки кривых ползучести, постро-
енные по указанным теориям ползучести, не имеют характерного подъемистого 
очертания (крутовосходящих ветвей) при времени τ, близкому к времени t. 

Ошибка этого правильного утверждения кроется в том, что нелинейная 
часть мгновенной деформации переводится в несоответствующий ей разряд де-
формаций ползучести и формально к ним присовокупляется. Такой произвол 
требует соблюдения соответствующих математических преобразований, кото-
рые, однако, в дальнейшем исполнены не были. Указанный перевод навязан 
традиционной формой уравнения линейной вязкоупругости 
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с мгновенными упругими деформациями. 
Сохраняя первые два слагаемых, описывающих (кстати, неверно) упругие 

деформации, модель перевода предписывает для учета деформации εн уточнить 
вид меры ползучести C(t,τ) (учитывающей также деформации, названные быс-
тронатекающей ползучестью). Так как деформация εн нелинейно возрастает с 
ростом напряжения σ, то и мера ползучести должна нелинейно зависеть от на-
пряжений Cн(σ, t, τ): это требование, однако, исследователями проигнорирова-
но. 

Указание об учете деформаций быстронатекающей ползучести бетона пер-
выми исполнили Яшин А.В. и Катин Н.Н. в 1959 году; позже Александровский 
С.В. и многие зарубежные ученые, например, американские. 
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1.3. Рассмотрим сначала упругие деформации в уравнении (1). Правило ли-
нейных (потенциальных) сил позволяет найти скорость упругой деформации 
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После преобразований имеем      tEtt  у . Отсюда следует, что второе 
слагаемое в (1) является лишним, а используемая форма принципа наложения 
неверна: 
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Ошибка состоит в потере той части деформации, которая соответствует 
скорости изменения коэффициента жесткости системы. Такая же потеря при-
сутствует и в последнем интегральном слагаемом. В условиях нелинейной пол-
зучести эта потеря дополнительно приводит к формулировке (созданию) стран-
ного принципа наложения, нарушающего не только принципы механики Нью-
тона, но и условия аффинного подобия экспериментальных кривых ползучести 
(это будет подробно рассмотрено в отдельной статье). 

1.4. Рассмотрим третье слагаемое в (1), и запишем с его помощью ту часть 
линейной ползучести, которая названа быстронатекающей 
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Однако, таким способом вычисление быстронатекающей ползучести не 
производят, а обычно записывают интеграл в виде 
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Здесь значения εн(t) линейно зависят от напряжений, что не соответствует 
ни экспериментам по нахождению εн(t), ни данным о нелинейной связи εн и σ. 

Для описания Cн(t,τ) применяются различные сложные формулы, которые 
не соответствуют очевидным экспериментальным данным. Например, при ап-
проксимации диаграммы σ-εм квадратной параболой, имеем точное значение 
деформации 2

2н   : 
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которому должна соответствовать правая часть, в том числе ее функция C(t,τ), 
что в традиционных записях исполнить невозможно, например, у Александров-
ского С.В. 
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Сложные формулы в описании C(t,τ), призванные к учету быстронатекаю-
щей ползучести, значительно повышают порядок соответствующего дифферен-
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циального уравнения ползучести бетона. Это затрудняет решение рядовых 
практических задач расчета железобетонных конструкций. 

1.5. Уточним последнее слагаемое в (1), воспользовавшись свойством по-
тенциальных сил в условиях ползучести [2]. Найдем скорость деформации пол-
зучести 
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и ее величину 
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Окончательно имеем после преобразований 
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Последнее слагаемое в (1) и величина (3) в условиях линейной ползучести 
могут не отличаться друг от друга только при использовании разностных ядер; 
данное обстоятельство характеризует соответствующий принцип наложения [2], 
а также правильность его дальнейшего применения в условиях нелинейной пол-
зучести. 

Перечисленные самовольные принципы и погрешности оказывают сущест-
венное влияние на результаты расчетов железобетонных конструкций на ползу-
честь. Они также показывают, что в общепринятом виде (1) уравнение ползуче-
сти для нормирования и массового применения в железобетонных конструкци-
ях является недопустимым, что, к сожалению, не учитывается в нормативе. 

1.6. При средних и высоких уровнях загружения бетона (традиционно на-
зываемых нелинейной ползучестью) в функцию C(t, τ) вводится дополнитель-
ный параметр C(μ, t, τ), а сама функция представляется в вырожденной форме 
      ,,, tCftC  . В качестве параметра μ принимают напряжение σ, пол-

ную деформацию ε, либо мгновенную деформацию εм. Однако при учете 
       ,,, tCftC   в третьем слагаемом уравнения (*) структура функции 

нелинейности f[μ(τ)] не учитывается, что приводит к формулировке ошибочно-
го принципа наложения, противоречащего классической механике, к непра-
вильному определению значений деформаций ползучести бетона. 

1.7 Ошибочно отождествляются функции, описывающие мгновенную не-
линейность диаграммы σ-ε и нелинейную ползучесть бетона. 

В исследованиях авторов данной статьи предложены способы устранения 
описанных дефектов и ошибок [1]. 

 

2. Линейная теория длительного поведения идеальной конструкции из бес-
конечно упругого материала 

2.1. Актуализированный норматив, ошибочно покоящийся на модели пла-
стического шарнира (отвергнутого Еврокодом и не соответствующего общей 
теории), делает невозможным использование линейной теории ползучести бе-
тона. Для скрытия такого несоответствия вводится уникальный по своей бес-
смысленности (особенно в сжатых конструкциях) принцип, уничтожающий 
продекларированный сначала метод предельных состояний: линейная стадия 
деформирования конструкций мгновенно превращается в пластический шарнир. 
А так как у сжатоизогнутых конструкций пластического шарнира никогда не 
бывает, а линейная модель ползучести не соответствует нелинейной сущности 
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железобетона, то расчетная модель актуализированного норматива не имеет 
отношения к расчету сжатых железобетонных конструкций. 

2.2. Вместе с тем, из результатов линейной общей теории расчета конст-
рукций при ползучести можно усмотреть ряд грубых ошибок, содержащихся в 
использованной в нормативе (также усиленно ныне разрабатываемых и рекла-
мированных известными учёными) уравнений ползучести бетона. 

Следует обратить внимание специалистов, что без использования результа-
тов этой теории (то есть анализ лишь совокупности гипотез различных теорий 
ползучести бетона), зачастую невозможно увидеть их дефекты; это приводит 
также к необоснованному созерцанию кажущихся достоинств уравнений про-
стой ползучести, мер ползучести, необоснованной алгебраизации этих уравне-
ний. Рассмотрим подробнее некоторые из этих проблем. 

2.3. Поучительный пример продольного изгиба сжатой стойки в промежут-
ке одних суток, когда успевает проявиться в основном быстронатекающая пол-
зучесть. Длительная критическая сила колонны в соответствии с формулой 
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критическая сила устремляется по величине к бесконечности при длине l → 0, 
что отвергается и экспериментальными данными, и здравым смыслом. Если же 
мгновенные нелинейные деформации не причислять к деформациям ползуче-
сти, то имеем касательно-модульную (либо приведенно-модульную) критиче-
скую силу с конечной величины при  l → 0. Последний результат в нормах же-
лезобетона известен давно после экспериментальных и теоретических работ L. 
Baes 1927 года, внедренных в нормы ряда стран (Мурашев В.И., Обзор ино-
странных норм на проектирование железобетонных сооружений). 

Из записи формулы (*) деформация быстронатекающей ползучести имеет 
вид 
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Эта же деформация по данным экспериментальных исследований НИИЖБа 
(Новое о прочности железобетона, стр. 19) записана в виде: 
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Приравнивая эти две формулы между собой, видим ошибочность первой из 
них, невозможность правильного нахождения функции  utLE ,н . Применение 
подхода использования сложных формул для описания  utLE ,н  приводит к не-
нужному усложнению уравнения (*), в частности к дифференциальным уравне-
ниям до пятого порядка, к нарушению принципа независимости действия сил 
механики Ньютона. 

Приведенные данные показывают ошибочность и порочность работ, разра-
батывающих теорию быстронатекающих деформаций ползучести бетона и за-
бывающих о мгновенных нелинейных деформациях бетона. 

2.4. Реальная железобетонная колонна имеет в начальный момент загруже-
ния t0 длительной нагрузкой начальную скорость прогиба ݂̇(t0) = 0 вследствие 
ползучести, равной нулю. Однако это очевидное условие нарушено в актуали-
зированном нормативе. 
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Нормативная модель о длительном продольном изгибе сжатой стойки об-
ладает существенным дефектом безынерционной теории ползучести, прояв-
ляющийся в мгновенных скачках скорости, приводящих к недоразумениям в 
экспериментах над сжатыми железобетонными колоннами. 

Простейший случай соответствует случаю нулевой начальной скорости се-
редины колонны f0 = 0 загружения в инерционной модели при статическом за-
гружении с заданным начальным прогибом середины f0 ≠ 0. В безынерционной 
(вырожденной) модели Ржаницына А.Р. (той же самой колонны) в начальный 
момент времени t = 0 нулевая начальная скорость ݂̇ = 0 скачком преобразуется в 
конечную отрицательную начальную скорость ݂̇ < 0. А в случае безынерцион-
ной модели Работнова Ю.Н. и Шестерикова С.А. (той же самой колонны) нуле-
вая начальная скорость скачком вырастает в положительную начальную ско-
рость ݂̇ > 0. Отмеченные скачки особенно заметно проявляются при догружени-
ях экспериментальных колонн.  

2.5. В актуализированный норматив ошибочно внедрена условная теорети-
ческая модель вязкоупругой колонны, не учитывающая упругопластические 
стадии работы бетона и арматуры, предусмотренные Еврокодом. В отличие от 
силы P*, используемой Еврокодом, в актуализированный норматив внедрена 
длительная критическая сила, соответствующая бесконечному нарастанию про-
гибов (также бесконечным напряжениям в сжатой и растянутой зонах бетона), 
происходящему с постоянной скоростью изменения прогибов ݂̇ = const. На-
чальное значение прогиба колонны f0 при t = 0 определяется из соответствую-
щей точки кривой, обусловленной бесконечно упругой моделью. Такая теоре-
тическая модель норм не соответствует реальным свойствам бетона и стали; в 
этой модели исключены упругопластическая стадия, обязательная по принци-
пам Еврокода. По этой причине расчет длительной несущей способности сжа-
тых железобетонных конструкций в актуализированном нормативе эксперимен-
тально не может быть обоснован. 

Особо подчеркнем наличие бесконечно больших прогибов и бесконечно 
больших напряжений в сжатой и растянутой частях сечения колонны, сжатой 
длительной критической силой, вставленной в актуализированный норматив. 
Эти прогибы и напряжения могут вызвать только удивление у специалистов по 
железобетонным конструкциям. 

2.6. Значение длительной критической силы в общей теории определяется 
формулой   1эдл PP . Величина характеристики ползучести бетона φ∞ 
изменяется в интервале φ∞ = 1÷5 для различных бетонов. 

Актуализированный норматив в формуле для Pдл учитывает только одно 
значение φ∞ = 1. Можно напомнить, что в инструкции по расчету железобетон-
ных оболочек используется другое значение φ∞ = 2. Такие значения характери-
стики ползучести бетона φ∞ присутствуют в эмпирических формулах, их заме-
няющих. А что же происходит в железобетонных конструкциях, соответствую-
щих бетону с характеристикой ползучести φ∞ увеличивающейся до значения 
φ∞=5; актуализированный норматив об этом сообщить ничего не может, так как 
соединил отрицающие друг друга расчетные модели. 

2.7. Безинерционность модели ползучести в специальной литературе обос-
новывается тремя ошибочными основаниями: 

1. Недостоверным использованием механики Ньютона. 
2. Неправильным расположением массы в разрабатываемой модели. 
3. Неосознанный учет влияния инерции в форме записи функции C(t,τ). 
Первое основание состоит в ошибочной трактовке механики Ньютона: 

«уравнение равновесия точки в сплошной среде представляет собой возможную 
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формулировку второго закона Ньютона, утверждающего, что сумма всех сил, 
действующих на тело, при равновесии (то есть в покое или при равномерном 
движении) равна нулю». Такие неверные высказывания допускают известные 
ученые в области теории ползучести. 

Второе основание состоит в неудачном расположении массы в разрабаты-
ваемой теории ползучести. Оно в работах известных ученых приводит к появ-
лению в модели ползучести колебательного процесса, и приводит к неудачному 
описанию экспериментальных данных ввиду наличия осциллирующих функ-
ций. 

Третье основание состоит в пренебрежении того факта, что эксперимен-
тально обоснованные выражения для мер ползучести (Александровский, Мак-
Генри, Базант и др. ученые) приводят к дифференциальным уравнениям ползу-
чести второго и выше порядков; также к нарушению принципа независимости 
действия сил из-за появления сил сопротивления, пропорциональных ускорени-
ям (противоречащим механике Ньютона). 

3. О нормах 
Вступление России в ВТО с необходимостью привело к юридическим, эко-

номическим и политическим обязанностям страны по отношению к мировым 
стандартам. Для строительства такими стандартами являются Еврокоды; для 
железобетона – Еврокод 2. У заинтересованных лиц появились соблазны в не-
ком приспособлении отечественных норм к Еврокодам (актуализация, гармони-
зация, система переводных коэффициентов, ошибочный тезис о соответствии и 
так далее); они озвучиваются на специальных международных конференциях, 
совещаниях, в специальной печати, в переименовании и украшении норм. Это 
вводит в заблуждение соответствующих руководителей. 

Нормы нынче должны состоять из полного текста Еврокода, без измене-
ний; они должны завершаться соответствующим правилам и принципам этого 
Еврокода – национальным приложением: иное не удовлетворяет правилам ВТО. 
Последний же актуализированный норматив России по железобетону (2013 г.) 
основан на теории железобетона Лолейта, разработанной в 1932 году, являю-
щейся ошибочной (на что указывалось уже тогда, а также многократно в после-
дующие годы – Скрамтаев, Келдыш, Никитин, Ржаницын, Гениев, Таль, Дроз-
дов, Гусаков, Бачинский и Голышев, Лауль и др.) и не соответствующей ни Ев-
рокоду, ни общей теории. 

Теория железобетона, ставшая впоследствии основой Еврокода 2, разраба-
тывалась в России с тех же сороковых годов прошлого столетия и в последую-
щее время известными отечественными учеными, начиная с работ Никитина 
Г.В., Ржаницына А.Ф., Гениева Г.А. и других. Эта теория с помощью админист-
ративного ресурса отвергнута; ее правила и принципы (ставшие основой Евро-
кода 2) отвергнуты; эти правила и принципы Еврокода в течение многих деся-
тилетий признавались (в угоду административному ресурсу) в России неприем-
лемыми. Таким способам наносился вред не только нормам железобетона, но и 
самой теории железобетона, особенно ее разделу ползучести. Например, ярлык 
об «использовании гипотезы плоских сечений» являлся свидетельством «пло-
хой» теории, причем не только тогда, но и в последние годы, уже после утвер-
ждения Еврокодов. 

Между тем, переработка норм на основе правил и принципов Еврокодов 
позволяет решить ряд важных проблем: 

1. устранить вопрос о несоответствии норм России и системы стандартов 
Еврокодов, и снять вопрос о различных возможных санкциях со стороны ВТО; 



Строительная механика инженерных конструкций и сооружений, 2016, № 3 

32 

2. заметно повысить экономичность железобетонных сооружений, так как 
в ряде случаев усилия, воспринимаемые конструкцией, повысятся в два-три 
раза; 

3. в части, характеризующей длительное сопротивление конструкций 
вследствие ползучести бетона, полученные результаты могут послужить образ-
цом для иных норм, а также указать пути совершенствования Еврокодов в этой 
их части. 

Для реализации проблем, связанных с ползучестью бетона в расчетах желе-
зобетонных конструкций, авторы и их ученики в последние годы получили ряд 
важных новых результатов. Устранены ошибки, присутствующие в традицион-
ных уравнениях ползучести. Выявлены зависимости, учитывающие связь мгно-
венной нелинейности бетона и его ползучести (линейной, нелинейной). Учтены 
инерционные свойства бетона в разрешающих уравнениях ползучести, устра-
няющие их дефекты о странных скачках, присутствующих в традиционных ва-
риантах записи теории ползучести бетона. Например, одно из таких уравнений, 
имеющее традиционный второй порядок, записывается в следующем виде, учи-
тывающем одновременно и мгновенную нелинейность бетона 
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где m – погонная масса бетона. 
Метод использования законов ползучести такого типа изложен в [1]. Там 

же приведен образец таблицы, содержащей коэффициенты длительного сопро-
тивления железобетонных конструкций, являющийся прообразом таблиц, пред-
назначенных для вложения в соответствующие нормативные документы, удов-
летворяющие правилам ВТО. 
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Приведен обзор и анализ проектирования, строительства и мониторинга за тех-
ническим состоянием подземных пешеходных переходов, возведённых на водонасыщен-
ных грунтах города Казани в районах с развитой инфраструктурой. Изложены совре-
менные и эффективные способы подведения свай под фундаменты подземных соору-
жений, а также усиления слабых водонасыщенных грунтов основания при помощи 
вертикальных армоэлементов в стесненных условиях городской застройки. 

КЛЮЧЕВЫЕ СЛОВА: водопонижение, осадка, трещина, депрессионная кривая, 
поровое давление, гидроизоляция, свая, цементогрунтовый армоэлемент, мониторинг. 

 

В преддверии успешно проведенным в 2013 году Универсиады и в 2015 го-
ду чемпионата мира по водным видам спорта в Казани, наряду с возведением 
новых и реконструкции существующих спортивных сооружений, выполнен 
значительный объем комплекса изыскательских, проектных, строительно-
монтажных и исследовательских работ по созданию инженерно-технической и 
транспортно-пешеходной инфраструктуры, способствующий полноценному 
функционированию современного города-миллионника. Сейчас третья столица 
России, город Казань готовится к проведению в 2018 году чемпионата мира по 
футболу. Для систематизации и повышения пропускной способности основных 
надземных и подземных транспортных артерий города, а также создания безо-
пасной и комфортной среды для его жителей и гостей, осуществлены и продол-
жаются работы по активному освоению подземного пространства (метро, мно-
гоуровневые транспортные развязки, подземные пешеходные переходы, под-
земные одно и многоуровневые стоянки автотранспорта). Интенсивное строи-
тельство подземных объектов, способствует накоплению практического опыта 
проектирования и возведения  подземных сооружений в особых инженерно-
геологических и гидрогеологических условиях столицы Татарстана, среди ко-
торых следует отметить слабые водонасыщенные грунты [1]. Наряду с положи-
тельным опытом проектирования и возведения объектов подземной урбаниза-
ции на слабых водонасыщенных грунтах, имеются примеры геотехнических 
решений, практическая реализация которых, привела к образованию неравно-
мерных деформаций осадок конструкций переходов. Возникала необходимость 
в проведении усилительно-восстановительных мероприятий. Поэтому, с целью 
исключения технико-технологических и производственных ошибок, на примере 
двух вновь возведённых подземных переходов в Казани, авторы делятся накоп-
ленным опытом.   

Опыт возведения подземных пешеходных переходов открытым способом в 
Казани. 

За последний период в стесненных условиях сложившейся структуры горо-
да Казани, возведено много подземных пешеходных переходов открытым спо-
собом, с использованием двух технологических приёмов, при помощи совре-
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менных строительных машин и механизмов. В зависимости от конкретных гра-
достроительных условий, подземные сооружения пешеходных переходов, воз-
водились с полным или частичным прекращением транспортного движения по 
ширине проезжей части улицы. Например, подземные пешеходные переходы на 
пересечении улиц Вишневского-Шмидта и по улице Батурина, вблизи от Казан-
ского Кремля, возводились единовременно на всю ширину автомобильной до-
роги, а конструкции коробчато-стенового железобетонного остова аналогичных 
переходов на пересечении улиц Ямашева-Адоратского и Эсперанто-Качалова, 
возведены по захваткам, с условным разделением ствола перехода вдоль оси на  
две очереди под проездами вначале в одном, а затем в противоположном на-
правлении движении автотранспорта. Если единовременно возведённые под-
земные сооружения введены в строй и находятся в режиме нормальной экс-
плуатации, то подземные переходы по улицам Амирхана и Эсперанто, уже на 
стадии их возведения на слабых водонасыщенных грунтах, при некорректном 
поверхностном водопонижении, приобрели неравномерные сверхнормативные 
деформации осадки.  Как следствие, в конструкциях покрытия, стенах и днище 
ствола перехода образовались сквозные трещины силового происхождения. С 
целью установления причин, вызвавших деформации сооружений, авторами 
решены задачи по инженерному обследованию технического состояния их же-
лезобетонных конструкций с инструментальным освидетельствованием факти-
ческой прочности, геометрии и мониторингового наблюдения за неравномер-
ными осадками. По результатам проведённых полевых и камеральных работ, с 
учетом требований ГОСТ 53778-2010 [2] был разработан комплекс усилитель-
но-восстановительных инженерно-технических мероприятий и рекомендован  
заказчику к реализации [3, 4]. Предложенные решения выполнены и за техниче-
ским состоянием подземных сооружений осуществляется мониторинговое на-
блюдение. 

Подземный пешеходный переход на пересечении улиц Ямашева- Адорат-
ского в г. Казани 

Сооружение возведено в 2011 году и представляет собой подземный пеше-
ходный переход, пространственная жесткость которого, обеспечивается осто-
вом из монолитного  железобетона.  Железобетонный коробчатый остов состо-
ит из днища, вертикальных стен и плиты покрытия (рис. 1). В составе комплек-
са подземного перехода имеются: ствол тоннеля, лестничные сходы с пандуса-
ми и технические помещения обслуживания. Протяженные участки подземного 
пешеходного перехода разделены на отдельные блоки простой геометрической 
формы, посредством устройства деформационных (осадочных) швов. Толщина 
железобетонного днища тоннеля составляет 400 мм, стен тоннеля по – 300 мм, 
толщина покрытия – 350 мм. Высота и ширина тоннельной части перехода, со-
ответственно, составляет 2800 мм и 4500 мм. Лестницы выполнены шириной 
3000 мм и со ступенями высотой по 150 мм и шириной по 300 мм.  

Территория застройки представляет собой заболоченную местность. В гео-
логическом строении, сверху вниз, до глубины 15,0-20,0м принимают  участие 
семь инженерно-геологических элементов (таблица 1, рис. 1,а).  

Гидрогеологические условия участка строительства характеризуются нали-
чием двух водоносных горизонтов. Первый водоносный горизонт - верховодка 
и вскрыт на глубинах 0,9-1,4м (56,14 – 56,60м, БС). Второй - обладающий мест-
ным напором, вскрыт в песках на глубинах 7,4-10,8м (46,75–50,14м БС). Уста-
новившийся уровень подземных вод зафиксирован на глубинах 3,6–4,2м (53,35–
53,90м БС). В связи с высоким уровнем подземных вод и агрессивностью сре-
ды, при строительстве было выполнено строительное водопонижение уровня 
напорных подземных вод методом открытого водоотлива. Для этого на строи-
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тельной площадке, вдоль ствола тоннельной части, были предусмотрены три 
зумпфа глубиной по 1,2 м ниже подошвы днища тоннеля, из которых водяными 
насосами производилось регулярное откачивание напорных вод со сбросом в 
дренажную систему (рис. 1). 

Таблица 1 
№№ 
ИГЭ 

Наименование 
инженерно-геологических 

элементов 

Мощность 
ИГЭ, м 

Физико-механические свойства 
γ, 

кН/м3 
φ, 

град 
с, 

кПа 
Е, 

МПа 
ИГЭ-1НС Насыпной песок со щеб-

нем до 40%  
0,5-0,7 - - - - 

ИГЭ-1А Насыпная глина в текучем 
состоянии 

1,2-1,5 - - - - 

ИГЭ-2 Суглинок мягкотекучепла-
стичный  

1,5-2,0 19,2 23 20,0 3,0 

ИГЭ-2А Глина текучепластичная  3,5-4,0 18,2 16 22,0 3,0 
ИГЭ-3 Торф среднеразложив-

шийся 
2,5-3,0 12,4 18 14,0 0,4 

ИГЭ-6 Песок средней крупности, 
плотный, водонасыщен-
ный с линзами суглинка 2,5-3,0 19,4 36 0,0 33,0 

ИГЭ-6А Песок ср. крупности, ср. 
плотности, водонасыщен-
ный с линзами суглинка - 20,1 34 0,0 35,0 

При возведении подземного сооружения открытым способом в водонасы-
щенных грунтах, по всему периметру котлована, выполнено шпунтовое ограж-
дения из стальных труб с заостренным нижним концом, забитых при помощи 
пневматического погружателя (рис. 1г, д, е). Инструментальным инженерным 
обследованием с освидетельствованием характеристик железобетонных конст-
рукций тоннеля, методами неразрушающего контроля, установлено, что  класс 
бетона составляет В22,5  (М300), морозостойкость F200, водонепроницаемость 
W4, армирование осуществлено стержнями из арматуры класса A-III и A-I. 
Гидроизоляция железобетонных конструкций днища, стен и покрытия тоннеля 
выполнена по наружному контуру из наклейки 3-х гидроизоляционных  слоев  
системы "Изопласт" типа П ЭПП 4,0 по ТУ 5774-005-05766480-95. В деформа-
ционных швах и в местах примыкания покрытия к стенам тоннеля предусмот-
рены «гидрошпонки», предназначенные для  гидроизоляции и герметизации  
стыков между блокируемыми элементами тоннеля. Герметичность деформаци-
онных швов обеспечена посредством применения слоев из: стеклоткани и жгута  
диаметром 40  мм,  пропитанных  битумом;   3-х  слоев  битумно-полимерного  
материала "Изопласт" ПЭПП 4,0.  

Уже в процессе строительства подземного перехода с режимным водопо-
нижением во вновь возведенных конструкциях остова (стенах и покрытии) тон-
нельной части, между разбивочными осями 8-11/Е-М, выполненных из  моно-
литного железобетона освидетельствованного класса В22,5 (М300), стали фор-
мироваться и развиваться сквозные наклонные и слабонаклонные трещины. Ин-
струментальными исследованиями установлено, что причинами образования 
трещин в конструкциях стволовой части подземного перехода послужила не-
равномерная деформация осадки массива водонасыщенного грунта в сложных 
инженерно-геологических условиях, при некорректной технологии водопони-
жения. Неравномерные деформации осадки зафиксированы по результатам ин-
струментального геодезического наблюдения в режиме мониторинговых изме-
рений высотных отметок конструкций возведенной части тоннеля.  Инструмен-
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тальные геодезические наблюдения выполнены ООО «Стройхолдинг». Для ана-
лиза результатов проводимого мониторинга, авторами составлена сводная срав-
нительная таблица, а также построены эпюры развития неравномерных осадок. 
Результаты инструментальной инженерно геодезической съёмки вертикальных 
отметок основных конструктивных элементов и эпюры неравномерных дефор-
маций осадок фундамента тоннельной части подземного пешеходного перехода 
во времени  приведены в таблице 2. 

а)                                                            б) 
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Рис. 1. Подземный пешеходный переход на пересечении улиц Ямашева-Адоратского в 

Казани: а - инженерно-геологический разрез; б - план с расположением зумпфов; в -
продольный разрез по переходу с зумпфами и депрессионной кривой; г - котлован с 

креплением стен шпунтом; д - стволовая часть перехода; е - оголовки элементов погру-
женного шпунта и лобовая часть свай усиления и-зумпф с водяным насосом при строи-

тельном водопонижении методом поверхностного водоотлива 

Согласно замерам, по сравнению с проектными отметками неравномерные 
осадки точек днища составили от 32 мм до 419 мм, что оценивается, как недо-
пустимое состояние для коробчатой железобетонной конструкции тоннельной 
части. Как видно из таблицы 2 с эпюрами неравномерных деформаций осадок 
фундамента тоннельной части подземного перехода, замеренных во времени, в 
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контрольных точках №1, №2, №3 по линии 1-1 и в точках №4, №5, №6 по линии 
2-2, формирование и развитие деформаций соответствует строительно-
технологическому процессу по времени выполнения работ при поверхностном 
водоотливе. 

Установлено, что основной  причиной образования трещин в конструкциях 
подземного перехода, концентрация которых зафиксирована в стенах и покры-
тии средней зоны протяженного тоннеля коробчатого поперечного сечения, яв-
ляется:  неравномерная осадка плитного днища тоннельной части перехода, в 
основании которого расположены водонасыщенные грунты с разной степенью 
сжимаемостью в пределах контура фундамента. 

Таблица 2 
Схема плана с контрольными 

точками: 

Е М

11

8

ос
ь 

си
м

м
ет

ри
и

Т.1 Т.2 Т.3

Т.4 Т.5 Т.6

1

2

 

Осадка  
контрольных точек  

по 1-1, мм 

Осадка 
контрольных точек  

по 2-2, мм 

№1 №2 №3 №4 №5 №6 

124 58

-5т.1 т.2 т.3

 

124
56

-9т.4 т.5 т.6

 

По состоянию на 01.12.2010 года: 

-124 -58 +5 -124 -56 +9 

158 105
244

т.1 т.2 т.3

 

159
105

250

т.4 т.5 т.6

 

По состоянию на 01.02.2011 года: 

-158 -105 -244 -159 -105 -250 

419

113
32

т.1 т.2 т.3

 Эпюра осадок плиты туннели вдоль линии 2-2 по состоянию на 22.04.2011  года

395

114
43

т.4 т.5 т.6

 

По состоянию на 22.04.2011 года: 

-419 -113 -32 -395 -114 -43 

 

Неравномерные деформации осадки протяженного сооружения тоннеля 
связаны с процессом снижения прочностных характеристик (угла внутреннего 
трения φ, удельного сцепления с) и повышением деформативности (снижение 
модуля деформации Е и повышением осадки s) грунтов основания, вызванные 
некорректным применением принципа и технологии временного строительного 
водопонижения из локальных приямков-зумпфов, расположенных на значи-
тельном расстоянии друг от друга по торцам возводимого тоннеля (рис. 1б, в, 
и). Формирование депрессионной кривой между локально расположенными 
зумпфами при неравномерном понижении высокого уровня подземных вод 
вдоль ствола тоннеля, создало новое напряженно-деформированное состояние в 
пределах массива грунта, расположенного под подошвой днища. При этом, в 
средней части, вдоль ствола тоннеля, уровень подземных вод понизился незна-
чительно, поэтому напряженно-деформированное состояние (НДС) грунта ос-
нования изменилось за счет осадки в результате преодоления реактивного дав-
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ления в поровой воде «Рw» (нейтральное давление-сопротивление), а также в 
скелете грунта «Рstr» (эффективное давление-сопротивление), в целом сохранив 
относительный баланс условного статического равновесия между внешним до-
полнительным контактным давлением «РI» и суммой Рw+Рstr (РI= Рw+Рstr), и 
следовательно осадка происходят без отжатия воды из пор грунта, что полно-
стью соответствует классической теории [5,8,9]. В торцевых зонах тоннеля, где 
при строительстве производилось понижение уровня подземных вод за счет ее 
откачивания из заглубленных приямков-зумпфов, расположенных на расстоя-
нии 23,781м друг от друга, величина замеренной осадки «S» от приложенного 
дополнительного давления значительно больше. При водопонижении и освобо-
ждении пор от поровой воды, величина порового давления приобретает нулевое 
значение Рw=0. Следовательно, всю величину внешнего дополнительного дав-
ления «РI» от тоннельной конструкции воспринимает только неустойчивая 
структура грунта, из пор которого, откачана и отжата вода. Поэтому статиче-
ское равновесие грунтового массива обжатого внешней нагрузкой «РI» грунта 
обеспечивается только за счет реакции скелета грунта «Рstr». При этом происхо-
дит процесс переупаковки и уплотнения скелета грунта в зоне обжатия, а сле-
довательно – неравномерная осадка днища тоннеля (таблица 2). 

Для исключения прогрессирующего процесса развития деформации грунта 
основания при водопонижении и вызванной этим неравномерной осадки конст-
рукции тоннеля, на основании выводов и рекомендаций авторов [3] АО «Инсти-
тут «Татдорпроект» разработаны проектные решения и реализованы усилитель-
но-восстановительные мероприятиям по «пересадке» конструкции плитного 
фундамента перехода на свайные фундаменты из стальных пневмопогружных 
свай с заделкой лобовой их части в надёжные песчаные слои грунта. В качестве 
опорного слоя для размещения лобовой части свай усиления, рекомендован 
плотный песок средней крупности ИГЭ №6 и песок средней крупности, средней 
плотности ИГЭ №6а, (таблица 1 и рис. 1а).  Инженерно-технические решения 
по  «пересадке» плитного фундамента на свайные ряды с подведением пневмо-
погружных трубобетонных стальных свай под продольные крайние стены тон-
неля и лестницы входов, позволили стабилизировать неравномерные осадочные 
деформации и ввести объект в эксплуатацию (рис. 2).  

Подземный пешеходный переход на пересечении улиц Эсперанто-Качалова 
в Казани 

Сооружение возведено в 2012 году, но уже в 2013 году зафиксировано об-
разование и развитие сквозных трещин в несущих конструкциях продольных 
стен и покрытии тоннельной части, выполненной из монолитного железобето-
на. Причиной деформации послужила неравномерная осадка водонасыщенного 
грунта основания под подошвой плитной конструкции днища, в результате на-
рушения технологии и принципов строительного водопонижения при возведе-
нии сооружения. Площадка с возведенным подземным сооружением сложена 
аллювиально-делювиальными отложениями (таблица 3). 

Геоморфологически, объёкт расположен на первой надпойменной террасе 
левобережья Волги, на расстоянии 1000 м от озера Средний и Нижний Кабан. 
Абсолютные значения отметок проезжей части, шириной 31м составляют 58,69-
58,81м (БС), при уровне расположения подземных вод WL=55,13-55,30м (БС). 
Уровень пола подземного перехода 54,50м (БС). Следовательно, отметка пола 
подземного перехода на 0,63-0,80м ниже уровня напорной подземной воды WL. 
Питание водоносного горизонта осуществляется за счет «подпора» 
Куйбышевского водохранилища, а также гидравлической взаимосвязи с 
уровнем воды  в  озерах Нижний и  Средний Кабан. 
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а)   
б) в) 

 
 

Рис. 2. Подведение трубобетонных свай усиления под существующий плитный фунда-
мент: а-  общий план подземного пешеходного перехода с расположением свай усиле-

ния; б-свая; в-оголовки погруженных свай из трубобетона с анкерными выпусками 
Таблица 3 

№№ 
ИГЭ 

Наименование 
инженерно- геологических 

элементов 

М
ощ

но
ст

ь 
И

ГЭ
, м

 Физико-механические свойства 
γ, 

кН/м3 
φ, 

град 
с, 

кПа 
Е, 

МПа 
 

kf,  
м/сут 

ИГЭ-НС Насыпной грунт  1,5-5,0 19,7 33 23,0 29,0 1,800 
ИГЭ-2а Глина полутвердая с торфом 1,4-2,5 18,7 15 39,3 13,9 0,005 
ИГЭ-4а Супесь твёрдая  1,3-2,1 19,0 24 15,0 10,0 0,150 
ИГЭ-4б Супесь пластичная 1,2-3,4 19,3 19 11,4 8,4 0,170 
ИГЭ-4в Супесь текучая 1,5-1,8 20,0 17 9,0 5,3 0,200 
ИГЭ-6а Песок мелкий, ср. плотно-

сти, водонасыщенный  
(Sr =0,99) 3,2-6,0 19,7 33 3,0 29,0 1,800 

ИГЭ-7а Песок ср. крупн., ср. плотн., 
водонасыщенный (Sr = 0,92)  1,0-7,2 20,2 38 2,0 40,0 1,380 

Причиной образования трещин в конструкциях подземного пешеходного 
перехода, концентрация которых наблюдается в срединной части ствола короб-
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чатого тоннеля, является неравномерная осадка его днища, в основании которо-
го расположены водонасыщенные грунты в сложных инженерно-геологических 
условиях с разной сжимаемостью по длине перехода. Неравномерная осадка 
тоннеля вызвана процессом снижения прочностных характеристик (φ, с) и по-
вышением деформативности грунтов основания за счет снижения модуля де-
формации (Е). Эти изменения, вызваны некорректным проведением работ по 
строительному водопонижению из аварийного приямка глубиной 3,50м от 
уровня пола, расположенного в помещении проектной насосной (рис. 3).  

а) 

 
                                                     б)                              в)             г) 

   
Рис. 3. Подземный переход на пересечении улиц Эсперанто-Качалова в Казани: а-план с 
изображением сквозных наклонных трещин в конструкции покрытия, деформаций кру-
чения ствола тоннеля и лестницы; б-неравномерная осадка надземной части одного из 
выходов; в-трещины в стенах; г-аварийный приямок с насосом; 1-схематизированное 

изображение деформации неравномерной осадки с кручением части ствола вдоль про-
дольной геометрической оси Х-Х; 2-то же, вдоль продольной геометрической оси У-У 
одной из лестниц; 3-повреждения бетона в зоне деформационного шва; 4-сквозные на-

клонные трещины с раскрытием 0,4-0,7мм, протяженностью 750-4200мм в конструкции 
покрытия из железобетона. 

а) б) в) 

   
Рис. 4. Подземный переход на пересечении улиц Эсперанто-Качалова в Казани: а – про-
цесс возведения подземной части дренажной камеры после сооружения ствола тоннеля; 
б – вымыв грунта из под ствола пешеходного перехода в ходе СМР; в – дренажная ка-

мера, процесс вымывания грунта из-под днища пешеходного перехода 
 
Установлено [4], что при строительстве с водопонижением, была наруше-

на последовательность выполнения технологических процессов, герметичность  
соединения дренажной системы и аварийного приямка (рис.4). Длительное от-
качивание подземной воды из негерметичного приямка привело к вымыванию 
минеральных частиц (механической суффозии) из массива слабого водонасы-
щенного грунта за счёт разряжения, создаваемого функционирующим водяным 
насосом, размещённым в помещении насосной станции. Откачиваемая вода 
имела мутный цвет (рис.4, д). Формирование депрессионной кривой при строи-
тельном понижении уровня подземных вод WL с единовременным выносом ми-
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неральных частиц, создало новое напряженно-деформированное состояние 
(НДС) в пределах массива грунта, расположенного под подошвой днища. В 
срединной части ствола тоннеля, уровень подземных вод понизился незначи-
тельно, поэтому НДС грунта основания изменилось за счет осадки в результате 
преодоления реактивного давления в поровой воде «Рw», а также в скелете 
грунта «Рstr», в целом сохранив относительный баланс условного статического 
равновесия между внешним давлением «РI» и суммой Рw+Рstr , т.е. (РI=Рw+Рstr) 
[8, 9]. При этом осадка произошла без отжатия воды из пор грунта. На концевом 
участке тоннеля, где производилось регулярное откачивание подземной воды из 
неисправного приямка, расположенного на расстоянии 25м от противоположно-
го края тоннеля, величина осадки «S» зафиксирована со значительно большими 
значениями чем в остальных зонах под плитой фундамента. При откачивании 
поровое давление понизилось до нуля (Рw=0). Следовательно, всю величину 
внешнего дополнительного давления «РI» от тоннельной конструкции воспри-
нимает только скелет слабого  грунта «Рstr», структура которого нарушена и 
значительная часть минеральных частиц откачана вместе с водой. Статическое 
равновесие грунтового массива обжатого внешней нагрузкой «РI» грунта обес-
печивается только за счет реакции ослабленного скелета грунта «Рstr», при этом 
РI>Рstr. Происходит процесс уплотнения скелета грунта в зоне образования ме-
ханической суффозии и неравномерная осадка днища тоннеля (таблица 4).  

Таблица 4. Схемы неравномерной осадки тоннельной части и лифта  
подземного перехода во времени 

Схема 
к геодезическому мониторингу

неравномерной осадки тон-
нельной части подземного 

перехода 

Конструк-
тивные 

элементы 
перехода 

Геодезические 
марки на 

конструкциях 

Абсолютная отметка (БС) в м., по 
результатам  инструментального 

наблюдения во  
времени 

 
Деформация,  

+-осадка 
- -подъём 

мм 10.01.2013 06.03.2013 17.03.2013 

Тоннель подземного перехода: 
Съёмка 10.01.2013г. 

в х о д

в х о д

55,41
м ар ка  на ст ене

5 6,49
м арк а н а пот ол ке

5 6,48
м арк а н а пот ол ке

55,4 3
м ар ка  на ст ене

55,4 2
м а рка  на сте не

5 5,42
м арк а на ст ене

5 3,96
от м ет к а пол а

54,03
от м ет к а по ла

54, 22
о т ме т ка  пола

( пли тк а)

54 ,42
от м ет ка  пола

( пли т ка )

5 6,03
м арк а на ст ене

56,02
м ар ка  на ст ене

55 ,72
м арк а на ст ене

54,5 6
о тм е тк а по ла

56,04
м ар ка  на ст ене

56 ,96
ма рк а на пот олк е

с ъем ка  1 0.0 1 .1 3

 
 Съёмка 06.03.2013г. 

вход

вход

55,37
марка на  стене

56, 46
марка на потолке

56,44
марка на потолке

55,40
марка на стене

55,39
марка на стене

55,39
марка на стене

53,94
отметка пола

54,19
отметка пола

(плитка)

56,03
марка на стене

56,02
марка на  стене

55,73
марка  на стене

54,56
отметка пола

56,04
марка на стене

56,97
марка на потолке

съемка 06.03.13

 
Съёмка 17.03.2013г. 

вход

входсъемка
17.03.2015

ш
о

в

ш
о

в

ш
ов

ш
ов

54 ,53
отме тка  пола

54,5
отметка п ола

5 4,5 5 шо в

54 ,55 шов

54, 43
отметка пола

54 ,28
отме тка  по ла

10 ,40

6, 95

15, 20

5 4,4 3
о тметка п ола

54, 27
отметка пола

53 ,86
отметка  пола
(п рор убка)

5 3,8 4
о тметка по ла
(про рубка )

5 6,9 5 шо в

5 6,9 7 ш ов
12 ,72

9, 80

1 0, 00

56 ,83
отметка  пото лка

56, 13 ш ов

5 6,09
о тметка по толка

56 ,15
отме тка  пото лка

56 ,21 шов

5 6,4 7
о тметка п отолка

5 6,85
о тме тка  по толка

12, 52

12, 00

7 ,90

10,0 9

7 ,27

5 4,35
тр ещи на

5 4,4 0
тр ещина

5 3,92
о тме тка  по ла
(п рор убка)

2, 00

13,1 0

покрыто  ль
дом

пок ры
то л

ьдом

56, 49
отметка пото лка

 

 
Вход 
левый 

Днище 53,96 53,94 53,84 -120 
Стены 55,41 55,37 - -40 
Потолок 56,48 56,44 56,09 -390 

 
 

Тоннель-
ная часть  
перехода 

 
Днище  Слева 54,22 54,19 53,92 -300 

Центр 54,42 - 54,28 -140 

Справа 54,56 54,56 54,55 -10 

 
Стены 

Слева 55,42 55,39  -30 
Центр - -  - 
Справа 56,03 56,03  - 

 
Пото-лок 

Слева 56,49 56,46 56,15 -340 
Центр - - 56,47 - 
Справа 56,96 56,97 56,95 -10 

 
Вход 

правый 

Днище - - 54,50 - 

Стены 55,72 55,73  +10 

Потолок - - 56,97 - 

Покрытие  входа и лифт  
Съёмка 27.03.2014г. 

Дальний створ 
Левый                                                
Правый 

внешняя сх ема 60,07
остекление

58,82 асф.

58,38 асф.

58,54 пол ка

59,47
о стекление

58,53 асф.

58,63 пол ка

58,27 асф.

58,45 полка

58,35 асф.

59,52
 остекление

58,73 асф.

60,07
остекление

58,31
угол лифта

58,31
угол лифта

лифт

 
Ближний створ 

Покрытие 
над лест-

ницей 
входа 

Даль-ний 
створ 

Левый 60,07 - - - 

Правый 60,07 - - - 

Ближ-ний 
створ 

Левый 59,52 - - -550 

Правый 59,47 - - -600 
 
 

Лифт 

Даль-ний 
створ 
лифта 

Левый 58,38 - - - 
Правый 58,38 - - - 

Ближ-ний 
створ 
лифта 

Левый 58,31 - - -70 

Правый 58,31 - - -70 

Для предотвращения прогрессирующей во времени неравномерной дефор-
мации осадки конструкций тоннеля, включая: ствол; одну из лестниц; лифт, бы-
ли рассмотрены различные варианты, предложенные разными организациями. 
По настоянию застройщика, основным критерием для всех вариантов должна 
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быть  схема «пересадки»  плиты фундамента на сваи или опоры.  В этой связи 
рассматривался вариант «пересадки»  на сваи усиления, при котором, работы 
проводились из внутренней полости тоннеля с прорезкой конструкции днища  и 
нарушением целостности гидроизоляции, со всеми вытекающими из этого по-
следствиями по её восстановлению в водонасыщенных грунтах с постоянным 
подпором подземной воды. Авторами предложен [4] , АО «Институт «Татдор-
проект» разработан проект и подрядной организацией реализован комплекс ин-
женерно-технических мероприятий, включая: закрепление водонасыщенного 
грунта основания под подошвой плитного фундамента тоннеля с его наружной 
стороны, без нарушения целостности и герметичности гидроизоляции, при по-
мощи подведения под опорную часть плиты фундамента вертикальных цемен-
тогрунтовых армирующих элементов-столбов, выполненных по технологии 
струйной цементации с техническим мониторингом (рис. 5); после завершения 
прогрессирующей неравномерной осадки и достижения стабилизации деформа-
ций, произвести инъекцию всех трещин ремонтными составами на основе це-
мента; выполнить рихтовку ствола накренившейся шахты лифта.  

а)  

б)    

Рис. 5. Усиление слабого водонасыщенного грунта основания под подошвой плитного 
фундамента подземного пешеходного перехода на пересечении улиц Эсперанто- Кача-
лова методом подведения вертикальных цементогрунтовых армоэлементов с наружной 
стороны сооружения, выполненных по технологии струйной цементации. а-план под-
земного перехода с расположением вертикальных цементогрунтовых армоэлементов;  
б - поперечный разрез ствола подземного перехода с элементами усиления; 1- ствол 
перехода; 2-лестницы; 3-приямок; 4-лифты; 5-элементы усиления из цементогрунта 

При выборе наиболее приемлемого в конкретных инженерно- геологиче-
ских и гидрогеологических условиях варианта усиления грунта основания, бы-
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ли приняты во внимание следующие факторы: уровень напорных подземных 
вод расположенный на 1,5 м выше отметки пола подземного перехода; сохране-
ние целостности и герметичности конструкции вертикальной и горизонтальной 
гидроизоляции ствола и лестниц тоннеля; эксплуатация подземного перехода 
должна осуществляться при режимном включении водяного насоса для откачи-
вания скапливающейся подземной воды в железобетонном приямке. В настоя-
щее время деформации неравномерной осадки стабилизировались. Объект го-
товится к вводу в эксплуатацию.  

Таким образом, учитывая особенности культуры производства строитель-
но-монтажных работ в процессе проведения инструментального инженерного 
обследования с геотехническим мониторингом и комплексом рекомендованных 
авторами [3, 4], разработанных АО «Институт «Татдорпроект» и реализованных 
подрядной строительной организацией инженерных усилительно- восстанови-
тельных мероприятий, можно сделать следующие выводы: 

1. Конструкции фундаментов подземных пешеходных переходов, возводи-
мых на водонасыщенных грунтах в сложных инженерно-геологических услови-
ях с использованием строительного водопонижения, по технологическим за-
хваткам, с целью исключения неравномерных деформаций осадок фундаментов 
над зонами депрессионных воронок от водопонижения, рекомендуется проек-
тировать и возводить на свайных фундаментах или искусственных основаниях 
из вертикальных цементогрунтовых армоэлементов, лобовая часть которых 
должна быть заделана в надежные грунты основания. 

2. Герметизацию горизонтальных и вертикальных технологических и оса-
дочно-температурных швов в конструкциях фундаментов, стен и покрытии под-
земных сооружений, целесообразно выполнять из современных типов гидро-
шпонок, воспринимающих гидравлический напор от подземных вод и прояв-
ляющих свойство набухания при контакте с водой подтопления. 
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THE EXPERIENCE OF STRENGTHENING OF PEDESTRIAN SUBWAYS  
IN THE SATURATED SOILS OF THE KAZAN CITY  
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A review and analysis of the design, construction and monitoring of the technical state of 
underground pedestrian crossings, erected in the city of Kazan water saturated soils in areas 
with developed infrastructure is given. Modern and effective methods of erecting of stock 
piles under the foundations of underground structures are described, as well as amplification 
of weak water-saturated soil base with using of vertical reinforced concrete elements in 
cramped urban conditions. 
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О СВЯЗИ МЕЖДУ УРОВНЕМ СИЛОВОГО НАГРУЖЕНИЯ  

И ЭНЕРГЕТИЧЕСКИМИ ПОТЕРЯМИ ПРИ ДЕФОРМИРОВАНИИ  
ЖЕЛЕЗОБЕТОННЫХ КОНСТРУКЦИЙ 

 

В.М. БОНДАРЕНКО, д-р тех. наук, профессор 
Б.А. ЯГУПОВ,  канд. техн. наук, профессор  
НИИСФ РААСН, 127238, Москва, Локомотивный пр-д, д. 21 
 
         С учетом анизотропии, нелинейности, необратимости и неравновестности сило-
вого сопротивления железобетона и кинематических особенностей его коррозионных 
повреждений вводится алгебраизированная методика оценки гистерезисных потерь 
энергии при знакопеременном нагружении. Для этого используются квазилинейные 
формы реологических уравнений механического сопротивления бетона, общепринятые 
связи кривизны железобетонных элементов с их жесткостью изгибающими момента-
ми; а также линеаризация поиска с помощью N-моментной квадратичной минимиза-
ции отклонений по высоте сечений между точными и приближенными значениями 
временных модулей деформаций и коэффициентами  сохранения силового сопротивле-
ния поврежденных коррозией бетонной арматуры. 
        КЛЮЧЕВЫЕ СЛОВА: железобетон, необратимость деформирования, энергетиче-
ский гистерезис, знакопеременное нагружение, коррозионные повреждения. 
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       Железобетонные конструкции, воспринимающие многократные знакопере-
менные (статические или динамические) нагрузки, традиционно рассчитывают-
ся по общим признакам силового сопротивления; в частности, по предельным 
состояниям. 1-ой, 2-ой групп, с учетом специфики деформирования и условия 
работы компонент железобетона-бетона и арматуры, включая нелинейность,  
необратимость и неравновесность деформации, длительная прочность, вынос-
ливость, виброползучесть, особенности предыстории существования, коррози-
онных повреждений; кроме того возможна энергетическая оценка строительных 
решений. Повторные знакопеременные нагружения могут иметь как статиче-
ский, так и динамический, в т.ч. вибрационный характер. Отличие состоит в 
разном поведении материалов во времени. В частности, при вибрационном на-
гружении время воздействия усилий одного знака очень мало и обычная ползу-
честь не проявляется. 
       При силовом деформировании конструкционных материалов происходят 
потери энергии [1,7,8,10]; при многократном знакопеременном нагружении эти 
энергетические потери накапливаются [5,6]. Очевидно, что стоимость этих 
энергетических потерь входит в стоимость продукции предприятий. Это актуа-
лизируют поиски снижения указанных потерь, а с учетом сопутствующих до-
полнительных затрат по энергопотреблению приводит к задаче энергооптими-
зации строительных конструкций промышленных и траспортно - коммуникаци-

онных зданий и сооружений. 
       При нагружении железобетона 
стальная арматура деформируется 
упруголинейно, и поэтому потери 
энергии при знакопеременном де-
формировании арматуры малы и мо-
гут не учитываться. Бетон, напротив, 
деформируется нелинейно и необра-
тимо, потери энергии при деформи-
ровании бетона значительны (рис. 1). 
На рис. 1 нелинейная ветвь нагруже-
ния сжатием OK (без учета нисходя-
щего участка): тоже при нагружении 
растяжением ܱܭ௧ ;  линии разгруже-
ния 12 после нагружения сжатием и 
1௧ , 2௧  - после нагружения растяжени-
ем. Фигуры 013 и 01௧3௧ – соответст-
вуют работе на деформирование еди-
ничного объема образцов при нагру-
жении ሬܹሬሬ⃗  и ܹ⃖ሬሬሬ, фигуры 123 и 1௧2௧3௧  - 

соответствуют работе, совершенной при частичном восстановлении исходных 
размеров образцов при разгрузке ܹ⃖ሬሬሬ и ܹ⃖ሬሬሬ௧; фигуры 013 и 01௧3௧ , образующие ܶܪ 
петли гистерезиса отражающие потери энергии при однократном нагружении – 
разгуржении единицы объема образца ∆ܹ = ሬܹሬሬ⃗ − ܹ⃖ሬሬሬ; при этом линии разгрузки 
13 и 1௧3௧  параллельны начальной модульной линии ݊݊௧ между собою (признак 
Энгессера-Ясинского) 
        Деформации, накопленные при нагружении ߝ и ߝ௧  после разгрузки восста-
навливаются частично - ߝоб и ߝ௧об, а остальные деформации являются необрати-
мыми ߝноб и ߝ௧ноб.Это оценивается коэффициентами обратимости и необратимо-
сти соответственно: 

обܭ =
обߝ

ߝ
௧обܭ ; =

௧обߝ

௧ߝ
нобܭ  : =

нобߝ

ߝ
 ; ௧нобܭ  =

௧нобߝ

௧ߝ
,                      (1) 

൜ ߪ  .1 − ε            при сжатии и разгружении
2. ௧ߪ   − ௧ߝ  при растяжении и разгружении

� 

 
Рис. 1. Диаграммы  (к времени t) 

 �� �� 

����об 
����ноб ���� 

���� 
0 2 3 

�� 
1 

�� 
��об 

�� 

���� 

��ноб 
32 22 

12 ���� 

���� ���� 

�� 

�� 2
 

1) 

2) ������ 



Строительная механика инженерных конструкций и сооружений, 2016, № 3 

46 

при этом                           ܭоб + нобܭ = ௧обܭ ;1 + ௧нобܭ = 1, 
 
а потери энергии деформирования оцениваются коэффициентами поглощения 
энергии: 

Ψ =
∆ܹ
ሬܹሬሬ⃗  или Ψс =

∆ܹ
ܹ⃖ሬሬሬ  ;  Ψ௧ =

∆ ௧ܹ

ሬܹሬሬ⃗ ௧
 или Ψ௧ =

∆ ഥܹ௧

ܹ⃖ሬሬሬ ,                 (2) 

причем       

Ψ =
Ψ

1 + Ψ
 ;  Ψ =

Ψ
1 − Ψ

. 

        В связи с тем, что коэффициент поглощения энергии Ψ определяется от-
ношением площади петли гистерезиса ∆ܹ и площади ሬܹሬሬ⃗  и ܹ⃖ሬሬሬ, непосредственно 
не связаны с очертанием самой петли гистерезиса, в ряде публикаций, например 
[8,10] очертания петли гистерезиса принимаются в формах, удобных в даль-
нейших разработках, но отличающиеся от рис.1, не отражающих явление необ-
ратимости. 
        Ветви нагружения ܱܭ и ܱܭ௧ , в общем случае, описываются нелинейными 
уравнениями силового сопротивления типа 

,ߪ)ߝ (ݐ =
(ݐ)ߪ

,ߪ)врܧ ,ݐ (ݐ
,                                                (3) 

где  ܧвр- временный модуль деформации С.Е.Ф. Райфельда – Н.Н. Буданова, 
зависящий от уровня напряжения [2,4] 

Заметим, что ползучесть (и виброползучесть), увеличивая статический про-
гиб, существенно не влияют на энергопотери при знакопеременном деформиро-
вании. 

 Уравнения (1) удобно заменить квазилинейными уравнениями типа 

ߝ =
(ߪ)ܵ
врлܧ

 ,                                                                    (4) 

где ܧврл = ாмгн
ଵାாмгн(௧,௧బ)

-функция напряжений; например по П.И. Ва (ߪ)ܵ  ,[3] 
сильеву: 

(ߪ)ܵ = ߪ 1 + തܸ ቀఙ
ோ

ቁ
ഥ

൨,                                                        (5) 

или по Графу                         ߝ = ;ߪܽ ߪ  = ቂఌ


ቃ
ଵ

ൗ
,                                                       (6) 

параметры которых вычисляются использованием традиционных реологиче-
ских уравнений: 

ߝ = мгнߝ + кр.полߝ +  р.пол                                                   (7)ߝ

или                ߝ =
ఙ(௧)ቂଵାмгнቀ

ೃቁቃ
мгн

ாврл(௧,௧బ) + (ݐ)ߪ ቂ1 + пܸол ቀఙ
ோ

ቁ
пол

ቃ ,ݐ)ܥ (ݐ − ∫ (ݐ)ߪ 〈1 +௧
௧బ

                                                      + пܸол ቂఙ(ఛ)
ோ

ቃ
пол

〉 ௗ(ఛ,௧బ)
ௗா

݀߬ ,                                            (8)  
где ߪ - напряжения, ߝ - полные относительные деформации, ݐ , ߬, -время нача -ݐ
ла наблюдения, текущее время, время окончания наблюдения, ߝмгн  - частные 
мгновенные относительные деформации, ߝкр.пол  - частные относительные де-
формации кратковременной ползучести (быстро натекающей ползучести), 
 р.пол - частные относительные деформации режимно-накапливаемой ползучестиߝ
,ݐ)ܥ ,[2,4] мгнߝ ,)- мера ползучестиݐ  - модуль упругомгновенной деформации, 

мܸгн, ݉мгн, пܸол, ݉пол- эмпирические параметры нелинейности [2,9], значения па-
раметров деформирования по таблице из [2]. 
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Знак 
Нагружения 

Мгновенные деформации Деформации ползучести 
мܸгн ݉мгн пܸол ݉пол 

Сжатия 37,5/R 5,0 − 0,05ܴ 45,0/R 5,0 − 0,007ܴ 
растяжения 0,3 + 0,37ܴ 0,8 + 0,32ܴ 1,5 1,0 
ܴ-призменная прочность бетона на сжатие 

       Значения параметров деформирования при сжатии (при ݐ = 28, ݐ = ∞)для 
тяжелых бетонов): 

№ параметры Единицы измерения Класс бетона 
15 20 30 40 50 

1 ܴబ (∞) Мпа 15,6 20,1 28,6 36,7 44,5 
 мгн(∞) 10ିଷМПа 23,0 27,0 32,5 36,0 39,0ܧ 2
3 С(∞, 28) 10МПаି 128 102 74 59 50 
,∞)врлܧ 4 28) 10ିଷМПа 5,6 6,84 9,0 11,4 13,3 
5 ߮ = мгнܧ ∙ ,ݐ)ܥ  )  3,10 2,95 2,48 2,17 1,93ݐ
6 мܸгн  2,6 2,0 1,3 1,0 0,8 
7 ݉мгн  5,0 4,7 4,3 3,8 3,4 
8 пܸол  3,11 2,35 1,6 1,22 1,22 
9 ݉пол  4,0 
10 തܸ  2,9 2,2 1,51 1,34 1,08 
11 ഥ݉   4,22 4,12 3,95 3,80 3,65 

 

        Примечание: Параметры квазилинейного уравнения (5) തܸ  и ഥ݉  вычисляются из ус-
ловий равенства величин ߝ уравнений (5) и (8) для ߪ = ߪ и ܴߛ = ܴ (при ߛ = 0,7) [3,4] 
        Аналогично вычисляются параметры a и ܽ௧; ܾ и ܾ௧ для уравнений типа (4): 
А. при статическом нагружении: 

ܽ = (ଵାഥ)ோభష್

ாврл
;  ܽ௧ = (ଵାഥ)ோ

భష್

ாврл
      ;                                         (9) 

ܾ = 1 + ଵ
୪୬భ

ം
ln ଵାഥ

ଵାഥఊ ∶  ܾ௧ = 1 + ଵ
୪୬భ

ം
ln ଵାഥ

ଵାഥఊതതത
     ;                       (10) 

Б. при вибрационном нагружении: 
ܽдп = ଵାмгн

ாмгн
ܴвын

ଵିдп;  ܾдп = 1 + ଵ
୪୬ ఊ

ln ଵାмгн
ଵାмгнఊмгн,                          (11) 

где ܴвын  - предел выносливости 
        Величина потери при осевом одноцикловом нагружении-разгружении еди-
ницы объёма образца – площадь петли гистерезиса ∆ܹ определяется как раз-
ность между работой, затраченной на силовое деформирование образца (фигура 
013 рис.1): 

ሬܹሬሬ⃗ = ∫ ߝ݀ߪ = ∫ ቀఌ


ቁ
ଵ

ൗ
ߝ݀ = ఌ(భశభ

್ൗ )

൫ଵାଵ
ൗ ൯

భ
 ್ൗ

ఌ
డ

ఌ
డ                                        (12) 

и работы, произведенной на деформациях восстановления размеров образца при 
разгрузке (т.к. потенциал «отпорности»)1 – площадь фигуры 123: 

ܹ⃖ሬሬሬ = врлܧ ∫ ఌߝ݀ߝ
 =  ଶ/2,                                           (13)ߝврлܧ

т.е. ∆ܹ = ሬܹሬሬ⃗ − ܹ⃖ሬሬሬ  - площадь петли гистерезиса и коэффициент поглощения 
энергии (2): 

Ψ = 1 − ܹ⃖ሬሬሬ/ ሬܹሬሬ⃗   .                                                    (14) 
        Аналогичная энергетическая конструкция при неоднородном напряженно-
деформированном состоянии, например, изгибе требует предварительного по-
строения функции напряжений в бетоне ее поперечных сечений. 

                                                             
1 Связь между напряжением и деформациями при разгрузке, как отмечено выше, при-
нимается линейной. 
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       Функция нормальных напряжений в бетоне неповрежденных коррозией 
(или других внешних факторов) конструкций расписывается в виде [2,4]: 

,ݔ)ߪ (ݖ = (ݔ)срߪ ቀ௭
௫

ቁ
ఎ

  при ߟ = 1 − ெ(௫)
ெпр(௫) ,                                     (15) 

где ߪср – фибровые напряжения, ݔ - абсцисса сечения,  ܺ - высота жатой зоны 
сечения, ݖ- ордината, отсчитываемая от нулевой оси напряжений, (ݔ)ܯ - дейст-
вующий изгибающий момент, зависящий от статических и динамических на-
грузок, ܯпр(ݔ)- предельный для сечения изгибающий момент, для чего исполь-
зуются квазилинейные уравнения (6),   
уравнение кривизны бруса: 

1/ρ = M/D,                                               (16) 
гипотеза плоских сечений: 

1
ߩ

=
ߝ
ݖ

 ; ߝ   =
1
ߩ

; ݖ ߝ  =
ܯ
ܦ

 (17)                                     .ݖ

       Затем, приравнивая (6) и (16) 
ߪܽ =  ,ܦ/ݖܯ

находим [5]: 

(ݔ)срߪ =  ெ(௫)
пр(௫)

൨
ଵ

ൗ
ܴ                                  (18)    

и, следовательно, 

,ݔ)ߪ (ݖ = ቈ
(ݔ)ܯ

(ݔ)прܯ


ଵ
ൗ

ܴ ൬
2
ݔ

൰
ఎ(௫)

.                            (19) 

      Далее, в интересах упрощения алгоритмов вычисления величины потерь 
энергии, происходящих при изгибе и разгрузке железобетонного бруса (железо-
бетонной балки) целесообразно разделить его пролет на участки с неизменным 
знаком моментов и назначить неизменные в пределах каждого i-того участка 
момента ܯ = -установить на каждом участке высоту сжатой зоны ܺ, пре ݐݏ݊ܿ
дельный изгибающий момент ܯпр(ݔ)  и момент образования трещин трܯ  , а 
также значение параметра ߟ 
       Потери энергии при однократном нагружении - разгружении, сопровож-
дающие силовое деформирования железобетонной балки, определяются как 
сумма потерь на всех i-тых участках: 

Δܹ = ∑ Δ ܹ

ଵ  .                                              (20) 

        В растянутой зоне балки в результате появления трещин потери энергии 
непосредственно в бетоне могут уменьшаться, однако за счет трения в трещи-
нах появляются другие потери. Потери энергии на каждом участке равны сумме 
потерь в бетоне сжатой и в бетоне растянутой части сечения: 

Δ ܹ = ൫ ሬܹሬሬ⃗  − ܹ⃖ሬሬሬ൯ + ( ሬܹሬሬ⃗ ௧ − ܹ⃖ሬሬሬ௧)                              (21) 
при 

ሬܹሬሬ⃗  = ܾ݈ න ܴ ቆ
ܯ

прܯ
ቇ

ଵ
ൗ ܯ

ܦ

௫


ܼ ൬

ܼ
ܺ

൰
ெ

ݖ݀ =
ܾ݈ ∙ ܯ

(2 + ܦ(ߟ
ቆ

ܯ

прܯ
ቇ

ଵ
ൗ

ݔܴ
ଶ     (22) 

и аналогично 

ሬܹሬሬ⃗ ௧ =
ܾ݈ ∙ ܯ

(2 + ܦ(௧ߟ
ቆ

ܯ

௧прܯ
ቇ

ଵ
ൗ

ܴ௧(ℎ −  )ଶ,                  (23)ݔ

ܹ⃖ሬሬሬ =
ܾ݈ ∙ ܯ

ܦ3
ቆ

ܯ

прܯ
ቇ

ଵ
ൗ

ݔܴ
ଶ ,                                            (24) 
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ܹ⃖ሬሬሬ௧ =
ܾ݈ ∙ ܯ

ܦ3
ቆ

ܯ

௧прܯ
ቇ

ଵ
ൗ

ܴ௧(ℎ −  )ଶ,                         (25)ݔ

где ܾ - ширина бруса прямоугольного сечения, ݈- длина i-того участка. 
        Подстановка (22)-(25) в (21) дает: 

Δ ܹ = బ∙ெ


ቈܴ ൬ ெ
ெпр

൰
ଵ

ൗ
ቀ ଵ

ଶ௧ఎ
− ଵ

ଷ
ቁ ݔ

ଶ + ܴ௧ ൬ ெ
ெпр

൰
ଵ

ൗ
ቀ ଵ

ଶାఎ
− ଵ

ଷ
ቁ (ℎ −  )ଶ .      (26)ݔ

        При многократном знакопеременном нагружении общая величина потерь 
энергии оценивается по формуле: 

Δ ഥܹ = ݊ Δ ܹ ,                                                 (27) 
где n - число нагружения 
       Анализ полученных результатов подтверждает ожидаемые выводы. 
       В линейной постановке при ߟ = 1  будет Δ ܹ = 0 ; в полной нелинейной 
постановке при ߟ = 0  будет Δ ܹ = ଵ

ଷ
ഥܹ  (т.е. коэффициент поглощения станет 

равным θ = 1/3); уменьшение потерь энергии при знакопеременном нагружении 
может быть получено уменьшением уровня нагружения сечений конструкции 

൬ ெ
ெпр

൰, осуществляемом как изменением граничных условий или рационализа-

ции расположения нагрузок в пролете, так и с помощью увеличения несущей 
способности и жесткости пролетов. 
       Последнее можно проиллюстрировать сравнением расчетных потерь энер-
гии при знакопеременном нагружении двух балок, отличающихся друг от друга 
величинами ܯпр и D. Для упрощения указанного сравнения балки принимаются 
прямоугольного сечения, выполненных из одинакового материала, условно на-
деляемого одинаковой полной нелинейностью силового сопротивления при 
ܴ = ܴ௧ ; ଵܧ = ; ଶܧ ܾ = ܾ௧ = 2. 
        Балка 1 имеет ширину ܾ высоту ℎ, высоту сжатой зоны  h/2. Балка 2 имеет 
ширину ܾ высоту 2ℎ, высоту сжатой зоны ℎ; отсюда балка 1 имеет 

ଵпрܯ =
ܾℎଶ

4
ଵܦ       ,ܴ =

ܾℎଷ

12
 ,ܧ

балка 2: 
 −X − ଶܯ  = ܾℎଶܴ; ܦଶ = ଼బయ

ଵଶ
 (28)                                  ܧ

и, следовательно, 
ଶܯ  = ଶܦ ଵпр иܯ4 =  ଵ                                         (29)ܦ8

вычисление потерь Δ ଵܹ  и Δ ଶܹ по (26) дает 
Δ ܹଶ /Δ ܹଵ = 4.                                                 (30) 

       Результат (30) показывает, что в данном случае 2-ух кратное увеличение 
объема, следовательно, стоимости балки, снижает потери энергии за счет сило-
вого деформирования материала в 4 раза. 
        При современном соотношении цен на строительные конструкции и энер-
гию это приводит к очень быстрой компенсации дополнительной стоимости 
балки, а в дальнейшем за относительно короткий период времени окупает 
стоимость всего здания или сооружения. В целом это способствует снижению 
себестоимости продукции предприятия и энергосбережению в целом. 
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ON COMMUNICATION BETWEEN THE LEVEL OF FORCE LOADING AND 
POWER LOSSES UNDER DEFORMATION OF 

REINFORCED CONCRETE STRUCTURES 

V.M. BONDARENKO, B.A. YAGUPOV 
NIISF RAASN, Moscow, Russia 

       Taking into account anisotropy, nonlinearity, irreversibility, and non-equilibrium force 
resistance of reinforced concrete and kinematic features of its corrosion damages, the tech-
nique of an assessment of the hysteresis losses of energy under sign-variable loading is en-
tered. Quasilinear forms of the rheological equations of mechanical resistance of concrete, the 
standard communications of curvature of reinforced concrete elements with their rigidity and  
the bending moments, and also linearization of searching by means of N-moment square min-
imization of deviations along the height of the sections between exact and approximate values 
of temporary modules of the deformations and coefficients of preservation of force resistance 
of steel fittings damaged by corrosion are used. 
       KEYWORDS: reinforced concrete, irreversibility of deformation, power hysteresis, sign- 
variable loading, corrosion damages of steel fittings. 



Строительная механика инженерных конструкций и сооружений, 2016, № 3 

51 

Механика жидкости и гидротехнические сооружения 
УДК 532.543:627.4 
 

РАСЧЕТЫ РУСЛОВОЙ ДЕФОРМАЦИИ В ЗОНЕ  
ВЫКЛИНИВАНИЯ ПОДПОРА ТЮЯМУЮНСКОГО  

ВОДОХРАНИЛИЩА НА РЕКЕ АМУДАРЬЯ 
 

М. Т. САЙИДОВ, докторант, старший научный сотрудник. 
Х. А. ИСМАГИЛОВ, доктор технических наук, профессор, ведущий на-
учный сотрудник, 
Научно исследовательский институт ирригации и водных проблем при 
Ташкентском институте ирригации и мелиорации (НИИИВП при ТИ-
ИМ), Ташкент, Узбекистан 

Статья посвящена изучению русловых деформаций, происходящих в верхнем 
бьефе Тюямуюнского руслового водохранилища в нижнем течении реки Амударьи. При-
ведены и получены новые формулы для определения изменения мутности потока по 
длине русла на основании некоторых зависимостей. Приведены результаты по опреде-
лению изменения мутности потока по длине и объема наносов в зоне выклинивания 
подпора Тюямуюнского водохранилища, приводятся также выводы. 

КЛЮЧЕВЫЕ СЛОВА: русловая деформация, выклинивания подпора, заиление, 
размыв, занесения, мутность потока, подпорный режим потока, свободный режим пото-
ка. 

 

В настоящее время в некоторых руслах рек и расположенных на них ру-
словых водохранилищах наблюдается русловые деформации. Русловые дефор-
мации проявляются в виде изменения продольного и поперечных профилей, 
плановых перемещений и бифуркации русла в естественных водотоках (реки), и 
в искусственных (каналы, прорези и т. п.). Русловые деформации приводят к 
размыву берегов, заилению, негативно влияет на стабильную эксплуатацион-
ную деятельность гидротехнических сооружений, находящихся в русле реки. 

Разработкой методов расчета русловых деформаций для условий верхнего 
бьефа водохранилища занимались Тейлор, Орта, Г.И. Шамов, М.А. Мостков, 
С.Т. Алтунин, К.И. Россинский, И.А. Кузмин, А.В. Караушев, А.Н. Гостунский, 
И.А Бузунов, В.С Лапшенков, В.Н. Гончаров, В.А. Скрыльников, И.А. Муха-
медов и др. [4]. 

Расчеты русловых деформаций вышеуказанных авторов для условий 
верхнего бьефа водохранилища произведены в основном с использованием ба-
лансового метода. При составлении балансового уравнения наносов течение 
потока в водохранилище считалось ближе к ламинарному и не было необходи-
мости учета влияния вертикальной составляющей скорости на движения нано-
сов в потоке. 

В зоне выклинивания подпора течения потока в русле всегда турбулент-
ное и неучет влияние вертикальной составляющей скорости потока на движе-
нии наносов в уравнении баланса приводит к большим погрешностям. 

Нами при составлении балансового уравнения произведен учет верти-
кальной составляющей скорости потока, удерживающего нанос во взвешенном 
состоянии. Решение уравнения в отличие от существующих, произведено с уче-
том изменения морфологии русла, скорости потока и гидравлической крупно-
сти наносов по длине русла. 

Ранее полученные расчетные зависимости для изменения мутности потока 
по длине русла работали только для оценки заиления, то нами полученные рас-
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четные зависимости работают для оценки и заиления, транзитных наносов, и 
размыва русла. 

Для зоны выклинивания подпора в русле реки рассматривались два вариан-
та режима уравнения баланса наносов. 

В первом варианте течения потока при свободном режиме гидравлические 
параметры русла и патока на определенном участке считались постоянными и 
получен следующий вид зависимости. 

При свободном режиме течения определение изменения мутности потока 
вычисляется по формуле: 















 

H
xi

V
WSS ox exp .                                 (1) 

При расчете значения W, V, i и H по длине принимаются постоянными. 
Во втором варианте течения в русле потока (подпорном), гидравлические 

параметры русла и потока по длине считали изменяющимися, и получен сле-
дующий вид зависимости. 

Для составления уравнения баланса наносов выделяется участок русла 
длиной х  ограниченной двумя створами (рис. 1). 

 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 

Рис. 1. Схематические виды изменения мутности потока по длине русла водохранилища 

Расход наносов через начальный створ будет QS  ( Q -расход воды, м3/с, S - 
средняя объемная мутность), через конечный створ )( SSQ  , где S –
уменьшение мутности потока по длине х  за счет осаждения наносов. Обозна-
чим средний расход осаждающихся наносов на единицу площади дна на участ-
ке длиной х  через Sq . Тогда полный расход осаждающихся наносов на этом 
участке будет равен xBqs , где В  - средняя ширина русла реки на участке 
длиной х  [1]. 

Уравнение баланса наносов будет иметь следующий вид: 
xBqSSQQS s )( ,                                        (2) 

откуда                                                                                                      
xBqSQ s                                                   (3) 

или в дифференциальной форме: 
0 BdxqQdS s .                                           (4) 

Входящий в уравнения секундный расход осаждения наносов приближенно 
может быть принят равным 

SVWq вs )(  ,                                            (5) 
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где W- гидравлическая крупность наносов или скорость осаждения наносов в 
стоячей воде, она направлено сверху вниз, м/с (рис. 1). 

Вертикальную составляющую скорости потока можно установить по фор-
муле: 

iVVVc  sin ,                                            (6) 
где V - средняя скорость потока; α - угол отклонения движения; i - скоростной 
уклон.  

При равномерном движении потока скоростной уклон равен геометриче-
скому уклону. Подставляя равенства (5) и (6) в уравнение (4) получим: 

0)(  SBdxiVWQdS .                                     (7) 
Уравнение (7) является дифференциальным уравнением изменения мутно-

сти по длине водохранилища. Интегрирование уравнения (7) имеет некоторые 
особенности, зависящие от морфологического строения русла и гидравлическо-
го параметра потока. 

Для водохранилища особенностями является изменение морфологического 
строения русла и гидравлического параметра потока по длине. Эти изменения 
параметров по длине принимаются линейными и в соответствии с этим можно 
получить: 

1. Изменение средней глубины потока по длине: 
LxHHHH HKHX /)(   ,                                   (8)                                    

2. Изменение уклона водной поверхности по длине: 

L
xiiii KHHX )(  ,                                            (9) 

3. Расширение русла по длине: 

L
xBBBB HKHX )(  ,                                          (10) 

4. Сужение русла по длине: 

L
xBBBВ KHHX )(  .                                          (11) 

Гранулометрический состав взвешенных наносов Амударьи составляет 
0,08-0,01 мм и считается почти однородным. Для расчета принимают средние 
значения гидравлической крупности наносов. 

Для расчета принимается средневзвешенное значение гидравлической 
крупности наносов CРW . Изменение средневзвешенного значения гидравличе-
ской крупности наносов по длине принимается равным изменению средней 
скорости потока: 

Н

Х

CР

C Р

V
V

oW
xW
                          откуда             

H

XC Р
C Р V

VоWхW 
 .         (12) 

В зависимостях (7), (11) приняты следующие обозначения: 
HH ; HВ ; HV ; Hi – соответственно средняя глубина, уклон, ширина и скорость 

потока в начале участка; 
KH ; KВ ; KV ; Ki  – соответственно средняя глубина, уклон, ширина и скорость 

потока в конце участка;  L – общая длина участка;  
X – длина участка от начала до рассматриваемого створа.  

Подставляя (8), (12) в (7) и осуществляя некоторые преобразования полу-
чим: 

    
 
  dx

xHHLH
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Интегрирование уравнения (13) дает возможность получить формулу: 
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Из уравнения (14) можно получить: 
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где 0S ; xS – мутности потока соответственного в начале и на рассматриваемом 
участке; HH ; KH – глубина воды в начале и конце участка (м); L –длина рас-
сматриваемого участка (м); W –гидравлическая крупность наносов (м/с); V - 
скорость потока (м/с); Hi ; Ki –уклон водной поверхности в начале и конце уча-
стка. Для периода подпорного режима течения изменение мутности потока по 
длине определяется по полученной формуле (15). 
        Зависимость (15) в отличие от существующих позволяет установить кроме 
изменения мутности потока по длине и вид руслового процесса – заиления, 
транзит наносов и размыва. 
        Изучение русловых деформаций в р. Амударья производились на Тюяму-
юнском водохранилище, построенном в нижнем течении в 1982 году. Напор 
воды в водохранилище составляет Н = 20 м. Влияние напора распространяется 
на 180 км выше плотины, из них 100 км составляет озерная часть самого водо-
хранилища и 80 км составляет зона выклинивания подпора воды (русловая 
часть подпора). На 160 км выше плотины распложен гидроствор Дарган-Ата, 
который находится в зоне выклинивания подпора воды [3]. 

Рис. 2. Продольный профиль верхнего бьефа Тюямуюнского водохранилища 
 

       При создании водохранилищ на реках в верхнем бьефе выделяется две ха-
рактерные зоны (рис. 2): 

1. Зона выклинивания подпора водохранилища (русловая часть – от Ту-
проккала до Дарганата); 
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2. Зона собственно водохранилища (озерная часть – от Тупроккала до 
Створ плотины). 

В зоне выклинивания подпора, которая, как правило, бывает и зоной пере-
менного подпора, гидрологическая обстановка такая же, как в естественных ус-
ловиях, но течение проходит при условиях, повышения уровня по сравнению с 
условиями до создания водохранилищ. Количество наносов поступает в преж-
них размерах, однако условия его транспорта изменяются. 

В зоне выклинивания подпора могут, создаваться разные тенденции в раз-
витии деформации русла при подпорном режиме течения происходит осажде-
ние наносов, при низком уровне воды в водохранилище вместо отложения на-
носов может возникать размыв русла. В зоне непосредственно занятой водохра-
нилищами происходят русловые деформации в виде заиления (осаждения взве-
шенных наносов) и занесения (отложения донных наносов). 

По результатам многолетних исследований русловых деформаций в зоне 
выклинивания подпора водохранилища нами разработан метод расчета русло-
вых деформаций в зоне выклинивания подпора водохранилища, который можно 
использовать для оценки состояния русла в целях разработки мероприятий для 
безопасного пропуска поводковых вод по реке. Расчетом определяется измене-
ние мутности потока по длине, объемы, интенсивности заиления, размыва и 
транзита наносов. Расчет начинается с определения изменения мутности по 
длине. В зоне выклинивания подпора течения потока может, происходить в 
свободном и подпорном режиме. При полном заполнении чаши водохранилища 
до отметки нормального подпорного уровня течения потока происходит в под-
порном режиме. При низком уровне воды в водохранилище течение потока – 
происходит в свободном режиме. 

Расчет изменения мутности потока производится в два этапа. Первый этап 
– первичная обработка исходных данных и составление графических материа-
лов: для гидрографа расхода воды и мутности потока (рис. 3). 

 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 

Рис. 3. График зависимости расхода воды Q (м3/с) и мутности S (кг/м3) по гидроствору 
Дарган-Ата за 1991 год. 

 

При расчете принимается iW  . Значения уклона берется из таблицы (1) 
измеренных расходов воды по створу в случае отсутствия данных, уклон вод-
ной поверхности определяется по формуле [2]: 
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33,1

22

H
nVi  ,                                                (16) 

нiW  ,  HHH нк  ,   ,/ HHii нк   
H – дополнительный подпор. 

На втором этапе определяется изменение мутности потока по длине в зоне 
выклинивания подпора. 

Тенденция развития русловой деформации устанавливается следующим 
образом. При iVW / – отложение наносов, уменьшение мутности по 
длине русла;   iVW 21/   – транзит наносов, мутность потока по 
длине остается постоянным;  iVW 2,20,2/   - размыв дна русла и 
рост мутности по длине русла. 

Объем русловой деформации устанавливается по формулам. 
Объем отложений:           TSSQW xотл  0 .                                       (17) 
Объем размыва:            TSSQW xраз 0 ,                                      (18) 

где: Т – время, сек. 
Устанавливается интенсивность русловой деформации. 

Толщина заиления:     
BL

WH отл
t  .                                              (19) 

Глубина размыва:        
BL

W
Н раз

р  .                                          (20) 

Для расчета русловых деформаций нами были использованы гидрологиче-
ские данные гидропоста Дарганата за 1991 год. Гидропост расположена в зоне 
выклинивания подпора водохранилища. Максимальный расход 1991 года дохо-
дил до 4500 м3/с, мутность потока до 8 кг/м3. 

Выводы 
Результаты расчета представлены в таблице 1. Как показывают данные 

таблицы 1 в январе, феврале, марте и ноябре произошли отложения наносов в 
зоне выклинивания подпора водохранилища. За эти месяцы уровень воды в во-
дохранилище был наивысшим, ближе к нормальному подпертому уровню и те-
чение потока происходило в подпертом режиме. В мае и июне по одному дню 
прошли максимальные расходы 1991 года, и эти расходы произвели частичный 
размыв русла. В целом в этом году объем отложений составил 2,9 млн.м3, а объ-
ем размыва 0,5 млн.м3, т.е. объем отложения превышает объем размыва. В ре-
зультате отложения наносов в зоне выклинивания подпора произошёл подъем 
дна русла на 0,075 м в 1991 году. 

В заключении можно отметить, что по результатам выполненных нами ис-
следований составлен метод расчета русловых деформаций в зоне выклинива-
ния подпора водохранилища, позволяющий устанавливать объемы отложений; 
размыв и изменение отметки дна русла, что имеет большое значение при проек-
тировании и реконструкции защитных мероприятий. 
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ANALYSIS OF CHANNEL DEFORMATION IN THE ZONE OF CHECKOUT  
BUTTRESS OF THE TYUYAMUYUN WATER RESERVOIR  

AT THE AMUDARYA RIVER 

M.T. Sayidov, H.A. Ismagilov 
NIIIVP, Tashkent, Uzbekistan 

 

       The article is dedicated to study of channel deformation occurring in upper zone of the 
Tyuyamuyun water reservoir at lower current of the Amudarya river. New formulas for 
change the turbidities of the flow on length of the riverbed on basis of some dependency are 
derived and presented. The executed calculations on determination of the change to turbidities 
of the flow on length and volume alluvium in zone checkout buttress of the Tyuyamuyun wa-
ter reservoir are given, and the order of analysis is also shown. 
        Keywords: channel deformation, checkout buttress, sedimentation, wash-out, recording, 
turbidity of the flow, supporting regimen of the flow, free regimen of the flow.  
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Игоря Семеновича Румянцева 
       Исследуется влияние соотношения модулей упругости системы «гравитационная 
бетонная плотина - основание» на величину концентрации напряжений, возникающих в 
зоне контакта, и на смещения соседних секций с применением современного расчетно-
го программного комплекса, реализующего метод конечных элементов.  
        КЛЮЧЕВЫЕ СЛОВА: безопасность бетонных плотин, концентрация напряжений, 
осадки и горизонтальные перемещения бетонных гравитационных плотин, МКЭ.  
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Во всем мире все большее внимание уделяется проблеме обеспечения 
безопасности гидротехнических сооружений. Причем в комплексе вопросов, 
входящих в решение этой проблемы, особый акцент делается на рассмотрение 
проблемы безопасности с точки зрения возможных серьезных экологических 
последствий, которые могут сказаться не только на окружающей среде, но и, в 
конечном итоге, на здоровье людей. 

Разрушение напорного фронта для большинства гидроузлов, включая гид-
роузлы комплексного и ирригационного назначения, может катастрофическим 
образом отразиться на громадных территориях, в том числе связанных с сель-
ским хозяйством. Например, ниже створа Краснодарского гидроузла располага-
ется порядка 600 тыс. гектаров самых плодородных в стране земель; разруше-
ние Саяно-Шушенского гидроузла практически может уничтожить Минусин-
скую котловину. Таким образом, гидротехнические сооружения рассматрива-
ются в настоящее время как сооружения, непосредственно относящиеся к сфере 
природообустройства, с одной стороны, и как объект повышенной опасности, с 
другой стороны. Этой точки зрения придерживается и Мировой банк. В соот-
ветствии с рядом документов Мирового банка одним из разделов ТЭО (техни-
ко-экономическое обоснование) является раздел «Безопасность гидротехниче-
ских сооружений», что имело место и при недавнем рассмотрении банковского 
ТЭО Богучанского гидроузла на реке Ангаре. В нашей стране вопросам безо-
пасности гидротехнических сооружений уделяется большое внимание – приня-
ты законы «О безопасности гидротехнических сооружений», Федеральный за-
кон от 30 декабря 2009 г. N 384-ФЗ "Технический регламент о безопасности 
зданий и сооружений" и ряд других нормативно-правовых документов. 

Безопасность плотин зависит от многих факторов, среди которых одним из 
значимых, способных существенно повлиять на прочность и устойчивость, яв-
ляется напряженное состояние, для которого существуют критерии безопасно-
сти, определяемые современными нормативными документами. Таким критери-
ем для бетонных плотин является напряженное состояние в особых точках на 
верховой и низовой гранях на контакте плотины с основанием (рис. 1).  

 
Рис. 1. Основные параметры и расчетные характеристики исследованной гравитацион-
ной плотины и основания. W – гидростатическое давление; G – собственный вес; у – 
нормальные напряжения, полученные методом сопротивления материалов; у

* – нор-
мальные напряжения, полученные с использованием МКЭ (с учетом отношения 

Епл/Еосн); точка Б – расчетная точка на контакте «плотина-основание». 
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В точках А и Б возникает концентрация напряжений, вследствие чего рас-
четные напряжения могут превысить критерии безопасности; при этом величи-
на концентрации напряжений существенно зависит от соотношения модулей 
упругости плотины и основания. 

Анализу величин концентрации напряжений посвящен ряд работ [1, 2 и 
др.]. Часть этих работ была выполнена в 1938-1979 гг. Некоторые результаты 
указанных исследований были получены с применением ЭВМ первых поколе-
ний и на нелицензированном программном обеспечении; другая часть результа-
тов была получена при экспериментальных исследованиях на моделях с приме-
нением тензорезисторов, имеющих базу 10 мм. Полученные позднее результаты 
представлены в работе [2]. 

Учитывая важность получения достаточно точных оценок величин концен-
трации напряжений, существенно влияющих на безопасность плотин, представ-
лялось целесообразным выполнить расчеты с использованием современного 
лицензированного программного обеспечения, на основе которого можно было 
бы проанализировать результаты указанных исследований, проверить исполь-
зовавшийся диапазон соотношений модулей упругости системы «плотина-
основание» и разработать на основе проведенных исследований упрощенную 
инженерную методику расчета в достаточно широком диапазоне соотношений 
модулей упругости системы «плотина-основание», что позволило бы в практике 
проектирования и строительства в кратчайшие сроки получать экспертную 
оценку величин концентраций напряжений.  

Необходимость достаточно точной экспертной оценки возникает в целом 
ряде случаев, к которым, в частности, могли бы быть отнесены: 
 ошибки в изысканиях, приведшие к тому, что после вскрытия котлована под 
сооружение модуль упругости основания оказывается существенно ниже, чем 
был получен при изысканиях, что, например, имело место на Андижанской 
плотине [3], построенной, в основном, для целей ирригации; 
 промерзание и оттаивание котлована при разрыве во времени между устрой-
ством котлована и укладкой бетона на основание; пример – плотина Богучан-
ской ГЭС [4, 5]; 
 при разработке декларации безопасности, в том числе, если проект выпол-
нялся не по современным нормам, обязательно требуется оценка концентраций 
напряжений в краевых точках. 

Указанные обстоятельства, а также необходимость оперативной эксперт-
ной оценки, которая может возникнуть, например, в связи с опасностью нару-
шения прочности (неразрывности) уплотнений швов, вследствие неравномер-
ной осадки соседних секций при различных величинах модулях упругости ос-
нования под ними, делают возможным применение в этих и других случаях эм-
пирических и полуэмпирических формул [2, 7]. 

С учетом вышеизложенного, анализ данных с целью сравнения различных 
методов оценки величины концентрации напряжений, расширения диапазона 
проводившихся ранее исследований, а также уточнение упрощенного инженер-
ного метода расчета величин концентрации напряжений, является весьма акту-
альной задачей. Также, актуальной представляется возможность оперативной 
оценки неравномерности осадки секций сооружения, что может повлечь за со-
бой разрыв уплотнений (шпонок). 

Целью исследований является оценка влияния соотношения модулей упру-
гости плотины и основания на напряженно-деформированное состояние от-
дельных особых зон гравитационной плотины на скальном основании.  
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В качестве таких зон рассматривались (рис.1):  
 точка Б на низовой грани на контакте «плотина-основание», где имеют место 
максимальные сжимающее напряжения, которые могут привести к разрушению 
основания; 
 зона верховой грани в местах расположения шпонок (уплотнений), которые 
могут быть разрушены при значительной разнице осадок соседних секций, рас-
положенных на основаниях, отличающихся величинами модулей упругости 
(рис. 2). 

Исследования выполнялись методом конечных элементов с применением 
программного комплекса «ANSYS» [6]. Сетка МКЭ приведена на рис.3. 

Анализ литературных источников [1, 2 и др.] показал, что вопросу оценки 
величины концентрации напряжений K в зависимости от соотношения модулей 
упругости плотины и основания уделяется серьезное внимание; его величина 
может существенно влиять на безопасность плотины. В нормативно-
технических документах учет явления концентрации напряжений определяется 
как необходимость проводить расчет прочности методами теории упругости. 

 
Рис. 2. Схема секций гравитационной плотины, расположенных на разномодульном 
основании. 1 – секции плотины; 2 – деформационные швы; 3 – уплотнения; Eпл, Eосн1, 

Eосн2 – соответственно модули упругости плотины (бетон) и основания. 

 
Рис. 3. Сетка метода конечных элементов, использовавшаяся в расчетах 
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Поэтому, под коэффициентом концентрации напряжений K в точках А и Б 
(рис.1) предлагается понимать  

 К =  */   или  Кτ = τ */τ  , (1) 
где   и τ – нормальные и касательные напряжения, полученные методами со-
противления материалов для точек А и Б (без учета деформативности основа-
ния);  * и τ * – нормальные и касательные напряжения, полученные методами 
теории упругости (т.е. с учетом деформативности основания). 

Таким образом, при оперативной оценке состояния плотины, вычислив ве-
личины   или τ простейшими методами сопротивления материалов и опреде-
лив коэффициенты концентрации К  или Кτ  по приближенной (эмпирической) 
формуле можно определить величины  * и τ *. 

Результаты исследований: 
1. Сравнение величины коэффициентов концентрации для напряжений у 

на поверхности контакта плотины с основанием в нижнем бьефе при  0,35 ≤ 
Епл/Еосн  ≤ 40. 

Сравнение выполнялось с результатами модельных исследований [1], с ре-
зультатами расчетов по формуле д.т.н. Г.М. Каганова [2] и с рекомендациями 
СН 123-60 (последние широко использовались при проектировании ряда круп-
нейших плотин СССР)1. 

Рассматривая коэффициент концентрации К для напряжений у на контак-
те «плотина-основание» в нижнем бьефе (точка Б, рис. 1), имеем в соответствии 
с формулой (1) 

 К = у
*/у , (2) 

где у
* – нормальные напряжения, полученные по результатам расчетов МКЭ; 

у  – нормальные напряжения по результатам расчетов методами сопротивления 
материалов. 

Результаты исследований представлены на рис. 4, рис. 5 и в табл. 1. Следу-
ет отметить достаточную близость полученных результатов с результатами мо-
дельных исследований и по формуле Г.М. Каганова для граничных условий 1,0 
≤ Епл/Еосн ≤ 5,2 

 К = 1,6 + 0,8∙lg∙ Епл/Еосн, (3) 
Расхождение с последней показывает 0,5…12,5%; расхождение с результа-

тами модельных исследований составляет 0,5…13,5%; значительное расхожде-
ние имеет место при использовании рекомендаций СН 123-60 для Епл/Еосн = 0,5; 
1,0 и 2,0 соответственно 36%; 44% и 40%. При Епл/Еосн = 0,35 имеет место рас-
хождение результатов авторов с результатами МИСИ-МГСУ и полученными по 
формуле Г.М. Каганова до 30% (табл.1). Представляется, что для данной зоны 
Епл/Еосн коэффициент концентрации напряжений К следует определять по гра-
фику, представленному на рис. 4, полученному по результатам проведенных 
исследований, или в дальнейшем уточнить формулу Г.М. Каганова для диапа-
зона 0,35 ≤ Епл/Еосн ≤ 5,2. 

                                                
1  Документ  СН 123-60 — Нормы и технические условия проектирования бетон-

ных гравитационных плотин на скальных основаниях были впоследствии заменен на 
СНиП II-54-77 — Плотины бетонные и железобетонные, на замену которому были при-
няты СНиП 2.06.06-85 — Плотины бетонные и железобетонные. 

В настоящее время действует СП 40.13330.2012 Плотины бетонные и железобе-
тонные. Актуализированная редакция СНиП 2.06.06-85 

В электроэнергетике действует стандарт СТО 70238424.27.140.002-2010 "Гидро-
технические сооружения ГЭС и ГАЭС. Условия создания. Нормы и требования" 
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Рис. 4. Величина коэффициента концентрации для напряжений у на контакте плотина-
основание в нижнем бьефе при 0,35 ≤ Епл/Еосн ≤5,2. 1 – по результатам исследований; 2 – 

по формуле Г.М. Каганова [2]; 3- модельные исследования МИСИ-МГСУ [1];  
4 – СН 123-60. 

 
Рис. 5. Напряжения у

* = К ∙  в зависимости от соотношений Епл/Еосн, 1 – по ре-
зультатам исследований; 2 – по формуле Г.М. Каганова [2]. 3- модельные исследования 

МИСИ-МГСУ [1]; 4 – СН 123-60. 

Таблица 1. Сравнение коэффициентов концентрации напряжений для у на кон-
такте «плотина-основание» в нижнем бьефе (точка Б). 

Епл/Еосн 

По результатам исследований 

у
(1 

Авторов Г.М. Каганова [2] МИСИ-МГСУ [1] 

Для диапазона 0,35 ≤ Епл/Еосн ≤5,2 

K K Расхождение  ΔK % K Расхождение 
ΔK % 

0,35 

1,68 

0,86 1,24 30,6 1,22 29,5 
1 1,40 1,60 12,5 1,62 13,5 
2 1,83 1,84 0,5 1,85 0,5 
3 2,07 1,98 4,3 2,04 1,45 
4 2,21 2,08 5,9 2,15 2,7 
5 2,32 2,20 5,17 2,25 3,0 
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Для расширенного диапазона 0,35 ≤ Епл/Еосн ≤ 40 
0,35 

1,68 

0,86 1,24 30,6 29,5 
10 2,61 2,40 8,0 – 
15 2,74 2,54 7,3 – 
20 2,83 2,64 6,7 – 
40 3,00 2,88 4,0 – 
Примечание: 1 – величина у в точке Б (рис. 1), полученная методом сопротивления 

материалов 
2. Сравнение величины коэффициентов концентрации для напряженийу 

на контакте системы «плотина-основание» в нижнем бьефе (точка Б, рис.1) 
при расширении диапазона соотношения их модулей упругости Епл/Еосн до 40 

В задачу этой части исследований входила проверка возможности исполь-
зования для оперативных экспертных оценок величины К  по формуле Кагано-
ва Г.М. (3) при расширенном диапазоне соотношения Епл/Еосн до 40 (формула 
была получена ранее для 0,35 ≤ Епл/Еосн ≤ 5,2). Результаты исследований также 
представлены на риc.6, рис.7 и в табл. 1.  

 
Рис. 6. Величина коэффициента концентрации для напряжений у на контакте пло-

тина-основание в нижнем бьефе при расширенном диапазоне соотношений модулей 
упругости Епл/Еосн до 40. 

 
Рис. 7. Напряжения у

* = К ∙   в зависимости от соотношений Епл/Еосн 
1 – по результатам исследований; 2 – по формуле Г.М. Каганова [2]. 

Проведенные расчетные исследования позволяют отметить достаточно 
близкое совпадение результатов расчетов с расчетами, выполненными при су-
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щественно расширенном диапазоне Епл/Еосн по указанной формуле, которая 
справедлива в диапазоне 1,0≤ Епл/Еосн ≤40 (расхождения составляют 0,5-12,5%). 

3. Оценка влияния соотношения модулей упругости системы «плотина-
основание» на возможные осадки и перемещения соседних секций плотины, 
расположенных на основаниях, модули упругости которых различны. 

Случаи такого рода расположения секций возможны (рис. 2) При этом ве-
личина осадок и перемещений каждой секции могут различаться, что может 
привести непосредственно к разрушению самих уплотнений (выполняемых из 
металла, полимеров и т.п.) на верховой грани или к разрушению бетона на кон-
такте «уплотнение-бетон». Различие модулей упругости под соседними секция-
ми может быть связано с геологическими особенностями створа, с недостатка-
ми изысканий (когда при вскрытии котлована модуль упругости основания в 
отдельных местах оказывается значительно меньше, чем предполагалось ранее); 
эти вопросы приобретают особую остроту при возможном разрыве во времени, 
имевшем место при возведении соседних секций. Последнее имело, например, 
место при строительстве плотины Андижанского гидроузла, предназначенного 
в основном для ирригации, что потребовало проведения специальных исследо-
ваний для проверки прочности уплотнений при значительных различиях осадок 
секций относительно друг друга [3]. Аналогичные проблемы возникают и на 
зарубежных гидроузлах [8]. 

В рамках решения этой задачи требуется определить величины осадок Uy и 
перемещений Ux плотины при различных соотношениях модулей упругости 
плотины и основания (Епл/Еосн). Такие расчеты были выполнены в настоящей 
работе для расширенного диапазона соотношений  0,35 ≤ Епл/Еосн ≤40.  

Были выполнены расчеты абсолютных значений величин Uy и Ux гребня 
плотины, а по ним определены величины относительных значений вертикаль-
ных осадок Uy/hпл и относительных горизонтальных перемещений Uх/hпл, (смот-
ри рис.8, рис.9). Для секций плотин иной высоты (hпл*), чем была принята в 
расчетах, профиль которых геометрически подобен исследованному, величина 
абсолютных величин осадок Uy* и перемещений Ux* может для экспертных 
оценок приниматься по формулам: 

 Uy* = (Uy/hпл)∙ hпл*; Ux* = (Ux/hпл)∙ hпл* (4) 
где Uy/hпл и Ux/hпл принимаются по графикам рис.8 и рис.9 

Задавая полученные величины деформаций, представляется возможным 
оценить прочность уплотнений и характер их возможного разрушения на ук-
рупненных фрагментах секций, как это описано в [6]. 

 
Рис. 8. Величина относительных вертикальных осадок гребня плотины (точка 1) в 

зависимости от Епл/Еосн. 
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Рис. 9. Величина относительных горизонтальных перемещений гребня плотины 

(точка 1) в зависимости от Епл/Еосн. 

Выводы: 
На основании анализа литературных источников и результатов проведен-

ных расчетов можно сделать следующие выводы:  
1. Актуальной является задача определения коэффициентов концентрации 

напряжений на контакте «плотина-основание» (зависящих от соотношений их 
модулей упругости)  для осуществления оперативной экспертной оценки на-
пряженно-деформированного состояния плотины в опасных точках, что, в ряде 
случаев, оказывается необходимым в практике гидротехнического строительст-
ва; актуальной признана также необходимость выполнения поверочных расче-
тов величин коэффициентов концентрации напряжений с использованием со-
временных программных комплексов и сравнения их с результатами СН 123-60 
(использовавшихся ранее при проектировании ряда плотин в советское время, а 
также ныне действующего СП 40.13330.2012 «Плотины бетонные и железобе-
тонные. Актуализированная редакция СНиП 2.06.06-85»), с результатами более 
поздних модельных исследований, а также расчетов выполненных по формуле 
(3). 

2. Проведенные исследования для 1,0 ≤ Епл/Еосн ≤ 5,2 показали достаточную 
близость полученных величин коэффициентов концентрации К  для напряже-
ний у на контакте «плотина-основание» в нижнем бьефе с результатами мо-
дельных исследований МИСИ-МГСУ (расхождения составляют 0,5%...13,5%) и 
с формулой Г.М. Каганова (расхождения составляют 0,5%...12,5%)  

3. Выполненные для расширенного диапазона соотношения модулей упру-
гости системы «плотина-основание» 1,0 ≤ Епл/Еосн ≤40 расчетные исследования 
также показали достаточную близость полученных коэффициентов концентра-
ций К для напряжений у на контакте «плотина-основание» в нижнем бьефе с 
формулой Г.М. Каганова (расхождение составляет 0,5%...12,5%), которая может 
быть рекомендована для оперативных экспертных оценок в указанном диапазо-
не. 

4. Выполненные исследования позволяют отметить значительные расхож-
дения величин К  (порядка 30%) при Епл/Еосн = 0,35 с результатами модельных 
исследований и расчетами по формуле (3); в этом диапазоне можно пользовать-
ся соответствующим графиком, представленным в настоящей работе. Сущест-
венные различия (до 30-40%) имеют место при сравнении результатов прове-
денных исследований с данными, полученными по методике СН 123-60. 
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5. Сформулированы предложения и в результате их реализации получены 
зависимости, которые позволяют приближенно оценивать разницу осадок и 
смещений соседних секций, возведенных на основаниях с различными дефор-
мативными свойствами в диапазоне 0,2 ≤ Епл/Еосн ≤ 40, что позволяет оператив-
но экспертно оценивать опасность разрушения уплотнений между секциями. 

6. В дальнейшем следует выполнить расчетные исследования, на основании 
результатов которых будут получены коэффициенты концентрации для нор-
мальных, касательных и главных напряжений на контакте низовой и верховой 
граней с основанием при различных заложениях верховой и низовой граней. 
При этом следует дополнить состав нагрузок и воздействий, в том числе фильт-
рационным и взвешивающим давлением.  
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THE EFFECT OF THE RATIO OF THE ELASTIC MODULES OF THE "GRAVITY 
CONCRETE DAM - FOUNDATION" SYSTEM UPON STRESS CONCENTRATION 

IN THE CONTACT ZONE, AND DISPLACEMENTS OF ADJACENT DAM 
SECTIONS 

 

Volkov V.I., Golyshev A.I., Uchevatkin A.A., Dmitriev D.S. 
 

        The effect of the ratio of the elastic module of the "gravity concrete dam - foundation" 
upon stress concentrations occurring in the contact zone, and displacement on adjacent sec-
tions are considered by means of modern CAD FEM software package. 
         Keywords: safety of concrete dams, stress concentration, vertical and horizontal dis-
placement of dam, FEM. 
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Для обоснования применения внешнего армирования композитными материалами 
при усилении железобетонных конструкций гидротехнических сооружений проведен 
комплекс исследований. В том числе разработана методика расчета прочности желе-
зобетонных конструкций гидросооружений, усиленных внешним армированием на ос-
нове композитных материалов, при действии поперечных сил. В целях эксперименталь-
ного обоснования разработанной методики расчета были проведены исследования 
прочности моделей железобетонных конструкций ГТС, усиленных посредством внеш-
него армирования на основе углеродных лент и углеродных композитных ламелей, при 
действии поперечных сил (совместно с изгибающими моментами). 

КЛЮЧЕВЫЕ СЛОВА: гидротехнические сооружения; железобетонные конструк-
ции; ремонт; усиление; реконструкция; внешнее армирование; композитные материалы; 
углеродное волокно; методика расчета прочности; поперечные силы; изгибающие мо-
менты.; экспериментальные исследования.  

 
В настоящее время проводятся комплексные исследования для обосно-

вания применения композитных материалов при ремонте, усилении, рекон-
струкции железобетонных конструкций гидротехнических сооружений [1].  

В том числе разработана методика расчета прочности железобетон-
ных конструкций ГТС, усиленных посредством внешнего армирования 
на основе композитных материалов, при действии поперечных сил. 
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При разработке вышеуказанной методики были учтены характерные осо-
бенности железобетонных конструкций ГТС. Массивные железобетонные кон-
струкции ГТС характеризуются значительными габаритами (более 1 м); приме-
нением бетонов и арматуры невысоких классов; невысокими процентами арми-
рования (менее 1%); особым характером трещинообразования (в том числе, на-
личием магистральных трещин); наличием межблочных строительных швов; 
воздействием водной среды, включая противодавление воды в раскрывшихся 
трещинах и межблочных швах. 

Также были учтены положения отечественных нормативно-методических до-
кументов по проектированию железобетонных конструкций гидросооружений [2, 
3, 4, 5, 6], отечественный и зарубежный опыт исследований прочности железобе-
тонных конструкций, усиленных композитными материалами [1, 7, 8, 9, 10]. 

В соответствии с разработанной методикой условие прочности при дейст-
вии поперечных сил имеет вид: 

 fwbbincsswsswswscnic QQARARQ   sin,        (1) 
где Q – поперечная сила, действующая в наклонном сечении, т.е. равнодейст-
вующая всех поперечных сил от внешней нагрузки, расположенных по одну 
сторону от рассматриваемого сечения; 

 sin,incsswsswsws ARAR   

 – суммы поперечных усилий, воспринимаемых соответственно хомутами и 
отогнутыми стержнями, пересекающими наклонное сечение. Расчетная схема 
изображена на рис. 1. 

Поперечное усилие, воспринимаемое бетоном сжатой зоны в наклонном 
сечении, определяется по формуле: 

 tg032 bhRQ btjb  ,   (2) 
где φ2 = 0,5 + 2;  φ3 = 1,0  - для элементов с высотой сечения h < 0,6 м; 0,83 - для 
элементов с высотой сечения h >= 0,6 м; γj  - коэффициент, учитывающий влия-
ние строительных швов в зоне действия поперечных сил, принимаемый по таб-
лице 1. 

Таблица 1. Значение коэффициента γj 
lj/hj 0,45 и меньше От 0,46 до 0,64 0,65 и выше 
γj 1.0 1-[(lj/hj)-0.45] 0.80 

 

Обозначения, принятые в табл. 1: lj  - расстояние между сечением по шву и 
нормальным сечением, проходящим через конец наклонного сечения в сжатой 
зоне; hj  - высота сечения по шву. 

Прочность бетона при растяжении Rbt в сечении, совпадающем с контакт-
ным строительным швом, принимается с коэффициентом равным 0,5 (то есть 
снижается в 2 раза).  

С учетом вышесказанного зависимость (2) для поперечного усилия ш
bQ , 

воспринимаемого бетоном в зоне поперечного строительного шва, приобретает 
вид:  

 tg5,0 032 bhRQ btj
ш
b  .   (3) 

Относительная высота сжатой зоны сечения   определяется по формулам: 
для изгибаемых элементов: 

ξ = μRs/Rb,;                                                 (4) 
для внецентренно сжатых во всех случаях и внецентренно растянутых эле-

ментов с большим эксцентриситетом: 
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ξ = μRs/Rb,± N/(bh0Rb).                                      (5)                                  

 
Рис. 1. Схема усилий при расчете железобетонных элементов с внешним армированием 

из полимерных композитов по наклонному сечению на действие поперечных сил 
 

Для внецентренно растянутых элементов с малым эксцентриситетом сле-
дует принимать Qb = 0. Угол между наклонным сечением и продольной осью 
элемента определяется по формуле: 
 

tgβ = 2/[1 + M/(Qh0)].                                          (6) 

 
Рис. 2. Конструкция, схемы армирования и схемы испытаний железобетонных балок- 

моделей из бетона В15 (а) и В25 (б) на действие поперечной силы  
(совместно с изгибающим моментом) 

Значение tgβ принимается не более 1,5 и не менее 0,5; Qfw  – поперечное 
усилие, воспринимаемое внешним армированием, определяется по формуле: 

fushfffw AQ  , ,    (7) 
где ψf  - коэффициент, зависящий от схемы наклейки хомутов;  Af,sh - расчетная 
площадь хомутов внешнего армирования, определяется по формуле:  

sin2, wfshf sntA  ; 
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σfu – расчетное напряжение во внешнем армировании, определяемое по форму-
ле: ffefu E  ; Ef – модуль упругости внешнего армирования; εfe – расчет-
ные деформации внешнего армирования, принимаются равными 0,0035. 

В целях экспериментального обоснования положений разработанной мето-
дики были проведены исследования прочности моделей железобетонных кон-
струкций ГТС, усиленных посредством внешнего армирования на основе угле-
родных лент и углеродных композитных ламелей, при действии поперечных 
сил (совместно с изгибающими моментами). 

 
Рис. 3. Схемы оклейки железобетонных балок-моделей углеродными лентами (а) и 

углеродными композитными ламелями (б) на действие поперечной силы (совместно с 
изгибащим моментом) 

 

Для проведения экспериментальных испытаний на действие поперечной 
силы (совместно с изгибающим моментом) были изготовлены железобетонные 
модели в форме балок с линейными размерами 1000×300×150мм (рис. 2). 

Для испытаний изготавливались две серии железобетонных моделей из бе-
тонов классов В15 и В25 с осадкой конуса 12-16 см и различного армирования 
из арматуры класса А500С. 

Рабочее армирование выполнялось из арматуры класса А500С в количестве 
2 диаметра 10 мм + 2 диаметра 12мм (одна серия моделей из бетона класса В15) 
и 3 диаметра 12 мм (другая серия моделей из бетона класса В25). У торцов и в 
центре пролета устанавливались поперечные хомуты диаметром 6 мм (рис. 2). 

Каждая серия включала 3 группы моделей, состоящих из пары моделей-
близнецов. Одна группа моделей-близнецов изготавливалась без усиления, дру-
гая группа моделей-близнецов усиливалась углеродными лентами, третья груп-
па моделей-близнецов усиливалась углеродными композитными ламелями, что 
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позволило осуществить сопоставление результатов испытаний балок-моделей 
без усиления и балок-моделей с различными вариантами усиления. 

При выполнении усиления железобетонных балок-моделей применялись 
углеродные ленты типа FibArmTape 230/300 (шириной 150 мм в два слоя), а 
также углеродные ламели типа FibArmLamel 12/50 (шириной 50 мм, толщиной 
1,2 мм) (рис.3).При проведении экспериментальных исследований определялось 
повышение несущей способности моделей, усиленных углеродными лентами и 
углеродными композитными ламелями, по сравнению с контрольными железо-
бетонными моделями без усиления СВА. 

В ходе экспериментальных исследований балок-моделей на действие попе-
речной силы (совместно с изгибающим моментом) были получены следующие 
основные результаты. 

Разрушение балок-моделей из бетона В15 с армированием 0,94%, выполнен-
ных без усиления, было зафиксировано при нагрузках 133,7…149,2 кН. 

Разрушение балок-моделей из бетона В15 с армированием 0,94%, усилен-
ных углеродными лентами, было зафиксировано при нагрузках 207,7…276,9 
кН, что соответствует эффективности усиления по сравнению с обычными мо-
делями (без усиления) равной, в среднем, 1,85 раза. 

Разрушение балок-моделей из бетона В15 с армированием 0,94%, усилен-
ных углеродными композитными ламелями, было зафиксировано при нагрузке 
266,0 кН, что соответствует эффективности усиления по сравнению с обыч-
ными моделями (без усиления) равной, в среднем, 1,98 раза. 

Разрушение балок-моделей из бетона В25 с армированием 0,85%, выполнен-
ных без усиления, было зафиксировано при нагрузках 135,3…165,0 кН. 

Таблица 2 

Балки 

Разрушающая нагрузка 
Фактическая (экс-
периментальная), 

кН 

Расчетная при фактиче-
ских прочностных харак-

теристиках, кН 
Серия БП-15   

Неусиленные БП-15-3 
БП-15-4 

133,7 
149,2 

123,8 
140,8 

Усиленные углеродной лентой  
БП-15-1 
БП-15-2 

207,7 
276,9 

238,7 
256,4 

Усиленные углеродной ламелью  
БП-15-5 
БП-15-6 

266,0 
266,0 

250,9 
255,8 

Серия БП-25   
Неусиленные БП-25-5 

БП-25-6 
165,0 
135,3 

155,7 
135,3 

Усиленные углеродной лентой  
БП-25-1 
БП-25-2 

305,9 
342,0 

275,6 
275,8 

Усиленные углеродной ламелью  
БП-25-3 
БП-25-4 

270,0 
317,9 

245,5 
274,1 

Разрушение балок-моделей из бетона В25 с армированием 0,85%, усилен-
ных углеродными лентами, было зафиксировано при нагрузках 305,9…342,0 
кН, что соответствует эффективности усиления по сравнению с обычными мо-
делями (без усиления) равной, в среднем, 2,15 раза. 
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Разрушение балок-моделей из бетона В25 с армированием 0,85%, усилен-
ных углеродными композитными ламелями, было зафиксировано при нагрузках 
270,0…317,9 кН, что соответствует эффективности усиления по сравнению с 
обычными моделями (без усиления) равной, в среднем, 2,18 раза. 

В табл. 2 представлено сопоставление результатов расчетов на основе раз-
работанной методики с экспериментальными данными. Таким образом, разра-
ботанная методика расчета прочности железобетонных конструкций гидросо-
оружений, усиленных внешним армированием на основе композитных мате-
риалов, при действии поперечных сил обоснована экспериментально.  
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DEVELOPMENT OF THE METHOD OF CALCULATION OF THE STRENGTH OF 
REINFORCED CONCRETE STRUCTURES OF THE HYDRAULIC ERECTIONS 

STRENGTHENED BY MEANS OF EXTERNAL REINFORCING ON THE BASIS OF 
COMPOSITE MATERIALS UNDER ACTION OF SHEAR FORCES 

 

O.D. Rubin, S.E. Lisichkin, A.V. Aleksandrov, O.A. Simakov 
 

        To justify the use of the external reinforcement with the composite materials in the 
strengthening of reinforced ferroconcrete structures of hydraulic erections, a complex research 
was carried out. The method of calculation of strength of ferroconcrete structures of hydraulic 
erections, reinforced by external reinforcement by composite materials under the action of 
cross forces was developed. In order to justify the experimental design procedure the strength 
of reinforced concrete structures of hydraulic structures models, reinforced by an external 
reinforcement based on carbon tape and carbon composite slats, under the action of shear 
forces (with bending moments) was studied. 
       Keywords: hydraulic erections, reinforced concrete structure, strengthening, 
reconstruction, external reinforcement, composite materials, carbon composite slats, strength 
analysis, experimental research, shear force.   
 
 
 

Численные методы расчета конструкций 
 

РАСЧЕТ КОНСТРУКЦИЙ В ФОРМЕ ПОЛОГИХ СЕТЧАТЫХ ГИПАРОВ 
С УЧЕТОМ ГЕОМЕТРИЧЕСКОЙ НЕЛИНЕЙНОСТИ  

 
С.И. ТРУШИН, д-р техн. наук, профессор* 
Е.В. СЫСОЕВА, канд. техн. наук**  
Ф.И. ПЕТРЕНКО, аспирант* 
 
*Национальный исследовательский Московский государственный 
 строительный университет,  
129337, г. Москва, Ярославское шоссе, д. 26;    trushin2006@yandex.ru,  
** Московский государственный академический художественный  
институт имени В.И. Сурикова при Российской академии художеств, 
 109004, г. Москва, Товарищеский переулок, д. 30;     sev4279@yandex.ru 
 

Предложена методика расчета гибких сетчатых оболочек в форме 
гиперболического параболоида (гипара) при различных граничных условиях. 
Использованы соотношения теории оболочек с учетом геометрической нелинейности 
и деформаций поперечного сдвига. Рассматривается класс конструкций с достаточно 
густой сеткой ребер, при этом исходная дискретная модель сводится к некоторой 
континуальной модели с приведенными жесткостными характеристиками. Для 
решения нелинейной задачи используется метод продолжения решения по параметру, 
краевая задача решается вариационно-разностным методом. Приведен пример 
расчета гибкого пологого сетчатого гипара.       
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КЛЮЧЕВЫЕ СЛОВА: сетчатая оболочка, гиперболический параболоид, геометриче-
ская нелинейность, метод продолжения решения по параметру, вариационно-разностный 
метод. 

 

Пространственные решетчатые покрытия в виде сетчатых оболочек обладают, 
как известно, рядом существенных достоинств, к числу которых, в первую очередь, 
можно отнести возможность унификации узлов и стержней, что позволяет автома-
тизировать процесс их изготовления. Кроме того, конструкции данного типа отли-
чает простота транспортировки стержневых элементов, возможность перекрывать 
большие пролеты, что связано с особенностями работы оболочечных конструкций, 
незначительная строительная высота покрытия, функциональная гибкость и архи-
тектурная выразительность. Ряд вопросов, связанных с постановкой задач, разра-
боткой методики и алгоритмов решения, а также результаты расчетов оболочек, в  
том числе сетчатых, представлены в работах [1-9].  

Рассмотрим некоторое семейство ребер, и обозначим  через σ и τ  нормальные 
и касательные  напряжения в них. Представим сетчатую оболочку в виде гладкой 
однослойной оболочки, отнесенной к декартовым координатам х, у, z. Для построе-
ния физических соотношений в приведенной гладкой оболочке вырежем из нее 
элемент со сторонами ds1 и ds2 (рис.1).  

Из условия равновесия прямоугольного  элемента со сторонами ds1 и ds2  полу-
чим следующие соотношения между напряжениями x~ , y~ , … , yz~  в приведен-
ной оболочке и напряжениями σ и τ в ребрах: 




 2cos~
ax ; 


 2sin~

ay ; 


 cossin~
axy ;   




 cos~
axz ;   ,sin~ 




ayz                                        (1) 

где a – расстояние между ребрами; 
δ – толщина ребер; α – угол между 
осью x  и осью ребра (рис. 1). 

Если оболочка содержит n се-
мейств ребер, то соотношения (1) 
преобразуются к виду: 
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Рис. 1. К построению физических соотношений 

сетчатой оболочки 
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где n – число семейств ребер aj – расстояние между ребрами j-го семейства; δj - 
толщина ребер j-го  семейства; αj- угол между осью x  и осью ребра j-го семейства 
ребер. 

Для определения физических соотношений  сетчатой оболочки используется 
метод множителей Лагранжа. Дополнительные условия статической эквивалентно-
сти исходной сетчатой структуры и сплошной оболочки вводятся с помощью мно-
жителей Лагранжа ex, ey, … , eyz, представляющими собой деформации. 

Удельная потенциальная энергия деформации слоя ребер единичной высоты 
определяется по формуле: 
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Расширенная функция удельной потенциальной энергии, минимизируемая  по 
методу множителей Лагранжа с учетом выражений (2), записывается в виде: 

 

, sincos

cossinsin

cos
2
1,

11

11

2

2

1

22

1








































































































 



















jj
n

j j

j
yzyzjj

n

j j

j
xzxz

jjj
n

j j

j
xyxyj

n

j
j

j

j
yy

jj
n

j j

j
xx

j

jj

j

jjn

j j
jj

a
e

a
e

a
e

a
e

a
e

Ga
W

         (3) 

где xe , ye ,…, yze - деформации условной сплошной среды (множители Лагран-
жа); x , y ,…, yz  - напряжения условной сплошной среды. 

Из условий экстремума функции (3), получим: 
);cossinsincos( 22

jjxyjyjxjj eeeE 

).sincos( jyzjxzjj eeG   

Подставляя полученные выражения для j  и j  в формулы (2), будем иметь  
(знак « ˜ » опускается): 

yxx eAeA 1211  ; yxy eAeA 2221  ; xyxy eA33 ; xzxz eA44 ; yzyz eA55 . (4) 
Соотношения (4) соответствуют некоторому ортотропному материалу у кото-

рого нагружение вдоль осей ортотропии x и y не вызывает сдвиговых деформаций в 
плоскости xOy, а касательные напряжения не вызывают удлинений в направлениях 
осей x и y. Жесткостные параметры, входящие в (4), определяются по формулам: 
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где Ej, Gj – модуль упругости и модуль сдвига ребра j–го семейства. 
После интегрирования по толщине с учетом (5) усилия в оболочке запишутся в 

виде: 
yxx eBeBN 1211  ; yxy eBeBN 2221   ; xyxy eBN 33 ;                  (6) 

yxx DDM  1211 ; yxy DDM  2221 ; xyxy DM  33 ;  xzxz eSQ 1 ; yzyz eSQ 2 ,                
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где hj – высота ребра j-го семейства.  
Исходные геометрические соотношения, связывающие деформации и переме-

щения принимаются в виде: 
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где u и v – тангенциальные составляющие перемещения; w – нормальная состав-
ляющая; θ1

 и θ2 – углы поворота поперечных сечений оболочки в плоскостях x0z и 
y0z; k1, k2, k12 – кривизны в направлении координатных осей и кривизна кручения 
срединной поверхности оболочки. Соотношения (8) построены с учетом деформа-
ций поперечного сдвига, что позволяет, в отличие от модели Кирхгофа-Лява, рас-
считывать оболочечные конструкции из материала с низкой сдвиговой жесткостью. 

Формулы (6) - (8) используются  при построении функционала полной потен-
циальной энергии теории сетчатых оболочек, который имеет вид: 

 


deQeQMMMeNeNeN yzyzxzxzxyxyyyxxxyxyyyxx )(
2
1

 

, 0)(  


dmmwqvquq yyxxzyx  

где qx, qy, … , my – компоненты внешней нагрузки по направлениям соответствую-
щих обобщенных перемещений. 

Краевая задача теории оболочек решается вариационно-разностным методом в 
сочетании с методом продолжения решения по параметру. Для решения нелиней-
ной задачи используются следующие численные методики: 

1)  процедура продолжения решения по длине дуги кривой равновесных со-
стояний в форме Крисфилда и Рикса [6-9]; 
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2) процедура пошагового нагружения с уточнением решения на каждом шаге 
по нагрузке по методу Ньютона-Рафсона [6-9].  

Рассмотрим задачи расчёта сетчатых оболочек в форме пологого гипара на 
прямоугольном плане с квадратной сеткой. Основные геометрические характери-
стики оболочек (рис. 2): размеры в плане l1= l2=6 м; шаг рёбер 1-го и 2-го семейства 
а = 0,2 м; площадь поперечного сечения рёбер S = 3·10-4 м2; углы наклона рёбер 1-го 
семейства к оси х составляют α1 = 0°, углы наклона рёбер 2-го семейства к оси х со-
ставляют α2 = 90°. Кривизны оболочки 021  kk ,   03,0/12  abFk  м-1. Мо-

дуль упругости материала E=2,1·1011 Па. 
Приняты следующие виды гранич-

ных условий и способы нагружения обо-
лочки: 

1. Свободное опирание по контуру: 
при х = 0, l1 и у= 0; l2 нормальное пере-
мещение w = 0. Шаг по нагрузке состав-
ляет Δq = 500 Па. Общее количество ша-
гов по нагрузке m = 3. 

 2. Шарнирно-неподвижное закреп-
ление по контуру: при х=0;l1 перемеще-
ния u = v = θ y = w = 0; при y = 0;l2 пере-

мещения u = v = θх  = w  = 0. Шаг по нагрузке составляет Δq = 100 Па. Общее коли-
чество шагов по нагрузке m = 50. 

3. Жёсткое закрепление по контуру: при х = 0; l1 и y = 0; l2  перемещения u = v 
= θх = θy = w = 0. Шаг по нагрузке составляет Δq = 100 Па. Общее количество шагов 
по нагрузке m = 50. 

График зависимости нормальных перемещений w в центре оболочки от уровня 
нагружения, определяемого номером шага m, для случая шарнирно-неподвижного 
закрепления по контуру показан на рис. 3.  

 

 
 
 
 
 
 
 
 
 
 

 
 

Рис. 3. График зависимости w-m 
при шарнирно-неподвижном закреплении оболочки по контуру 

Расчет показывает, что при свободном опирании оболочки по контуру зависи-
мость между нормальными перемещениями w в центре оболочки и уровнем нагру-
жения носит линейный характер, а нормальные и сдвигающие усилия в элементах 
сетчатой оболочки практически отсутствуют. В качестве основных компонентов 

 
Рис. 2. Пологий сетчатый гипар с квадратной 

сеткой 
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напряженного состояния выступают изгибающие моменты и поперечные силы в 
стержневых элементах, составляющих сетку оболочки.  

При шарнирно-неподвижном закреплении оболочки по контуру помимо изги-
бающих моментов и поперечных сил в работу вступают нормальные усилия. Их 
роль в общей картине напряженного состояния увеличивается по мере нагружения 
оболочки. 

Изополя нормальных перемещений w в оболочке при m=50 показаны на рис. 4. 
 

 

 

 

 

 

 

 

 

 
 

Рис. 4. Изополя нормальных перемещений w при шарнирно-неподвижном закреплении  
оболочки по контуру 

 

При жестком закреплении в оболочке имеют место усилия как моментного ти-
па – изгибающие моменты и поперечные силы, так и мембранного типа – нормаль-
ные и сдвигающие усилия. В данном случае жесткость оболочки, как и следовало 
ожидать, в целом больше, чем при шарнирно-неподвижном закреплении ее по кон-
туру.  

Представленная выше методика и результаты расчета сетчатых оболочек в 
геометрически нелинейной постановке как приведенных гладких пространствен-
ных систем сравнивались  с решениями, полученными с помощью программных 
комплексов Лира и Nastran при аппроксимации сетчатой оболочки стержневыми 
пространственными элементами. Достаточно хорошая согласованность решений 
подтверждает достоверность полученных результатов. Следует отметить, что пред-
лагаемая методика и разработанное программное обеспечение, функционирующее 
в среде Fortran PowerStation, позволяют эффективно, с малыми затратами машин-
ного времени и с достаточной степенью точности оценить напряженно-
деформированное состояние и устойчивость нелинейно деформируемых сетчатых 
оболочек.   
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ANALYSIS OF STRUCTURES IN THE FORM OF A SHALLOW RETICULATED 

HYPERBOLIC PARABOLOID WITH ACCOUNT OF 
GEOMETRICAL NONLINEARITY 

S.I. TRUSHIN*, E.V. SYSOEVA**, F.I. PETRENKO* 
* Moscow State University of Civil Engineering (National Research University), Moscow; 

** Moscow State Academic Art Institute Named after V.I. Surikov, Russian Academy of Arts,  
 

Numerical procedures for nonlinear analysis of flexible reticulated shells in the form of 
hyperbolic paraboloid are proposed. Geometrical relationships with account of large displacements 
and shear deformations are used. The discrete model of shell is reduced to continual model with 
effective rigidities. The finite difference energy method and continuation method are used for 
analysis of shallow reticulated shells in the form of hyperbolic paraboloid with different types of 
boundary conditions.  

KEYWORDS: reticulated shell, hyperbolic paraboloid, geometric nonlinearity, continuation 
method, finite difference energy method. 
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