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1 Research article / Научная статья  

Orthotropic Hyperelastic Model of Concrete Deformation 
Under Combined Multiaxial Loading 

Andrey V. Benin1 , Artem S. Semenov2

1 Emperor Alexander I St. Petersburg State Transport University, Saint Petersburg, Russian Federation 
2 Peter the Great St. Petersburg Polytechnic University, Saint Petersburg, Russian Federation 
 semenov.artem@googlemail.com 
Received: April 22, 2026 
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Abstract. A mathematical model is proposed to describe nonlinear deformation of concrete under uniaxial and multiaxial loading. 
The material model takes into account the difference in the material's resistance to tension and compression. Accounting for 
orthotropy reflects the directional nature of concrete microcracking. The model accounts for the nonlinearity, multiaxiality, and 
anisotropy of concrete deformation using a locally orthotropic hyperelastic material model with orthotropic axes coinciding with 
the principal stress directions. The orthotropic material model takes into account all seven possible joint invariants of the strain 
tensor and anisotropy tensors. The case of a piecewise quadratic approximation of the elastic potential is studied in detail. Due to 
the existence of the potential, this model has improved convergence in the numerical solution of nonlinear boundary value 
problems. A comparison of the results of the proposed locally orthotropic hyperelastic deformation model with experimental data 
and calculation results using N.I. Karpenko’s orthotropic model demonstrated good prediction accuracy under uniaxial (difference 
from experiments less than 1%) and multiaxial (difference from experiments less than 15%) loading. 

Keywords: concrete, modeling, orthotropic hyperelastic material, tension-compression anisotropy, non-linear concrete behavior 
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Ортотропная гиперупругая модель деформирования бетона  
при сложном многоосном нагружении 
А.В. Бенин1 , А.С. Семенов2  

1 Петербургский государственный университет путей сообщения Императора Александра I, Санкт-Петербург, Российская Федерация 
2 Санкт-Петербургский политехнический университет Петра Великого, Санкт-Петербург, Российская Федерация 
 semenov.artem@googlemail.com 

Поступила в редакцию: 22 апреля 2026 г. 
Доработана: 20 мая 2026 г. 
Принята к публикации: 1 июня 2026 г. 
 
Аннотация. Предложена математическая модель для описания нелинейного деформирования бетона при одноосном и 
многоосном нагружении с учетом разносопротивляемости материала при растяжении/сжатии. Учет ортотропии отражает 
направленный характер микрорастрескивания бетона. Модель учитывает нелинейность, многоосность и анизотропию 
деформирования бетона на основе использования модели локально-ортотропного гиперупругого материала с осями орто-
тропии, совпадающими с направлениями главных напряжений. В ортотропной модели материала учитываются все семь 
возможных совместных инвариантов тензора деформации и тензоров анизотропии. Для удобства идентификации деталь-
но исследован случай кусочно-квадратичной аппроксимации упругого потенциала. Рассматриваемая модель в силу суще-
ствования потенциала обладает улучшенной сходимостью при численном решении нелинейных краевых задач. Сравнение 
результатов предложенной локально-ортотропной гиперупругой модели деформирования с данными экспериментов и 
результатами расчета по ортотропной модели Н.И. Карпенко продемонстрировали хорошую точность прогнозов при од-
ноосном (отличие от экспериментов менее 1 %) и многоосном нагружении (отличие от экспериментов менее 15 %). 

Ключевые слова: бетон, моделирование, ортотропный гиперупругий материал, разносопротивляемость при растяжении/ 
сжатии, нелинейное поведение бетона 
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1. Introduction 

The main causes of nonlinear behavior of concrete are microcracking under tension and failure 
(microcracking and crushing) under compression, as well as concrete creep. The need to take nonlinear 
properties of concrete into account [1] arises when solving various problems related to the evaluation 
of strength of reinforced concrete structures. Therefore, in 2003, instead of SNiP 2.03.01-841 building 
code introduced in the USSR, new design standards for concrete and reinforced concrete structures — 
SNiP 52-01-20032— were approved and put into effect. For the first time in the Russian Federation, these 
standards declare the analysis based on a nonlinear deformation model using stress-strain diagrams for 
concrete and reinforcement as the primary analysis method. This approach, based taking nonlinear 
deformation into account, was preserved in the updated version of SP 63.13330.20183, accepted in 2019. 

 
1 SNiP 2.03.01-84. Concrete and Reinforced Concrete Structures. State Committee for Construction (Gosstroy) of USSR. 

Moscow: Central Institute of Standard Designs of Gosstroy of USSR; 1985. 
2 SNiP 52-01-2003. Concrete and Reinforced Concrete Structures. Basic Provisions. Moscow: Concrete and Reinforced 

Concrete Research Institute of State Committee for Construction (Gosstroy) of Russia; 2004. 
3 SP 63.13330.2018. Concrete and Reinforced Concrete Structures. Basic Provisions. Moscow: Ministry of Construction, 

Housing and Utilities (Minstroy) of the Russian Federation, 2018; Available from: https://www.minstroyrf.gov.ru/upload/iblock/ 
d40/SP-63.pdf (accessed: 25.12.2025). 
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When describing the behavior of concrete in triaxial stress state, nonlinearity can be taken into account 
either in terms of nonlinear elasticity theory [1; 2–9] or plasticity theory [1; 9–25], as well as using material 
models that account for damage [9; 26–50]. Detailed reviews of models of elastic and inelastic deformation 
of concrete are presented in [1; 51]. 

A number of critical elements in reinforced concrete structures (near-support zones of box-section 
members of bridge superstructures, anchorage zones of prestressed reinforcement in bridge superstructure 
beams, joints between columns and slabs and beams, diaphragms of bridge superstructures, pylons of cable-
stayed bridges, etc.) are subjected to multiaxial stress. The development of a three-dimensional, nonlinear, 
anisotropic model of concrete deformation remains an unresolved problem. Existing models of nonlinear 
deformation of concrete [10–13; 19; 31; 40; 52, etc.] are generally limited to the consideration of isotropic 
material. Orthotropy, which reflects the nature of microcracking in concrete, is taken into account, for 
example, in the model proposed by N.I. Karpenko [3]. A shortcoming of this model is the absence of elastic 
potential. In this study, the nonlinearity, multiaxiality, and anisotropy of concrete deformation are taken into 
account by using a model of locally orthotropic hyperelastic material with orthotropy axes coinciding with 
the directions of the principal stress axes. Due to the presence of potential, the model under consideration 
offers a number of advantages in the numerical solution of boundary value problems, such as symmetry of 
stiffness matrices and improved convergence of iterative procedures for finding nonlinear solutions. It 
should be noted that the hyperelastic model also possesses the property of thermodynamic consistency. 

Under uniaxial tension, the initiation and propagation of cracks during microcracking occur in the 
plane orthogonal to the direction of the applied stress. In a combined multiaxial stress state, the initiation 
and propagation of cracks during microcracking occur predominantly in the plane orthogonal to the 
direction of the maximum principal tensile stress. When there are two (or three) positive principal stresses, 
cracks form in two (or three) mutually orthogonal planes, the orientation of which is determined by the 
principal planes of the stress tensor [1]. The formation of a system of identically oriented microcracks leads 
to a change in the mechanical properties of concrete. Its stiffness in certain directions decreases. It can no 
longer be considered an isotropic body, and an appropriate approximation of its anisotropy is, in general, an 
orthotropic material. 

Local orthotropy is attained as the load increases due to a non-uniform stress state resulting from the 
directed, depending on the orientation of the principal stress planes, development of internal microcracks. In 
accordance with the principle of symmetry formulated by P. Curie — “the symmetries of the causes are to 
be found in the effects” [53] — the constitutive equations of the material must account for the elements of 
symmetry in the microstructure of concrete. Orthotropy has been taken into account using an elastic 
material model in [2; 4; 6–8, etc.], and when using plasticity and damage models in [41; 47–49, etc.], but it 
should be noted that elastic potential was not introduced in any of the cited works. 

The second factor contributing to the accuracy of the nonlinear solution, along with the consideration 
of anisotropy, is the choice of a function that approximates the uniaxial experimental curves under 
compression and tension. Various empirically motivated analytical approximations of stress-strain diagrams 
of concrete have been proposed in [54–63, etc.]. A detailed review of research in this area is presented in 
[51; 60; 62]. Examples of such relationships for describing stress-strain curves for short-term uniaxial 
compression σ (ε )xx xx include: 

  Eurocode recommendation (EN 1992-1-14) 

2
ε ε
ˆ ˆε εσ

εσ̂ 1 ( 2)
ε̂

xx xx

c cxx

xxc

c

k

k

 
  
 

 
, (1) 

 
4 EN 1992-1-1:2004: Eurocode 2. Design of concrete structures — Part 1–1: General rules and rules for buildings. 2004. 225 p. 
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where σො௖ ൌ ܴ௕ ൌ ௖݂௠ is the peak stress (strength) of concrete in compression; εො௖ is the strain corresponding 
to the peak stress σො௖; ݇ ൌ /௖௠εොܧ1.05 ௖݂௠; ܧ௖௠ is the initial (secant) modulus of elasticity of concrete, 
determined at the stress level of 0.4 ௖݂௠. 

  N.I. Karpenko’s approximation [1] 

   
2

0
0 1 1

σε
σ σˆ ˆ 1 ω 1 ω
ˆ ˆσ σ

xx
xx

xx xx
c c c

c c

E v v v


            

, (2) 

where 0
cE is the initial modulus of elasticity of concrete in compression; 0 0ˆ ˆˆ ˆ/ σ / (ε )c c c c c cv E E E   is the 

value of the rate of change coefficient of the secant modulus / σ / (ε )o o
c c c xx xx cv E E E   at the top of the 

diagram; for the ascending branch 0 1v  , 1 ˆω 2 2.5 cv  , and for the descending branch — 0 ˆ2.05 cv v , 

1 ˆω 1.95 0.138cv  . 

In expression (2), the plus sign corresponds to the ascending branch of the stress-strain diagram of 
concrete, and the minus sign corresponds to the descending branch. 

  Exponential-power approximation of G.V. Murashkin [60] 

εσ ε xx

xx

cb
xx A e , (3) 

where coefficients A, b, c are determined from conditions 0

ε 0

σ
ε

xx

xx
с

xx

E






, 

ˆε ε

σ 0
ε

xx c

xx

xx 





, ˆ

ˆσ σ
xx c

xx c 
 . 

  A.V. Benin’s approximation [59] 
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ε ε ε2 3 2 , ε ε
ˆ ˆ ˆε ε εσ

σ̂ σ σ σ , ε εˆσ̂ σ̂ ε ε
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c c cxx
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xx

c c xx c

k k k

d E

    
        
     

    

, (4) 

where 0 0ˆ ˆ ˆ ˆ/ ε / σ 1 /c c c c c ck E E E v   , resσ is the residual strength, crc ˆσ 0.7σc  and crcε  are the stress and 
strain at the beginning of crack formation. 

Along with uniform analytical relationships for the entire diagram or a portion of it (1)–(4), etc., 
piecewise-linear approximations have become widely used in numerical analysis. The simplest variants 
are bilinear and trilinear approximations. With a large number of data points, multilinear approximations 
provide highly accurate description of the analytical relationship or experimental data (which are typically 
obtained in tabular form). A piecewise-linear approximation of the stress-strain diagram allows a 
mathematical representation 

 1
1

σ ε (ε ε ) (ε ε )
N

xx i xx xx i xx i
i

A H H


    , (5) 

where   0, 0;1( ) sign( ) 1
1, 0.2

x
H x x

x


    

 is the Heaviside function; Ai are the constants determined based 

on the slopes of stress-strain diagrams for tension and/or compression. 
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The aim of this study is to develop a general orthotropic hyperelastic model of nonlinear deformation 
of concrete under uniaxial and multiaxial loading, with the ability to simplify the identification of material 
parameters based on piecewise-linear approximations of the stress-strain diagram. 

2. Methods 

2.1. Constitutive Equations of Orthotropic Hyperelastic Model 

The development of a general three-dimensional nonlinear anisotropic model of concrete deformation 
under combined multiaxial loading has not yet been fully resolved. Existing models of inelastic concrete 
deformation are limited to the case of isotropic material. Orthotropy, which reflects the nature of directional 
microcracking in concrete, is taken into account in the model by N.I. Karpenko [1–3]. One of the 
shortcomings of this model is the absence of elastic potential. This study attempts to account for the 
nonlinearity, multiaxiality, and anisotropy of concrete deformation by using a model of locally orthotropic 
hyperelastic material with orthotropic axes coinciding with the directions of the principal stresses. 

In general case, when analyzing the combined multiaxial stress state of reinforced concrete structural 
members, it is necessary to use the general three-dimensional form of the constitutive equations, which 
represents the relationship between the six components of the stress tensor and the six components of the 
strain tensor, which becomes nonlinear at high stress levels. One of the rational material models for 
describing physically nonlinear deformation of concrete is the orthotropic hyperelastic material. 
Hyperelasticity implies the possibility of introducing scalar potential  (free energy, Helmholtz 
thermodynamic potential) for the strain tensor, which allows the stress tensor to be defined as its derivative 

ψ(ε )
σ

ε
ij

ij
ij





,  

or in the form of direct tensor calculus used hereinafter 

ψ( )



εσ

ε
. (6) 

Introduction of a convex potential ensures the existence, uniqueness of the solution, and the possibility 
of using efficient finite-element methods to solve (elliptic) boundary value problems. 

For isotropic material, the potential can be considered as a function of the invariants of the strain 
tensor. For linearly elastic material, the potential is a quadratic function of the first and second invariants. 

The symmetry group of orthotropic material includes reflections with respect to three orthogonal 
planes, characterized by the normals to the microcrack growth planes 1 2 3, ,n n n . For cracked concrete, 
these directions correspond to the directions of the principal stresses and may vary depending on the 
combined non-proportional loading program. It is assumed that elastic potential ψ for an orthotropic 
material is a function of the invariants of the strain tensor and the second-rank tensors characterizing the 
anisotropic properties of the material [64]: 

1 1 1 Μ n n ; (7a) 

2 2 2 Μ n n ; (7b) 

3 3 3 Μ n n , (7c) 

where symbol  represents dyadic (tensor) product of vectors. 
When solving specific problems, it is sufficient to consider only two anisotropy tensors 1M  and 2M , 

since the following relationship holds: 1 2 3  Μ Μ Μ 1 , where  is a unit tensor. Given this, 7 invariants 
can generally be the arguments of the elastic potential: 
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1J tr   ε 1 ε ,                 2
2J tr  ε ε ε ,      εdet3 I ; (8) 

 4 1 1J tr    M ε M ε ,    2 2
5 1 1J tr   M ε M ε ; (9) 

 6 3 3J tr    M ε M ε ,    2 2
7 3 3J tr    M ε M ε .  (10) 

In the orthotropic hyperelastic material model, the definition of the elastic potential 

1 3 1 2 3 4 5 6 7ψ ψ( , , ) ψ( , , , , , , )J J I J J J J ε M M  (11) 

fully determines the form of the constitutive equations and the elastic moduli tensors. 
In the case of small strains, the simplest representation of elastic potential ψ is the quadratic form of 

the components of the strain tensor: 

2 2 2
1 2 1 4 2 6 3 5 4 7 5 1 4 6 1 6 7 4 6

1 1 1ψ λ μ α α 2α 2α α α α
2 2 2

J J J J J J J J J J J J         , (12) 

where λ and μ are the Lamé parameters; 1 7α ,...,α  are the material constants. Isotropic material corresponds 
to the case when 1 2 3 4 5 6 7α α α α α α α 0       . 

Elastic potential (12) is a generalization of the variant proposed in [65], which takes into account 
invariants 5J  and 7J . 

To take into account the physical nonlinearity of concrete behavior, it is proposed to generalize (12) by 
introducing nonlinear functions of the invariants: 

             2
1 2 1 4 2 6 3 5 4 7 5 1 4 6 1 6 7 4 6

1ψ λ μ
2

J J a J a J a J a J a J J a J J a J J         , (13) 

where 1 7,...,a a  are twice differentiable piecewise-continuous functions. 
The constitutive equation, which expresses the relationship between stresses and strains, is obtained 

by substituting (13) into (6): 

   
     

1

1 1 2 3

3 1 1 4 3 3

5 1 1 4 6 1 3 6 7 4 3 6 1

λ 2μ

.

J

a a

a a

a J J a J J a J J

  
   

         

       

σ 1 ε
M M

M ε ε M M ε ε M

M 1 M 1 M M  (14)

 

Differentiating this expression yields a quasi-linear relationship between the stress rates and strain 
rates: 

4
1 3( , , )  σ C ε M M ε , (15) 

where the tensor of tangent elastic moduli of rank 4 

2
4

2

ψ( ) 
 
 
σ εC
ε ε

 (16) 

can be expressed as: 
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   
       
     
   
   

4

1 1 1 2 3 3

3 1 1 4 3 3

3 1 1 1 1 4 3 3 3 3

5 1 1 6 3 3 7 1 3 3 1

5 1 1 4 1 1 4

6 1 3 6 1 3 6

λ 2μ
a a

a a

a a

a a a

a J J J J

a J J J J

   
     

     

                 

              

    

     

C 1 1 1 1
M M M M
M 1 1 M M 1 1 M

M ε ε M M ε ε M M ε ε M M ε ε M

M 1 1 M M 1 1 M M M M M

M 1 M 1

M 1 M 1



   

   7 4 3 6 1 4 3 6 1 .a J J J J   M M M M  (17)

 

The symbols for direct and cross dyadic (tensor) products are used here: 

  ij klijkl
A B A B ,       1

2 ik jl il jkijkl
A B A B A B . (18) 

In the case of piecewise-linear approximation of stress-strain diagrams (5), constia   for i = 1,2; 

constja  for j = 3, 4,…,7 and, as a consequence, 3 4 5 6 7 0a a a a a        , which leads to substantial 

simplification of expression (17): 

   
     

4

1 1 1 2 3 3

3 1 1 4 3 3

5 1 1 6 3 3 7 1 3 3 1

λ 2μ

.

a a

a a

a a a

   
     

     

             

C 1 1 1 1
M M M M
M 1 1 M M 1 1 M

M 1 1 M M 1 1 M M M M M



   

 (19)

 

In this case, the tensor of tangent moduli will be piecewise-constant. As follows from (19), the nine 
independent components of the tangent tensor of elastic moduli 4 C  are associated with (along intrinsic 
anisotropy axes 1 2 3, ,n n n ) the elastic potential constants introduced in (12) by the relations 

1111 1 3 5 2222 1212 3

1122 5 2233 6 2323 4

1133 5 6 7 3333 2 4 6 3131 3 4

λ 2μ 2 2 ; λ 2μ; μ / 2;
λ ; λ ; μ / 2;
λ ; λ 2μ 2 2 ; μ ( ) / 2.

С a a a С С a

С a С a С a

С a a a С a a a С a a

           
       
                    (20)

 

The elastic potential constants can be expressed in terms of the components of the tangent tensor of 
the elastic moduli as the solution to the linear system of algebraic equations (20): 

 

 
 

 

1212 2323 3131

2222 1212 2323 3131

1 1111 2222 1122 1212

2 3333 2222 2233 2323

3 3131 2323

4 3131 1212

5 1122 2222 1212 2323 3131

6 2233 2222 1212

μ ;
λ 2 ;

2 4 ;
2 4 ;

2 ;

2 ;

2 ;

2

С С С

С С С С

a С С С С

a С С С С

a С С

a С С

a С С С С С

a С С С

  

   

   
    

  

  

     

     
 

2323 3131

7 1133 1122 2233 2222 1212 2323 3131

;

2 .

С С

a С С С С С С С

 

         (21)
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Taking (20) into account, expression (15) can be written in matrix form: 

1 3 5 5 5 6 7

5 611

5 6 7 6 2 4 622

333

12
4

23

31
3 4

λ 2μ 2 2 λ λ 0 0 0
λ λ 2μ λ 0 0 0σ
λ λ λ 2μ 2 2 0 0 0σ

σ 0 0 0 μ 0 0
2σ

σ 0 0 0 0 μ 0
2σ

0 0 0 0 0 μ
2

a a a a a a a

a a

a a a a a a a

a

a

a a

              
       

                
         
      
  
     


 








11

22

33

12

23

31

ε
ε
ε
2ε
2ε
2ε

 
 
 
   
 
 
 
 
  









. (22) 

The structure of the matrix in (22) allows to clarify the physical significance of the introduced material 
constants. Constants 1a  and 2a  characterize the influence of microcracking processes on the relationship 
between normal stresses (acting along 1n  and 3n ) and coaxial longitudinal strains. Constants 3a  and 4a  
characterize the influence of microcracking processes on the relationship between shear stresses (acting in 
planes with normals 1n and 3n ) and the corresponding shear strains. Constants 5 6,a a   and 7a  characterize 
the influence of microcracking processes on the relationship between the normal stresses and transverse 
strains. 

The reciprocal form of constitutive equations (22), which allows the strain rates to be expressed in 
terms of the stress rates, is as follows: 

1312

1 2 3

2321

11 111 2 3

22 2231 32

33 331 2 3

12 12

1223 23

31 31

23

31

1 0 0 0

1 0 0 0
ε σ
ε σ1 0 0 0
ε σ
2ε σ10 0 0 0 0

μ2ε σ
12ε σ0 0 0 0 0

μ
10 0 0 0 0

μ

vv

E E E

vv

E E E

v v

E E E

   
 
 
                                 
 
 
 
  

 
 
 
 
 
 







 
 
 
 

, (23) 

where the introduced coefficients in the tangent compliance matrix (23) (which represent the tangent 
Young's moduli 1 2 3, ,E E E  in the three directions along orthotropy axes 1 2 3, ,n n n , three Poisson’s ratios 

12 23 31, ,v v v  and three shear moduli 12 23 31μ , μ , μ ) are expressed in terms of the elastic potential coefficients 
using the relations obtained by inverting the upper-left  3×3  block of the matrix of elastic moduli from (22): 

      
      
     

     

1 2 4 6 6

3 1 3 5 5

2 1 2 4 6 2 3 5 3 4 6

4 5 5 5 6 7 6 6 7 7

/ 2 λ 2μ 4μ 4μ λ μ ;

/ 2 λ 2μ 4μ 4μ λ μ ;

/ 2 2 λ 2μ 2 2 λ 2μ 2 2 2 λ 2μ

2 2 λ 2μ 4μ 2 2 4μ 2

E D a a a a

E D a a a a

E D a a a a a a a a a a

a a a a a a a a a a

            
            
                       

                       72λ 4μλ λ μ ;a   
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      
      

   
      
      

  

2
2 4 5 5 6 6 7 6

21
2 4 6 6

5 6 5 6 7
13

1 3 5 5

2
1 3 6 6 5 5 7 5

32
2 4

2 λ 2μ λ 2λμ
;

2 λ 2μ 4μ 4μ λ μ

2μ λ μ 2μλ
;

2 λ 2μ 4μ 4μ λ μ

2 λ 2μ λ 2λμ
2 λ 2μ

a a a a a a a a
v

a a a a

a a a a a
v

a a a a

a a a a a a a a
v

a a a

              


        

         


        

              


        6 6

;
4μ 4μλ λ μa  

 

12 3

23 4

31 3 4

μ μ / 2;
μ μ / 2;
μ μ / 2 / 2;

a

a

a a

 
 
   

 

           
           
   

1 2 1 4 1 6 6 1 2 3 2 5 5

2 3 4 3 6 6 33 4 5 5 4

5 5 6 7 5 6 7 6 6 7

λ 2μ 2 λ 2μ 4μ 4 μ λ μ 2 λ 2μ 4μ

4 μ λ 2μ 4 λ 2μ 2 4μ 8 μ λ μ 2 4μ 8 μ λ μ

4 μ 2μ 2 4 μ 2μ 4 μ λ

D a a a a a a a a a a a a a

a a a a a a a a a a a

a a a a a a a a a a

                        

                      

                      2 2
6 7 λ 2μ 4μ 3λ 2μ .a a       (24)

 

In this respect, the symmetry conditions for the compliance matrix (23) are assumed to be satisfied: 

23 32 31 1312 21

2 1 3 2 1 3

, ,v v v vv v

E E E E E E
   . (25) 

2.2. Identification of Material Parameters and Functions 

In general case, to determine the 9 material parameters 1 7λ,μ, ,...,a a  that appear in the elastic potential 
expression (13), it is necessary to conduct 6 experiments for hard or soft loading: 3 for uniaxial tension/ 
compression along 3 different axes of orthotropy and 3 for shear in different orthogonal planes. Such 
methods for determining material parameters in full-scale or computational experiments are typical for 
composites and materials with technologically induced orthotropy and are unlikely to be applicable to 
concrete and similar brittle materials. At the same time, it is necessary to take into account the specific 
nature of the difference in resistance under tension and compression (sensitivity to the type of stress state). 

The simplest case of parameter identification, where tension and compression curves are only 
available for uniaxial loading, along with data on transverse strain, is considered further. 

For uniaxial tension along the x-axis, the principal stresses are determined as follows: 1σ σ 0xx  , 

2 3σ σ σ σ 0yy zz    . Normal 1n  to the plane with the maximum principal stresses is oriented along 
the x-axis. It is clear that under uniaxial tension, the transverse strains will be negative and equal to each 
other: ε ε (ε )εyy zz t xx xxv   . Function (ε )t xxv  is assumed to be known based on experimental data. 
The expressions for the invariants for the case of tension are the following: 

1 ε 2εxx zzJ   ,   2 2
2 ε 2εxx zzJ   ,   2

3 ε εxx zzI  ,  4 ε xxJ  ,  2
5 εxxJ    6 ε zzJ  ,  2

7 ε zzJ  . (26) 

Considering the assumptions made, the system of nontrivial equations (22) in the case where the 
normal to the plane of maximum principal stresses 1n  is oriented along the x-axis, and 3n  lies along 
the z-axis, is transformed into: 

 
 

 

1 3 5 5 6 7

5 6

5 6 7 2 4 6

σ λ 2μ 2 2 2λ 2 ε (ε )ε ,

σ λ 2λ 2μ ε 0,

σ λ 2λ 2μ 2 3 ε 0,

xx t xx t xx xx

yy t xx

zz t xx

a a a v a a a h

a v a

a a a v a a a

                               
                    

 




 (27) 
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where (ε )t xxh  is the piecewise-constant function of the tangent moduli, determined from the stress-strain 
curve for uniaxial tension. 

Due to symmetry (indistinguishability of axes y and z under uniaxial tension from the natural state 
along the x-axis, corresponding to 1n ) in addition to (27), the following conditions should be added:

2222 3333С С , 1122 1133 1212 2323,С С С С  , which lead to equalities 

2 4 6

6 7

4

2 2 0;
0;

0.

a a a

a a

a

    
  
 

 (28) 

Parameters
  

0 0

0 0

λ
1 1 2

E v

v v


 
 and 

 
0

0

μ
2 1

E

v



 are determined based on the initial values of the 

Young’s modulus and Poisson’s ratio of an initially isotropic body at zero strain. Due to the limited 
availability of experimental data, the lack of equations is compensated by making assumptions about 
approaching the isotropic case in the form of 3 6 0a a   . Then, from equations (27) and (28), all the basic 
material constants for the tension case are found: 

2 2
1

5

2 3 4 6 7

2μ(1 2 2 ) λ(1 2 ) ;
2μ λ(1 2 );

0.

t t t t

t t

a h v v v

a v v

a a a a a

        
    
        

 (29) 

For uniaxial compression along the x-axis, the principal stresses are determined by the following 
equations: 3 2 1σ σ 0,σ σ σ σ 0xx yy zz      . Normal 3n  to the plane with the minimum principal stresses 
is oriented along the x-axis. Under uniaxial tension, the transverse strains will be positive and equal to each 
other: ε ε (ε )εyy zz с xx xxv   . Function (ε )с xxv  is assumed to be known based on experimental data. The 
expressions for the invariants under compression are the following: 

1 ε 2εxx zzJ   ,   2 2
2 ε 2εxx zzJ   ,   2

3 ε εxx zzI  ,   4 ε zzJ  ,   2
5 ε zzJ     6 ε xxJ  ,   2

7 εxxJ  . (30) 

Considering the assumptions made, the system of nontrivial equations (22) in the case when the 
normal to the plane of minimum principal stresses 3n  is oriented along the x-axis, and 1n  — along the 
z-axis, transforms into: 

 
 
 

1 3 5 5 6 7

5 6

5 6 7 2 4 6

σ 2λ 2μ 2 3 λ ε 0,

σ 2λ 2μ λ ε 0,

σ 2λ 2 λ 2μ 2 2 ε (ε )ε ,

zz c xx

yy c xx

xx c xx c xx xx

v a a a a a a

v a a

v a a a a a a h

                               
                    




 

 (31) 

where (ε )c xxh  is the piecewise-constant function of the tangent moduli, determined from the stress-strain 
diagram for uniaxial compression. 

Due to symmetry (indistinguishability of axes y and z under uniaxial compression along the x-axis, 
corresponding to 3n ) in addition to (31), the following conditions should be added: 1111 2222 ,С С  

1133 2233 ,С С  2323 3131С С , which lead to equalities 

1 3 5

5 7

3

2 2 0,
0,

0.

a a a

a a

a

    
  
 

 (32) 
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Due to the limited availability of experimental data, the lack of equations is compensated by making 
assumptions about approaching the isotropic case in the form of 4 5 0a a   . Then, from equations (31) and 
(32), all the basic material constants for compression are found: 

2 2
2

6

1 3 4 5 7

2μ(1 2 2 ) λ(1 2 ) ;
2μ λ(1 2 );

0.

c c c c

c c

a h v v v

a v v

a a a a a

        
    
        

 (33) 

The nonzero coefficients 1 2 5 6, , ,a a a a     obtained in (29) and (33) are piecewise-constant functions. 
Invariants 1 4 6, ,J J J   serve as the parameters that define the interval within which the coefficients remain 
constant: 

  
 

2 2( ) ( ) ( ) ( ) ( 1) ( )
1 4 4 4 4 4 4

1

( ) ( ) ( 1) ( 1) ( ) ( )
5 1 4 1 4 1 4 1 4 1 4 4

1

( )
2 6

( ) 2μ 1 2 2 λ 1 2 ( ) ( ) ;

( ) 2μ λ 1 2 ( ) ( ) ;

( ) 2μ 1 2

N
k k k k k k

t t t t
k

N
k k k k k k

t t
k

k
c

a J h v v v H J J H J J J

a J J v v H J J J J H J J J J J

a J h





 



                    

             

   





  
 

2 2( ) ( ) ( ) ( 1) ( )
6 6 6 6 6

1

( ) ( ) ( 1) ( 1) ( ) ( )
6 1 6 1 6 1 6 1 6 1 6 6

1

2 λ 1 2 ( ) ( ) ;

( ) 2μ λ 1 2 ( ) ( ) ,

N
k k k k k

c c c
k

N
k k k k k k

c c
k

v v v H J J H J J J

a J J v v H J J J J H J J J J J





 



                 

              



  (34) 

where )(xH  is the Heaviside function, max(0, )x x  are the Macaulay brackets. 
The proposed model of orthotropic hyperelastic material was implemented in CES version 5.26 

(Constitutive Equation Studio) [66], using which the results presented below were obtained. 

3. Results and Discussion 

The integration of the constitutive equations in the case of rigid loading is performed directly based on 
(22). In the case of soft loading, when the components of the stress tensor are specified and the components 
of the strain tensor need to be determined, it is necessary to invert the matrix of tangent moduli. The 
structure of the tangent modulus matrix (22), which contains a large number of zero components, 
corresponds to a representation in the coordinates of the axes of intrinsic anisotropy 1 2 3, ,n n n . They are 
governed by microcracking processes and are not directly related to the directions of the principal stress 
axes. Therefore, in the general case of arbitrary multiaxial loading, solving these problems requires 
preliminary determination of the principal axes of the stress tensor. 

Along the axes of intrinsic anisotropy, the tangential components of the stress tensor are absent, and 
for a simplified set of constants (see Section 2.2, (29), (33) and (34)) when 11σ 0  and 33σ 0 , the 
following representation is obtained: 

11 1 5 5 5 6 11

22 5 6 22

33 5 6 6 2 6 33

σ λ 2μ 2 λ λ ε
σ λ λ 2μ λ ε
σ λ λ λ 2μ 2 ε

a a a a a

a a

a a a a a

              
            
                  





. (35) 

In the considered case of piecewise-constant coefficients 1 2 5 6, , ,a a a a     (34), equation (35) can be easily 
integrated. This results in piecewise-linear approximations of the stress-strain diagram (5). 
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3.1. Uniaxial Loading 

Figure 1 shows a comparison of the results calculated using the orthotropic hyperelastic material 
model (6)–(35) with experimental data [59] for uniaxial compression and tension of B25 and B40 concrete. 
The results were obtained for the case of hard loading, for which it is possible to get both ascending and 
descending (post-peak) branches of the stress-strain diagram. 

A total of 32 points were specified as input data for generating a complete stress-strain diagram, 
including both the compression curve and the tension curve, taking into account the ascending and 
descending branches. In this case, it is possible to obtain a design curve with a good degree of accuracy. The 
characteristic values of the parameters for B25 and B40 concrete [59], used in the calculations, are 
presented in Table. 
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Figure 1. Comparison of calculation results 
for the orthotropic hyperelastic material model 

with experimental data under uniaxial compression 
and tension for B25 and B40 concrete 

S o u r c e: made by A.S. Semenov. 
Experimental data obtained by A.V. Benin [59]. 
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Figure 2. Stress-strain diagrams for B25-concrete under: 
a — tension; b — compression, obtained on the basis 

of the orthotropic hyperelastic material model 
with a different number of segments N 

of a piecewise linear approximation 
S o u r c e: made by A.S. Semenov. 

Values of parameters 
of B25 and B40 concrete used in calculations 

Concrete parameters В25 В40 

σො௖ ൌ ܴ௕, MPa 18.5 29.1 

σො௧ ൌ ܴ௕
௧ , MPa 1.55 2.1 

εො௖, % 0.199 0.201 

εො௧, % 0.0123 0.0124 

 ௖଴, MPa 30000 36000ܧ

 ෠௖, MPa 9343 1455ܧ

 ෠௧, MPa 12602 16934ܧ

S o u r c e: made by A.V. Benin, A.S. Semenov.

 
Depending on the number of segments N, the stress-strain diagram yields approximations with varying 

degrees of accuracy. Figure 2 shows multi-segment approximations of the stress-strain diagram for B25 
concrete in tension and compression for various values of doubling number of segments. 
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A comparison of the calculation results for B25 
concrete in compression using the hyperelastic orthotropic
model (6)–(35) with N.I. Karpenko’s orthotropic model 
(2) and experimental data [59] is shown in Figure 3. 

On the ascending branch of the diagram, both models
demonstrate high accuracy in describing the curve; how-
ever, on the descending branch, a systematic deviation is 
observed for the N.I. Karpenko’s model. The use of a
multi-segment piecewise-linear approximation of the stress-
strain curve ensures high accuracy in approximating the 
hyperelastic orthotropic model. A 16-point approximation 
was used to construct the compression curve. 

3.2. Multiaxial Loading 

Here, monotonic triaxial compression of concrete 
with varying degrees of transverse confinement is examined.
The ratios of the three axial components of the stress 
tensor took the following values: 

 10%-confinement with
3 2 1σ :σ :σ 1: 1/10: 1/10;     

 6.9%-confinement with 
3 2 1σ :σ :σ 1: 1/14.5: 1/14.5.     

Experimental data corresponding to the specified 
loading conditions are presented in the paper by 
Yu.N. Malashkin [67]. 

The stress-strain diagrams for the concrete under 
consideration are taken from [1]. A comparison of the 
results calculated using the hyperelastic orthotropic model 
(6)–(35) with N.I. Karpenko’s orthotropic model (2) and 
experimental data [67] for various degrees of confinement 
is shown in Figures 4 and 5. Both orthotropic models 
demonstrate satisfactory predictive accuracy (deviation 
from the experiment of less than 15%) compared to the 
experiment. 

4. Conclusion 

As an alternative to the currently dominant empirical 
approach to formulating the constitutive equations for 
concrete, a thermodynamically consistent, locally ortho-
tropic, hyperelastic model is proposed to describe the 
nonlinear deformation of concrete under monotonic multi-
axial load, taking into account the tension-compression 
anisotropy. Local orthotropy develops as the load in-
creases due to the growth of internal microcracks, the 
direction of which is determined by the orientation of the 
principal stress planes. Hyperelastic potential was defined 
based on a piecewise quadratic approximation using 
7 joint invariants of the strain and anisotropy tensors. 
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Figure 3. Comparison of results calculated using 

the hyperelastic orthotropic model with the orthotropic
model of N.I. Karpenko and experimental data 

for uniaxial compression 
S o u r c e: made by A.S. Semenov. 

Experimental data obtained by A.V. Benin [59]. 
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Figure 4. Comparison of results calculated using 

the hyperelastic orthotropic model with the orthotropic 
model of N.I. Karpenko and experimental data 

for multiaxial loading 3 2 1σ :σ :σ 1: 1/10: 1/10     
S o u r c e: made by A.S. Semenov, A.V. Benin. 

Experimental data obtained by Yu.N. Malashkin [67]. 
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Figure 5. Comparison of results calculated using the 
hyperelastic orthotropic model with the orthotropic 

model of N.I. Karpenko and experimental data 
for multiaxial loading 3 2 1σ :σ :σ 1: 1/14.5: 1/14.5     

S o u r c e: S o u r c e: made by A.S. Semenov, A.V. Benin. 
Experimental data obtained by Yu.N. Malashkin [67]. 
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In general case, the model contains 9 material parameters. A method is proposed for simplified 
identification of material parameters based on experimental stress-strain diagrams for compression and 
tension, with measurements of longitudinal and transverse strains. 

The obtained results allow to draw the following conclusions: 
1. A comparison of the results obtained using the proposed orthotropic hyperelastic deformation model 

with experimental data for B25 and B40 concrete demonstrated good prediction accuracy under uniaxial 
loading (deviation from the experiments of less than 1%) and multiaxial loading (deviation from the 
experiments of less than 15%). 

2. The proposed model allows to describe both the ascending and descending branches of the concrete 
stress-strain curve. 

3. When describing the behavior of concrete on the descending branch of the strain diagram, the 
proposed model demonstrated higher accuracy compared to N.I. Karpenko’s model of orthotropic elastic 
material. 

Further development of the model involves explicit consideration of damage accumulation during 
loading and development of methods for identifying material parameters based on experimental data 
obtained under multiaxial loading. 
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Аннотация. Цель исследования — создание методики нормирования наиболее опасных дефектов сварных алюминиевых 
конструкций. Методика разработана для сварного шва и зоны термического влияния и учитывает напряженно-
деформированное состояние и свойства материала в месте расположения дефекта. Предложенная методика базируется 
на постулатах линейной механики разрушения и классических подходах усталости металлов. Определяются допустимые 
параметры дефектов при приложении статической испытательной и циклической эксплуатационной нагрузки. Расчеты 
по предложенному алгоритму методом обобщенного приведенного градиента показали, что при эксплуатационной 
нагрузке допускается меньший размер дефекта. На базе проведенных экспериментов и данных литературного обзора 
были сформулированы функциональные зависимости порогового значения коэффициента интенсивности напряжений от 
предела текучести материала для трех групп алюминиевых сплавов с различным химическим и стехиометрическим со-
ставом компонентов. Анализ полученных функциональных зависимостей показал, что при увеличении предела текуче-
сти алюминиевых сплавов пороговое значение коэффициента интенсивности напряжений также возрастает в отличие от 
сталей, у которых повышение предела текучести приводит к снижению порогового значения коэффициента интенсивно-
сти напряжений. Методика проиллюстрирована расчетом допустимых параметров дефектов в монтажных швах верти-
кального резервуара из сплава 1915Т. Рассмотрены зоны, в которых существует вероятность возникновения дефектов — 
центр шва и два участка зоны термического влияния, отличающихся по своим механическим свойствам. В дальнейшем 
предполагается проведение экспериментальных исследований сварных швов в алюминиевых конструкциях, полученных 
различными технологиями сварки и расширение номенклатуры исследуемых сплавов. 
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Abstract. The purpose of the study is to create a methodology for standardizing the most dangerous defects in welded aluminum 
structures. The methodology is designed for the weld and the heat-affected zone and takes into account the stress-strain state and 
material properties at the location of the defect. The proposed methodology is based on the principles of linear fracture mechanics 
and classical approaches to metal fatigue. The methodology determines the permissible parameters of defects under static test and 
cyclic operational loads. Calculations using the proposed algorithm based on the generalized reduced gradient method have shown 
that a smaller defect size is acceptable under operational loads. Based on the conducted experiments and literature review data, 
functional dependencies of the threshold value of the stress intensity factor on the yield strength of the material were formulated 
for three groups of aluminum alloys with different chemical and stoichiometric compositions of the components. The analysis of 
the obtained functional dependencies showed that as the yield strength of aluminum alloys increases, the threshold value of the 
stress intensity factor also increases, in contrast to steels, where an increase in the yield strength leads to a decrease in the thresh-
old value of the stress intensity factor. The methodology is illustrated by calculating the permissible parameters of defects in the 
installation seams of a vertical tank made of alloy 1915T. The zones where defects are likely to occur are the center of the weld 
and two sections of the heat-affected zone that differ in their mechanical properties. In the future, it is planned to conduct experi-
mental studies of welds in aluminum structures obtained using various welding technologies and to expand the range of alloys 
under study. 
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1. Введение 

Основным направлением стратегии ускоренного развития территорий Крайнего Севера являет-
ся проведение фундаментальных и прикладных научных исследований. Импульс развитию инфра-
структуры Крайнего Севера может дать расширение применения алюминиевых сплавов, в том числе 
для строительства вертикальных резервуаров для хранения нефти и нефтепродуктов. В [1] проведен 
обзор литературных источников и собственных экспериментальных исследований, показавший, что 
использование алюминиевых сплавов существенно снижает транспортные и эксплуатационные рас-
ходы во время всего жизненного цикла объекта. Коррозионная стойкость алюминиевых сплавов поз-
воляет увеличивать срок службы объектов до 6 раз по сравнению со стальными конструкциями [2–4]. 

С точки зрения технологии возведения резервуаров для климатических условий Крайнего Се-
вера наиболее перспективным является метод рулонирования как наиболее экономически выгодный 
и автоматизированный. При этом методе элементы резервуаров (стенка, днище, плавающая крыша, 
понтон, настил стационарной кровли) изготавливают в заводских условиях, сворачивают в рулоны и 
доставляют на монтажную площадку. Метод имеет целый ряд преимуществ перед традиционной по-
листовой сборкой, широко применяемой, например, в странах Персидского залива. При рулонирова-
нии выше скорость возведения, минимизируется вероятность дефектности, так как дефекты катан-
ных листов выбраковываются при выходном контроле на металлургическом предприятии. Например, 
сварка трением с перемешиванием (СТП), применяемая на заводе-изготовителе, практически не вно-
сит дефектов в силу особенностей технологического процесса. При строительстве резервуаров из 
алюминиевых сплавов методом рулонирования наиболее опасным по вероятности наличия дефектов 
является монтажный сварной шов, выполняемый аргонодуговой сваркой (АДС), и его околошовная 
зона — зона термического влияния (ЗТВ). Согласно Российскому государственному стандарту ГОСТ 
Р ИСО 6520-1-20121, дефекты сварных швов в металлах (в том числе в алюминиевых сплавах) разде-
лены на шесть основных групп: 1-я — трещины; 2-я — полости; 3-я — твердые включения; 4-я — 
несплавление и непровар; 5-я — отклонение формы и размера; 6-я — прочие дефекты. В работах 
В.В. Панасюка [5; 6], В.В. Москвичева [7–9], А.М. Лепихина [8] и других обоснована необходимость 
приравнивать технологические дефекты сварных швов к трещиноподобным дефектам (несплошно-
стям идентичного размера при оценке работоспособности сварных соединений с дефектами). По-
пытка реализации такого подхода к дефектности сварных швов предпринята в работе Е.И. Елсукова 
[10], в которой постулируется, что прочность сварного соединения достигается за счет обеспечения в 
материале шва высоких значений ударной вязкости и относительного сужения. В работе описана 
связь предельных размеров дефектов с величиной номинальных напряжений в стенке резервуара для 
двух сталей Ст3сп и 09Г2С, основанная на действующих в момент написания работы ПБ 03-381-002. 
Тем не менее некоторые ошибочные положения данной работы не позволили автору получить адек-
ватные результаты. Кроме того, работа ограничена дефектами в стальных конструкциях. 

В [11] приведены дефекты, наиболее часто возникающие в сварном шве, выполняемом разными 
видами сварочных технологий, и ЗТВ при сварке алюминиевых сплавов. Классификация соответ-
ствует ГОСТ Р ИСО — 2012. Из всех дефектов, регламентированных ГОСТ Р ИСО 6520-2012, в дан-

 
1 ГОСТ Р ISO 6520-1-2012. Сварка и смежные процессы. Классификация геометрических дефектов в металлических 

материалах. Часть 1 : Сварка плавлением. URL: https://docs.cntd.ru/document/1200095143 (дата обращения: 22.03.2026). 
2 ПБ 03-381-00. Правила устройства вертикальных цилиндрических стальных резервуаров для нефти и нефтепро-

дуктов. URL: https://docs.cntd.ru/document/1200007380 (дата обращения: 22.03.2026). 
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ной работе рассмотрены наиболее опасные дефекты (табл. 1), имеющие потенциал «страгивания» и 
роста по критериям механики разрушения. Принято, что дефекты типа «несплавление» и «непровар» 
(обозначение по ИСО 6520-1-401, ИСО 6520-402) в шве резервуара недопустимы. 

Согласно Приказу3, в настоящее время применяются нормативные документы по допустимой 
дефектности сварных соединений вертикальных резервуаров. Однако эти документы касаются 
стальных резервуаров и не учитывают реальное напряженно-деформированное состояние конструк-
ции в районе шва. При таком подходе некоторые дефекты признаются недопустимыми независимо 
от их расположения и размеров. Кроме того, с развитием методов и видов неразрушающего контроля 
(НК) выявляемость дефектов постоянно возрастает и признавать недопустимыми дефекты любого 
размера и расположения в конструкции становится экономически неэффективно. Проведенный обзор 
нормативной и технической литературы не выявил однозначной методики определения допустимо-
сти дефектов (нормирования дефектности) в сварных швах и ЗТВ резервуаров из алюминиевых 
сплавов в зависимости от геометрии дефекта, номинальных напряжений и механических свойств 
материала в зоне его обнаружения. В связи с этим была сформулирована цель настоящего исследо-
вания — создание методики нормирования наиболее опасных по вероятности разрушения конструк-
ции дефектов сварных швов и ЗТВ с учетом напряженно-деформированного состояния и свойств ма-
териала в зоне расположения дефекта. Объектом исследования является вертикальный резервуар из 
алюминиевого сплава, выполненный методом рулонирования, часть сварных швов которого выпол-
нена СТП, а монтажные швы на площадке АДС. Задачами исследования является нормирование 
наиболее опасных по вероятности разрушения дефектов швов, выполненных АДС при строительстве 
вертикального резервуара методом рулонирования в условиях Крайнего Севра. 

 
Таблица 1. Дефекты сварного монтажного шва вертикального резервуара 

Table 1. Defects in the welded mounting seam of the vertical reservoir 

Наименование дефекта / 
Name of the defect 

Схематическое изображение дефекта /
Schematic representation of the defect 

Обозначение согласно ГОСТ Р ИСО 6520-1-2012 / 
Designation according to GOST R ISO 6520-1-2012 

Продольная трещина / 
Longitudinal crack 

 

В металле шва / In the weld metal 
ИСО 6520-1011 / ISO ИСО 6520-1011 
На границе сплавления / At the boundary of the fusion 
ИСО 6520-1012 / ISO 6520-1012 
В ЗТВ / In the heat-affected zone 
ИСО 6520-1013 / ISO 6520-1013 
В основном металле / In the base metal 
ИСО 6520-1014 / ISO 6520-1014 

Разрозненные трещины / 
Group of disconnected cracks 

В металле шва / In the weld metal 
ИСО 6520-1051 / ISO 6520-1051 
В ЗТВ / In the heat-affected zone 
ИСО 6520-1053 / ISO 6520-1053 
В основном металле / In the base metal 
ИСО 6520-1054 / ISO 6520-1054 

Вытянутая полость / 
Elongated cavity ИСО 6520-2015 / ISO 6520-2015 

 
3 Приказ Ростехнадзора от 23.08.2023 № 305. Об утверждении Руководства по безопасности «Рекомендации по тех-
ническому диагностированию сварных вертикальных цилиндрических резервуаров для нефти и нефтепродуктов». 
URL: https://www.gosnadzor.ru/industrial/rukovodstva-po-bezopasnosti/Пр-305 %20от %2023.08.2023.pdf (дата обраще-
ния: 27.12.2025). 
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Окончание табл. 1 / Ending of the Table 1 

Наименование дефекта / 
Name of the defect 

Схематическое изображение дефекта / 
Schematic representation of the defect

Обозначение согласно ГОСТ Р ИСО 6520-1-2012 / 
Designation according to GOST R ISO 6520-1-2012

Линейная пористость / 
Linear porosity ИСО 6520-2014 / ISO 6520-2014 

Скопление пор / 
Clustered (localized) 
porosity 

ИСО 6520-2013 / ISO 6520-2013 

Равномерная пористость / 
Uniformly distributed 
porosity 

ИСО 6520-2012 / ISO 6520-2012 

Газовая пора / 
Gas pocket ИСО 6520-2011 / ISO 6520-2011 

Свищ / 
Worm hole ИСО 6520-2016 / ISO 6520 -2016 

Подрез / 
Undercut 

 

ИСО 6520-5011 / ISO 6520-5011 

И с т о ч н и к: выполнено В.А. Ермаковым / S o u r c e: made by V.A. Ermakov. 

2. Методы, оборудование и материалы 

В [1] с помощью интегрального оптимизационного критерия определено, что лучшими свой-
ствами среди рассмотренных материалов обладает сплав 1915Т. Поэтому в данной работе все иллю-
стративные расчеты ведутся для этого сплава. 

При нормировании допустимых дефектов сварных швов типа ИСО 6520-1011, ИСО 6520-1012, 
ИСО 6520-1013, ИСО 6520-1014, ИСО 6520-1051, ИСО 6520-1053, ИСО 6520-1054, ИСО 6520-5011 
приняты модели линейной механики разрушения (ЛМР) с поправкой Ирвина [12]. 
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Задача по определению допустимых дефектов, моделируемых в ЛМР как трещины, для резер-
вуаров разбита на две части.  

 Определение допустимых дефектов испытательной статической нагрузкой (принято равной 
1,25 от суммарной эксплуатационной нагрузки). Принято, что допустимыми параметрами обладает 
дефект, у которого при приложении испытательной нагрузки значение коэффициента интенсивности 
напряжений (КИН) вблизи вершины дефекта меньше или равно ୍ܭ௖ (вязкости разрушения в зоне 
формирования дефекта):  

II cK K . 

 Определение допустимых дефектов при эксплуатации резервуара (нагрузка циклическая). 
Принято, что допустимыми параметрами обладает дефект, у которого при приложении нагрузки зна-
чение коэффициента интенсивности напряжений вблизи вершины дефекта меньше/равно ܭ௧௛ (поро-
гового значения в зоне формирования дефекта) — условие «не страгивания»:  

I thK K . 

При нормировании дефектов принято минимальное из двух полученных значений (при стати-
ческой испытательной перегрузке) и при циклическом нагружении эксплуатационной нагрузкой с 
учетом поправки Ирвина на пластичность [12] * 0,5 pl l r  ,	где pr  — размер пластической зоны 
вблизи вершины дефекта, зависящий от того, какое состояние реализуется — плоское деформиро-

ванное (ПДС) 
2

2
т6πσ

I
p

K
r   или плоское напряженное (ПНС) 

2

2
т2πσ

I
p

K
r  , тσ  — предел текучести мате-

риала в месте формирования дефекта, МПа. Принято, что вблизи вершины трещины реализуется 

ПДС при выполнении условия: 
2

0,2

2,5
σ

IcK
tol

 
   

 
[13]. 

Для полуэллиптических трещин в вертикальном сварном шве и его ЗТВ принимается модель, 
предложенная в работе [14]. Схема поверхностного полуэллиптического дефекта показана на рис. 1. 
Такой подход для решения практической задачи реализован при определении допустимых парамет-
ров трещин в основном металле крупного габаритного металлургического оборудования после пери-
ода длительной эксплуатации [15]. Для нормирования дефектов сварных швов и ЗТВ при примене-
нии АДС алюминиевого сплава применяется впервые. В принятой схематизации ось Z – образующая 
цилиндрической части резервуара. Коэффициент интенсивности напряжений (КИН) согласно [14]: 

*

* *
I 3,253 1,5* *

2 0,82
Фσ

1 0,89 0,57

l
cK l

l l
c t



              

, (1) 

где *l  — эффективная длина трещины (с учетом поправки Ирвина на пластичность). 

Для точки А справедливо: 
2* *

*
В.Ф 1,1 0,35 ; σ 0,64σ 0,36σl l

t c

  
     
   

 

Для точки D:  

     *
В ВФ 1; σ 0,111 σ 5σ 3σ 0,4 0,17σ 0,21σ 0,38σ 0,28 1 σ σ .A A D A D

l l l

c t c

 
           

 
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Рис. 1. Схема 

полуэллиптической трещины 
И с т о ч н и к: выполнено В.А. Ермаковым.

Figure 1. The scheme 
of a semi-elliptical crack 

S o u r c e: made by V.А. Ermakov. 

В выражении (1) приняты следующие обозначения: l, с, t — 
геометрические параметры дефекта (рис. 1), толщина листа, м; 
σ , σ , σА B D  — растягивающие напряжения (по оси Y — суммарные 
кольцевые напряжения от всех типов нагрузок на резервуар, полу-
ченные расчетом МКЭ), МПа; σ∗ — кольцевые растягивающие 
напряжения в крайних точках (А и D), МПа, Ф — коэффициент, за-
висящий от геометрических параметров трещины, безразмерный. 
Выражение (1) справедливо для l c  и 0,7 .l t  

При расчетах принято, что трещина растет в направлении 
максимального значения коэффициента интенсивности напряжений 
при заданной схеме нагружения и параметров трещины. В первую 
очередь, необходимо сравнить значения коэффициентов интенсив-
ности напряжений по двум гипотетически возможным направлени-
ям роста, так как реализуется вариант минимальных энергетиче-
ских затрат. По статистическим данным принято, что наиболее ча-
сто при первичном обследовании полуэллиптические трещины 
имеют соотношение l c  (т.е. большая полуось в два раза больше 
глубины дефекта).  

Для расчета КИН при моделировании поверхностных полуэл-
липтических трещин в зоне около круглого отверстия (зона патруб-
ка) стандартным решением считаются подходы Ньюмана — Раджу 
[16]. Формулы, полученные в [16], учитывают практически все па-
раметры, влияющие на рост поверхностной несквозной трещины у 
отверстия, однако они громоздки, содержат многочлены высоких 
степеней, сложны в практических расчетах. Поэтому в данной ра-
боте используется упрощенный подход Ша (Shah) [17], который 
рассматривает трещины как часть эллипса в неограниченном теле, но с поправкой на концентрацию 
напряжений от отверстия. Согласно данному подходу, критическая глубина трещины по критерию 
«не страгивания» определяется следующим образом (с учетом пластичности): 

2

кр
1
π σ

,thK
l

Y
   
 

 (2) 

где Y — обобщенный коэффициент формы, согласно [16] принят 1,2; σ — локальное номинальное 
напряжение в зоне концентрации напряжений, полученное методом конечных элементов (МКЭ).  

Дефекты в сварном шве типа ИСО 6520-2015, ИСО 6520-2016 (табл. 1) в контексте данной ра-
боты рассматриваются как дефекты, которые имитируют подповерхностную несплошность. Для пе-
речисленных выше дефектов в данной работе принята схематизация в виде эллиптической трещины. 
Для дефектов этого типа принята модель, предложенная в работе [18]. Схема подповерхностного эл-
липтического дефекта показана на рис. 2. Модель применена для расчета эллиптических дефектов 
вертикального шва резервуара. 

Коэффициент интенсивности напряжений согласно [18]: 

*

* *
0,541,8

1,79 0,66
σ .

1
I

l
cK l

l
F

b



     

   

  (3) 
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Рис. 2. Схема эллиптической трещины 
И с т о ч н и к: выполнено В.А. Ермаковым. 

Figure 2. The scheme of elliptical crack 
S o u r c e: made by V.А. Ermakov.  

В точке А:     
2* *

* 1 11 0, 4 0,5 σ σ σ 4σ 3σ σ .
2 3

;
0A В A В D

l b l
F

c t c
          
 

 

В точке D:     
0,4*

* 1 11 0,4 0,8 0,5 σ σ σ 4σ 3σ σ .
2 30

; D В D В A

l b l
F

c t c
          
 

 

В выражении (3) приняты следующие обозначения: l, с, b — геометрические параметры дефек-
та, м; σ , σ, σА D  — напряжения (по оси Y), МПа; *σ  — напряжения в крайних точках (А и D), МПа, 
F — коэффициент, зависящий от геометрических параметров трещины, безразмерный. Выражение 
(3) справедливо при выполнении условия , 0,9l c l b  и 0,5 .b t  

Моделирование поверхностных несквозных эллиптиче-
ских трещин в сварном шве и ЗТВ вокруг патрубка сливного 
отверстия резервуара проводилось согласно [17]. Для допусти-
мого размера малой полуоси эллипса принято 

2

1

,
π σ

thKQ
l

Y

 
  

 
 (4) 

где Q — коэффициент, учитывающий эллиптичность и пласти-
ческую зону, принимается 1,5, Y1 — поправка Ирвина (здесь 
1,12).  

Наиболее сложным для математического моделирования яв-
ляется пористость сварных швов и ЗТВ, которая по международ-
ному стандарту ISO 6520-2012 классифицируется по размерам, 
форме и характеру распределения в металле шва (см. табл. 1). 
Пористость разделяется на общую (истинную) и закрытую. Ис-
тинная (общая) пористость — отношение объeма открытых и 
закрытых пор к общему объему материала, выраженное в про-
центах. Согласно [19], допустимый уровень общей пористости 
рекомендуется определять по соотношению  

 кач толщ ,П
100

A K K 
   (5) 

где П — истинная пористость, %; А — базовое значение пори-
стости для принятого класса качества, %; качK  — коэффици-
ент качества (0,5–1,0); толщK  — коэффициент толщины метал-
ла (0,8–1,2).  

Однако формула (5), как и большинство зависимостей, входящих в нормативные и рекоменда-
тельные документы, касается сварки изделий из черных металлов и титана. Кроме того, ни в одном 
из них допустимые параметры дефекта не связаны с нагруженностью и механическими свойствами 
материала. Для устранения этого недостатка при определении допустимости дефектов типа ИСО 
6520-2012, ИСО 6520-2013 и ИСО 6520-2014 в работе предложены подходы, разработанные для по-
ристых материалов. Были рассмотрены зависимости, связывающие прочностные характеристики 
компактного, пористого материалов и параметров пористости, предложенные Б.У. Пинесом, Е. Рыш- 
ковичем и В. Даквортом, Н.Р. Басфортом и С.Б. Твиссом, М. Эдье, В.Т. Трощенко, К.К. Шиллером 
и А.И. Красовским, В. Галлиной и Г. Манноне, Е. Дударовой и Р. Хейнесом. Но все эти зависимости 
учитывают ряд сложно определяемых и трактуемых в практических инженерных расчетах коэффи-
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циентов. Поэтому в данной работе была принята классическая формула М.Ю. Бальшина [20], свя-
зывающая параметр пористости П (в долях от единицы), прочность (временное сопротивление 
разрыву) компактного σ଴	и пористого материала σ௕: 

 3
0 .σ σ 1 Пb    (6) 

Пористость П оценивается как отношение объема участка шва с порами к объему этого же 
участка в бездефектном состоянии. Принято, что если напряжения на участке сварного шва с дефек-
тами ИСО 6520-2012, ИСО 6520-2013 и ИСО 6520-2014 достигают предела текучести при статиче-
ских испытаниях под давлением, то данная пористость является недопустимой. В противном случае 
возможно частичное «схлопывание» пор и образование дефекта ИСО 6520-2015 (вытянутая по-
лость). Если напряжения при статических испытаниях не достигли предела текучести материала, то 
при циклической нагрузке необходимо сравнить предел усталости материала (шва и двух участков 
ЗТВ) при коэффициенте асимметрии 0   максимальными напряжениями цикла нагружения, получен-
ными расчетом численными методами (МКЭ). Если напряжения выше, чем предел выносливости, то 
пористость с такими параметрами на данном участке недопустима (достигла браковочного парамет-
ра). Этот участок шва следует переварить.  

Одиночная пора (дефект ИСО 6520-2011 по классификации ИСО 6520-2012) представляет со-
бой газовую раковину в сварном шве и ЗТВ. При моделировании такого дефекта объемная полость 
описывается в виде сфероида и виртуально располагается на равных расстояниях от края листа (один 
из диаметров совпадает с центральной линией). Если полость «вскрывается» на поверхность, она 
приобретает вид полусферической выточки, где концентрация на 10–20 % выше. Данный случай в 
работе не рассматривался. Во все расчеты заложены ограничения, не допускающие изменения вида 
дефекта. Теоретический коэффициент концентрации для сфероида согласно [21; 22] определяется 

следующим образом:	
 σ

27 15µα ,
2 7 5µ





 где µ = 0,33 — коэффициент Пуассона материала (для сплава 

1915Т). Это выражение с поправкой на конечные размеры принимает вид [21] 

 

3

σ

2 1
27 15µα ,
2 7 5µ 3 1

d
t

d
t

     
   

 

 (7) 

где d — диаметр виртуального сфероида, мм; t — габаритный размер сечения, в котором располага-
ется дефект, мм (в данной схематизации — толщина свариваемого листа). 

В расчетах (в силу отсутствия точных данных о коэффициентах чувствительности к подрезам 
материала шва и ЗТВ) принято допущение, что материал абсолютно чувствителен к надрезам 
(т.е. эффективный коэффициент концентрации равен теоретическому). Принятое допущение идет в 
запас прочности. Статические напряжения определены как произведение теоретического коэффици-
ента концентрации на номинальные напряжения в зоне обнаруженного дефекта. Пора является недо-
пустимой, если статические напряжения на участке сварного шва с дефектом ИСО 6520-2011 дости-
гают предела текучести при статических испытаниях. Если напряжения при статических испытаниях 
не достигли предела текучести материала, то при циклической нагрузке сравниваются максимальные 
напряжения цикла в зоне концентрации с пределом усталости при коэффициенте асимметрии 0. Если 
они больше, чем предел усталости, то пора с такими параметрами на данном участке недопустима. 

Для определения параметров трещин, удовлетворяющих условиям (отсутствие мгновенного 
разрушения при приложении статической испытательной нагрузки, «не страгивание» дефектов при 
эксплуатационной нагрузке), использовался метод обобщенного приведенного градиента (ОПГ) — 
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численный метод нелинейной оптимизации. Для построения регрессионных моделей применен ме-
тод Брандона [23].  

Вышеприведенный подход проиллюстрирован нормированием наиболее опасных дефектов в 
резервуаре, выполненном из сплава 1915Т по типовому проекту (рис. 3).  

 

 
 
 

 
 

Рис. 3. Вертикальный резервуар для хранения нефти и нефтепродуктов 
И с т о ч н и к: выполнено В.А. Ермаковым. 

Figure 3. Vertical reservoir for oil and petroleum products storage 
S o u r c e: made by V.A. Ermakov. 
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Рис. 4. Эквивалентные напряжения 
в стенке резервуара, МПа 

И с т о ч н и к: выполнено В.А. Ермаковым. 

Figure 4. Equivalent stresses in the tank wall, MPa 
S o u r c e: made by V.А. Ermakov.  

Для расчета напряженно-деформированного 
состояния резервуара использовался пакет при-
кладных программ ANSYS. Для моделирования 
основной нагрузки принималось, что резервуар 
наполнен жидкостью с плотностью 0,9 г/см3. Диа-
метр резервуара составляет 15,18 м, а высота — 
11,92 м. Анализ результатов расчета показал, что 
напряженно-деформированное состояние (НДС) 
стенки формируется в основном за счет действия 
давления рабочей жидкости (рис. 4). Базовая мо-
дель содержит 65 115 элементов и 58 857 узлов. 
Модель состоит из пластин и стержней (покры-
тие). Минимальный размер элемента 0,43 мм в 
зонах сгущения. Это опорные участки покрытия 
на опорное кольцо резервуара. Расчет проводил-
ся итерационно, сходимость была достигнута на 
5-й итерации. 

Микроструктура сварного образца была ис-
следована после полирования и травления реак-
тивом Келлера с помощью инвертированного ис-
следовательского микроскопа Olympus GX51 в 
отраженном свете. Для исследования твердости основного материала, материала шва и ЗТВ по Вик-
керсу (HV5) использовался поверенный универсальный твердомер KB3000.  

3. Результаты и обсуждение 

3.1. Определение характеристик трещиностойкости материала сварного шва и ЗТВ 

В [24] указывается на существенную стохастическую неоднородность свойств ЗТВ при сварке 
ранее рулонированных листовых материалов для строительства резервуаров. Это подтверждается 
и исследованиями микроструктуры сварного соединения АДС, проведенными в рамках данной ра-
боты. Микроструктура сварного шва и ЗТВ показана на рис. 5. Видно, что структура шва (рис. 5, а) 
состоит из крупных дендритов α-твердого раствора (светлые зоны), мелкодисперсной эвтектики и 
интерметаллидных фаз (темные зоны). Это соответствует литой структуре материала шва. В центре 
шва наблюдались более мелкие дендриты, размер которых увеличивался при приближении к ЗТВ, 
что объясняется градиентом скорости охлаждения после прохождения металлургических процессов 
сварки. В структуре ЗТВ (рис. 5, б) и основного металла (рис. 5, в) четко определяется направление 
проката листа образца и стохастически расположенные интерметаллидные включения. 

Для определения соотношений механических свойств ЗТВ, сварного шва и основного металла 
была измерена твердость в поперечном сечении методом Виккерса на специально изготовленных 
сварных образцах. При исследовании твердости была рассмотрена половина шва с ЗТВ в силу сим-
метрии задачи (графическая интерпретация экспериментальных данных приведена на рис. 6). Экспе-
риментальная зависимость (рис. 6) аппроксимируется полиномиальным выражением (8) с коэффи-
циентом детерминации 0,94. За ноль по горизонтальной оси принят центр шва: 

  6 5 4 3 25  % 28,052 291,14 1191,4 2424,10 2528 1250 143,95,HV x x x x x x          (8) 

где  5  %HV  — твердость материала в ЗТВ в процентах от твердости основного материала вне зоны 

термического влияния (   55  % 100
90

HV
HV  ), 5HV  — измеренная величина твердости по Виккерсу, 
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МПа в ЗТВ, 90 — среднее значение твердости основного материала; x — отношение расстояния от 
центра сварного шва к ширине шва (ширина шва принята 12 мм как среднее значение по образцу).  

В работе принято следующее допущение — изменение механических свойств, в том числе пре-
дела текучести, подчиняется тому же закону, что и дюраметрия (согласно, например, [25]). В соот-
ветствии с этим выделены четыре реперные зоны, в которых определялись допустимые параметры 
трещин (центр шва — 0, далее 1 и 2 — отношений расстояний от центра шва к его ширине и зона 
основного металла) для каждого уровня кольцевых напряжений по высоте образующей цилиндриче-
ской части резервуара при приложении испытательной (статической) и эксплуатационной (цикличе-
ской) нагрузки. На рис. 6 показано, что при достижении расстояния от центра шва, равного трем его 
толщинам, твердость (как принятый индикатор механических свойств) становится равной твердости 
основного материала, а согласно принятому допущению и предел текучести становится равным пре-
делу текучести, ранее определенному экспериментально [1].  
 

 

 

а   б   в 

Рис. 5. Микроструктура сварного шва и ЗТВ: 
а — структура сварного шва; б — ЗТВ; в — основного металла  

И с т о ч н и к: выполнено В.А. Ермаковым. 

Figure 5. Microstructure of the weld: 
а — structure of the weld; б — the zone of thermal influence; в — the base metal  

S o u r c e: made by V.А. Ermakov.  

 

 
Рис. 6. Зависимость изменения твердости HV5 в шве и ЗТВ (в процентах от твердости основного материала) 

от отношения расстояния точки измерения твердости от ширины шва АДС 
(показана половина поперечного сечения) 

И с т о ч н и к: выполнено В.А. Ермаковым. 

Figure 6. The dependence of the change in hardness HV5 in the seam and in the heat affected zone 
(as a percentage of the hardness of the base material) on the ratio of the distance of the hardness measurement point 

to the width of the seam made by argon arc welding (half of the section is shown) 
S o u r c e: made by V.А. Ermakov.  
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Рис. 7. Трещина в сварном шве узла 
конструкции пешеходного моста 

в результате циклических испытаний 
И с т о ч н и к: выполнено В.А. Ермаковым. 

Figure 7. A crack in a welded joint 
of a pedestrian bridge structural assembly 

resulting from cyclic testing 
S o u r c e: made by V.A. Ermakov. 

Для реализации предложенной методики необходимо пороговое значение КИН. В.П. Когаевым 
определена надежная функциональная зависимость порогового значения КИН от предела текучести 
материала для коэффициента асимметрии 0: 3

0,212,7 6 10 σ .thK     Однако эта зависимость адекватно 
применима только для сталей. Поэтому в рамках данного исследования было проведено определение 
функциональных зависимостей порогового значения КИН от предела текучести алюминиевых спла-
вов. При этом использованы экспериментальные данные авторов и данные литературного обзора, 
статистическая обработка которых позволила получить зависимости вида  0,2σthK f  при коэффи-

циенте асимметрии 0 для разных типов алюминиевых сплавов (9)–(11). Зависимости приведены в 
табл. 2. Для сплавов группы Al-Cu-Mg функциональная зависимость строилась по данным восьми 
источников (табл. 2), т.е. усреднялись данные экспериментов для каждого из восьми значений преде-
ла текучести (не менее трех замеров). Для сплавов группы Al-Mg — по шесть, включая собственные 
экспериментальные исследования, для сплавов группы Al-Zn-Mg — по пять, включая собственные 
экспериментальные данные.  

 
Таблица 2. Функциональные зависимости порогового КИН от предела текучести 

Table 2. Functional dependences of the threshold stress intensity factor for the yield strength 

№ 
Группа 

сплавов / 
Group 

of alloys 
 0,2σthK f  

Коэффициент корреляции
с экспериментальными 
данными / Correlation 

coefficient 
with experimental data 

Литературные источники,
использованные при 

формулировке функциональных
зависимостей / Literary sources

used in the formulation 
of functional dependencies

1 Al-Cu-Mg 0,20,0128σ 0,6279thK     (9) R2 = 0,89 [26–33] 

2 Al-Mg 0,20,0339σ 1,7233 thK     (10) R2  = 0,78 [34–38] 

3 Al-Zn-Mg 0,20,0078σ 1,0767  thK     (11) R2  = 0,86 [38–43] 

И с т о ч н и к: выполнено В.А. Ермаковым / S o u r c e: made by V.А. Ermakov. 

 
Анализ полученных функциональных зависимостей по-

казал, что при увеличении предела текучести алюминиевых 
сплавов пороговое значение КИН также возрастает в отличие 
от сталей, у которых повышение предела текучести приводит 
к снижению

thK .  
Для зоны шва, выполненного АДС, нельзя принимать 

функциональные зависимости, построенные для основного 
металла. Шов — это расплавленный в процессе сварки и 
кристаллизовавшийся при охлаждении металл (см. рис. 5), 
в то время как основной металл получен горячей прокаткой с 
последующим старением. Химический состав шва, согласно 
[11], определяется долями участия в его формировании ос-
новного и присадочного материалов и потерей элементов при 
испарении и окислении в зоне горения дуги. Следовательно, 
химический состав и механические свойства шва не соответ-
ствуют свойствам основного металла. Для зоны сварного 
шва приняты данные работы [44] 2,0thK   МПа√м. Резкая 
граница между значениями порогового КИН сварного шва и ЗТВ опосредованно подтверждается 
усталостными испытаниями моста пролетом 10 м из сплава 1915Т, в результате которых трещины 
образовались именно в шве (рис. 7).  
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Таблица 3. Критериальные значения КИН (сплав 1915Т) 
Table 3. Criteria values of the threshold stress intensity factor (alloy 1915T) 

№ / 
No. 

Отношение расстояния 
от центра сварного шва 
к его ширине / The ratio 

of the distance from the center 
of the weld to its width 

HV5, 
% 

Предел 
текучести,
МПа / Yield

strength, 
MPa 

Пороговое значение КИН, 
Kth, МПа·√м / 

Threshold stress 
intensity factor, 

Kth, MPa·√m

Вязкость разрушения,
KIc (ۿࡷ) МПа·√м / 

Fracture toughness, 
KIc (ۿࡷ) MPa·√m 

1 0 
(Центр шва / Center of the weld) – 165  2,0 согласно [44] / 

2.0 according to [44] 
12,0 согласно [44] /

12.0 according to [44]

2 1 
(ЗТВ / Zone of thermal influence) 70 178 2,5 согласно (8) /

2.5 according to (8) 
23,0 согласно (8) / 

23.0 according to (8)

3 2 
(ЗТВ / Zone of thermal influence) 92 235 2,9 согласно (8) /

2.9 according to (8) 
31,0 согласно (8) / 

31.0  according to (8)

4 3 
(Основной металл / The base metal) 100 255  3,2 согласно (11) / 

3.2 according to (11) 34,0  

И с т о ч н и к: выполнено В.А. Ермаковым / S o u r c e: made by V.А. Ermakov. 

3.2. Моделирование дефектности сварного монтажного шва с применением ЛМР 

При расчетах принято, что трещина растет в направлении максимального значения коэффици-
ента интенсивности напряжений при заданной схеме нагружения и параметров трещины (первый 
шаг при расчете сравнение коэффициентов интенсивности напряжений по двум гипотетически воз-
можным направлениям роста), т.е. реализуется вариант минимальных энергетических затрат. Приня-
то, что наиболее часто при первичном обследовании полуэллиптические трещины имеют соотноше-
ние .l c  Расчет методом ОПГ показал, что наименьший допустимый размер дефекта получается при 
эксплуатационной, а не испытательной нагрузке для всех рассмотренных типов дефектов. Ограниче-
ния метода ОПГ соответствуют вышеприведенным ограничениям модели. Метод ОПГ имеет один 
существенный недостаток — он чувствителен к нелинейности ограничений, но все наложенные 
ограничения моделей линейны. Именно поэтому этот метод был выбран в качестве расчетного. Ре-
зультаты расчетов проиллюстрированы графически (рис. 8–10). 

 

 
Рис. 8. Допустимый размер полуэллиптического дефекта в зависимости от его расположения в вертикальном монтажном шве 

И с т о ч н и к: выполнено В.А. Ермаковым. 

Figure 8. The permissible size of a semi-elliptical defect depends on its location in the vertical mounting seam 
S o u r c e: made by V.A. Ermakov. 
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Рис. 9. Зависимость допустимой расчетной площади полуэллиптического дефекта 

во внутреннем кольце патрубка резервуара от длины дуги 
И с т о ч н и к: выполнено В.А. Ермаковым. 

Figure 9. Dependence of the permissible calculated area of a semi-elliptical defect in the inner ring of a tank pipe on the arc length 
S o u r c e: made by V.A. Ermakov.  

 

 
Рис. 10. Зависимость допустимой расчетных площадей трещин в шве внешнего кольца патрубка 

И с т о ч н и к: выполнено В.А. Ермаковым. 

Figure 10. Dependence of the permissible calculated area of cracks in the weld of the outer ring of the branch pipe 
S o u r c e: made by V.A. Ermakov. 
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3.3. Определение допустимых параметров пористости 

Механические характеристики участков, где существует вероятность появления пористости в 
процессе АДС (это центр шва и два участка ЗТВ), приведены в табл. 4. Как и при расчетах допусти-
мых несквозных трещин, принято, что изменение всех механических свойств подчиняется тому же 
закону, что и дюраметрия. Усталостные свойства центра шва приняты с учетом данных эксперимен-
та, проведенного в рамках данного исследования. 

Графическое представление зависимости допустимой общей пористости при эксплуатации ре-
зервуара в вертикальном сварном шве и ЗТВ показано на рис. 11 и 12.  

 
Таблица 4. Механические свойства сварного шва и ЗТВ 

Table 4. Mechanical properties of the weld and zone of thermal influence 

Механические свойства, МПа / Mechanical properties, MPa 
Центр шва /

Center 
of the weld

ЗТВ1 / Zone 
of thermal 
influence 1 

ЗТВ2 / Zone
of thermal 
influence 2

Предел текучести / 
Yield strength, 0,2σ  165 178 235 

Предел выносливости при коэффициенте асимметрии цикла, равном 0 /
Endurance limit at a cycle asymmetry coefficient equal to 0, 0σ  72 80 101 

 

 

Рис. 11. Зависимость допустимых значений истинной пористости в долях единицы 
от напряжений и механических свойств материала (вертикальный шов) 

И с т о ч н и к: выполнено В.А. Ермаковым. 

Figure 11. The dependence of the permissible values of true porosity in fractions of one 
on the stresses and mechanical properties of the material (vertical weld) 

S o u r c e: made by V.A. Ermakov.  
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Рис. 12. Зависимость допустимых значений истинной пористости 

в долях единицы от высоты резервуара (вертикальный шов) 
И с т о ч н и к: выполнено В.А. Ермаковым. 

Figure 12. The dependence of the permissible values of true porosity 
in fractions of a unit on the height of the tank (vertical weld)  

S o u r c e: made by V.A. Ermakov.  

 
По результатам расчета методом Брандона [23] получена двухпараметрическая регрессионная 

зависимость допустимой пористости (в долях единицы) от предела выносливости материала и 
напряжений в месте формирования дефекта при коэффициенте асимметрии цикла 0: 

  2 2
0 0П  1,2 0,0001σ 0,0132σ 0,5027 –0,0018σ  0,33229σ  – 13,839 .     

Модель имеет ограничения по входящим в нее параметрам 72 ≤ 0σ ≤ 101, 7 ≤ σ ≤ 82. Коэффици-
ент несовпадения Тейла 0,17, что указывает на высокое совпадение модельных данных с данными 
расчетного эксперимента, по которому она была построена. Частный коэффициент эластичности мо-
дели по пределу выносливости материала 2, по напряжениям — 1,5. Это значит, что при увеличении 
предела выносливости на 1 % значение допустимой пористости увеличивается на 2 %, при увеличе-
нии напряжений на 1 % допустимый параметр пористости уменьшается на 1,5 % при прочих равных 
условиях. Следовательно, можно сделать вывод о превалирующем влиянии на допустимый параметр 
пористости механических свойств материала. Это влияние на 30 % выше, чем влияние уровня 
напряжений. Аналогично были получены значения допустимой пористости для зон сварного шва и 
ЗТВ для внешнего и внутреннего колец патрубка резервуара. 

Графическое представление зависимости допустимых диаметров одиночных пор при эксплуа-
тации резервуара пор приведены на рис. 13 (вертикальный шов). 

Зоны, где график отсутствует, означают, что на данных высотах шва поры полностью недопу-
стимы. 
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Рис. 13. Зависимость допустимых диаметров одиночных пор от высоты места их расположения 

в вертикальном шве при эксплуатации резервуара 
И с т о ч н и к: выполнено В.А. Ермаковым. 

Figure 13. The dependence of the permissible diameters of single pores on the height 
of their location in the vertical weld during tank operation 

S o u r c e: made by V.A. Ermakov.  

4. Заключение 

1. Доказана принципиальная возможность применения линейной механики разрушения для об-
ласти сварного шва, зоны термического влияния и основного металла листовых конструкций из 
алюминиевых сплавов, но с учетом поправки на пластичность материала, что  позволило создать 
оригинальную методику к нормированию дефектов сварного шва, выполненного АДС, и зоны тер-
мического влияния при сварке алюминиевых сплавов. 

2. Доказано, что при увеличении предела текучести алюминиевых сплавов пороговое значение 
коэффициента интенсивности напряжений также возрастает в отличие от сталей, у которых повы-
шение предела текучести приводит к снижению порогового значения коэффициента интенсивно-
сти напряжений. На базе проведенных экспериментов и данных литературного обзора были сфор-
мулированы функциональные зависимости порогового значения коэффициента интенсивности 
напряжений от предела текучести материала для трех групп алюминиевых сплавов с различным хи-
мическим и стехиометрическим составом компонентов 0,20,0128σ 0,6279thK    (для сплавов системы 
Al-Cu-Mg), 0,20,0339σ 1,7233 thK   (для сплавов системы Al-Mg), 0,20,0078 σ 1,0767  thK    (для сплавов 
системы Al-Zn-Mg).  

3. Проведено исследование микроструктуры сварного шва АДС и зоны термического влияния, 
которое выявило, что структура шва состоит из крупных дендритов α-твердого раствора, мелко-
дисперсной эвтектики и интерметаллидных фаз, что соответствует литой структуре материала шва. 
В центре шва расположены более мелкие дендриты, размер которых увеличивался при приближении 
к зоне термического влияния, что объясняется градиентом скорости охлаждения после прохождения 
металлургических процессов сварки. Различия в структуре материала влияют на его прочностные 
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свойства. Получена полиномиальная зависимость изменения механических свойств материала от 
отношения расстояния от центра шва к его ширине.  

4. Для наиболее опасных дефектов сварных швов и зоны термического влияния предложены 
модели, базирующиеся на линейной механике разрушения, с обязательным учетом поправки на пла-
стичность. Для дефектов монтажного шва типа продольная трещина, разрозненные трещины и под-
рез принята модель полуэллиптической поверхностной трещины. Для моделирования поверхност-
ных полуэллиптических трещин в зоне около круглого отверстия (зона патрубка резервуара) предло-
жено применять подход Ша (Shah), который рассматривает трещины как часть эллипса в неограни-
ченном теле, но с поправкой на концентрацию напряжений от отверстия. Для дефектов типа вытяну-
тая полость и свищ предложена модель подповерхностной эллиптической трещины. Для оценки по-
ристости принята классическая формула М.Ю. Бальшина, связывающая параметр пористости и 
прочность компактного и пористого материала. Для дефектов типа газовой поры разработана модель, 
базирующаяся на классических подходах усталости металлов с учетом концентрации напряжений. 
Иллюстративные расчеты по предлагаемым моделям показали, что допустимые параметры дефектов 
больше зависят от механических свойств материала в зоне его возникновения, чем от напряжений в 
этой зоне.  

5. Для наиболее сложно моделируемого типа дефекта — пористости получена двухпараметри-
ческая регрессионная зависимость допустимой пористости от предела выносливости материала (σ0) 
и напряжений в месте формирования дефекта (σ) при коэффициенте асимметрии цикла 0: 

  2 2
0 0П  1,2 0,0001σ 0,0132σ 0,5027 –0,0018σ  0,33229σ  – 13,839 .     Модель имеет ограничения по 

входящим в нее параметрам 72 ≤ 0σ ≤ 101, 7 ≤ σ ≤ 82. Частный коэффициент эластичности модели по 
пределу выносливости материала 2, по напряжениям –1,5. Следовательно, при увеличении предела 
выносливости на 1 % значение допустимой пористости увеличивается на 2 %, при увеличении 
напряжений на 1 % допустимый параметр пористости уменьшается на 1,5 %. 

В дальнейшем предполагается проведение экспериментальных исследований дефектности 
сварных швов в алюминиевых конструкциях, полученных различными технологиями сварки, и рас-
ширение номенклатуры исследуемых сплавов. 
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Abstract. Coastal erosion in the Mekong Delta has intensified due to climate change and rising sea levels, necessitating robust 
protective structures. This study evaluates the stability of a coastal revetment in Duyen Hai, Vinh Long province, using both two-
dimensional (2D) and three-dimensional (3D) numerical simulations. Vinh Long, following its 2025 administrative merger, faces 
significant pressure from the East Sea’s irregular tidal regime and monsoon-driven wave energy. The stability analysis was 
conducted using the Simplified Bishop Method within the Limit Equilibrium Method (LEM) framework via the GeoStudio 
software suite (SLOPE/W and SLOPE3D). Results indicate that the safety factors (FS) for all considered load combinations, basic 
and extreme, comply with the Vietnamese national standard TCVN 9901:2023. Notably, the 3D simulations yielded FS values 
approximately 11.2% higher than the 2D counterparts, with the 3D model providing a more realistic representation of soil-
structure interaction by accounting for lateral resistance and interaction forces between cross-sections. Furthermore, under an 
extreme loading combination representing the rainy season, where upstream discharge artificially elevates the landside water level 
by 1.5 m, the safety factors decrease due to increased pore water pressure within the embankment. This research demonstrates that 
while 2D analysis remains a conservative and safe approach for design, 3D modeling offers critical insights for cost-effective 
design refinement and a more accurate understanding of complex failure mechanisms in soft-soil coastal foundations. 

Keywords: Protective structure stability, Limit Equilibrium Method, 2D simulation, 3D simulation, Bishop Simplified Method, 
Mekong Delta 
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Устойчивость берегового укрепления с использованием 2D‐ и 3D‐моделирования: 
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Аннотация. Эрозия побережья в дельте Меконга усилилась из-за изменения климата и повышения уровня моря, что тре-
бует внедрения надежных защитных сооружений. Авторами проведена оценка устойчивости берегового укрепления в 
районе Дуенхай, провинция Виньлонг, с использованием двухмерного (2D) и трехмерного (3D) численного моделирова-
ния. После административной реформы 2025 г. Виньлонг испытывает значительное давление со стороны нерегулярного 
приливного режима Восточного моря и энергии волн, вызванных муссонами. Расчет на устойчивость выполнен упрощен-
ным методом Бишопа в рамках метода предельного равновесия (МПР) с помощью программного комплекса GeoStudio 
(SLOPE/W и SLOPE3D). Результаты показывают, что коэффициенты запаса (КЗ) для всех рассматриваемых сочетаний 
нагрузок — как основных, так и особых — соответствуют требованиям национального стандарта Вьетнама TCVN 
9901:2023. Примечательно, что значения КЗ, полученные при расчете 3D-модели, оказались примерно на 11,2 % выше, 
чем у 2D-модели. Трехмерная модель дает более реалистичное представление о взаимодействии грунта и сооружения 
за счет учета бокового сопротивления и взаимодействия сил между сечениями. Кроме того, при сочетании нагрузок с 
особыми воздействиями, соответствующими сезону дождей (когда сброс воды искусственно повышает уровень воды с 
внутренней стороны укрепления на 1,5 м), коэффициенты запаса снижаются из-за увеличения порового давления воды в 
теле насыпи. Исследование демонстрирует, что 2D-расчет остается подходом для безопасного проектирования с избыточ-
ным запасом прочности, однако 3D-моделирование предоставляет критически важные сведения для экономической опти-
мизации конструкции и более точного понимания сложных механизмов разрушения фундаментов в мягких прибрежных 
грунтах. 

Ключевые слова: устойчивость защитных сооружений, метод предельного равновесия, 2D-моделирование, 3D-моделиро- 
вание, упрощенный метод Бишопа, дельта Меконга 
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1. Introduction 

Coastal erosion driven by climate change and sea-level rise represents a critical threat to low-lying 
deltaic regions globally. In Vietnam, particularly within the Mekong Delta, this dynamic is exceptionally 
severe. Currently, nearly 40% of the Vietnamese Mekong Delta’s 744.0 km coastline experiences severe 
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erosion, with hotspot retreat rates reaching alarming levels of up to 50 to 95 meters annually [1]. The 
underlying drivers of this catastrophic erosion are complex, involving climate-induced sea-level rise, 
localized subsidence, and a critical reduction in sediment supply; the sediment load of the Mekong River 
has plummeted from historical highs to an estimated 42 million tons per year due to extensive upstream 
damming and sand mining [1]. Vinh Long province is highly vulnerable to these compounding factors. 
Following the July 2025 national administrative reform, which consolidated Ben Tre, Tra Vinh, and Vinh 
Long into a single provincial unit under Resolution No. 60-NQ/TW, drastically expanding its coastal 
administrative boundary [2], the region faces unprecedented pressure from the East Sea’s irregular semi-
diurnal tidal regime (with amplitudes up to 3.5 to 4.0 meters) and monsoon-driven wave energy. 

To counteract these existential threats, provincial governments have implemented structural protective 
measures covering approximately 68% of the affected shorelines in the Mekong Delta [3]. Structural 
engineering interventions, including traditional sea dikes, Busadco breakwaters, semi-circular breakwaters, 
and centrifugal pile-rock systems, have been widely deployed [3–11]. Empirical monitoring demonstrates 
the physical efficacy of these structures; for instance, breakwaters in the region achieve a 62% reduction in 
wave transmission heights, facilitating rapid sediment storage and creating alluvial offsets at rates up to 
3.1 cm per month. However, while these structures effectively mitigate hydrodynamic forces, their 
placement on the highly cohesive, low-bearing-capacity soft clays characteristic of the Mekong Delta may 
cause significant potential slip failures. 

Despite extensive documentation regarding the hydrodynamic performance and wave-reduction 
efficiency of these physical coastal defenses, a critical analytical gap persists regarding the computational 
modeling of their geotechnical stability. In engineering practice, stability analyses of protective structures 
and coastal embankments are overwhelmingly performed using two-dimensional (2D) Limit Equilibrium 
Methods (LEM) [12–15], treating the slope as an infinite plane-strain condition. While computationally 
efficient, contemporary geotechnical advances demonstrate that 2D plane-strain assumptions systematically 
yield a highly conservative factor of safety by artificially assuming the shear resistance along the lateral 
boundaries (end effects) of the finite sliding mass is exactly zero [16]. Modern variational limit equilibrium 
frameworks prove that for slopes comprised of highly cohesive soils, the magnitude of this 3D spatial effect 
increases approximately linearly with soil cohesion [16]. Therefore, relying exclusively on 2D methodologies 
systematically underestimates safety margins and can lead to the specification of over-engineered, excessive 
physical reinforcements, necessitating the adoption of advanced 3D spatial modeling to accurately capture 
realistic failure mechanisms. 

Therefore, the specific object of this research is the 900-meter-long Long Huu — Hiep Thanh coastal 
revetment system, constructed on highly cohesive soft-soil foundations in Duyen Hai, Vinh Long province. 
The primary aim of this study is to evaluate the structural stability and identify the complex spatial failure 
mechanisms of the revetment under dynamic, monsoon-driven hydrological loading conditions. To fulfill 
this aim, the specific objectives of the study are: (1) to execute comparative steady-state seepage and limit 
equilibrium stability analyses using Bishop’s Simplified Method in both 2D (SLOPE/W) and 3D (SLOPE3D) 
computational environments; (2) to quantitatively assess the safety factor variance generated by the 
inclusion of lateral shear resistance inherent to 3D space in cohesive clays; and (3) to rigorously validate the 
structural integrity of the revetment against the threshold criteria mandated by the TCVN 9901:2023 
national standard under both basic and extreme loading combinations. 

2. Research Methods 

Slope stability is one of the most important and challenging problems in geotechnical engineering, 
directly related to the safety of infrastructure projects such as dams, roads, and mining areas [12; 13]. 
Mechanically, a slope is considered stable when the anti-slip forces of the soil mass are large enough to 
resist the sliding forces caused by gravity or external influences. In the history of soil mechanics, the Limit 
Equilibrium Method (LEM) has become a dominant tool due to its high practicality. Among the LEM 
methods, the Bishop method, specifically the simplified Bishop method, plays an important bridging role 
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between less accurate classical methods and complex modern methods. Bishop’s simplified method is based 
on key mechanical assumptions to address the static indeterminacy of the problem [12]. First, this method 
applies only to slip surfaces in the shape of a circular arc. Second, Bishop assumes that the shear forces 
between blocks (X) are zero, meaning that the interaction forces between the soil blocks consist only of 
horizontal normal forces (E). Third, the safety factor is calculated based on the overall moment equilibrium 
condition with respect to the center of the circular slip surface and the vertical force equilibrium for each 
individual block. Although this method does not satisfy the horizontal force balance condition for the entire 
mass, experimental and verification studies have shown that Bishop’s safety factor results are often very 
close to those of more accurate methods, such as the Spencer or Morgenstern-Price methods. This makes 
Bishop the commonly adopted method in engineering practice for analyzing circular slip surfaces. 

In slope stability analysis, the two-dimensional (2D) simulation method is the most popular in 
engineering practice due to its convenience and long history of development. 2D simulations are based on 
the assumption of plane deformation, in which the sliding mass is divided into vertical slices [12; 13]. 
2D analysis has a distinct advantage in terms of computational efficiency. Solving a 2D problem typically 
takes only a few seconds to a few minutes, allowing engineers to perform a series of sensitivity analyses 
of geological and hydrological variables. Furthermore, 2D methods (such as simplified Bishop or 
Morgenstern-Price) often yield lower (conservative) safety factors than observed in reality, due to the 
omission of resistance at the edges of the sliding mass [16]. This inadvertently creates a safety margin for 
the structure design. The primary technical constraint of 2D analysis is its inability to describe complex 
geometric conditions. For embankment sections with horizontal curvature, abrupt changes in embankment 
crest elevation, or heterogeneous geology along the alignment, the plane deformation assumption becomes 
unsuitable. In addition, 2D analysis does not account for lateral resisting forces, which are crucial for 
stabilizing finite-sized sliding masses.  

To address the limitations mentioned above, three-dimensional simulation has become increasingly 
attractive. In which the Slope3D module extends the capabilities of GEOSTUDIO by applying a method 
of columns instead of slices, allowing for the simulation of sliding masses in real three-dimensional space 
[16–19]. This provides a highly suitable analytical framework for complex geotechnical systems that cannot 
be fully covered by 2D models. The advantages of 3D modeling lie in its ability to fully consider boundary 
effects and slope curvature. Studies have shown that for highly cohesive soils and large depth-to-surface 
landslides. Slope3 allows direct integration of 3D geological models from software such as Leapfrog, 
enabling accurate depiction of weak points, faults, and changes in subsurface layers. The ability to search 
for landslide surfaces using the Cuckoo algorithm or automatic optimization helps to determine a more 
representative failure mechanism in complex space. 3D analysis requires a much larger amount of 
geological and topographic survey data than 2D analysis [20]. The modeling process and problem-solving 
time are also more expensive, sometimes requiring powerful computing systems and a significant 
investment in software and personnel training. The introduction of Slope3D into the GeoStudio ecosystem 
represents a leap forward in the ability to capture realistic three-dimensional failure mechanisms. Instead 
of considering only a single cross-section, Slope3D allows for the simulation of the entire potential slip 
mass, thereby accounting for side resistance, a factor that often increases the safety factor compared to 
2D analyses. Comparative studies show that 3D safety factors are typically 15 to 30% higher than 2D under 
symmetrical conditions. Still, they may be lower if the geology has localized weak areas that a 2D cross-
section cannot fully cover. 

Slope3D extends Bishop’s theory by replacing 2D slices with vertical 3D columns, as shown in 
Figure 1. The potential sliding mass in 3D space is discretized into a network of columns with cross-
sections (dx×dy) [21]. Each of these columns becomes a basic computational unit, subject to a more 
complex system of forces in three-dimensional (x, y, z) space. For any given column in Slope3D, the forces 
involved include its own weight (W), the pore water pressure at the base of the column (U), the normal 
force at the base (N), and the mobilized shear force at the base (S) [19; 22]. Similar to 2D, the lateral 
interaction forces between columns play a crucial role in establishing equilibrium. 
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Figure 2. Location of the construction site 

S o u r c e: made by H.P. Tran. 

 

 
Figure 1. Forces acting on the soil column 

S o u r c e: made by H.P. Tran. 

 
In GeoStudio’s Bishop 3D method, the following simplification assumptions are applied [17; 20]. 

First, side shear forces between columns in the vertical direction are ignored (total equal to zero). Second, it 
is assumed that normal interaction forces between columns are horizontal. Finally, the direction of slip of 
the entire mass is determined uniformly, usually the one with the greatest tendency toward instability. 

The Bishop 3D safety factor equation, Eq. (1), can be expressed as an integral over the entire projected 
area of the sliding block [19]: 
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The coefficient ݉஑ ௝,௞  for each column (j, k) now depends on the normal vector of the slip surface at 
the bottom of that column and the assumed slip direction. A subtle point in Slope3D is the handling of the 
normal force (N). Because N depends on FS, the problem in 3D becomes more sensitive to boundary 
conditions and slip surface shape, especially when the slip surface is not a perfect sphere. 

3. Case Study 

The construction site is located at Duyen 
Hai Town, Vinh Long Province, Vietnam, as 
illustrated in Figure 2. This is a 900 m long 
construction line that is going to be constructed 
to protect the shoreline in this area. The cross-
section of the coastal revetment and the soil 
properties of the soil at this construction site 
are presented in Table 1 and Figure 3. Two 
distinct loading combinations were established 
for the numerical simulations, i.e., basic and 
extreme loading combinations. Basic loading 
combination represents the high-probability, 
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everyday operational conditions of the coastal defense system with the landside water level at +1.00 m and 
the seaside water level at –2.57 m. Extreme loading combination simulates a low-probability, critical stress 
event representative of the monsoon rainy season. Under this condition, heavy upstream discharge 
artificially elevates the landside water level by 1.5 meters relative to the normal level. Thus, the landside 
water level is at +2.50 m, and the seaside water level is at –2.57 m. This differential creates a severe 
hydraulic gradient, drastically increasing pore water pressures within the embankment body and foundation, 
thereby representing the most severe threat to slope stability in this area. 

 
Table 1. Soil properties 

Item Symbol Unit Embankment Layer 1 Layer 2 Concrete Crushed stone 
Unit weight γ kN/m3 18.9 18.9 16.5 24.0 22.0 

Saturated unit weight γsat kN/m3 19.1 19.1 16.6 24.0 23.0 

Friction angle φ Degree 22.03o 22.03o 4.10o 35o 40o 

Cohesion c kPa 6.9 6.9 6.0 1000 5 

Hydraulic conductivity kx, ky m/s 6.74e-06 6.74e-06 5.94e-08 – – 
S o u r c e: made by H.P. Tran. 

 

 
Figure 3. Cross-section of the coastal revetment and soil materials 

S o u r c e: made by H.P. Tran. 

 
4. Results and Discussion 

4.1. Seepage and Stability Results 

The analysis results from SLOPE/W 2D and SLOPE3D are shown in the figures below for three load 
combinations: the basic load combination and the extreme loading combination. First, the seepage analyses 
were carried out for these two load combinations as presented in Figure 4 to Figure 7. It is obvious that both 
the 2D and 3D simulations provide the same results of the piezometric line from the landside to the seaside 
and also the same of the pore-water pressure contour. The seepage flow mostly occurs at the embankment 
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and soil layer 1 to the toe of the embankment. It can be observed through Figure 8, which is a plot of the 
water rate at the toe on the right side of the embankment, the water rate at Point 2 is higher than that of the 
others. Additionally, the water rate at Point 2 obtained from the 3D simulation is higher than that of the 2D 
simulation by around 40%. Thus, there is a structure placed at the embankment toe to collect the water and 
to prevent the erosion caused by this flow. 

 

 
Figure 4. Seepage analysis using 2D simulation for basic loading combination 

S o u r c e: made by H.P. Tran. 

 

 
Figure 5. Seepage analysis using 3D simulation for basic loading combination 

S o u r c e: made by H.P. Tran. 

 

 
Figure 6. Seepage analysis using 2D simulation for extreme loading combination 

S o u r c e: made by H.P. Tran. 
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Figure 7. Seepage analysis using 3D simulation for extreme loading combination 

S o u r c e: made by H.P. Tran. 

 

 
Figure 8. Seepage analysis using 3D simulation for extreme loading combination 

S o u r c e: made by H.P. Tran. 

 
Next, the stability analyses were conducted for both loading combinations using both the 2D and 

3D simulations. The results are presented in Table 2 and Figure 9 to Figure 12. In general, the structural 
stability was evaluated against the safety thresholds prescribed by the Vietnamese National Standard 
TCVN 9901:2023 (Sea dike structures — Require-ments for design) [23]. This standard utilizes a limit state 
design approach, mandating minimum allowable factors of safety, [K], that reflect the reliability index 
required for coastal infrastructure in soft-soil environments. For the basic load combination, the standard 
requires [K] ≥ 1.10. For extreme combinations (incorporating a simulated 1.5 m storm surge), the threshold is 
adjusted to [K] ≥ 1.05 to account for the low probability of such events. These values align with global risk-
based engineering frameworks, such as Eurocode 7’s partial factor logic, which balances economic material 
allocation with a low probability of structural failure. As presented in Table 2, the deterministic stability 
analysis reveals that the revetment is safe under the basic and extreme load combinations according to the 
Vietnamese National Standard TCVN 9901:2023. It can be seen that the basic load combination yields the 
higher safety factor, while the special load combination yields the lower safety factor. This can be explained 
by the fact that, for the extreme loading combination, the water level on the landside is 1.5 m higher than in 
the basic loading combination. This results in a higher piezometric line, increasing pore water pressure in 
the embankment body, thereby reducing the stability of the coastal revetment.  

 
Table 2. Safety factor from stability analysis 

Loading Combination 2D 3D [K] Check 
Basic loading combination 1.311 1.459 1.10 OK 
Extreme loading combination 1.252 1.389 1.05 OK 

S o u r c e: made by H.P. Tran. 
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Figure 9. Stability analysis using 2D simulation for basic loading combination 

S o u r c e: made by H.P. Tran. 

 

 
a 

 
b 

Figure 10. Stability analysis using 3D simulation for basic loading combination: 
a — Front view; b — 3D view 

S o u r c e: made by H.P. Tran. 
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Figure 11. Stability analysis using 2D simulation for extreme loading combination 

S o u r c e: made by H.P. Tran. 

 

 
a 

 
b 

Figure 12. Stability analysis using 3D simulation for extreme loading combination: 
a — Front view; b — 3D view 

S o u r c e: made by H.P. Tran. 
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4.2. Discussion on the 3D Spatial Effects 

Comparing the results between 2D and 3D simulations, it can be seen that the safety factor in the 3D 
simulation is higher than in the 2D simulation (approximately 11.2%). The observed 11.2% increase in the 
FS obtained from 2D plane-strain to 3D spatial frameworks is consistent with the established performance 
of LEM in cohesive soils. This variance is fundamentally driven by the mobilization of lateral shear 
resistance and interaction forces along the z-axis of the finite sliding mass, which are mathematically 
omitted in 2D models. Our findings align closely with the empirical benchmarking conducted by 
Shoffiana, A. et al. (2022) [24], who reported 3D/2D FS ratios ranging from 1.09 to 1.397 (a 9 to 40% 
difference) for embankments on soft foundations. While some studies, such as those by Bahsan and 
Fakhriyyanti (2018), have reported higher ratios reaching 1.44 [25], the 11.2% increase in this study is 
theoretically consistent with the specific geotechnical properties of clay layer 2. According to the variational 
limit equilibrium frameworks established by Zhang et al. (2024), the magnitude of the 3D effect is highly 
sensitive to soil cohesion; in purely frictional soils, the 3D effect vanishes, whereas it increases 
approximately linearly with the dimensionless cohesion parameter c/(γ.H.tanΦ) [16]. 

Furthermore, the study by Xue et al. (2025) utilized a 3D Finite Difference Method (FDM/FEM) and 
reported a relatively small safety factor increase, from 1.27 in the 2D analysis to 1.311 in the 3D analysis, 
for their reinforced slope [26]. This narrower margin of increase is mechanistically attributed to the 
fundamental differences between FEM/FDM and LEM. Finite Element and Finite Difference frameworks 
inherently calculate complex stress-strain redistributions, localized volumetric yielding around structural 
reinforcements (such as piles), and capture massive reductions in spatial displacement. These strain-based 
mechanics often result in more conservative scalar safety factors for reinforced structures. In contrast, the 
3D Limit Equilibrium Method (LEM) utilized in this current study focuses purely on statics, directly 
integrating the lateral boundary resistance of the highly cohesive natural clay matrix into the force-balance 
equations. By recognizing these distinct mechanical functions and methodological behaviors, the 11.2% 
variance is validated not as a numerical inconsistency, but as a mathematically precise evaluation of spatial 
confinement within a pure LEM framework. 

As of 2026, the majority of engineering design standards in Vietnam still require a 2D simulation to 
verify the stability of the coastal revetment. However, the 2D simulation seems to underestimate the 
stability of the protective structure system compared to reality. It implies that using 2D simulation in 
practice design can be safer but inefficient in terms of the economic aspect. The question of using 2D or 3D 
simulation in practice design should be discussed more in future research. 

5. Conclusions 

This paper conducted the stability analysis for the coastal revetment, which aims to protect the 
shoreline located in Vinh Long province, Vietnam, from erosion, using 2D and 3D simulations. The results 
can be stated as follows: 

1. The implementation of the Long Huu — Hiep Thanh revetment geometry successfully mitigates 
macroscopic slope instability on highly cohesive, low-bearing-capacity foundations. Deterministic analyses 
confirm that the structural configuration maintains safety factors of 1.252 (2D) and 1.389 (3D) under extreme 
conditions featuring a 1.5-meter simulated water level increase. These values strictly satisfy the high-stress 
threshold requirements ([K] ≥ 1.05) mandated by the Vietnamese national standard TCVN 9901:2023, 
validating the design's resilience against severe climate-induced storm surges.  

2. Three-dimensional slope stability modeling, utilizing the column method framework, yields safety 
factors approximately 11.2% higher than equivalent 2D plane-strain simulations for the same critical slip 
surfaces. This numerical divergence is theoretically sound and mechanistically attributed to the mobilization 
of lateral shear resistance and interaction forces along the z-axis of the finite sliding mass, which are 
artificially omitted in 2D assumptions but become highly pronounced in the cohesive clays characterizing 
the Mekong Delta.  



Тран Х.Ф., Фам H.Т., Ле В.Т., Данг В.Ф. Строительная механика инженерных конструкций и сооружений. 2026. Т. 22. № 3. С. 222–234 
 

АНАЛИТИЧЕСКИЕ И ЧИСЛЕННЫЕ МЕТОДЫ РАСЧЕТА КОНСТРУКЦИЙ 233

3. For linear coastal infrastructure lacking complex concave or convex topographical geometries, 2D
and 3D numerical seepage models exhibit negligible variance in calculated piezometric flow lines and pore 
water pressure distributions. Under these specific, straight-axis longitudinal conditions, 2D steady-state 
seepage analyses remain quantitatively robust, indicating that computationally expensive 3D groundwater 
flow modeling is unwarranted unless significant lateral foundation inhomogeneities or sharp coastal 
curvatures are present.  

4. While traditional 2D Limit Equilibrium Methods serve as a highly conservative benchmark ensuring
maximum structural safety, the routine mathematical omission of lateral boundary effects systematically 
suppresses the perceived structural capacity of the slope. Consequently, this over-conservatism inevitably 
leads to the specification of over-engineered, excessive physical reinforcements. The application of 3D 
spatial stability analysis presents a mathematically validated pathway for cost-effective design refinement, 
allowing engineers to safely optimize material allocation in massive, capital-intensive coastal infrastructure 
projects without compromising regulatory safety thresholds. 
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Аннотация. Эффективность использования композиционных материалов в различных конструкциях в первую очередь 
зависит от совершенства расчетных методов и точности проектирования. Учитывая широкое применение пластин из ком-
позиционных материалов в инженерных конструкциях, задачи, связанные с их изгибом под действием нагрузки, решают-
ся с использованием различных математических методов. Рассмотрена тонкая прямоугольная пластинка постоянной тол-
щины. Материал пластинки упругий и ортотропный. В качестве исходного уравнения используется уравнение классиче-
ской теории изгиба тонких анизотропных пластин, в основе которой лежит известная гипотеза недеформируемых норма-
лей. Поставлена задача построения аналитических решений для тонкой ортотропной пластинки, шарнирно опертой по 
всем сторонам и находящейся под действием статической нагрузки, приложенной на ограниченной области. Представле-
ны два варианта нагружения: первый — действие полосовой нагрузки, второй — действие нагрузки, приложенной в пре-
делах прямоугольной области. Для решения уравнения статического изгиба пластинки применяется операционное исчис-
ление, связанное с преобразованием Лапласа. Приведены примеры расчетов. В качестве тестовых задач рассмотрена пла-
стинка из углепластика под действием нагрузки, равномерно приложенной по прямоугольной области. Численные расче-
ты выполнены с использованием пакета компьютерной алгебры MathCAD. Проведены сравнительные исследования для 
проверки достоверности полученных результатов. 
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Abstract. The effectiveness of using composite materials in various structures primarily depends on the sophistication of the 
calculation methods and design accuracy. Considering the widespread use of plates made of composite materials in engineering 
structures, problems associated with their bending under load are solved using various mathematical methods. The present study 
considers a thin rectangular plate of constant thickness. The plate material is elastic and orthotropic. The underlying equation is the 
equation of the classical theory of bending of thin anisotropic plates, which is based on the well-known hypothesis of non-
deformable normal lines. The objective is to construct analytical solutions for a thin orthotropic plate, simply supported on all 
sides and subjected to a static load applied over a limited area. Two loading cases are considered: the first is the action of a strip 
load, the second is the action of a load applied over a rectangular area. To solve the equation of static bending of the plate, 
operational calculus associated with the Laplace transform is used. Examples of calculations are given. A carbon fiber plate under 
the action of a uniformly distributed load over a rectangular area is considered as a test problem. Numerical calculations were 
performed using the MathCAD computer algebra software. Comparative studies for verification of the reliability of the obtained 
results were carried out. 

Keywords: rectangular plate, composite material, elasticity, static load, differential equation, operational calculus, analytical 
solution 
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1. Введение  

Современные композиционные материалы благодаря своей высокой удельной прочности и жест-
кости позволяют создавать легкие, прочные и долговечные конструкции, которые используют в раз-
личных отраслях промышленности. В отличие от изотропных материалов (сталь, алюминий), свой-
ства которых одинаковы во всех направлениях, композиты часто имеют три взаимно перпендикуляр-
ные плоскости упругой симметрии, то есть являются ортотропными материалами. Это позволяет 
максимально эффективно использовать прочность волокон в направлении главных напряжений. Ор-
тотропная прямоугольная пластина считается классическим примером применения композиционных 
материалов в машиностроении, гражданском строительстве, судостроении, нефтегазовой и авиакос-
мической промышленности. Поэтому исследования поведения ортотропных пластин под действием 
разных видов нагрузок вызывают неослабевающий интерес ученых и инженеров на протяжении уже 
многих лет. 
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Обзор литературы показывает, что для исследования напряженно-деформированного состояния 
пластин широко применяются численные методы, такие как метод конечных элементов [1; 2], метод 
конечных разностей [3], метод граничных элементов [4], бессеточный метод [5] и др., с помощью 
которых можно проанализировать изгиб пластин с различными краевыми условиями, схемами 
нагружения и свойствами материала. Однако, хотя вышеупомянутые численные методы удовлетво-
ряют инженерным требованиям с приемлемой погрешностью, они дают приближенное решение, что 
является их главным недостатком. 

Поэтому исследователи продолжают изучать аналитические и полуаналитические методы для 
более достоверного анализа рассматриваемой задачи и разработки точных аналитических решений 
для проверки численных (приближенных) решений [6–21]. 

Для анализа изгиба прямоугольных тонких пластин применяют классические традиционные 
полуобратные методы, такие как решение Навье и решение Леви [6], с помощью которых можно ре-
шать только статические задачи изгиба пластины с двумя противоположными шарнирно-опорными 
краями. Полуобратный метод обычно не позволяет получить единый алгоритм решения, поскольку 
требует подбора пробных функций для каждого случая, удовлетворяющих как разрешающему урав-
нению, так и граничным условиям. Для исследования пластин используют также метод суперпози-
ции [7; 8], метод симплектической суперпозиции [8–10], расширенный метод Канторовича [11; 12], 
метод конечного интегрального преобразования [13–18] и др. 

Метод симплектической суперпозиции [8–10] широко используется для решения задач изгиба 
пластин. Однако метод включает в себя сложные математические операции, требующие квалифици-
рованных специалистов в области математики и механики. 

Метод конечного интегрального преобразования – эффективный математический метод, кото-
рый успешно применяется для решения задач изгиба с различными граничными условиями. Этот 
метод позволяет получить аналитическое решение напрямую из дифференциального уравнения из-
гиба пластины. В [13] для исследования изгиба пластин с различными сложными граничными усло-
виями авторы применяют двойное интегральное конечное синус-преобразование Фурье. В [14] изу-
чают изгиб ортотропных пластин с комбинированными граничными условиями, используя двойные 
общие интегральные преобразования. Авторы работы [17] используют двумерный обобщенный ме-
тод конечного интегрального преобразования для получения новых аналитических решений изгиба 
ортотропных прямоугольных тонких фундаментных плит. В [18] для изучения поведения при изгибе 
прямоугольных тонких пластин с линейно изменяющейся толщиной, расположенных на двухпара-
метрическом основании, авторы предлагают обобщенный метод интегрального преобразования.  

Цель исследования — с использованием метода интегрального преобразования (преобразова-
ния Лапласа) продолжить исследования изгиба ортотропных тонких прямоугольных пластин, нача-
тые в [19]. 

Задачи исследования: 
– получить аналитические решения изгиба ортотропных прямоугольных тонких пластин, шар-

нирно опертых по всему контуру и находящихся под действием полосовой равномерно распределен-
ной нагрузки и нагрузки, равномерно распределенной по прямоугольной области;  

– исследовать напряженно-деформированное состояние пластины при действии нагрузки, рав-
номерно распределенной по прямоугольной области; 

– проверить достоверность и точность получаемых по этому методу результатов на основе 
сравнения их с данными, опубликованными в научной литературе. 

2. Постановка задачи и метод решения 

В [19] выведены решения для ортотропной прямоугольной пластинки, свободно опертой по 

всем сторонам при действии нагрузки, распределенной по полосе по 0
π

sin
n y

q
b

 (рис. 1). 
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Рис. 1. Схема пластинки при действии полосовой нагрузки 
И с т о ч н и к: выполнено К.Ф. Шагивалеевым и др. [19]. 

Figure 1. Diagram of a plate under the action of a strip load  
S o u r c e: by K.F. Shagivaleev et al. [19]. 

 
При расчете пластинки использовалось дифференциальное уравнение классической теории 

анизотропных пластинок [20]: 
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 
 21 , EE  — модули упругости; 

1 2μ , μ  — коэффициенты Пуассона; G — модуль сдвига; h — толщина пластинки; 1, 3, 5....n   
Для решения дифференциального уравнения (1) применили операционное исчисление, связан-

ное с преобразованием Лапласа.  
Решения дифференциального уравнения (1) имеют вид: 

  при :sr   

       

     



2 20
2 1 1 24

1

2 2
2 1 1 2

2 2
2 1 1 1 2 2

, 2γ η
2 γ

2γ τ τ η τ

sin λ ,

q
w x y P chP x c P chP x c x c

s D

P chP x c P chP x c x c

P k shP x P k shP x y

        

           

   (2) 

где 
   1 1

1
1

τ
;

chP a c chP a c
k

shP a

   
  

   2 2
2

2

τ
;

chP a c ch P a c
k

sh P a

   
   4 4γ ;r s    2

1 γ ;P r 

2
2 γ;P r   2 23

1

λ ;
D

r
D

  4 42

1

λ ;
E

s
E

  
π

λ ;
n

b
   η x c  — единичная функция, которая при x c  рав-

на 1и при x c  равна 0;  η τx c   — единичная функция, которая при τx c   равна 1 и при 

τx c   равна 0. 
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Обращаем внимание на то, что единичные функции  η x c  и  η τx c  приняты только для 

сокращения записи выражений. Они указывают, с какого значения координаты х появляется в выра-
жении данное слагаемое. 

  При :sr   

         0
4

1

1
, 1 η

2

q
w x y chr x c r x c shr x c x c

r D

            
 

       1
1 τ τ τ η τ

2
chr x c r x c shr x c x c

              
  

3 4 sin λ ,k shr x k r xchr x y   (3) 

где 

     3 2

1
2 τ

2
k sh r a r a ch r a ch r a c ch r a c

sh r a
           

        τ τ ;r shr a a c shr a c a c shr a c            

   4
1

τ .
2

k chr a c chr a c
shr a

          

  При :sr   

     20
1 2 1 2 1 44

1 2 1

, 2γ γ 2γ γ η
2 γ γ

q
w x y Y r Y x c

s D
       

   2
1 2 1 2 1 42 γ γ 2 γ γ η τY r Y x c       

   2 2
1 1 2 2 2 2 1 2 1 3η 2γ γ η η 2γ γ η sinλ ,r X r X y       (4) 

где 

   2 2 2 2
1 2

1 1
γ ; γ ;

2 2
s r s r     

1 2 1co s γ γ ;X x ch x       1 2 1cosγ γ ;Y x c ch x c  
 

2 2 1sin γ γ ;X x ch x       2 2 1sinγ γ ;Y x c ch x c  
 

3 2 1cos γ γ ;X x sh x       3 2 1cosγ γ ;Y x c sh x c  
 

4 2 1sin γ γ ;X x sh x       4 2 1sinγ γ ;Y x c sh x c  
 

   1 2 1cosγ τ γ τ ;Y x c ch x c          3 2 1cosγ τ γ τ ;Y x c sh x c    
 

   2 2 1sinγ τ γ τ ;Y x c ch x c          4 2 1sin γ τ γ τ ;Y x c sh x c    
 

      12 2
1 2 4 4 3 1 1 2 3η ;A B C A B C A A


          

      12 2
2 2 1 1 3 4 4 2 3η ;A B C A B C A A


         
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1 2 1cos γ γ ;A a ch a        1 2 1cosγ γ ;B a c ch a c    

2 2 1sin γ γ ;A a ch a        2 2 1sinγ γ ;B a c ch a c    

3 2 1cos γ γ ;A a sh a        3 2 1cosγ γ ;B a c sh a c    

4 2 1sin γ γ ;A a sh a        4 2 1sinγ γ ;B a c sh a c    

   1 2 1cosγ τ γ τ ;C a c ch a c          3 2 1cosγ τ γ τ ;C a c sh a c      

   2 2 1sinγ τ γ τ ;C a c ch a c          4 2 1sinγ τ γ τ .C a c sh a c      
 
В [19] было отмечено, что полученные решения можно использовать при исследовании изгиба 

ортотропной пластинки при действии нагрузки, распределенной вдоль оси у по любому закону. 
В данной работе поставлена задача получения аналитических выражений для определения пе-

ремещений, усилий и моментов в прямоугольной тонкой пластинке (а×b), свободно опертой по всем 
сторонам и находящейся под действием статической нагрузки, приложенной на ограниченной обла-
сти: полосовой равномерно распределенной нагрузки (рис. 2) и нагрузки, действующей по ограни-
ченной прямоугольной области (рис. 3). Материал пластинки упругий ортотропный. 

 
 

Рис. 2. Схема пластинки при действии полосовой 
равномерно распределенной нагрузки 
И с т о ч н и к: выполнено Д.А. Сурниным. 

Figure 2. Diagram of a plate under the action 
of a uniformly distributed strip load 

S o u r c e: made by D.A. Surnin.  

Рис. 3. Схема пластинки при действии сплошной нагрузки
интенсивностью ݍ଴ , равномерно распределенной 

по прямоугольнику со сторонами τ и  ξ 
И с т о ч н и к: выполнено Д.А. Сурниным. 

Figure 3. Diagram of a plate under the action 
of a continuous load of intensity ݍ଴, uniformly distributed 

over a rectangle with sides τ and  ξ 
S o u r c e: made by D.A. Surnin. 

 
В первом случае рассмотрена прямоугольная ортотропная пластинка, на которую действовала 

полосовая равномерно распределенная нагрузка интенсивностью 0q (рис. 2). 

Нагрузку разложили в тригонометрический ряд по переменной y : 

  0
1,3,5..

0, при 0 ;

4 1
, sin λ , при τ ;

π

0, при τ .

n

x c

q x y q y c x c
n

c x a

  

   

   

  (5) 

Используя приведенные решения (2–4), получили выражения для определения перемещения, 
усилий и моментов при действии рассматриваемой нагрузки (5). 
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  При :r s  

       2 20
2 1 1 24

1,3,51

2 1
, 2γ η

π γ

q
w x y P chP x c P chP x c x c

D s n


          

      2 2 2 2
2 1 1 2 2 1 1 1 2 22γ τ τ η τ sin λ ,P chP x c P chP x c x c P k shP x P k shP x y              

2 2

1 22 2
μx

w w
M D

x y

  
       

 

     1
0 2 1 1 22

1,3,5..

μ2 1
2 γ η

π γ λ
q ch P x c ch P x c x c

n

                
  

      1
2 1 1 2 2 1 1 1 2 22

μ
2γ τ τ η τ sinλ ;
λ

chP x c chP x c x c k shPx k shP x y
              

 

2 2

2 12 2
μy

w w
M D

y x

  
       

 

     
2

2
0 4 1 3 24

1,3,5..1

2 1 λ
2γ η

π γ

E
q chP x c chP x c x c

E n s

             
  

  

      
2

4 1 3 2 4 1 1 3 2 24

λ
2γ τ τ η τ sinλ ;chP x c chP x c x c k shP x k shP x y

s

 
            
   






















2

3

33

3

1
yx

w
D

x

w
DQx  

     0 2 1 1 22
1,3,5..

2 1
η

π
q P sh P x c P sh P x c x c

s n


           

      2 1 1 2 2 1 1 1 2 2τ τ η τ sinλ ;P shP x c PshP x c x c P k chPx Pk chP x y              






















3

3

22

3

3
y

w
D

yx

w
DQy  

     0 1 2
1,3,5..

2 1
2 η

π λ
q chP x c chP x c x c

n


             

      1 2 1 1 2 22 τ τ η τ cosλ ;chP x c chP x c x c k shPx k shP x y               







yx

w
DH kyx

2

2  

     
2 2

0 1 2 1 1 22 2
1,3,5..

2 1
μ η

π γλ λ

r s
q P sh P x c P sh P x c x c

n s

  
            

 
 –  

      2 1 1 2 2 1 1 1 2 2τ τ η τ cosλ ,P shP x c PshP x c x c P k chPx Pk chP x y             (6) 

где  
2 2

2 2 2 21 1
1 1 2 2 3 1 1 4 1 22 2 4 4

μ μ λ λ
1 ; 1 ; μ ; μ .

λ λ
P P P P

s s
           
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  При  :sr   

         0
4

1,3,51

4 1 1
, 1 η

π 2

q
w x y chr x c r x c shr x c x c

D r n

             
  

        3 4
1

1 τ τ τ η τ sinλ ;
2

chr x c r x c shr x c x c k shr x k r xchr x y
                 

        
2

0 1 52 2
1,3,5..

4 1 1
μ 1 η

π 2λ
x

r
M q chr x c r x c shr x c x c

r n

              
  

  

        
2

1 52

1
μ 1 τ τ τ η τ

2λ

r
chr x c r x c shr x c x c

 
              
   

  5 3 5 42 sinλ ;k shrx shrx r xchrx k y    

       0 52
1,3,5..

4 1 1
1 η

π 2λ
yM q chr x c r x c sh r x c x c

n

              
  

       5
1

1 τ τ τ η τ
2

ch r x c r x c shr x c x c
                 

2

5 3 1 5 42
2μ sinλ ;

λ

r
k shrx shrx r xchrx k y

          
 

        0 4
1,3,5..

4 1
η τ η τ 2 sin λ ;

πxQ q sh r x c x c sh r x c x c k ch rx y
r n


                  

        0 4
1,3,5..

4 1
1 η 1 τ η τ 2 cosλ ;

π λyQ q chr x c x c chr x c x c k sh rx y
n


                   

       0 5
1,3,5..

4 1 1
η

π λ 2x yH q sh r x c r x c chr x c x c
r n

             
  

       1
τ τ τ η τ

2
sh r x c r x c ch r x c x c               

  3 4 cosλ ,k chrx chrx r xshrx k y    (7) 

где  
2

5 1 2
1 μ .

λ

r
    

  При   :r s  

     20
1 2 1 2 1 44

1,3,51 1 2

2 1
, 2γ γ 2γ γ η

π γ γ

q
w x y Y r Y x c

D s n


      

   2
1 2 1 2 1 42 γ γ 2 γ γ η τY r Y x c       

   2 2
1 1 2 2 2 2 1 2 1 3η 2 γ γ η η 2 γ γ η sin λ ,r X r X y       
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   0 6 1 5 4
1,3,5.. 1 2

2 1
1 η

π γ γxM q Y Y x c
n


          

        6 1 5 4 5 1 2 2 3 6 2 2 1 31 η τ η η η η sin λ ;Y Y x c X X X X y                

   0 7 1 8 4
1,3,5.. 1 2

2 1
1 η

π γ γyM q Y Y x c
n


          

        7 1 8 4 8 1 2 2 3 7 2 2 1 31 η τ η η η η sin λ ;Y Y x c X X X X y                

   0 9 1 2 10 2 3
1,3,5.. 1 2

2 1
γ η

π γ γxQ q Y Y x c
n




       

     9 1 2 10 2 3 9 1 2 1 1 1 4 10 2 1 1 2 2 4γ γ η τ γ η γ η γ η γ η sin λ ;Y Y x c X X X X y               

       0 1 1 2 2 1 3
1,3,5..

4 1
1 η 1 η τ η η cosλ ;

π λyQ q Y x c Y x c X X y
n


            

   
2 2

0 1 1 2 2 32 2
1,3,5.. 1 2

2 1
μ γ γ η

π γ γ λ λ
x y

r s
H q Y Y x c

n s

  
        

 
  

       1 2 2 3 2 1 1 2 1 1 1 2 2 4γ γ η τ γ η γ η γ η γ η cos λ ,Y Y x c X X y          (8) 

где 
2

1 2 1 2
6 1 7 8 22 2 2

2 γ γ 2 γ γ
μ ; ; μ ;

λ λ λ

r
          

2 2

9 102 2
1 ; 1 .

r r

s s
       

Положив во всех приведенных выражениях 1 2Е Е Е   и 1 2μ μ μ  , можно получить решения 

для изотропной пластинки. 
Во втором случае на прямоугольную ортотропную пластинку действовала сплошная нагрузка 

интенсивностью ݍ଴, равномерно распределенная по прямоугольнику со сторонами τ и ξ  (см. рис. 3). 

Разложили нагрузку в тригонометрический ряд по переменной :y  

  0 1
1,3,5..

0, при 0 ;

4 1 ξ
, sin λ sinλξ sin λ , при τ ;

π 2

0, при τ ,

n

x c

q x y q y c x c
n

c x a

  

   

   

  (9) 

где 1
ξ

ξ = .
2

d   

Используя приведенные решения (2–4), получили выражения для определения перемещения, 
усилий и моментов при действии рассматриваемой нагрузки (9). 

  При :sr   

       2 20
2 1 1 24

1,3,51

2 1
, 2γ η

π γ

q
w x y P chP x c P chP x c x c

D s n


          

     2 2
2 1 1 22γ τ τ η τP ch P x c P ch P x c x c             

2 2
2 1 1 1 2 2 1

ξ
sin λ sin λξ sin λ ,

2
P k shP x P k shP x y   



Shagivaleev K.F., Surnin D.A., Surnina E.K. Structural Mechanics of Engineering Constructions and Buildings. 2026;22(3):235–252 
 

 

244 ANALYTICAL AND NUMERICAL METHODS OF STRUCTURAL ANALYSIS 

     
2 2

1
1 2 0 2 1 1 22 2 2

1,3,5..

μ2 1
μ 2 γ η

π γ λ
x

w w
M D q ch P x c ch P x c x c

nx y

                          
  

     1
2 1 1 22

μ
2γ τ τ τ

λ
chP x c chP x c x c

             
 

2 1 1 1 2 2 1
ξ

sin λ sinλξ sinλ ;
2

k sh P x k sh P x y    

     
2 2 2

2
2 1 0 4 1 3 22 2 4

1,3,5..1

2 1 λ
μ 2 γ η

π γy
Ew w

M D q ch P x c ch P x c x c
E ny x s

                            
  

     
2

4 1 3 24

λ
2γ τ τ η τch P x c ch P x c x c

s

 
           
 

 

4 1 1 3 2 2 1
ξ

sin λ sinλξ sinλ ;
2

k sh P x k sh P x y    

     
3 3

1 3 0 2 1 1 23 2 2
1,3,5..

2 1
η

πx

w w
Q D D q P shP x c PshP x c x c

x x y s n

  
                

  

      2 1 1 2 2 1 1 1 2 2 1
ξ

τ τ η τ sin λ sinλξ sinλ ;
2

P sh P x c P sh P x c x c P k ch P x P k ch P x y              

     
3 3

3 2 0 1 22 3
1,3,5..

2 1
2 η

π λy

w w
Q D D q ch P x c ch P x c x c

x y y n

  
                  



     0 1 2
1,3,5..

2 1
2 η

π λ
q chP x c chP x c x c

n


             

      1 2 1 1 2 2 1
ξ

2 τ τ η τ sin λ sinλξ cosλ ;
2

ch P x c ch P x c x c k sh P x k sh P x y                

     
2 2 2

0 1 2 1 1 22 2
1,3,5..

2 1
2 μ η

π γ λ λx y k

w r s
H D q P sh P x c P sh P x c x c

x y n s

  
                

  

     2 1 1 2τ τ η τP sh P x c Psh P x c x c            

2 1 1 1 2 2 1
ξ

sin λ sinλξ cosλ .
2

P k ch P x Pk ch P x y   (10) 

  При :sr   

         0
4

1,3,51

4 1 1
, 1 η

π 2

q
w x y chr x c r x c shr x c x c

D r n

             
   

       1
1 τ τ τ η τ

2
chr x c r x c shr x c x c

                

3 4 1
ξ

sinλ sinλξ sinλ ;
2

k shr x k r xchr x y 
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        
2

0 1 52 2
1,3,5..

4 1 1
μ 1 η

π 2λ
x

r
M q chr x c r x c shr x c x c

r n

              
  

  

        
2

1 52

1
μ 1 τ τ τ η τ

2λ

r
chr x c r x c shr x c x c

 
              
   

  5 3 5 4 1
ξ

2 sin λ sinλξ sin λ ;
2

k sh rx sh rx r x ch rx k y   
 

       0 52
1,3,5..

4 1 1
1 η

π 2λ
yM q chr x c r x c sh r x c x c

n

              
  

       5
1

1 τ τ τ η τ
2

ch r x c r x c shr x c x c
                 

2

5 3 1 5 4 12

ξ
2μ sinλ sinλξ sinλ ;

2λ

r
k shrx shrx r xchrx k y

            

       0
1,3,5..

4 1
η τ η τ

πxQ q sh r x c x c sh r x c x c
r n


                  

4 1
ξ

2 sinλ sinλξ sinλ ;
2

k ch rx y
 

       0
1,3,5..

4 1
1 η 1 τ η τ

π λyQ q ch r x c x c ch r x c x c
n


                   

4 1
ξ

2 sinλ sinλξ cosλ ;
2

k sh rx y
 

       0 5
1,3,5..

4 1 1
η

π λ 2x yH q sh r x c r x c ch r x c x c
r n

             
  

       1
τ τ τ η τ

2
sh r x c r x c ch r x c x c               

  3 4 1
ξ

sin λ sin λξ cos λ .
2

k ch rx ch rx r x sh rx k y    (11) 

  При :sr   

           
44

0
1 4 1 4 1 2 25 5

1,3,52
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, 1 η 1 η τ η + η

π

q a b
w x y Y Y x c Y Y x c X

D a n

                
  

 2 1 3 1
ξ

Ω η + η sin λ sinλξ sin λ ;
2

X y   

   
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1 η

π γ
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M q Y Y x c
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            
  

       6 1 5 4 5 1 2 2 3 6 2 2 1 3 1
ξ

1 η τ η η η η sin λ sin λξ sin λ ;
2

Y Y x c X X X X y             



Shagivaleev K.F., Surnin D.A., Surnina E.K. Structural Mechanics of Engineering Constructions and Buildings. 2026;22(3):235–252 
 

 

246 ANALYTICAL AND NUMERICAL METHODS OF STRUCTURAL ANALYSIS 

   
22

0 7 1 8 43 3
1,3,5..3

4 1
1 η

π γ
y

a b
M q Y Y x c

a n

            
  

     7 1 8 4 8 1 2 2 31 η τ η ηY Y x c X X              

   ;sinsin
2

sin 131227 yXX    

   0 9 1 2 10 2 32 2
1,3,5..3

4 1
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x
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Q q Y Y x c

a n

       
 

  

   9 1 2 10 2 3 9 1 2 1 1 4ζ ζ η τ ζ η ηY Y x c X X             

  10 2 1 1 2 4 1
ξ

ζ η η sin λ sin λξ sin λ ;
2

X X y 
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1 η 1 η τ η η sinλ sinλξ cosλ ;

2π
y
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Q q Y x c Y x c X X y

a n

                
  

   
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1

γ4 1
ζ ζ η

π γ
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H q Y Y x c
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E

        
  

       1 2 2 3 2 1 1 2 1 1 1 2 2 4 1
ξ

ζ ζ η τ ζ η +ζ η ζ η ζ η sin λ sinλξ cosλ y,
2

Y Y x c X X          (12) 

где    
2
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E D

 
             

 
 

3
2 2

31 1 2
5 1 1 6 1 1 32 2

1 2 3 1

2γ γ
; 1 μ 1 μ ; μ μ γ ;
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D

DDr r

D
           

1 2
7 32

2γ γ
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λ
      

2
3
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1
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λ

Dr

D
       

3 3
2 2
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1 1

1 1 ; 1 1 ; ; ;

D D
D DD D E Er r

s s D E D EE E
E E

                 

 3 3 32 2
1 2 2 1 2

1 1 1 1 1 1

1 1
ζ ; ζ ; μ 2 1 μ μ .

2 2

D D DE E G

E D E D D E

   
            

   
 

При больших значениях необходимо перейти от гиперболических функций к показательным. 
Решения (10–12) получены в общем виде. Они позволяют рассчитать ортотропную прямоуголь-

ную пластинку, свободно опертую по всем сторонам, при действии сплошной нагрузки интенсивно-
стью 0q , равномерно распределенной по прямоугольной области при разных размерах площадки 
нагружения, при любом расположении  площадки нагружения на поверхности пластинки, при раз-
ных размерах прямоугольной пластинки, при разных упругих характеристиках материала пластинки.  
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3. Результаты и обсуждение 

В качестве примера для исследования напряженно-деформированного состояния пластинки 
рассмотрена ортотропная прямоугольная пластинка со следующими геометрическими параметрами: 

отношение сторон пластинки 1,5 .
b

a
  

Нагрузка интенсивностью 0q  равномерно распределена по прямоугольнику со сторонами  
τ 0, 2a  и ξ 0,2a  Центр площадки нагружения совпадал с серединой пластинки.  

Материал пластинки — углепластик, имеющий следующие характеристики [24]: 

4 2 4 2
1 21, 4 1 0 кН /см ; 0 , 0 9 7 1 0 кН /см ;E E     

3 2
1 20,55 10 кН /см ; μ 0, 29; μ 0, 02.G      (13) 

Главные направления упругости совпадали с направлениями сторон пластинки. 

 
Таблица 1. Результаты расчета ортотропной пластинки при действии сплошной нагрузки интенсивностью 0q , 

равномерно распределенной по прямоугольнику со сторонами τ и ξ  

Table 1. The results of the calculation of an orthotropic plate under the action of a continuous load 
with an intensity 0q evenly distributed over a rectangle with sides τ and ξ  

x 







2
,
b

xw  ,
2x
b

M x
 
 
 

 ,
2y
b

M x
 
 
 

 ,
2x
b

Q x
 
 
 

 ,
2y
b

Q x 
 
 

 , ,
2x y
b

H x
 
 
 

 

0 0 0 0 0,0331649 0 0 
0,1a 0,0000285 0,0027625 0,00061233 0,0349372 0 0 
0,2a 0,0000550 0,0058880 0,00125763 0,0410292 0 0 
0,3a 0,0000774 0,0098894 0,00195391 0,0540592 0 0 
0,4a 0,0000931 0,0156032 0,00264889 0,0788915 0 0 
0,5a 0,0000989 0,0190189 0,00298238 0 0 0 
0,6a 0,0000931 0,0156032 0,00264889 –0,0788915 0 0 
0,7a 0,0000774 0,0098894 0,00195391 –0,0540592 0 0 
0,8a 0,0000550 0,0058880 0,00125763 –0,0410292 0 0 
0,9a 0,0000285 0,0027625 0,00061233 –0,0349372 0 0 

a 0 0 0 –0,0331649 0 0 

И с т о ч н и к: выполнено Д.А. Сурниным / S o u r c e: made by D.A. Surnin. 

 
Таблица 2. Максимальные значения перемещения, моментов и перерезывающей силы 

в ортотропной пластинке при разном числе удерживающих членов ряда 
Table 2. Maximum values of displacement, moments and shear force in an orthotropic plate 

for different numbers of holding row members 

Число членов ряда / 
Number of row members maxw   maxxM   

maxyM   maxxQ  ,
2y
b

Q x
 
 
 

 , ,
2x y
b

H x
 
 
 

 

1 0,0000682 0,0110209 0,00051772 0,025891 0 0 

3 0,0000930 0,0159260 0,00159281 0,045363 0 0 

5 0,0000989 0,0177488 0,00226380 0,059084 0 0 

7 0,0001006 0,0186042 0,00257293 0,068530 0 0 

9 0,0001013 0,0190189 0,00284236 0,074444 0 0 

11 0,0001013 0,0192012 0,00294444 0,077631 0 0 

13 0,0001013 0,0192605 0,00298238 0,078891 0 0 

И с т о ч н и к: выполнено Д.А. Сурниным / S o u r c e: made by D.A. Surnin. 
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Результаты расчета показали (см. табл. 2), что при вычислении прогиба достаточно взять 5 чле-

нов ряда; при вычислении xM  — 6 членов ряда; при вычислении yM  и xQ  — 7 членов ряда. 

Был выполнен расчет ортотропной прямоугольной пластинки с исходными параметрами по 
формуле, приведенной в работе [20] (с применением двойного тригонометрического ряда). Макси-

мальный прогиб .0,0001119
2

4

0max D

a
qw   При вычислении было взято 10 членов ряда. Расхождение 

составило 9,5 %. Максимальное значение 2
max 00,0186623 .M q a  При вычислении было взято 

32 члена ряда. Расхождение составило 3,1 %. 
Положив во всех приведенных выражениях )( 32121 DDDDEEE    и  1 2μ μ μ 

, получили решения для изотропной пластинки ( λ)r s  . 

         
4

0
5 5

1,3,5

4 1 1
, 1 λ λ λ η

2π

q b
w x y ch x c x c sh x c x c

D n

             
  

       1
1 λ τ λ τ λ τ η τ

2
ch x c x c sh x c x c              

 

3 4 1
ξ

λ λ λ sinλ sinλξ sinλ ;
2

k sh x k xch x y   

        
2

0 53 3
1,3,5..

4 1 1
μ 1 λ λ λ η

2π
x

b
M q ch x c x c sh x c x c

n

               
  

        5
1

μ 1 λ τ λ τ λ τ η τ
2

ch x c x c sh x c x c                
 

 5 3 4 5 1
ξ

λ 2 λ λ λ sin λ sinλξ sin λ ;
2

k sh x k sh x x ch x y     

       
2

0 53 3
1,3,5..

4 1 1
1 λ λ λ η

2π
y

b
M q ch x c x c sh x c x c

n

              
  

       5
1

1 λ τ λ τ λ τ η τ
2

ch x c x c sh x c x c               
 

 5 3 4 5 1
ξ

λ 2μ λ λ λ sinλ sinλξ sinλ ;
2
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       0 2 2
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4 1
λ η λ τ η τ

π
x
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n


                  

4 1
ξ

2 λ sinλ sinλξ sinλ ;
2

k ch x y  

       0 2 2
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4 1
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4 1
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       
2

0 53 3
1,3,5..

4 1 1
λ λ λ η

2π
x y

b
H q sh x c x c ch x c x c

n

            


 
 

       1
λ τ λ τ λ τ η τ

2
sh x c x c ch x c x c             

 
 

 3 4 1
ξ

λ λ λ λ sin λ sinλξ cos λ ,
2

k ch x k ch x x sh x y    (14) 

где 

     3 2

1
2 λ λ λ λ λ τ

2 λ
k sh a a ch a ch a c ch a c

sh a
           

        λ λ λ τ λ τ ;sh a a c sh a c a c sh a c            

   4
1

λ λ τ ;
2 λ

k ch a c ch a c
sh a

              5 1 μ .  
 

По полученным в данной работе выражениям был выполнен расчет изотропной прямоугольной 
пластинки с исходными геометрическими параметрами и μ 0,3 .  

Результаты расчета представлены в табл. 3. 

 
Таблица 3. Максимальные значения перемещения, моментов и перерезывающей силы 

в изотропной пластинке при действии сплошной нагрузки интенсивностью 0q  
равномерно распределенной по прямоугольнику со сторонами τ  и ξ  

Table 3. Maximum values of displacement, moments and shearing force in an isotropic plate under the action 
of a continuous load with an intensity 0q  uniformly distributed over a rectangle with sides τ  and ξ  

Число членов ряда / 
Number of row members maxw  max)( xM  max)( yM  max)( xQ  ,

2y
b

Q x
 
 
 

 
, ,

2x y
b

H x
 
 
 

 

1 0,0005163 0,0070022 0,0041930 0,0228609 0 0 

3 0,0005614 0,0086516 0,0063553 0,0371292 0 0 

5 0,0005791 0,0093023 0,0074014 0,0463640 0 0 

7 0,0005815 0,0095962 0,0079490 0,0522046 0 0 

9 0,0005822 0,0097304 0,0082323 0,0556913 0 0 

11 0,0005825 0,0097873 0,0083651 0,0575396 0 0 

13 0,0005825 0,0098057 0,0084120 0,0582680 0 0 

И с т о ч н и к: выполнено Д.А. Сурниным / S o u r c e: made by D.A. Surnin. 

 

Значения, приведенные в табл. 3, необходимо умножить: для w  на 
4

0
2

;
a

q
D

 для xM  на 2
0 ;q a  

для yM  на 2
0 ;q a  для xQ  на 0 .q a  

Результаты расчета табл. 3 полностью совпадают с данными, приведенными в работе [25, 
с. 163–164]. 

Анализ результатов выполненных расчетов показал, что при расчетах ортотропной прямоуголь-
ной пластинки по полученным формулам при действии сплошной нагрузки интенсивностью 0q , 
равномерно распределенной по прямоугольнику со сторонами τ  и ξ , получается более быстрая схо-
димость решений и значительно уменьшается вычислительная работа по сравнению с ранее приме-
няемыми методами. 
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4. Выводы 

1. Получены аналитические решения изгиба ортотропных прямоугольных тонких пластин, 
шарнирно опертых по всему контуру и находящихся под действием полосовой нагрузки и нагрузки, 
действующей по прямоугольной области. 

2. Исследовано напряженно-деформированное состояние пластины при действии нагрузки, 
равномерно распределенной по прямоугольной области. 

3. Представленные результаты показывают, что при расчетах ортотропной прямоугольной пла-
стинки по полученным формулам при действии нормально приложенной нагрузки по прямоугольной 
области получается более быстрая сходимость решений и значительно уменьшается вычислительная 
работа по сравнению с ранее применяемыми методами. 

4. Полученные результаты, как ожидается, послужат точным решением для проверки числен-
ных (приближенных) решений. 
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topic. The object of the study is a three-span reinforced timber beam with equal spans, loaded with a uniformly distributed load. 
To achieve the goal of the study, the following tasks were solved: a review of existing methods for calculating flexural reinforced 
timber elements and the selection of a calculation methodology for the studied structure; an analysis of the distribution of bending 
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Аннотация. Армированные деревянные конструкции, в частности неразрезные балки, обладают рядом достоинств, спо-
собствующих их широкому применению. Экономический эффект от рационального армирования сечения многопролет-
ных армированных деревянных балок с точки зрения материалоемкости, а также отсутствие аналогичных современных 
известных работ обуславливают актуальность тематики исследования. Объектом исследования является трехпролетная 
армированная деревянная балка с равными пролетами, загруженная равномерно распределенной нагрузкой. Для достиже-
ния цели исследования решены следующие задачи: обзор существующих методов расчета изгибаемых армированных де-
ревянных элементов и выбор методики расчета исследуемой конструкции; анализ характера распределения изгибающих 
усилий по длине балки и формирование вариантов конструктивных решений; выбор рационального варианта, критерием 
эффективности при этом являлся относительный расход арматуры. Были рассмотрены конструктивные решения с сим-
метричным и несимметричным армированием с размещением стержней по всей длине балки и на части ее длины. Уста-
новлено, что разница изгибающих усилий в среднем пролете и расчетных усилий на опорах позволяет выполнять часть 
среднего пролета без армирования. Кроме того, существует возможность уменьшать габариты сечения. Наиболее рацио-
нальный вариант армирования трехпролетной балки — симметричное армирование с размещением арматуры на части 
длины балки. 

Ключевые слова: неразрезные деревянные балки, армированные деревянные конструкции, повышение прочности и 
жесткости, рациональное проектирование 
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1. Introduction 

Load-bearing timber structures are widely used in buildings due to their unique physical and mechanical 
properties [1; 2]. 

Continuous multi-span beams have more economical cross-sections compared to single-span beams 
[3; 4]. In most cases, the cross-section of a multi-span beam is determined by ultimate limit states, and 
checking such structures against serviceability limit states is not considered relevant. 
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Due to their substantial dimensions, continuous structures should be divided into pre-fabricated 
elements in accordance with transportability requirements, and then assembled on-site into a single unit [5]. 
The connection between the elements can be either rigid or hinged, depending on the nature of the forces 
acting on it [6].  

In the study by Kliger R. et al. [7], when considering the history of development of strengthening 
methods for timber beams, it is noted that one of the first solutions in this area was the application of steel 
bars glued into wood at different angles by H. Granholm in 1944. Research conducted in South Korea 
(Jung H.J. et al.) demonstrated the high effectiveness of using high-strength fiberglass plates in the 
reconstruction of damaged load-bearing timber elements [8]. In the work by Italian scientists [9], it was 
established that steel-reinforced timber beams require special measures to ensure flexibility in bending, 
because irregularities in the material cause brittle fracture of the wood in tension before the steel bars can 
deform. The article by Polish researchers [10] presented the results of tests conducted on solid timber beams 
made of new and old wood, which were subjected to bending after being reinforced with steel plates and 
epoxy glue. Scientists from China [11] describe an experimental testing program and theoretical analysis 
examining the reinforcement of glued-laminated timber beams in bending using fiber-reinforced polymer 
and steel materials. The focus of this study was to evaluate the influence of reinforcing materials, 
reinforcement ratio, and arrangement on the bending behavior.  

Currently, there are numerous design solutions for beam splices using various types of joints [12]. 
In Russia, the development of this concept has proceeded along two lines of research. The first is the work 
of S.B. Turkovsky on methods and technologies for gluing inclined bars, which ensured the combined 
resistance of the layers of glued beam elements in building structures (TsNIISK system) [13; 14]. Currently, 
this system is widely used in prefabricated long-span timber structures. The technology progressed further 
in [15] through the development of methods for increasing the shear strength of timber structures using 
inclined glued connections. The second line of research, implemented in the works of V.Yu. Shchuko and 
S.I. Roschina [16; 17], is related to the application of longitudinal reinforcement bars in wood [18; 19] by 
the creation of grooves in the tension and compression zones of beams, followed by gluing of hot-rolled 
ribbed steel rebars into them [20; 21]. In their patent, V.I. Skribo, G.M. Shutova, and E.B. Shalkevich 
propose a design solution for a timber beam with reinforcement of glued laminated timber, the longitudinal 
grain of which is oriented perpendicular to the beam axis; this approach allows for the use of low-grade 
timber in load-bearing structures [22]. E.N. Aleksashkin, V.V. Veselov, and V.V. Egorov examined a repair 
method and a design solution for a timber beam, in which the rebars are arranged along a path corresponding 
to the principal normal stresses in the beam [23; 24]. Due to the placement of the reinforcement deep within 
the body of the timber beam, this technology is used in strengthening and fabrication of glued-laminated 
structures. No particular difficulties arise with the large-scale assembly of such structures. 

The aim of this study is to determine the rational reinforcement arrangement for a three-span timber 
beam, such that the rigidity and strength of the structure are increased, while the amount of reinforcement 
used is minimized [25; 26]. This will ensure the most efficient utilization of the strength properties of 
reinforcement material [27–29].  

To achieve this aim, the following objectives were addressed: 
– develop design options for beams based on the arrangement of reinforcement, taking into account 

the distribution of bending moments along the length of the structure; 
– define a criterion for evaluating the effectiveness of the considered options; 
– identify the most effective options based on the bending strength condition by solving the problem 

in a general parametric form. 
The following assumptions have been made: 
– all options have the same strength; 
– the cross-sectional dimensions and strength properties of timber (wood species, grade) are assumed 

to be the same for all options; 
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– reinforcement break in asymmetrically reinforced structures is assumed without accounting for the 
length of anchorage zones, i.e., without overlap of compression and tension bars at their break point. 

The use of reinforcement in timber results in savings in the base structural material, increased strength 
and rigidity of the beams, and improved operational reliability. The economic benefits of rational cross-
sectional reinforcement in terms of material consumption, as well as the lack of similar contemporary 
studies on this topic, determine the relevance of this research [30; 31]. 

2. Methods 

The research process was conducted according to standard methodology. The first stage involved a 
review of existing methods for calculating flexural reinforced timber members, based on which a 
calculation method for the structure under study was selected. The next stage involved analyzing the 
distribution of bending moments along the length of the beam and developing various layout options for the 
structure. The third stage involved selecting the rational option. 

The intensive development of experimental reinforced timber beams and their application in pilot 
construction projects [32–34], as well as further research into their stress-strain behavior, necessitates the 
refinement of design methods for such structures [35; 36]. 

Currently, the following analysis methods are primarily used in the design of reinforced timber 
elements in bending [37]: 

– based on transformed geometric characteristics of the cross-sections; 
– taking into account the elastic compliance of the adhesive bond between the reinforcement and the 

wood; 
– taking into account the elastic properties of the materials and the compliance of the steel-wood 

adhesive bond. 
The first method is based on the idealized diagram of elastic-plastic behavior of wood, assuming the 

hypothesis of plane sections and that the steel-wood adhesive bond ensures joint action (εw = εr) throughout 
the entire service life of the structure, up to failure. 

The second method is a modification of the transformed-section analysis method. The following basic 
design assumptions were adopted in developing the method: 

– the wood subjected to tensile and compressive forces along the grain is treated as an isotropic 
material; 

– anisotropy and flexural rigidity of the reinforcement are not taken into account; 
– the materials of the composite structure operate within elastic limit, assuming the plane-sections 

hypothesis; 
– the compliance of the adhesive bond between the reinforcement and the wood is expressed by the 

difference in displacements Br and Bw. 
The third method is based on the following premises and assumptions: 
– all materials in the composite structure, including the adhesive, obey Hooke’s law; 
– Poisson’s ratio of the rebars is zero; 
– flexural rigidity of the rebars is not taken into account; 
– the rebars are placed strictly along the axes of the channels; 
– in the base material (wood), the law of plane sections is not violated, with the exception of the zones 

surrounding the rebars; 
– shearing angles γa for the adhesive layer and γb for the base material in the zones adjacent to the 

rebars in the section under consideration are assumed to be constant;  
– the zones of warping of the wood cylinders must not intersect. 
A common shortcoming of the considered analysis methods is the assumption that the influence of 

shear forces on the strength and deformability of timber structures is not taken into account. An attempt was 
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made to account for the combined effect of normal and shear stresses on the stress state of structures; 
however, the accepted theory did not account for the strength anisotropy of glued laminated timber, which 
affects the stress state of flexural timber elements [38; 39]. 

The object of this study is a three-span reinforced timber beam with equal spans, subjected to a 
uniformly distributed load. The model of the structure is shown in Fig. 1. The cross-section is assumed to be 
rectangular. The reinforcement is to be provided by steel bars of grades A400 and A500. 

 

Figure 1. Model of the studied structure 
S o u r c e: made by V.A. Repin. 

 
To calculate the three-span continuous beam under study, the analysis method based on transformed 

geometric characteristics will be applied. The transformation factor for the reinforcement material relative 
to the base material is defined as the ratio of the moduli of elasticity of the reinforcement (Еr) to that of the 
wood (Еw). It is a constant value: 
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2 10 МPа
20.

10 МPа
r

w

E
n

E

⋅= = =   (1) 

Thus, the geometric characteristics of the transformed cross-section will take the form: 
  area: 

Ftr = Fw + nFr; (2) 

  moment of inertia: 

Itr = Iw
2+ nIr; (3) 

  first moment of area: 

Str = Sw + nSr. (4) 

Expression (2) can be written as follows: 

Ftr = Fw(1 + nFr / Fw) = Fw(1 + nμ),  (5) 

where μ
r

w

F

F
= is the reinforcement ratio; Fw = bh is the unreinforced cross-section area of the element;  

Fr = nr⋅πdr
2/4 is the cross-sectional area of the reinforcement (nr is the number of rebars; dr is the rebar 

diameter); Iw is the moment of inertia of the unreinforced cross-section; Ir is the moment of inertia of the 
reinforcement; Sw is the first moment of area of the unreinforced cross-section; Sr is the first moment of area 
of the reinforcement. 

Reinforcement of timber members is typically placed in the tensile zone of the wood fibers. This 
approach is commonly referred to as asymmetric reinforcement (Figure 2, a). However, symmetric 
reinforcement of the cross-section (Figure 2, b), in which reinforcement is also placed in the compression 
zone, is equally effective. 

q 

l l l 
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The geometric characteristics of an asymmetrically reinforced cross-section (see Figure 2, a) are 
determined taking into account the fact that the neutral axis does not coincide with the axis of symmetry of 
the cross-section, and the position of the cross-sectional center of gravity relative to an arbitrary axis z’ is 
calculated using the following formula: 

( )

( )c.g.
o2 μ

.
2(1 μ)

2
1 μ

r o
w w r r

w r

h
bh nF h

F y nF y
y

h

F nF bh

n h

nn

+
 − +

−
−

+
=

+

 + = =
+   (6) 

 

a                                                                      b 
 

Figure 2. Cross-sections of reinforced timber beams: 
а — with asymmetric reinforcement; b — with symmetric reinforcement 

S o u r c e: made by V.A. Repin. 

 
From this, the dimensions of the compression and tension zones of the section, hc and ht respectively, 

can be determined: 

.
o

c g.

2 μ 2 μ
; .

2(1 μ) 2(1 μ)р сс

h n h h n a
h hh h

n
y

n

+
= += = − =

+ +    (7) 

The coordinates of the centers of gravity of the unreinforced cross-section and the cross-section of the 
reinforcement: 

o oμ( )
; .

2 2(1 μ) 2(1 μ)w р оt р

n h a h ah
y h h h a

n n

− −
= − = = − =

+ +  (8) 

The transformed moment of inertia of the asymmetrically reinforced cross-section relative to the 
neutral axis: 

' 2
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      
 (9) 

where trI is the transformed moment of inertia of the asymmetrically reinforced cross-section relative to the 

neutral axis. 
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The transformed section modulus of the asymmetrically reinforced cross-section relative to the neutral 
axis: 

22
o . 

23 μ
: 1 1

2 6 1 μtr tr

hh bh n

n
W I

h

  = + −  
  

=
+ 

  (10) 

The transformed first moment of area of the sheared part of the asymmetrically reinforced cross-
section relative to the neutral axis at htrunc= hc: where htrunc is the height of the truncated part of the section 
from the top edge of the element to the neutral axis. 

2 22 2
c o o2 μ 1 2 μ( / )

;
2 2 2(1 μ) 8 1 μ

n
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bh h n h n h hb bh

n n
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where n
trS is the transformed first moment of area of the sheared part of the asymmetrically reinforced cross-

section relative to the neutral axis; r
trS  is the transformed first moment of area of the reinforcement of the 

asymmetrically reinforced cross-section relative to the neutral axis. 
The symmetrically reinforced cross-section (see Fig. 2, b) is characterized by the fact that its center of 

gravity coincides with the center of gravity of the unreinforced cross-section. In this case, its geometric 
characteristics are as follows: 

  transformed moment of inertia: 

о'
r

2 23
o1 3 μ ;

2 12tr wI
h hbh

n
h

I nF
    = +    
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=


+

 
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  transformed section modulus: 
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  transformed first moment of area of the sheared part of the cross-section: 

2
o' о 1 2 μ .

4 8tr w rS S nF
h hbh

n
h

=  = ++ 
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 (15) 

  transformed first moment of area of the reinforcement: 

2
о o2 μ ,

4 8
r
tr r

h hbh
S nF

h
n

 =  
 

=  (16) 

where n is the transformation coefficient of the reinforcement material to the base material (1); ho is the 
distance between the centers of the cross-sections of the rebars in the tension and compression zones; b is 

the width of the cross-section; μ is the reinforcement ratio; 
3

12w

bh
I = is the moment of inertia of the 

unreinforced section; 
2

8w

bh
S = is the first moment of area of the unreinforced section; Fr is the total cross-

sectional area of the reinforcement. 
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For timber structural members, including beams, the reinforcement ratio is generally determined as 
follows: 

− for asymmetric reinforcement μ = 0.012…0.025 (1.2…2.5 %); 
− for symmetric reinforcement μ = 0.012…0.035 (1.2…3.5 %). 
The expressions in formulas (9) and (13) enclosed in square brackets can be denoted as: 

2

bear
o23 μ

1 1
1 μ

β
hn

n h
 = + − +  

;   (17) 

2

sym
oβ 1 3 μ

h
n

h
 = +  
 

.   (18) 

Expressions (17) and (18) reflect the increase in rigidity and strength of the flexural element, which is 
achieved by the reinforcement. 

In that case, the geometric characteristics of the cross-section of the reinforced timber structure can be 
expressed as follows:  

Itr = β⋅Iw; Wtr = β⋅Ww ,  (19) 

where Itr, Iw are the moments of inertia of the reinforced and unreinforced sections, respectively; 
Wtr, Ww are the section moduli of the reinforced and unreinforced sections, respectively. 
Based on the results of the calculations, the increase in the beam rigidity due to reinforcement will be 

approximately: 
− for asymmetric reinforcement — by a factor of 1.3…1.9; 
− for symmetric reinforcement — by a factor of 1.5…2.8. 
It should be noted that, in some cases, the rigidity and strength of the reinforced beam can be up to 

twice that of the unreinforced beam; this holds true for reinforcement ratio μ = 2%. This fact determines the 
rationality of reinforcing timber structures. 

Since the reinforcing bars essentially serve as the primary load-bearing fibers located in the most 
stressed areas of the cross-section, it is possible to use 3rd-grade timber in the construction of reinforced 
timber structures instead of the more expensive 1st- and 2nd-grade timber without compromising structural 
performance. 

The analysis of such structures subjected to normal stresses in the reinforcement and wood, and shear 
stresses in the wood and adhesive joint, as well as the check for deformability, is performed in accordance 
with the requirements of SP 64.13330.20171 using the formulas of strength of materials. 

The bending moment diagram shown in Fig. 3, a, demonstrates that: 
− the maximum moments are observed at the intermediate supports (Мsup = 0.1ql2); 
− in the end spans, the moments are close in magnitude to the support moments (Мend = 0.08ql2); 
− in the middle span, the moment is one-fourth that of the end spans (Мmid = 0.025ql2). 
Based on this, it is necessary to identify characteristic regions within which the moments act in the 

same direction, which allows to assign a specific type of reinforcement to each individual region. 
The boundaries of these regions are defined by points where the moments are zero. It is reasonable to 

design reinforcement breaks and longitudinal joints of pre-fabricated structural elements at these specific 
points. 

The minimum bending moment (four times lower than the design value) occurs in region III, which 
allows to consider a scenario without reinforcement in that region. 

 
1 SP 64.13330.2017. Timber structures. Revised edition of SNiP II-25-80. Scientific Research Center “Stroitelstvo” — 

V.A. Kucherenko Central Scientific Research Institute for Building Structures. Moscow, 2017.  



Репин В.А. и др. Строительная механика инженерных конструкций и сооружений. 2026. Т. 22. № 3. С. 253–266 
 

 

РАСЧЕТ И ПРОЕКТИРОВАНИЕ СТРОИТЕЛЬНЫХ КОНСТРУКЦИЙ 261 

In this regard, the following beam reinforcement options have been developed: 
− symmetric along the entire length (see Figure 3, b); 
− symmetric along part of the length (see Figure 3, c); 
− asymmetric along the entire length in tension zones (see Figure 3, d); 
− asymmetric along part of the length (see Figure 3, e). 
The criterion for effectiveness when selecting the most efficient option is the relative consumption of 

reinforcement: 

μL = μ·Lreinf/Lbeam,   (20) 

where μ
а

д

F

F
= is the reinforcement ratio; Lreinf is the total length of regions with reinforcement (I, II, IV 

and V); Lbeam = 3l is the total beam length. 
The shape and dimensions of the cross-section, as well as load q, are specified to be the same for all 

options. 
In the first step, the required reinforcement ratio is determined based on the bending strength 

condition. Parameter β, which characterizes the increase in rigidity and strength, is expressed as: 

maxβ .
w b

M

W R
≥     (21) 

Next, by substituting expressions (17) and (18) into expression (21), the formulas for the required 
reinforcement ratios for asymmetrically and symmetrically reinforced cross-sections, at which they will 
have equal strength and rigidity, are obtained: 
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   (23) 

where Mmax is the design value of the bending moment (in this case Mmax = Мsup = 0.1ql2); 
2

6w

bh
W = is the 

section modulus of the unreinforced section; Rb is the design bending strength of timber; n is the 
transformation coefficient (1). 

Expressions (22) and (23) can be written in more compact form: 
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Figure 3. Calculated model and reinforcement options for a continuous three-span timber beam: 
a — calculated model; b — symmetrical reinforcement of the section along the entire length; 

c — symmetrical reinforcement of the section along part of the length; d — asymmetrical reinforcement of the section along the entire length; 
e — asymmetrical reinforcement of the section along part of the length 

S o u r c e: made by V.A. Repin. 
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3. Results and Discussion 
 
The expression for the relative reinforcement consumption for the options with asymmetric and 

symmetric reinforcement along part of the length (options No. 2 and No. 4) takes the form: 

bear bear
req reinf beam;μ μ /L L L=  

sym sym
req reinf beamμ .μ /L L L=  (26) 

For cases with reinforcement along the entire length of the beam (options No. 1 and No. 3), the value 
of μL will be numerically equal to the corresponding reinforcement ratios: 

bear bear sym sym
req reqμ μ μ;μL L= = сим сим

трμ μ .L =    (27) 

It follows that the options with partial-length reinforcement (No. 2 and No. 4) are more economical, 
since in these cases the ratio Lreinf/Lbeam is less than one; more precisely: Lreinf/Lbeam = (3l – 0.42l)/(3l) = 0.86. 
That is, the effect of this option is approximately 14%. 

If necessary, the cross-sectional dimensions in the middle span can be reduced, as the safety factor is 
automatically at least 25% (Мsup > Мmid by a factor of 4, and β < 3). This further enhances the efficiency of 
this design solution. 

Since the total length of the reinforced regions Lreinf is the same in options No. 2 and No. 4, their 
effectiveness will be determined by the value of the reinforcement ratio. This fact can be established from 
the relationship between these values: 
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The expressions for Δhbear and Δhsym can be written as: 
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It follows from expressions (29) and (30) that the values of Δhbear and Δhsym are equal, and a single 
parameter Δh can be used in their place in expressions (24) and (25): 
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Then, expression (28) will take the following form: 
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By analyzing expression (32), it is clear that the result of the calculation must be non-negative; 
otherwise, it would be meaningless. A positive result, however, will be less than one or will approach zero: 
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This means that, in any case, the value of coefficient sym
reqμ  will not exceed the value of bear

reqμ , i.e., the 

option with symmetric reinforcement will require either less rebar than the asymmetric option or virtually 
the same amount: 

sym bearμ .μL L≤   (34) 

It follows that the most rational option is No. 2 (see Figure 3, c), which features symmetric 
reinforcement of the cross-section — with reinforcement placed along part of the beam length, or more 
precisely, along its entire length except for region III. The exact value of the efficiency factor is determined 
by calculation, as it depends on a number of variables. However, this index does not account for the influence 
of shear stresses on the load-bearing capacity of the beams; therefore, when designing three-span reinforced 
timber beams, it is necessary to check the support sections against shear forces using formulas (21). 

4. Conclusion 

1. Theoretical study of continuous three-span reinforced timber beams, focusing on identifying the 
most rational reinforcement arrangement, was conducted. The criterion for efficiency was the relative 
reinforcement consumption, defined as the product of the reinforcement ratio of the section and the ratio 
of the total length of the reinforced regions of the beam to the total beam length: μL = μLreinf / Lbeam. 

2. It has been determined that the difference between the bending moments in the middle span and the 
design moments at the supports allows part of the middle span to be constructed without reinforcement. In 
addition, it is possible to reduce the cross-sectional dimensions, since the minimum safety factor for the 
unreinforced regions is more than 25% — at the maximum reinforcement ratio. 

3. The savings in steel when using partial-length reinforcement of the beams (i.e., with an unreinforced 
region in the middle span) amount to approximately 14% compared to structures with reinforcement along 
their entire length. 

4. The most rational way to reinforce a three-span beam is to use symmetric reinforcement, placing the 
rebar along a part of the beam length. 

5. The results of the study showed that the grade and species of timber do not affect the performance 
of the design options, as performance depends solely on the reinforcement ratio of symmetric and asymmetric 
cross-sections. However, more accurate performance indices for the best option can be estimated by 
analysing the structures using only specific parameter values. 

6. A future direction for this line of research is the study of three-span reinforced timber beams 
subjected to various loading schemes that may occur over the service life of structure. 
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Аннотация. Антенно-мачтовые сооружения широко применяются для размещения телекоммуникационного оборудова-
ния. При проектировании таких сооружений существенное влияние на результаты расчета может оказывать состав рас-
четной модели и способ учета конструктивных элементов, в частности рабочих площадок. Особую сложность представля-
ет анализ конструкций с выраженной геометрической асимметрией. Цель исследования — изучение влияния способа уче-
та рабочих площадок на напряженно-деформированное состояние и динамические характеристики антенно-мачтового 
сооружения, а также оценка области применимости упрощенной расчетной модели. Численное моделирование выполнено 
методом конечных элементов в программном комплексе SCAD Office. Рассмотрены три расчетные модели мачты, раз-
личающиеся способом учета рабочих площадок: с явным моделированием площадок, с учетом нагрузок от площадок и 
без учета площадок. Дополнительно проанализированы башенные сооружения со сходным асимметричным располо-
жением площадок. Выполнен сравнительный анализ распределения продольных усилий и изгибающих моментов по 
высоте мачты, горизонтальных перемещений, а также частот и форм собственных колебаний конструкции. Показано, 
что способ моделирования площадок в наименьшей степени влияет на продольные усилия у основания и нагрузки на 
фундамент, однако оказывает существенное влияние на изгибающие моменты и перемещения верхней части сооружения, 
где расположены площадки. Для отдельных параметров расхождение между моделями превышает 20 %. Полученные ре-
зультаты подтверждают необходимость корректного учета асимметрично расположенных площадок при расчете антенно-
мачтовых сооружений. 

Ключевые слова: антенно-мачтовое сооружение, численное моделирование, метод конечных элементов, динамические 
характеристики, ветровая нагрузка, асимметрия конструкции 
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Abstract. Guyed masts are widely used for telecommunication equipment installation. In the structural analysis of such structures, 
the composition of the computational model and the method of incorporating structural elements, including service platforms, may 
significantly influence the calculation results. The analysis becomes more complicated for masts with pronounced geometric 
asymmetry caused by the one-sided arrangement of service platforms. The aim of this study is to investigate the influence of 
different methods of modeling service platforms on the stress state and dynamic characteristics of a guyed mast. Numerical 
analysis was performed using the finite element method in the SCAD Office software. Three computational models were 
considered: with explicit modeling of platforms, with equivalent loads from platforms, and without considering the platforms. In 
addition, mast structures with similar asymmetrical arrangement of the platforms are analyzed. A comparative analysis of axial 
forces, bending moments along the mast height, horizontal displacements, and natural vibration frequencies was carried out. The 
results show that the method of platform modeling has a minor effect on axial forces, but significantly influences bending 
moments and horizontal displacements of the upper part of the mast, where the platforms are located. For some parameters, the 
difference between models reaches 20–22%. The results demonstrate the importance of proper consideration of asymmetrically 
arranged platforms in the structural analysis of guyed masts. 

Keywords: guyed mast, numerical modeling, finite element method, dynamic characteristics, wind load, structural asymmetry 
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1. Введение 

Методы численного анализа позволяют выполнять расчет сложных инженерных сооружений 
с высокой степенью детализации и учитывать широкий спектр факторов, влияющих на их работу 
[1; 2]. Вычислительная техника и программные комплексы конечно-элементного анализа существен-
но расширяют возможности моделирования пространственных конструкций. Однако получение до-
стоверных результатов численного анализа напрямую зависит от соответствия принятой расчетной 
схемы реальной работе сооружения [3; 4]. 

Одним из наиболее сложных этапов подготовки исходных данных для численного анализа яв-
ляется выбор расчетной схемы и определение состава элементов, включаемых в расчетную модель. 
Программные комплексы позволяют создавать высокодетализированные модели конструкций, одна-
ко чрезмерная детализация приводит к увеличению вычислительных затрат, усложняет интерпрета-
цию результатов и может увеличивать погрешности, связанные с неопределенностью исходных па-
раметров [5; 6]. 
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В инженерной практике отсутствуют универсальные рекомендации относительно степени дета-
лизации расчетных моделей и способов учета отдельных конструктивных элементов. Задача инжене-
ра заключается не в создании максимально подробной модели, а в рациональном выборе факторов, 
оказывающих существенное влияние на работу конструкции, с исключением второстепенных эле-
ментов, не оказывающих значимого влияния на результаты расчета [7; 8]. Особенно актуальным вы-
бор состава расчетной схемы является при расчете уникальных и высотных сооружений [9; 10], к 
которым относятся антенно-мачтовые сооружения. Такие конструкции характеризуются значитель-
ной гибкостью, высокой чувствительностью к ветровым воздействиям и сложным пространствен-
ным взаимодействием элементов. Особенности компоновки оборудования и вспомогательных кон-
струкций могут существенно влиять на распределение нагрузок [11; 12], жесткость системы и дина-
мические характеристики сооружения [13–15]. 

Одним из неоднозначных аспектов формирования расчетных моделей антенно-мачтовых со-
оружений является способ учета в расчетной схеме вспомогательных конструктивных элементов: 
лестниц, площадок обслуживания и технологического оборудования. Чаще всего данные элементы 
заменяются эквивалентными нагрузками, приложенными к основной несущей системе [16–18], что 
позволяет упростить расчетную модель и снизить трудоемкость численного анализа. Однако про-
странственное расположение вспомогательных конструкций может оказывать существенное влияние 
на распределение масс и жесткости системы, аэродинамические характеристики и динамическое по-
ведение сооружения [19–21]. В наибольшей степени это влияние проявляется в случаях расположе-
ния элементов асимметрично относительно оси сооружения и формирует выраженную геометриче-
скую асимметрию конструкции. 

Несмотря на значительное количество исследований, посвященных численному анализу ба-
шенных и мачтовых сооружений, влияние степени детализации расчетной модели, то есть различий 
между явным моделированием вспомогательных конструкций, их заменой эквивалентными нагруз-
ками и исключением из расчетной схемы, изучено в меньшей степени. В частности, в литературе 
практически отсутствуют исследования, направленные на количественную оценку влияния различ-
ных способов учета рабочих площадок на силовые, деформационные и динамические характеристи-
ки антенно-мачтовых сооружений. 

Цель исследования — количественная оценка влияния различных способов учета асимметрично 
расположенных рабочих площадок на силовые, деформационные и динамические характеристики 
антенно-мачтового сооружения, а также определение области допустимого применения упрощенной 
расчетной модели с эквивалентными нагрузками.  

Для достижения поставленной цели в работе решаются следующие задачи: 
– разработать несколько расчетных моделей антенно-мачтового сооружения с различным спо-

собом учета рабочих площадок; 
– выполнить нелинейный расчет пространственной системы методом конечных элементов; 
– провести сравнительный анализ распределения усилий в стволе мачты; 
– оценить влияние способа моделирования площадок на горизонтальные перемещения кон-

струкции; 
– исследовать изменение динамических характеристик сооружения, включая частоты и формы 

собственных колебаний; 
– проанализировать влияние расчетной схемы на нагрузки, передаваемые на фундамент. 

2. Методы 

В качестве основного объекта исследования принята металлическая мачта высотой 86,625 м, 
расположенная в Республике Коми Российской Федерации (рис. 1). Ствол мачты представляет собой 
оболочку диаметром 1220 мм толщиной 12 мм с длиной секций 11,0 м по осям стыков для промежу-
точных и оттяжечных секций и длиной 4 м для верхней секции. Стыковка секций между собой, 
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крепление лацменов и других элементов выполнены на высокопрочных болтовых соединениях. 
Внутри ствола мачты проходит по всей высоте лестница-стремянка с площадками для отдыха. Опи-
рание ствола мачты на фундамент выполнено шарнирным методом. Мачта по высоте раскреплена 
двумя ярусами оттяжек, расположенными по четырем направлениям в плане. Оттяжки, выполненные 
из оцинкованного стального каната с металлическим сердечником, крепятся к стволу и анкерным 
фундаментам с помощью механических деталей. Оболочка ствола выполнена из стали 17Г1С. 

 
 

 
 

 
а  б 

Рис. 1. Объект исследования: 
а — общий вид; б — опорный узел и площадки 

И с т о ч н и к: выполнено А.А. Маркиным. 

Figure 1. Object of research: 
а — general view of the mast; б — service platforms 

S o u r c e: made by А.А. Markin. 

 
В 2003 г. была произведена реконструкция мачты за счет наращивания ее ствола с помощью 

двух секций длиной 2,5 м в виде четырехгранных решетчатых призм с базой 1,1 м, соединенных 
между собой при помощи фланцев на болтах. Внутри дополнительных секций для обслуживания 
антенн предусмотрена лестница-стремянка. На верхней секции было установлено эксплуатационное 
грузоподъемное устройство Q = 0,5 т. Существующие и проектируемые кабели от антенно-фидерных 
устройств до аппаратной идут внутри ствола мачты по существующим планкам. Первый и второй 
ярусы оттяжек расположены на отметках 33,385 и 66,385 м, рабочие площадки — на отметках 55,385 
и 77,385 м. 
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Рабочие площадки формируют выраженную геометрическую асимметрию конструкции, что 
при их некорректном учете может приводить к погрешностям при определении усилий и перемеще-
ний. Нагрузки от площадок определялись с использованием алгоритма расчета нагрузок от рабочих 
площадок антенно-мачтовых сооружений [22]. Расчетная нагрузка от собственного веса каждой 
площадки составила 1062,6 кг. Ветровая нагрузка от элементов площадки на отметке +55,385 м со-
ставила 266,98 кг, а для площадки на отметке +77,385 м — 295,12 кг.  

Численное исследование выполнено в программном комплексе SCAD Office 21, лицензия 
№ 17203, разработчик SCAD Soft. SCAD Office представляет собой программный комплекс конечно-
элементного анализа строительных конструкций, предназначенный для расчета сооружений на ста-
тические и динамические воздействия. Программный комплекс содержит библиотеку стержневых, 
пластинчатых, объемных и специальных конечных элементов, а также модули расчета усилий, пере-
мещений, устойчивости и динамических характеристик конструкций. Англоязычное описание про-
граммы приведено на официальном сайте разработчика1. Расчетная схема мачты сформирована как 
пространственная конечно-элементная модель. Ствол мачты, элементы рабочих площадок и решет-
чатой надстройки задавались стержневыми конечными элементами типа 5. Тип элемента 5 «Про-
странственный стержень» обладает шестью степенями свободы в узле (UX, UY, UZ, RX, RY, RZ), 
основан на аппроксимации изгиба по модели Эйлера — Бернулли с учетом сдвига по теории Тимо-
шенко и обеспечивает корректное представление изгибных, продольных и крутильных деформаций 
тонкостенных элементов. Использование стержневых элементов позволяет достигать требуемой точ-
ности расчета при существенно меньшей вычислительной размерности модели по сравнению с пла-
стинчатыми и объемными конечными элементами, что делает данный подход наиболее рациональ-
ным для антенно-мачтовых сооружений [23]. Стержневые элементы также соответствуют норматив-
ной методике расчета антенно-мачтовых сооружений2. Примыкание площадок и надстройки к стволу 
моделировались с использованием абсолютно твердых тел, связывающих перемещения ведомых уз-
лов с перемещениями ведущего узла по законам кинематики абсолютно твердого тела, что позволяет 
передавать усилия от площадок в основную несущую систему с учетом эксцентриситета соединения 
и без искусственной податливости в зоне примыкания. Оттяжки задавались специальными конечны-
ми элементами вантового типа 308 с учетом геометрической нелинейности их работы и начального 
натяжения, принятого в соответствии с технической документацией по объекту. Расчетной моделью 
элемента типа 308 является гибкая нить с малой стрелой провисания, работающая только на растя-
жение и учитывающая начальное натяжение, собственный вес, изменение длины хорды и геометри-
чески нелинейный характер работы каната. При выполнении динамического анализа работа вант 
учитывается в линеаризованной постановке относительно предварительно найденного равновесного 
состояния конструкции. Опирание ствола мачты задавалось запретом линейных перемещений опор-
ного узла по направлениям X, Y и Z при свободных угловых перемещениях. Анкерные узлы оттяжек 
моделировались как неподвижные точки крепления: в них запрещались линейные перемещения по 
направлениям X, Y и Z. Передача усилий от оттяжек осуществлялась через осевое натяжение ванто-
вого элемента типа 308. Угловые степени свободы в анкерных узлах не использовались для передачи 
усилий от вантовых элементов, поскольку элемент типа 308 передает в расчетную схему только осе-
вое усилие растяжения. Расчет выполнялся шагово-итерационным методом в геометрически нели-
нейной постановке, что обусловлено наличием вантовых элементов и необходимостью учета изме-
нения их жесткости в процессе нагружения. Нелинейные загружения включали собственный вес 
конструкции и ветровые воздействия в различных направлениях относительно системы оттяжек. 
Нагрузка прикладывалась поэтапно; на каждом шаге уточнялось равновесное состояние конструк-
ции и пересчитывалась жесткость вантовых элементов с учетом достигнутого уровня натяжения, что 
позволило учесть геометрически нелинейную работу оттяжек при определении усилий, перемеще-
ний и динамических характеристик мачты. Для основных нелинейных загружений использовалось 

 
1 Интегрированная система прочностного анализа и проектирования конструкций. URL: scad-soft.ru (дата обраще-

ния: 28.12.2025). 
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десять шагов роста нагрузки и не более десяти итерационных уточнений на шаге. По протоколу рас-
чета требуемая точность достигалась не более чем за семь итераций, что свидетельствует о сходимо-
сти нелинейного решения. Нагрузки и расчетные сочетания назначались по требованиям Свода пра-
вил Российской Федерации СП 20.13330.20162, а расчет стальных элементов выполнялся с учетом 
требований Свода правил Российской Федерации СП 16.13330.20172. Корректность результатов под-
тверждается сопоставимостью с результатами более ранних поверочных расчетов несущей способ-
ности мачты, выполненных в рамках экспертизы. Наиболее неблагоприятным для ствола является 
ветровое нагружение в плоскости, перпендикулярной расположению рабочих площадок. 

Для оценки влияния способа учета площадок были сформированы три расчетные модели, раз-
личающиеся степенью детализации конструкции: 

Модель  1: с моделированием рабочих площадок в расчетной схеме (рис. 2); 
Модель  2: без моделирования площадок, но с учетом нагрузок от их собственного веса и вет-

рового воздействия; 
Модель  3: без учета площадок. 
Для повышения воспроизводимости расчета основные параметры конечно-элементных моделей 

приведены в табл. 1.  

 

 

Рис. 2. Визуализация расчетной схемы мачты с обозначением жесткостей 
И с т о ч н и к: выполнено Ю.Д. Маркиной. 

Figure 2. Visualization of the computational model of the mast with the designation of stiffness values 
S o u r c e: made by Yu.D. Markina. 

 
2 СП 20.13330.2016. Нагрузки и воздействия. Актуализированная редакция СНиП 2.01.07-85*. Москва : Стандартин-

форм, 2018. 154 с. URL: https://docs.cntd.ru/document/456044318 (дата обращения: 28.12.2025);  СП 16.13330.2017. Стальные 
конструкции. Актуализированная редакция СНиП II-23-81*. Москва, 2017. 286 с. URL: https://docs.cntd.ru/document/456069588 
(дата обращения: 28.12.2025). 
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а                                                                б                                                               в 

Рис. 3. Визуализация расчетной схемы башен: 
а — прожекторная башня высотой 45,93 м; б — прожекторная башня высотой 35,05 м; 

в — башня сотовой связи высотой 70 м 
И с т о ч н и к: выполнено Ю.Д. Маркиной. 

Figure 3. Visualization of the computational model of towers: 
a — searchlight tower with a height of 45.93 m; б — searchlight tower with a height of 35.05 m; 

в — cellular tower with a height of 70 m 
S o u r c e: made by Yu.D. Markina. 
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Таблица 1. Основные параметры конечно-элементных моделей 
Table 1. Basic parameters of finite element models 

 

Параметр / Parameter Модель 1 / Model 1 Модель 2 / Model 2 Модель 3 / Model 3 

Число узлов / 
Number of nodes 167 131 131 

Число конечных элементов / 
Number of finite elements 220 165 165 

Способ учета рабочих площадок / 
Method of platform modeling 

Явное моделирование 
площадок / 

Explicit platform modeling 

Эквивалентные нагрузки 
от площадок / 

Equivalent platform loads 

Без учета площадок / 
Platforms excluded 

Тип элементов ствола мачты / 
Finite element type for the mast shaft КЭ 5 / FE 5 

Тип элементов рабочих площадок / 
Finite element type for service platforms КЭ 5 / FE 5 Не моделируются / 

Not modeled 
Не моделируются / 

Not modeled 

Тип элементов решетчатой надстройки / 
Finite element type for lattice superstructure КЭ 5 / FE 5 

Тип элементов оттяжек / 
Finite element type for guys КЭ 308 / FE 308 

Способ передачи нагрузок от площадок / 
Method of platform load transfer 

Через элементы площадок 
и абсолютно твердые тела / 

Through platform 
elements and rigid bodies 

В виде эквивалентных 
нагрузок в узлы ствола / 

As equivalent loads 
applied to mast nodes 

Не учитываются / 
Not included 

И с т о ч н и к: выполнено Ю.Д. Маркиной / S o u r c e: made by Yu.D. Markina. 

 
Сравнение результатов проводилось по распределению усилий в стволе мачты, горизонтальным 

перемещениям конструкции, частотам собственных колебаний и нагрузкам на фундамент. 
Для оценки возможности обобщения результатов дополнительно рассмотрены металлические 

прожекторные башни высотой 45,93 и 35,05 м, расположенные в Ямало-Ненецком автономном окру-
ге, металлическая башня сотовой связи высотой 70 м, расположенная в Нижегородской области 
(рис. 3). Анализ этих объектов показал аналогичный характер расчетной проблемы: асимметрично 
расположенные площадки формируют локальный эксцентриситет массы и ветровой нагрузки, по-
этому их исключение из расчетной схемы может искажать результаты анализа. Основной объект рас-
сматривается в статье как детальный расчетный пример, а дополнительные сооружения подтвер-
ждают, что исследуемая ситуация не является особенностью одного антенно-мачтового сооружения. 

3. Результаты и обсуждение 

Анализ распределения усилий (рис. 4) показал, что уровни крепления оттяжек определяют ос-
новные переломы эпюр продольных сил и изгибающих моментов. Влияние площадок обслуживания 
проявляется преимущественно в верхней части сооружения. 

Распределение продольной силы по высоте для всех трех расчетных моделей имеет одинаковый 
общий характер (рис. 4, а): максимальное сжатие наблюдается у основания мачты, после чего про-
дольное усилие монотонно уменьшается к вершине. На уровнях крепления оттяжек фиксируются 
выраженные скачки продольной силы. Максимальные значения продольных сил в стволе мачты для 
моделей 1 и 2 практически совпадают. Относительное отличие между результатами моделей 1 и 
3 возрастает по высоте ствола: от 3 % в основании до 24 % в верхней части сооружения. Однако аб-
солютная величина продольных усилий в этой зоне существенно меньше, чем у основания мачты, 
вследствие чего влияние различий между моделями на оценку несущей способности конструкции 
оказывается ограниченным. 

На уровне крепления оттяжек наблюдается перелом эпюры момента (рис. 4, б) и смена его зна-
ка, что отражает изменение характера работы ствола мачты. В верхней половине сооружения, где 
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расположены рабочие площадки, различия между моделями становятся значительно более выражен-
ными. Вблизи нижней площадки на отметке 55,385 м расхождение между моделью 1 и моделью 3 
достигает 15–20 %. Максимальное отличие наблюдается в зоне второго яруса оттяжек, где изгибаю-
щий момент для модели с площадками составляет около 29,8 т·м, а для модели без площадок состав-
ляет около 23,4 т·м, то есть отличается более чем на 20 %. Таким образом, исключение площадок из 
расчетной схемы приводит к занижению изгибающих моментов в верхней части ствола до 22 % 
(в том числе максимальных значений), что может существенно повлиять на оценку прочности кон-
струкции. Асимметрично расположенные площадки изменяют распределение массы и ветровой 
нагрузки относительно оси сооружения, вызывая дополнительный изгиб ствола мачты. Модель 2 
также не дает полного совпадения результатов с моделью 1. Максимальная погрешность 11 % возни-
кает в зонах первого и второго ярусов оттяжек.  

 

 
а 

 
б 

Рис. 4. Распределение усилий в стволе мачты по высоте: 
а — продольная сила; б — изгибающий момент 

И с т о ч н и к: выполнено Ю.Д. Маркиной. 

Figure 4. Distribution of internal forces along the mast height: 
a — axial force; б — bending moment 

S o u r c e: made by Yu.D. Markina. 

 
Анализ горизонтальных перемещений (рис. 5) показал, что учет площадок оказывает заметное 

влияние на общую деформативность сооружения. Перемещения монотонно возрастают по высоте 
мачты и достигают максимальных значений в ее верхней части. Максимальное горизонтальное пе-
ремещение вершины составляет 181 мм для модели 1, 159 мм для модели 2, 142 мм для модели 3. 
Разница между моделями 1 и 2 достигает 12 %, между моделями 1 и 3 достигает 22 %. Явное моде-
лирование площадок увеличивает гибкость системы и приводит к росту горизонтальных перемеще-
ний мачты. Учитывая, что высотные антенно-мачтовые сооружения характеризуются повышенной 
чувствительностью к горизонтальным деформациям, такое расхождение может существенно влиять 
на оценку эксплуатационной надежности сооружения. 
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Рис. 5. Горизонтальные перемещения мачты по высоте 
И с т о ч н и к: выполнено Ю.Д. Маркиной. 

Figure 5. Horizontal displacements along the mast height 
S o u r c e: made by Yu.D. Markina. 

 

 
а 

 
б 

Рис. 6. Сравнение частот собственных колебаний расчетных моделей: 
а — значения частот; б — относительная погрешность 

И с т о ч н и к: выполнено Ю.Д. Маркиной. 

Figure 6. Comparison of natural frequencies of the computational models: 
a — frequency values; б — relative error 

S o u r c e: made by Yu.D. Markina 
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В результате анализа частот собственных колебаний (рис. 6) выявлено, что влияние способа 
учета площадок на первые формы колебаний относительно невелико. Различие между моделями 1 и 
2 не доходит до 1%, различие между моделями 1 и 3 — до 7 %. Более высокие формы колебаний де-
монстрируют существенно большую чувствительность к способу моделирования площадок. Для де-
вятой формы локальных колебаний (рис. 7) разница частот между моделями достигает 65–67 %, что 
объясняется перераспределением масс и жесткости в зоне размещения площадок. Наличие дополни-
тельных масс, вынесенных от оси мачты, приводит к изменению инерционных характеристик систе-
мы и повышенной чувствительности высших форм колебаний к способу моделирования конструк-
тивных элементов. 

Анализ первых десяти форм собственных колебаний (рис. 7) позволил выявить, что динамиче-
ское поведение сооружения определяется преимущественно изгибными формами колебаний ствола 
мачты. Первые две формы соответствуют глобальным изгибным колебаниям конструкции, а макси-
мальные перемещения наблюдаются в верхней части мачты. Формы 3–4 характеризуются появлени-
ем точки перегиба в средней части ствола, формы 5–6 связаны с локальными колебаниями верхних 
участков конструкции и оборудования. Формы 7–10 имеют комбинированный характер деформаций, 
включая локальные колебания площадок, наблюдается частичное смешение изгибных и крутильных 
составляющих колебаний, что обусловлено асимметричным расположением площадок относительно 
оси мачты. 

Анализ реакций в основании мачты и анкерных узлах оттяжек (табл. 2) показал, что влияние 
способа учета площадок на силовые факторы в опорных узлах незначительно. Различие вертикаль-
ных и горизонтальных реакций  в основании не превышает 6 %. 

 

 
а                 б                  в                   г                  д                    е                   ж                  з               и               к 

 
Рис. 7. Первые десять форм собственных колебаний мачты: 

а, б — изгибные формы; в, г — изгибные с точкой перегиба в средней части ствола; д, е — локальные; ж–к — комбинированные 
И с т о ч н и к: выполнено Ю.Д. Маркиной. 

Figure 7. First ten natural vibration modes of the guyed mast: 
а, б — curved shapes; в, г — curved shapes with a inflection point in the middle of the shaft; д, е — local; ж–к — combined 

S o u r c e: made by Yu.D. Markina. 
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Таблица 2. Реакции в основании мачты и опорных узлах оттяжек 
Table 2. Support reactions at the mast base and guy anchor nodes 

Узел / Node 

Реакция, т / Reaction, t 
Модель 1 / Model 1 Модель 2 / Model 2 Модель 3 / Model 3 

RX RY RZ RX RY RZ RX RY RZ 

1 0,00 –0,73 65,60 0,00 –0,72 65,58 0,00 –0,74 63,44 

152 1,24 1,23 –2,13 1,24 1,23 –2,13 1,25 1,24 –2,14 

153 1,75 –1,76 –3,01 1,74 –1,75 –3,00 1,72 –1,73 –2,95 

154 –1,75 –1,76 –3,02 –1,74 –1,75 –3,00 –1,72 –1,73 –2,95 

155 –1,24 1,23 –2,13 –1,24 1,23 –2,14 –1,25 1,24 –2,14 

156 2,36 2,32 –3,81 2,20 2,16 –3,56 2,40 2,36 –3,88 

157 3,74 –3,78 –6,12 3,59 –3,63 –5,88 3,51 –3,55 –5,73 

158 –3,74 –3,78 –6,12 –3,59 –3,63 –5,87 –3,51 –3,55 –5,73 

159 –2,36 2,32 –3,81 –2,20 2,16 –3,55 –2,40 2,36 –3,88 

Узел 1 — опорный узел ствола мачты; узлы 152–159 — опорные узлы оттяжек / 
Node 1 — support node at the mast base; nodes 152–159 — support nodes of the guy anchors 

И с т о ч н и к: выполнено Ю.Д. Маркиной / S o u r c e: made by Yu.D. Markina. 

 
Дополнительное рассмотрение прожекторных башен и башни сотовой связи показало, что вы-

явленная закономерность характерна не только для исследуемой мачты, но и для других антенно-
мачтовых сооружений с асимметричным расположением площадок обслуживания. Количественные 
значения расхождений между расчетными моделями нельзя автоматически распространять на все 
сооружения, при необходимости они должны уточняться для каждого объекта с учетом его конструк-
тивной схемы и характера асимметрии. 

Полученные результаты согласуются с общей тенденцией, отмеченной в исследованиях ветро-
вой работы телекоммуникационных башен с навесными элементами. В [11] показано, что лестницы, 
кабели и антенны, установленные на решетчатой телекоммуникационной башне, изменяют аэроди-
намические коэффициенты и распределение ветровой нагрузки на сооружение, что подтверждает 
исходное положение настоящей работы: площадки обслуживания и технологическое оборудование 
следует рассматривать не только как дополнительную массу, но и как элементы, изменяющие про-
странственную работу сооружения. Результаты [13; 21] показывают, что угол ветра, взаимное распо-
ложение антенн и эффект экранирования существенно влияют на ветровые нагрузки, действующие 
на решетчатые башни связи, что согласуется с полученными в настоящей работе данными, по кото-
рым основные различия между расчетными моделями проявляются в изгибающих моментах, гори-
зонтальных перемещениях и высших формах колебаний, то есть в параметрах, чувствительных к 
пространственному перераспределению нагрузки. В [24] численно показано, что форма и равномер-
ность размещения антенн влияют на чувствительность ветровой нагрузки к направлению ветра. При 
симметричном расположении антенн поперечная сила и изгибающий момент становятся менее чув-
ствительными к изменению направления ветра. Этот вывод близок к результатам настоящего иссле-
дования: асимметричное расположение площадок обслуживания приводит к их более выраженному 
влиянию на изгибную работу и перемещению мачты. Khazaali и др. [25] отмечают, что точная оценка 
ветровых нагрузок на телекоммуникационные башни требует учета коэффициентов сопротивления и 
интерференционных факторов, а численное моделирование может применяться для оценки различ-
ных конфигураций башен и антенн. В данной работе аналогичная проблема рассматривается на 
уровне конечно-элементной модели: замена площадок эквивалентными нагрузками хорошо воспро-
изводит часть общих параметров, но не полностью отражает влияние пространственного располо-
жения площадок на локальную работу и динамические характеристики сооружения. Таким обра-
зом, результаты настоящего исследования не противоречат данным других авторов, а дополняют их. 
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В большинстве рассмотренных работ основное внимание уделено аэродинамическим коэффициен-
там, ветровым нагрузкам и взаимодействию башни с антеннами, в данной статье акцент сделан на 
расчетной стороне задачи: сравнении детализированного и упрощенного способа передачи нагрузок 
от асимметрично расположенных площадок в конечно-элементную модель, что позволяет уточнить 
область применения упрощенных расчетных схем при анализе антенно-мачтовых сооружений. 

4. Заключение 

1. Способ учета площадок обслуживания по-разному влияет на расчетные параметры антенно-
мачтового сооружения. Наименее чувствительны к детализации модели продольные усилия в стволе 
и реакции в опорных узлах. Для этих параметров замена площадок эквивалентными нагрузками мо-
жет рассматриваться как допустимое инженерное упрощение, поскольку она сохраняет общий ха-
рактер передачи вертикальных усилий в несущей системе. 

2. Наиболее чувствительными к способу учета площадок являются параметры, связанные с 
пространственной изгибной работой и деформативностью верхней части сооружения. При асиммет-
ричном расположении площадок их явное моделирование позволяет учитывать не только дополни-
тельную нагрузку, но и изменение геометрии и локальной жесткости расчетной схемы. Поэтому при 
поверочном расчете эксплуатируемых сооружений и оценке работы верхних участков ствола предпо-
чтительно применять детализированную модель. 

3. В результате сравнения горизонтальных перемещений выявлено, что упрощенная модель с 
эквивалентными нагрузками не полностью воспроизводит изменение деформативности сооружения, 
вызванное наличием площадок. Поэтому для предварительной оценки общей работы сооружения 
такая модель может быть использована, однако для уточненного анализа перемещений и оценки экс-
плуатационной пригодности всех элементов предпочтительно явное моделирование площадок. 

4. Динамические характеристики также имеют различную чувствительность к составу расчет-
ной модели. Низшие формы собственных колебаний, характеризующие глобальную работу сооруже-
ния, в меньшей степени зависят от способа учета площадок. Высшие и локальные формы оказыва-
ются более чувствительными к распределению массы и геометрической конфигурации вспомога-
тельных элементов. Это ограничивает применение упрощенной модели при анализе динамического 
поведения верхних участков конструкции. 

5. Реакции в основании антенно-мачтового сооружения и анкерных узлах оттяжек могут ис-
пользоваться как параметры контроля общей согласованности расчетных моделей, однако они недо-
статочны для оценки влияния асимметрично расположенных площадок на локальную работу соору-
жения. Основные различия между моделями проявляются не на уровне опорных реакций, а в изгиб-
ной работе, перемещениях и локальных динамических характеристиках. 

Полученные результаты показывают, что степень детализации расчетной модели следует выби-
рать с учетом цели расчета и особенностей конструктивного решения объекта. Для общей оценки 
работы антенно-мачтового сооружения и предварительного анализа допускается использование мо-
дели с эквивалентными нагрузками от асимметрично расположенных площадок. Для проверки проч-
ности и деформативности элементов в зонах размещения площадок, а также для анализа высших 
форм собственных колебаний необходимо применять более детализированную расчетную схему. 

Научная новизна работы заключается в количественной оценке влияния различных способов 
учета элементов, формирующих выраженную геометрическую асимметрию конструкции, на стати-
ческие и динамические параметры антенно-мачтового сооружения, а также в выявлении различной 
чувствительности силовых, деформационных и динамических характеристик конструкции к степени 
детализации расчетной модели. 

Теоретическая значимость работы состоит в уточнении представлений о влиянии асимметрич-
но расположенных вспомогательных конструктивных элементов на пространственную работу и ди-
намическое поведение антенно-мачтовых сооружений. 
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Практическая значимость результатов заключается в обосновании рационального подхода к фор-
мированию расчетных моделей антенно-мачтовых сооружений. Показано, что использование упро-
щенных расчетных схем с учетом площадок, формирующих выраженную геометрическую асиммет-
рию конструкции, в виде эквивалентных нагрузок может быть допустимо при оценке продольных 
усилий и глобальных динамических характеристик сооружения. Однако для корректного анализа из-
гибающих моментов, горизонтальных перемещений и локальных форм колебаний предпочтительно 
применять расчетные модели с явным моделированием площадок обслуживания. 
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Аннотация. Выполнено численное моделирование пространственной системы «оболочка – грунтовый массив», включа-
ющей тройниковое соединение цилиндрических оболочек и прилегающий грунтовый массив, с использованием контакт-
ных элементов для описания зазора между конструкцией и грунтом. Исследование проведено для фрагментов массива 
различной ширины с целью оценки их влияния на величину и форму мульды осадки земной поверхности. Рассмотрены 
восемь расчетных моделей, в которых расстояние L от краев основной и примыкающей оболочек до боковых торцов мас-
сива изменялось в диапазоне от 1D до 8D с шагом D, где D — диаметр основной оболочки. Окружающий массив модели-
ровался трехмерными конечными элементами (SOLID186, SOLID187), цилиндрическая оболочка моделировалась оболо-
чечными элементами (SHELL181); поведение грунта описано упругопластической моделью Мора — Кулона. Получены 
семейства кривых мульд осадок поверхности массива в поперечном и продольном направлениях к оси примыкающей 
оболочки. Установлено, что при ширине расчетного массива от 1D до 5D заметно изменяются как величины осадок, так и 
форма мульды оседания, а при дальнейшем увеличении размеров расчетной области (L ≥ 5D) изменение формы и глубины 
мульды становится незначительным. На основе анализа напряженно-деформированного состояния системы для инженер-
ных расчетов рекомендовано принимать ширину массива L ≥ 5D, при этом предпочтительным является значение L = 5D, 
обеспечивающее достаточную точность прогнозирования осадки без чрезмерного увеличения числа конечных элементов. 
Полученные результаты позволяют поддерживать баланс между скоростью расчета и достоверностью математического 
моделирования, что особенно важно при многовариантном анализе. 
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Abstract. A numerical simulation of the three-dimensional “shell — soil” system was performed, comprising a T-connection of 
cylindrical shells and the surrounding soil body, using contact elements to describe the gap between the structure and the soil. The 
study was carried out for soil fragments of various widths in order to evaluate their influence on the magnitude and shape of the 
surface settlement trough. Eight models were considered, in which the distance L from the edges of the main and adjoining shells 
to the lateral faces of the soil body varied from 1D to 8D in steps of D, where D is the diameter of the main shell. The surrounding 
soil body was modeled with three-dimensional finite elements (SOLID186, SOLID187), the cylindrical shell — with shell 
elements (SHELL181); the soil behavior was described by the elastic-plastic Mohr–Coulomb model. Families of surface 
settlement trough curves were obtained in the transverse and longitudinal directions relative to the axis of the adjoining shell. It 
was established that for the soil body width from 1D to 5D both the settlement magnitudes and the shape of the settlement trough 
change noticeably, whereas with a further increase of the model domain (L ≥ 5D) the change in the shape and depth of the trough 
becomes insignificant. Based on the stress analysis of the system, it is recommended for engineering calculations to adopt a soil 
body width of L ≥ 5D, with L = 5D being preferable, providing sufficient accuracy of settlement prediction without an excessive 
increase in the number of finite elements. The obtained results help maintain a balance between computational speed and 
reliability of the mathematical modeling, which is especially important in multivariate analysis. 

Keywords: structural mechanics, finite element method, surface settlement, underground structures 
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1. Введение 

Создание и строительство подземных объектов в инженерно-строительной практике предпола-
гает использование интегрированного подхода, основанного на точных вычислениях и детальном 
анализе работы несущих элементов во взаимодействии с грунтовой средой. Существенное место в 
проектном процессе занимают расчетные методы, в особенности метод конечных элементов (МКЭ), 
обеспечивающие моделирование строительных конструкций при разнообразных видах нагрузок с 
учетом нелинейных свойств грунтового массива [1–7]. 
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Среди наиболее ответственных объектов подземного строительства — станции метрополитена, 
перегонные и эскалаторные тоннели, транспортные узлы, а также вспомогательные сооружения, та-
кие как тоннельные сбойки и камеры съездов. Места пересечения тоннелей образуют тройниковые 
соединения цилиндрических оболочек, в которых формируется сложное пространственное напря-
женно-деформированное состояние, требующее детального анализа. Ранее авторами был выполнен 
численный анализ напряженно-деформированного состояния ортогонально пересекающихся цилин-
дрических оболочек, взаимодействующих с грунтовым основанием [8–9]; настоящая работа продол-
жает это исследование в части обоснования размеров расчетной области. 

При численном моделировании системы «оболочка — грунтовый массив» одним из ключевых 
вопросов является выбор размеров фрагмента грунтового массива, включаемого в расчетную модель. 
С одной стороны, массив должен быть достаточно большим, чтобы граничные условия на его торцах 
не искажали напряженно-деформированное состояние и прогнозируемую осадку поверхности. 
С другой стороны, чрезмерное увеличение расчетной области ведет к существенному росту числа 
конечных элементов и вычислительной трудоемкости, что особенно критично при многовариантном 
анализе. Несмотря на значительное число работ, посвященных прогнозу осадок земной поверхности 
при проходке одиночных и параллельных тоннелей [3–5], вопрос обоснованного выбора размеров 
расчетной области для тройникового соединения цилиндрических оболочек, взаимодействующего с 
грунтовым массивом, ранее систематически не исследовался, что определяет научную новизну 
настоящей работы. Объект исследования — пространственная система «оболочка — грунтовый мас-
сив», включающая тройниковое соединение цилиндрических оболочек и окружающее основание. 
Цель исследования — оценить влияние ширины фрагмента грунтового массива на величину и форму 
осадки поверхности в поперечном и продольном направлениях к оси примыкающей оболочки и 
определить размеры расчетной области, обеспечивающие приемлемую точность прогноза осадки 
при минимальных вычислительных затратах. Для достижения поставленной цели решались следу-
ющие задачи: построение серии конечно-элементных моделей с шириной массива от 1D до 8D; ана-
лиз напряженно-деформированного состояния системы и мульд осадок поверхности; обоснование 
рекомендуемого размера фрагмента массива. 

2. Метод расчета 

Выполнено моделирование пространственной системы, включающей тройниковое соединение 
цилиндрических оболочек и прилегающий грунтовый массив, с использованием контактных элемен-
тов для описания зазора между конструкцией и грунтом [8–9]. Окружающий массив задан трехмер-
ными конечными элементами: SOLID186 — высокоуровневый изопараметрический объемный эле-
мент с квадратичной аппроксимацией для моделирования трехмерных твердых тел и SOLID187 — 
изопараметрический тетраэдрический объемный элемент. Цилиндрическая оболочка задана двумер-
ными элементами SHELL181 — четырехузловым оболочечным конечным элементом, предназначен-
ным для моделирования тонких и умеренно толстых оболочек в структурных анализах и широко ис-
пользуемым благодаря своей универсальности и возможности учета сложных физических эффектов. 
Вопросы конечно-элементного моделирования цилиндрических оболочек, пластин и пространствен-
ных конструкций при статических и динамических воздействиях рассматривались в работах [10–17]. 

Основная цилиндрическая оболочка имеет диаметр D1 = 5,50 м и толщину t1 = 0,25 м; примы-
кающая оболочка — диаметр D2 = 3,85 м и толщину t2 = 0,20 м. Материал оболочек задан идеально 
упругой моделью со следующими параметрами: модуль упругости Esh = 30 000 МПа, коэффициент 
Пуассона μsh = 0,2, плотность ρsh = 2300 кг/ м3. Материал основания задан упругопластической моде-
лью Мора — Кулона (O. Mohr, C.A. Coulomb) со следующими параметрами: модуль деформации 
Esoil  = 30 МПа, коэффициент поперечной деформации μsoil = 0,3, плотность ρsoil = 2000 кг/м³, сцепле-
ние Csoil = 10 кПа, угол внутреннего трения φsoil = 25°. Ось оболочек расположена на глубине 30 м от 
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дневной поверхности. Физико-механические характеристики основания приняты по справочным 
данным для дисперсных грунтов и соответствуют диапазону значений, используемых в инженерной 
практике при проектировании подземных сооружений. 

Упругопластическая модель Мора — Кулона выбрана как наиболее распространенная в инже-
нерных расчетах модель грунта, требуя минимального числа определяемых параметров. Следует от-
метить, что модель Мора — Кулона с постоянным модулем деформации может несколько завышать 
осадки поверхности по сравнению с моделями, учитывающими модуль упругости при повторном 
нагружении (например, модель упрочняющегося грунта Hardening Soil); вместе с тем для целей 
настоящего исследования, направленного на оценку относительного влияния размеров расчетной 
области, такой выбор является приемлемым. 

В рассмотренных восьми расчетных моделях тройникового соединения оболочек расстояние L 
от краев основной и примыкающей оболочек до боковых торцов массива принималось в диапазоне 
от L = 1D до L = 8D с шагом D, где D — диаметр основной оболочки. Граничные условия заданы 
следующим образом: на нижней грани массива запрещены перемещения по всем трем координатным 
направлениям, на боковых (вертикальных) гранях запрещены перемещения в направлении нормали к 
соответствующей грани при сохранении свободы вертикальных перемещений. Нагрузка на систему 
приложена от собственного веса конструкций и грунтового массива. Общий вид конечно-элементной 
сетки модели и тройникового соединения при L = 5D приведен на рис. 1 и 2. 

Численное решение выполнено в программном комплексе ANSYS Mechanical 2025 R2. Расчет 
является физически и конструктивно нелинейным (нелинейность обусловлена упруго-пластической 
моделью грунта и контактным взаимодействием тел) и выполнен в статической постановке с исполь-
зованием неявного решателя. Нагрузка от собственного веса прикладывалась пошагово; на каждом 
шаге равновесие достигалось итерационным методом Ньютона — Рафсона с критериями сходимости 
по силам и перемещениям. 

 

 

Рис. 1. Общий вид конечно-элементной сетки модели «оболочка — массив» при L = 5D 
И с т о ч н и к: выполнено авторами в программном комплексе ANSYS Mechanical 2025 R2. 

Figure 1. General view of the finite element mesh of the «shell — soil» model at L = 5D 
S o u r c e: made by the authors in ANSYS Mechanical 2025 R2 software package. 
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Рис. 2. Общий вид конечно-элементной сетки
тройникового соединения оболочек при L = 5D 

И с т о ч н и к: выполнено авторами в программном 
комплексе ANSYS Mechanical 2025 R2. 

Figure 2. General view of the finite element mesh
of the T-connection of the shells at L = 5D 

S o u r c e: made by the authors in ANSYS 
Mechanical 2025 R2 software package. 

Характерный размер элемента цилиндрических 
оболочек имеет величину 0,15 м. Для модели с L = 5D 
общее число конечных элементов составляло порядка 
5×10⁵, число узлов — порядка 8×10⁵. Предварительно 
выполнена проверка сходимости решения по сетке: из-
мельчение элементов прекращалось при условии, что 
изменение максимальной осадки поверхности не пре-
вышает 2 % по сравнению с более грубой сеткой, что 
подтверждает независимость представленных результа-
тов от плотности дискретизации. 

Контактное взаимодействие между внешней по-
верхностью оболочек и грунтом задано парами контакт-
ных элементов CONTA174 — TARGE170 в постановке 
«поверхность — поверхность». Использован метод мно-
жителей Лагранжа, где возможно раскрытие зазора при 
растяжении. Касательное взаимодействие описано моде-
лью трения Кулона с коэффициентом трения 0,3. 

3. Результаты и обсуждение 

По результатам расчета для каждой модели получены поля вертикальных перемещений грунто-
вого массива и эквивалентных напряжений по Мизесу в теле оболочек тройникового соединения. 
Изополя вертикальных перемещений массива (вид сверху) и максимальные эквивалентные напряже-
ния по Мизесу по внешней стороне стенок оболочек при L = 5D приведены на рис. 3 и 4. 

 
 

 

  

Рис. 3. Изополя вертикальных перемещений 
массива при L = 5D (вид сверху) 

И с т о ч н и к: выполнено авторами в программном 
комплексе ANSYS Mechanical 2025 R2. 

Figure 3. Contour plot of vertical displacements 
of the soil body at L = 5D (top view) 

S o u r c e: made by the authors in ANSYS Mechanical 
2025 R2 software package. 

 Рис. 4. Максимальные эквивалентные напряжения 
по Мизесу по внешней стороне стенок оболочек 

тройникового соединения при L = 5D 
И с т о ч н и к: выполнено авторами в программном 

комплексе ANSYS Mechanical 2025 R2. 

Figure 4. Maximum equivalent stresses (von Mises) 
on the outer side of the walls of the T-connected shells at L = 5D 
S o u r c e: made by the authors in ANSYS Mechanical 2025 R2 software package. 
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Эквивалентные напряжения по Мизесу σe найдены по формуле 

( ) ( ) ( )2 2 2

1 2 2 3 3 1

1
σ σ σ σ σ σ σ ,

2e
 = − + − + −    

где 1 2 3σ , σ , σ  — главные напряжения. 

Анализ полей эквивалентных напряжений показывает, что наибольшие значения напряжений 
по Мизесу локализуются в зоне сопряжения основной и примыкающей оболочек, в то время как в 
остальном теле оболочек уровень напряжений существенно ниже. Такой характер распределения 
типичен для тройниковых соединений и качественно согласуется с результатами, полученными 
ранее для ортогонально пересекающихся цилиндрических оболочек, взаимодействующих с осно-
ванием [8–9]. Это подтверждает, что именно область сопряжения оболочек является наиболее ответ-
ственным участком конструкции и требует особого внимания при назначении сетки конечных эле-
ментов и интерпретации результатов расчета. 

Для оценки влияния ширины фрагмента массива построены семейства кривых мульд осадок 
верхней поверхности массива в поперечном и продольном направлениях к оси примыкающей ци-
линдрической оболочки, полученные в результате восьми расчетных случаев при L от 1D до 8D 
(рис. 5 и 6). Следует обратить внимание, что максимум осадок расположен не над осью основного 
тоннеля, а смещен в сторону примыкающей оболочки. 

Из представленных графиков следует, что при ширине расчетного массива от L = 1D до 5D 
заметны изменения как в величинах осадок, так и в форме мульды оседания. Это связано с тем, что 
при малой ширине массива влияние оболочки не может свободно распространяться в стороны, что 
приводит к увеличению осадок. При дальнейшем увеличении размеров расчетной области (L ≥ 5D) 
изменение формы и глубины мульды становится незначительным. 

 

 

Рис. 5. Набор кривых мульд осадок на поверхности массива в поперечном направлении 
к оси примыкающей оболочки при L от 2D до 8D 

И с т о ч н и к: выполнено авторами в программном комплексе ANSYS Mechanical 2025 R2. 

Figure 5. Family of surface settlement trough curves in the transverse direction relative 
to the axis of the adjoining shell at L from 2D to 8D 

S o u r c e: made by the authors in ANSYS Mechanical 2025 R2 software package. 
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Рис. 6. Набор кривых мульд осадок на поверхности массива в продольном направлении 
к оси примыкающей оболочки при L от 2D до 8D 

И с т о ч н и к: выполнено авторами в программном комплексе ANSYS Mechanical 2025 R2. 

Figure 6. Family of surface settlement trough curves in the longitudinal direction relative 
to the axis of the adjoining shell at L from 2D to 8D 

S o u r c e: made by the authors in ANSYS Mechanical 2025 R2 software package. 

 
С физической точки зрения данный эффект объясняется тем, что при недостаточной ширине 

расчетной области жесткие граничные условия на боковых торцах массива попадают в зону активно-
го влияния конструкции и стесняют свободное развитие поля перемещений грунта. В результате 
формируется искусственно завышенная и более «зажатая» мульда оседания, не отражающая дей-
ствительную работу неограниченного в плане массива. По мере удаления боковых границ от оболо-
чек их влияние на напряженно-деформированное состояние грунта в окрестности тройникового со-
единения ослабевает и получаемое решение приближается к решению для полупространства. 

Сопоставление кривых, полученных для последовательно увеличивающихся значений L, пока-
зывает, что разница между соседними расчетными случаями монотонно уменьшается: наибольшие 
отличия наблюдаются для моделей малой ширины, тогда как кривые, соответствующие значени-
ям L = 5D и более, практически совпадают как по глубине, так и по форме мульды. Это свидетель-
ствует о сходимости решения по размеру расчетной области и позволяет считать результат, получае-
мый при L ≥ 5D, устойчивым по отношению к дальнейшему расширению фрагмента массива. 

Для количественной оценки сходимости решения по размеру расчетной области использован 
относительный показатель — изменение максимальной осадки поверхности δ при переходе от моде-
ли шириной L к модели шириной L + D (в процентах). Результаты приведены в таблице. Относи-
тельное изменение максимальной осадки монотонно убывает с ростом L и при L ≥ 5D не превышает 
2 %, что принято в качестве критерия достаточности размеров расчетной области. 

Сравнение мульд осадок в поперечном и продольном направлениях к оси примыкающей обо-
лочки показывает качественно схожую тенденцию затухания влияния границ при увеличении разме-
ров расчетной области. При этом в продольном направлении более выраженно проявляется асиммет-
рия мульды: ее максимум смещен в сторону примыкающей оболочки, что обусловлено несиммет-
ричной геометрией тройникового соединения и дополнительным догружением массива со стороны 
примыкающего тоннеля. Данную особенность необходимо учитывать при назначении контрольных 
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точек геотехнического мониторинга осадок земной поверхности над подобными узлами подземных 
сооружений. 

Полученные результаты качественно согласуются с данными исследований осадок земной по-
верхности [3–5]. 

 
Сходимость максимальной осадки поверхности по размеру расчетной области 

(поперечное направление к оси примыкающей оболочки) 
Convergence of the maximum surface settlement with the model domain width 

(transverse direction relative to the axis of the adjoining shell) 

Ширина массива L / 
Model domain width L 

Максимальная осадка, м / 
Maximum vertical movement, cm 

Относительное изменение δ, % /
Relative change δ, % 

1D –0,6799 – 

2D –0,6098 10,3 

3D –0,5884 3,5 

4D –0,5765 2,0 

5D –0,5751 < 1,0 

6D –0,5741 < 1,0 

7D –0,5738 < 1,0 

8D –0,5735 < 1,0 

И с т о ч н и к: выполнено авторами в программном комплексе ANSYS Mechanical 2025 R2 / 
S o u r c e: made by the authors in ANSYS Mechanical 2025 R2 software package. 

4. Заключение 

1. На основе анализа напряженно-деформированного состояния системы «оболочка – грунто-
вый массив» рекомендовано для инженерных расчетов принимать ширину массива L ≥ 5D, что обес-
печивает достаточную точность прогнозирования осадки без чрезмерного увеличения числа элемен-
тов конечно-элементной модели. Хотя дальнейшее увеличение размеров расчетного фрагмента спо-
собно лишь незначительно повысить точность, оно существенно повышает вычислительную трудо-
емкость, поэтому значение L = 5D является предпочтительным. 

2. Установлено, что максимум осадки поверхности расположен не над осью основного тоннеля, 
а смещен в сторону примыкающей оболочки, что необходимо учитывать при оценке деформаций 
земной поверхности над тройниковыми соединениями. 

3. Выбор размера расчетной области особенно важен при многовариантном анализе, так как 
позволяет поддерживать баланс между скоростью расчета и достоверностью математического моде-
лирования. 

4. Полученные количественные результаты и рекомендуемое значение L = 5D справедливы для 
рассмотренного варианта системы (соотношение диаметров оболочек, глубина заложения, заданные 
характеристики грунта) и принятой упругопластической модели Мора – Кулона. При существенном 
изменении геометрии узла, глубины заложения или жесткости грунта значение порога может отли-
чаться, что требует дополнительной проверки. 

5. Установленный критерий L ≥ 5D может использоваться как первое приближение при назна-
чении размеров расчетной области для аналогичных пересечений подземных сооружений. Уточне-
ние критерия для других конфигураций, а также применение других моделей грунта составляют 
направление дальнейших исследований. 
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Abstract. This study presents a comparative analysis of the stiffness characteristics of brick masonry based on experimental data 
and an orthotropic model. The main focus is on the influence of mortar joint strength on the anisotropy of the elastic properties of 
masonry. For three series of samples KRO-1, KRO-2, KRO-3 with different mortar strengths, experimental compression tests were 
conducted, along with numerical modeling in the Abaqus software, including micro-modeling and macro-modeling based on an 
orthotropic model. The results demonstrate that the ratio of the elastic moduli of brick and mortar Eb/Em significantly affects the 
distribution of strains and stresses in the masonry. An asymmetry in the stiffness matrix D12 ≠ D21 was observed, indicating the 
need to account for micromechanical effects in the “brick — mortar” contact zones. The highest anisotropy was found in samples 
with low-strength mortar series KRO-3, where the anisotropy coefficient D11/D22 reached 1.253. The study confirms the validity of 
using an orthotropic model to describe the stiffness characteristics of masonry but highlights the necessity of its modification to 
account for structural heterogeneity and edge effects. The obtained results have practical significance for the design of masonry 
structures under complex stress conditions. 
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Аннотация. Представлен сравнительный анализ жесткостных характеристик кирпичной кладки на основе эксперимен-
тальных данных и ортотропной модели. Основное внимание уделено влиянию прочности растворного шва на анизотро-
пию упругих свойств кладки. Для трех серий образцов (KRO-1, KRO-2, KRO-3) с различной прочностью раствора были 
проведены экспериментальные испытания на сжатие, а также численное моделирование в программном комплексе 
Abaqus, включающее микромоделирование и макромоделирование на основе ортотропной модели. Результаты показыва-
ют, что отношение модулей упругости кирпича и раствора Eb//Em существенно влияет на распределение деформаций и 
напряжений в кладке. Обнаружена асимметрия матрицы жёсткости D12 ≠ D21, что указывает на необходимость учёта мик-
ромеханических эффектов в контактных зонах «кирпич — раствор». Наибольшая степень анизотропии выявлена в образ-
цах с низкопрочным раствором серия KRO-3, где коэффициент анизотропии D11/D22 достиг значения 1,253. Исследование 
подтверждает применимость ортотропной модели для описания жесткостных характеристик кладки, но подчёркивает 
необходимость её модификации с учётом структурной неоднородности и краевых эффектов. Полученные результаты 
имеют практическое значение для проектирования каменных конструкций при сложных напряжённых состояниях. 
Ключевые слова: кирпичная кладка, ортотропная модель, анизотропия жёсткости, прочность раствора, конечно-элементное 
моделирование, Abaqus 
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Заявление об использовании технологий искусственного интеллекта. При создании настоящей статьи технологии 
генеративного искусственного интеллекта не использовались. 
Заявление о доступности данных. Все данные, полученные в ходе этого исследования, включены в публикуемую статью. 
Для цитирования: Shakarneh O.M.D. Comparative analysis of the stiffness characteristics of masonry wall based on experi-
mental data and an orthotropic model // Строительная механика инженерных конструкций и сооружений. 2026. Т. 22. № 3. 
С. 293–312. http://doi.org/10.22363/1815-5235-2026-22-3-293-312 EDN: LJWWRA 

1. Introduction 

A critical challenge in designing composite materials lies in predicting their elastic properties. Various 
methods exist for predicting the elastic properties of composites [1–6], which can be broadly categorized 
into analytical and numerical approaches. Analytical methods, primarily represented by micromechanical 
models [7–9], provide explicit or semi-explicit solutions and thus require relatively low computational 
effort. However, these methods often rely on specific assumptions and simplifications. On the other hand, 
numerical methods, predominantly based on finite element analysis of representative volume elements [10–
13], do not require special assumptions to obtain solutions but typically demand significant computational 
resources. A reliable analytical method is highly desirable in composite material design, as the design 
process usually involves iterative evaluations of numerous intermediate configurations before achieving the 
desired properties [14; 15]. 

Consequently, predicting the mechanical behavior of macro-heterogeneous materials—accounting for 
their constituent properties and spatial arrangement — is of paramount importance. When designing 
structural elements using such materials, simple and robust computational methods are needed to determine 
their physico-mechanical properties, stress-strain conditions, and strength estimates. The problem of assessing 
the stress-strain state of structural elements made of heterogeneous materials [16; 17] is addressed through 
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Figure 1. Distribution pattern of horizontal stresses in brick
and mortar joint for different stiffness ratios Eb/Em  
S o u r c e: made by V.V. Adishchev, O.M.D. Shakarneh [22].

solid mechanics, which often requires complex mathematical formulations. While extensive literature exists 
on composite material strength [18; 19], a unified theory for formulating constitutive laws of structurally 
heterogeneous media remains lacking. 

Research on the mechanical properties of brick masonry is crucial for reliable structural design and 
simulation. The work of Galyalyuk and Demchuk [20] presents both experimental and numerical data for 
three series of masonry specimens subjected to compressive loading. In this study, these data are reproduced 
and utilized to construct the stiffness matrix Dij based on an orthotropic model, identifying patterns and 
differences between the specimen series. 

Recent studies on masonry mechanics, including works presented in [21–25], highlight the importance 
of accounting for anisotropy and structural heterogeneity. As demonstrated in [22], proper consideration of 
boundary conditions in masonry modeling is essential for accurately describing its anisotropic properties: 
weak mortars require an increased number of courses in the model to mitigate edge effects. For reinforced 
masonry [24], it has been established that mesh reinforcement compensates for anisotropy, reducing the 
required number of modeled courses. Study [21] proposes a homogenization method based on numerical 
simulations of 9-course masonry fragments in Abaqus [22], enabling the identification of a representative 
volume element (RVE) and revealing the stiffness 
matrix asymmetry D12≠D21. 

Study [25] demonstrates that the stiffness ratio 
between brick and mortar (Eb/Em) significantly 
influences strain distribution in masonry (Figure 1). 
This is corroborated by calculations of the stiffness 
matrix Dij (Table 2) and aligns with experimental data 
for the KPO-1–KPO-3 series. The results illustrate 
how Eb/Em affects strain distribution: for KRO-1 
(Eb/Em = 1.12), the difference Δ1 − Δ2 is minimal, 
whereas for KRO-3 (Eb/Em = 2.58), maximum strain 
divergence is observed. This is quantitatively confirmed 
by the increase in the anisotropy coefficient D11/D22 

from 1.13 to 1.25 (Tables 1, 2). 

 
Table 1. Initial mechanical characteristics of materials for calculating contact stiffness in Abaqus 

Series 
Contact stiffness in Abaqus 

Eb, MPa Em, MPa Gb, MPa Gm, MPa μb μm knn, MPa/mm kss, MPa /mm 
KRO-1 

11850 
10580 

4740 
4232 

0.113 
0.17 987.2 394.9 

KRO-2 9210 3684 0.19 413.4 165.4 
KRO-3 4600 1840 0.23 75.2 30.1 

S o u r c e: made by O.M.D. Shakarneh. 

 
Table 2. Stiffness characteristics of masonry 

Series 
Experimental values from work [20] 

Eb/Em Ex, MPa Ey, MPa μxy μyx Gxy, MPa Ex / Ey 
KRO-1 1.12 11150 9830 0.165 0.22 4786.5 1.134 
КRO-2 1.28 10680 8450 0.23 0.30 4341.5 1.264 
KRO-3 2.57 6450 5150 0.32 0.35 2443.2 1.252 

Series 
Results of calculation of the stiffness matrix μ ij 

Eb/Em D11, MPa D 12, MPa D 21, MPa D 22, MPa D 33, MPa D ₁₁/D₂₂ 
KRO-1 1.12 11568.3 2545.0 1684.2 10201.4 4786.5 1.134 
КRO-2 1.28 11473.7 3442.1 2085.9 9074.1 4341.5 1.264 
KRO -3 2.57 7264.9 2542.8 1856.1 5799.5 2443.2 1.253 

S o u r c e: made by O.M.D. Shakarneh. 
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This study aims to develop the stiffness matrix Dij for three distinct series of brick masonry specimens 
and validate the computational results against experimental data. A complementary objective involves evaluating 
the applicability of the Abaqus finite element analysis system for simulating the structural performance of 
masonry, which is critical for predicting its mechanical behavior under various loading conditions. 

2. Masonry Materials 

2.1. Brick 

The study utilized solid ceramic bricks with dimensions of 250×65×120 mm. The brick material exhibited 
the following mechanical properties: 

a. Elastic modulus, Eb = 11850 MPa; 
b. Shear modulus, Gb = 4740 MPa; 
c. Poisson’s ratio, μb = 0.113. 
The compressive strength of the bricks, determined according to EN 772-1 standard, was fb = 44.1 MPa.  

2.2. Mortar 

Three types of masonry mortar with different strength characteristics were employed in the study: 
1. Series KRO-1: 

a. Mortar strength, fm = 10.9MPa; 
b. Elastic modulus, Em = 10580 MPa; 
c. Shear modulus, Gm = 4232 MPa; 
d. Poisson’s ratio, μm = 0.17. 

2. Series KRO-2: 
a. Mortar strength, fm = 7.9 MPa; 
b. Elastic modulus, Em = 9210 MPa; 
c. Shear modulus, Gm = 3684 MPa; 
d. Poisson’s ratio, μm = 0.19. 

3. Series KRO-3: 
a. Mortar strength, fm = 3.1 MPa; 
b. Elastic modulus, Em = 4600  MPa; 
c. Shear modulus, Gm = 1840 MPa; 
d. Poisson’s ratio, μm = 0.23. 

The mortar was prepared using dry mix No. 111/11 M100, with adjusted proportions to achieve the 
required strength. The thickness of mortar joints was maintained at 10 mm for all series. 

3. Research Methodology 

3.1. Masonry Specimens 

Figure 2 shows the experimental setup for compression testing of brick masonry specimens. The tests 
were conducted using a P-125 hydraulic press in compliance with the EN 1052-1 standard [27]. The 
specimens were subjected to stepwise loading applied perpendicular to the horizontal mortar joints. 
Displacements and strains were measured using mechanical dial gauges and strain gauges. 

Figure 2, a — diagram of the arrangement of devices (I1–I4 — clock-type movement indicators IGP-1 
with a division value of 0.001 mm; hs = 515 mm; ls = 510 mm; ts = 120 mm) 

Figure 2, b — diagram of the arrangement of devices (I1–I4 — clock-type movement indicators IGP-1 
with a division value of 0.001 mm; hs = 780 mm; ls = 305 mm; ts = 120 mm) 

The current study employs the following methods: 
  Experimental Investigations. Compression tests were conducted on masonry specimens of series 

KRO-1, KRO-2 and KRO-3 (Figure 2), determining the following mechanical properties: elastic modulus Ei, 
Poisson’s ratios μxy, μyx and shear modulus Gxy, calculated using the formulas: 
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a                                  b 

Figure 2. Scheme of testing prototypes: 
a	— perpendicular to horizontal mortar joints; 

b — parallel to horizontal mortar joints  
S o u r c e: made by A.V. Galalyuk, I.E. Demchuk [23].
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where: Fi,max — the ultimate failure load; Ai — the cross-
sectional area of the specimen; εi — the relative longitudinal 
strain.“3” is the load equal to one-third of the ultimate failure 
load; εx — the transverse strain; εy — the longitudinal strain. 

  Analytical method for determining the stiffness matrix 
of anisotropic brick masonry. This study employs an ortho- 
tropic model to construct the stiffness matrix Dij based on the 
known elastic moduli Ex, Ey and Poisson’s ratios μxy, μyx 
obtained from references [20; 23]. The masonry behavior is 
assumed to follow a linear orthotropic model under plane stress 
conditions, where the stress-strain relationship is expressed 
through the compliance matrix: 

yxx
x y

x y

xy y
y x

x y

xy
xy

xy
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G

 
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     

 
 


.  (2) 

To determine the components of the stiffness matrix D, the following system of equations is solved for 
stresses: 

11 12

21 22

33              

x x y

y x y

xy xy

D D

D D

D

     
     
  

.  (3) 

Two independent loading cases are examined:  
C a s e  1: Axial Loading in x-direction 

;           
0, 0

.

x
x

x

x y
xy

y x
x
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 (4) 

C a s e  1: Axial Loading in y-direction 
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;yx
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
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.  (5) 
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By applying the boundary conditions to the governing equations, the following is obtained: 
C a s e  2: Axial Loading Along the y-Direction (σₓ ≠ 0, σy = 0, τxy = 0) 

11 12 21 22, 0 .xy xyx x
x x x

x x x x

D D D D
E E E E

     
         

   
 (6) 

Case 2: Axial Loading Along the y-Direction (σₓ = 0, σy ≠ 0, τxy = 0) 

11 12 21 220 , .yx yx yx
x y y

x y y y

D D D D
E E E E

     
             

 (7) 

Solution for the Stiffness Matrix Components Dij 

11 12 22 21, , ,
1 1 1 1

yx x y xy yx

xy yx xy yx xy yx xy yx

E E EE
D D D D

 
   

       
. (8) 

The stiffness matrix D is obtained in the following form: 

0
1 1

0
1 1
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    

 
 
  

.  (9) 

  Numerical Modeling. Finite element modeling of a 7-course unreinforced masonry fragment was 
performed in Abaqus (micromodeling) using C3D20R elements, with a mesh size of 10 mm for bricks and 
5 mm for mortar joints, including local refinement in stress concentration zones. The contact interaction was 
defined using surface-based cohesive behavior, while boundary conditions consisted of full fixation at the 
bottom rigid beam and uniformly distributed compressive loading on the top plate, applied incrementally 
with energy convergence control (ETOL < 1×10⁻⁶) perpendicular to 10 mm thick horizontal mortar joints. 
For macromodeling, an orthotropic material model with Tie constraints between rigid beams and masonry 
was implemented using a 20 mm mesh, followed by experimental validation (Figure. 3). 

Two elastic-domain computational models were sequentially implemented: (1) an Engineering 
Constants model (Formula 1) with parameters derived from experimental elastic characteristics, and (2) 
an orthotropic model with stiffness matrix Dij (Formula 9). However, elastic-domain simulations failed to 
reproduce the experimentally observed stiffness matrix asymmetry D12 ≠ D21. Accurate elastic-domain 
representation of this effect would require a fully anisotropic model with 36 independent stiffness 
components, whereas the experimental study only determined five key parameters Ex, Ey, μxy, μyx, Gxy, 
making complete anisotropic characterization unachievable within the existing experimental dataset limited 
to elastic behavior. 

The presented orthotropic model describes only the linear-elastic behavior of masonry, which is its 
main limitation; as experiments [20; 23] show, in masonry with low-strength mortar (KRO-3), microcracks 
develop under loads exceeding 30–50% of the ultimate, leading to progressive stiffness degradation, and 
future studies are proposed to address this by introducing scalar damage parameters or employing multistage 
homogenization that accounts for the crack formation stage. 



Шакарнех О.М.Д. Строительная механика инженерных конструкций и сооружений. 2026. Т. 22. № 3. С. 293–312 
 

 

ЭКСПЕРИМЕНТАЛЬНЫЕ ИСCЛЕДОВАНИЯ 299 

Finite element modeling in Abaqus was conducted using two approaches: (1) micromodeling of a 
7-course masonry fragment (510×515×120 mm for loading perpendicular to joints and 305×780×120 mm 
for loading parallel to joints) with explicit brick/mortar representation, and (2) macromodeling of equivalent 
dimensions using an orthotropic material model. This resulted in four distinct models: two micromodels 
(one per loading direction) and two macromodels (one per loading direction), maintaining geometric 
consistency with experimental specimens. 

Two types of macromodels were used in this study: 1) Macromodel EXP — a homogenized model 
based on experimentally measured elastic properties (Young’s moduli Ex, Ey, Poisson’s ratios μxy, μyx 

and shear modulus Gxy) from reference [20]; 2) Macromodel Dij — a refined model incorporating the 
asymmetric stiffness matrix (calculated via Eqs. 8–9), where D12 ≠ D21.  

 

 

 

 

a 

 

 

 

b 

Figure 3. FE models of masonry samples: 
a — Micromodel; b — Macromodel 
S o u r c e: made by O.M.D. Shakarneh 

 
In Abaqus, the contact is modeled using Cohesive Behavior with separation into normal Knn and shear 

Kss stiffnesses. The elastic stage is defined by the interface stiffness matrix (10), which relates normal and 
shear stresses to relative displacements [28]: 

0
0

n nn n

s ss s

t k
t

t k

     
           


,   (10) 

where tn, ts are the normal and shear stresses at the interface, δn, δs are the relative displacements (normal 
and shear), Knn, Kss are the stiffness coefficients for tearing/compression and shear, respectively. To 
describe the behavior of “brick-mortar” contact surfaces, a micro-model approach is used that takes into 
account the equivalent stiffness of the interfaces. The stiffness characteristics of the contact surfaces are 
determined through the mechanical properties of the materials and the geometric parameters of the weld 
according to formula (11): 
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   
,b m b m

nn tt ss
m b m m b m

E E G G
k k k

h E E h G G


 
 , (11) 

where hm is the mortar thickness of 10 mm. 
For the studied series of masonry (KRO-1, KRO-2, KRO-3), the rigidity parameters were calculated 

on the basis of experimental data. 

4. Results and Discussion 

4.1. Results 

The results of calculating the stiffness matrix Dij, presented in Table 2, were obtained on the basis of 
experimental data and shear moduli using the orthotropic model.  

The shear modulus Gxy in the xy plane is calculated according to the data of [20], Ex, Ey: Elastic 
moduli in principal material directions, D11, D22: Diagonal components of the stiffness matrix. 

Key Observations: 
1. Model Validation: The ratios Ex/Ey and D11/D22 are nearly identical for each series (difference < 

0.001), confirming the validity of the orthotropic model. 
2. Anisotropy Trends: 

a. Maximum anisotropy occurs in KRO-2 (Ex/Ey = 1.264) 
b. Minimum anisotropy is observed in KRO-1 (Ex/Ey = 1.134) 

3. Unexpected Stiffness Behavior: for KRO-3, both Ex/Ey and D11/D22 exhibit a slight decrease 
compared to KRO-2, despite a more pronounced difference between Ex and Ey. 

The discrepancy between experimental stiffness values and the orthotropic model (Eqs. 8–9) arises 
due to directional loading effects in experiments (measuring deformation modulus along load axes) versus 
the model’s comprehensive strain-stress coupling (including Poisson’s ratios μxy, μyx. Additionally, micro-
mechanical heterogeneity at brick-mortar interfaces induces stiffness matrix asymmetry D12 ≠ D21, unaccounted 
for in classical orthotropy, necessitating modified homogenization approaches with asymmetry correction 
factors (e.g., α = D12/ D 21) and representative volume element (RVE) upscaling to mitigate edge effects. 

Analysis and Comparison of Data in Table 2. 
The analysis of data in Table 2 revealed that KRO-1 specimens exhibited the highest stiffness 

characteristics in both X and Y directions, attributable to the use of high-strength mortar (grade M109). 
KRO-2 demonstrated intermediate values, while KRO-3 showed the lowest performance, consistent with 
experimental findings. 

The D₃₃ shear stiffness component progressively decreased from KRO-1 to KRO-3, indicating 
degradation of brick-mortar interfacial mechanical behavior with reduced mortar strength. Comparative 
analysis confirmed the correlation between stiffness matrix components D₁₁, D₂₂ and elastic moduli Eₓ, Eᵧ 
from reference [23], demonstrating a consistent trend: mortar strength reduction directly diminishes 
masonry stiffness. This effect was particularly pronounced for D₃₃, highlighting the critical role of material 
bonding in structural performance. 

Using Table 2 data, anisotropy coefficients k, n, parameter m, and averaged symmetric model Dsym 

were calculated through relationships (12, 13) from [26]: 

   
,b m b m

nn tt ss
m b m m b m

E E G G
k k k

h E E h G G


 
.  (12) 

Parameters k and n, related to m through the equation m = n² – 2k, represent independent 
characteristics of an orthotropic plate. Their introduction simplifies stress calculations in formula (10) and 
generalizes results for plane strain problems through reduced coefficients, where: 

a. k quantifies the degree of stiffness anisotropy between orthogonal directions (x — along mortar 
joints, y — across joints), with k = 1 indicating isotropic material Eₓ = Ey and k ≠ 1 confirming anisotropy; 
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b. m reflects the combined influence of shear stiffness Gₓᵧ and transverse deformations on anisotropy, 
where m = 0 for isotropic materials and m > 0 for masonry due to low shear stiffness of mortar joints; 

c. n serves as a comprehensive parameter combining longitudinal and shear anisotropy effects, with 
n = 2 for isotropic cases and n ≠ 2 demonstrating anisotropy. 

Formula (13) introduces the averaged symmetric stiffness matrix Dsym that approximates the 
asymmetric components D12 and D21 of the classical orthotropic model through their arithmetic mean: 

12 21
sym .

2
D D

D


   (13) 

For an asymmetric stiffness matrix D12 ≠ D 21, a correction factor α is introduced, reflecting the degree 
of asymmetry: 

12

21

D
a

D
  ,   (14) 

where a  — characterizes the degree of deviation from the classical orthotropic model. 
Modified parameters (15) are introduced to account for the stiffness matrix asymmetry D12 ≠ D 21: 

 11 11
mod mod mod mod mod

22

,  , 2xy ух

D D
k a m n k m

D G
       .  (15) 

 
Table 3. Anisotropy coefficients for the KRO-1, KRO-2, KRO-3 series 

Series 
Accounting for Symmetry in Anisotropy Coefficients 

Dsym, MPa k ݉ ݊ 
KRO-1 2114.6 1.065 2 2.03 
КRО-2 2764 1.126 2 2.06 
KRO-3 2199.45 1.118 2 2.06 

Series 
Accounting for an Asymmetry in Anisotropy Coefficients 

ܽ kmod mmod nmod 
KRO-1 1.51 1.61 1.945 2.27 
KRO-2 1.65 1.86 1.93 2.38 
KRO-3 1.37 1.53 1.97 2.24 

S o u r c e: made by O.M.D. Shakarneh. 

 
Analysis of the data presented in Table 3 leads to the following conclusions: 
1. Effect of stiffness matrix asymmetry: the consideration of asymmetric stiffness matrix components 

D₁₂ ≠ D₂₁ results in a significant 30–65% increase in anisotropy coefficients compared to the symmetric model. 
2. Critical case for KRO-2 series: the most substantial deviations were observed for KRO-2 specimens, 

where the asymmetry coefficient α reaches 1.65 and the modified parameter modn attains a value of 2.38. 
3. Theoretical implications: the obtained results demonstrate the necessity to modify the classical 

Lekhnitsky approach [26] through the introduction of a correction factor α, which is particularly relevant 
for materials with pronounced structural heterogeneity (Figure 4). 

4. The error is calculated as: 

sym

sym

error 100%ijD D

D


  .  (16) 

For α, the error is not specified, since the symmetric model by definition assumes α =1. 
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Figure 4. Comparison of real asymmetry with an idealized symmetric model 
S o u r c e: made by O.M.D. Shakarneh. 

 
Table 4 clearly demonstrates that the asymmetric model D₁₂	≠ D₂₁ more accurately captures masonry 

behavior, particularly for parameter k where symmetric model errors reach 65%, confirming the necessity 
of accounting for anisotropy in stiffness calculations; while differences are less critical for parameter n, 
simplifying its estimation in engineering applications (Figure 5), with series KRO-2 showing critical error 
levels (65%) that mandate asymmetric model implementation, as derived from stiffness matrix Dij analysis. 

 
Table 4. Comparison of parameters of symmetric and asymmetric models 

Series Parameters Dsym D12 ≠ D21 ܚܗܚܚ܍, % 

KRO-1 
݇ 1.065 1.61 51% 
݊ 2.03 2.27 12% 

KRO-2 
݇ 1.126 1.86 65% 
݊ 2.06 2.38 15% 

KRO-3 
݇ 1.118 1.53 37% 
݊ 2.06 2.24 9% 

S o u r c e: made by O.M.D. Shakarneh. 

 

 

Figure 5. Error analysis of the symmetric model for the anisotropy coefficients (n and k) 
S o u r c e: made by O.M.D. Shakarneh. 
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The numerical simulation results presented in Figures 6–11 demonstrate the distribution of vertical 
compressive stresses and horizontal strains in perpendicular and horizontal mortar joints for three 
experimental series KRO-1, KRO-2, KRO-3, obtained through: (1) micro-modeling, (2) EXP macro-modeling 
of a homogeneous anisotropic medium (based on experimental values from [20]), and (3) D macro-
modeling of a homogeneous anisotropic medium (using the calculated stiffness matrix Dij), conclusively 
demonstrating the significant influence of mortar joint strength on the formation of structural stress states. 

 

 

Figure 6. Contour plots of compressive stresses σy and horizontal strain distributions 
under loading perpendicular to mortar joints for KRO-1 masonry 

S o u r c e: made by O.M.D. Shakarneh. 

 

 

Figure 7. Contour plots of compressive stresses σy and horizontal strain distributions 
under loading parallel to mortar joints for KRO-1 masonry 

S o u r c e: made by O.M.D. Shakarneh. 

 
In Figure 6 (loading perpendicular to the joints), a uniform distribution of vertical stresses and 

horizontal deformations is observed in the KRO-1 series masonry, which is attributed to the high strength of 
the mortar Eb > / Em = 1.12, whereas in Figure 7 (loading parallel to the joints), the stress and strain 
distribution is less uniform but remains stable, confirming the anisotropy of the masonry. At the same time, 
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as demonstrated in [22], to fully eliminate edge effects, modeling of masonry fragments with at least 9 
vertical rows and 4 bricks in length is required, highlighting the importance of accounting for edge effects 
and the micromechanics of “brick-mortar” interactions for accurate prediction of masonry behavior, 
especially under complex loading conditions. 

Tables 5–7 present calculated errors in vertical stress and horizontal strain determinations for KRO-1, 
KRO-2, and KRO-3 masonry under different load orientations relative to mortar joints, with the strain error 
(ε) calculation formula for each macromodel versus the micromodel given by: 

  macro micro

micro

ε εerror
ε


 %  . (17) 

Stress error (σ): 

  macro micro

micro

σ σerror .
σ


%   (18) 

The error quantification methodology employs: macroε  (macromodel-calculated strain), microε (micromodel 
reference strain), macroσ (macromodel stress), and microσ (reference micromodel stress), with percentage 
deviation calculated analogously for both stress and strain components using the unified formula (17, 18). 
For the analysis, control isopoles 2, 6, and 10 were selected, uniformly distributed along the specimen 
height, to: (1) eliminate local edge effects in contact zones with support plates, (2) cover all characteristic 
stress state regions (bottom, middle, and top), and (3) ensure data representativeness by analyzing zones 
with established stress fields. 

 
Table 5. Calculation of errors in horizontal deformations and vertical stresses 

under load parallel and perpendicular to the joints for KRO-1 masonry 

№ microσ , MPa macroσ –EXP, MPa errors EXP, %  macroσ –D, MPa ܚܗܚܚ܍ D, % 

Calculation of errors for vertical stresses under load perpendicular to the joints 
2 –3.36 –3.51 4.46 –3.54 5.36 
6 –3.64 –3.92 7.69 –3.88 6.59 
10 –3.93 –4.32 9.92 –4.22 7.38 

№ microε  macroε –EXP  errors EXP, % macroε –D (E11) errors D, % 

Calculation of errors of horizontal deformations under load perpendicular to the joints 
2 0.000052 0.000057 9.62 0.000049 5.77 
6 0.000033 0.000037 12.12 0.000032 3.03 
10 0.000014 0.000017 21.43 0.000015 7.14 

№ microσ , MPa macroσ –EXP, MPa errors EXP, % macroσ –D, MPa errors D, % 

Calculation of errors for vertical stresses under load parallel to joints 
2 –2.28 –2.38 4.39 –2.41 5.70 
6 –2.50 –2.62 4.80 –2.19 12.40 

10 –2.71 –2.86 5.54 –2.77 2.21 

№ microε  macroε –EXP  errors EXP, % macroε –D (E11) errors D, % 

Calculation of errors of horizontal deformations under load parallel to joints 
2 0.000037 0.000045 21.62 0.000032 13.51 
6 0.000024 0.00003 25 0.000021 12.50 
10 0.000011 0.000015 36.36 0.000011 0.00 

S o u r c e: made by O.M.D. Shakarneh. 
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Figure 8. Contour plots of compressive stresses σy and horizontal strain distributions 
 under loading perpendicular to mortar joints for masonry КRО-2 

S o u r c e: made by O.M.D. Shakarneh. 

 

 

Figure 9. Contour plots of compressive stresses σy and horizontal strain distributions 
under loading parallel to mortar joints for KRO-2 masonry 

S o u r c e: made by O.M.D. Shakarneh. 

 
In Figure 8 (loading perpendicular to joints, KRO-2): a uniform distribution of vertical stresses (σy) is 

observed, with localized concentrations (up to 15%) in edge zones, while horizontal strains (εx) exhibit 
elevated values near boundaries (EXP errors: up to 29%, D-model: up to 18.3%), confirming the influence 
of edge effects, partially mitigated by the orthotropic model. 

In Figure 9 (loading parallel to joints, KRO-2): stress distribution is less uniform, with pronounced 
concentrations near vertical joints (σy errors up to 15.1%), and strains (εx) in edge zones show significant 
deviations (EXP errors: up to 35.7%, D-model: up to 28.6%), highlighting the critical role of brick-mortar 
contact micromechanics and the need for larger RVEs to minimize inaccuracies. 
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Table 6. Calculation of errors in horizontal deformations and vertical stresses 
under load parallel and perpendicular to the joints for KRO-2 masonry 

№ microσ , MPa macroσ –EXP, MPa errors EXP, % macroσ –D, MPa errors D, % 

Calculation of errors for vertical stresses under load perpendicular to the joints 
1 –1.501 –1.482 1.27 –1.489 0.8 
5 –1.692 –1.718 1.54 –1.716 1.42 
10 –1.931 –2.012 4.19 –2 3.57 

№ microε  macroε –EXP  errors EXP, % macroε –D errors D, % 

Calculation of errors of horizontal deformations under load perpendicular to the joints 
2 0.000036 0.000039 8.3 0.000036 0 
6 0.000021 0.000026 23.8 0.000024 14.3 
10 0.0000093 0.000012 29.0 0.000011 18.3 

№ microσ , MPa macroσ –EXP, MPa errors EXP, % macroσ –D, MPa errors D, % 

Calculation of errors for vertical stresses under load parallel to joints 
2 –2.05 –2.36 15.1 –2.36 15.1 
6 –2.36 –2.63 11.4 –2.63 11.4 

10 –2.68 –2.91 8.6 –2.9 8.2 

№ microε  macroε –EXP  errors EXP, % macroε –D errors D, % 

Calculation of errors of horizontal deformations under load parallel to joints 
2 0.000049 0.000058 18.4 0.000053 8.2 
6 0.000031 0.000038 22.6 0.000036 16.1 
10 0.000014 0.000019 35.7 0.000018 28.6 

S o u r c e: made by O.M.D. Shakarneh. 

 
As seen in Figures 10–11, masonry with low-strength mortar (KRO-3) exhibits significant stress 

heterogeneity, which correlates with high macro-modeling errors (Table 7), confirming the need to account 
for the micromechanics of contacts in computational models; moreover, as shown in [22], accurate description 
of edge effects requires modeling masonry fragments with a minimum of nine rows, which is particularly 
important for specimens with low mortar strength. 

 

 
Figure 10. Contour plots of compressive stresses σy and horizontal strain distributions 

under loading perpendicular to mortar joints for masonry КRО-3 
S o u r c e: made by O.M.D. Shakarneh. 
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Figure 11. Contour plots of compressive stresses σy and horizontal strain distributions 

 under loading parallel to mortar joints for KRO-3 masonry 
S o u r c e: made by O.M.D. Shakarneh. 

 
Table 7. Calculation of errors in horizontal deformations and vertical stresses 

under load parallel and perpendicular to the joints for KRO-3 masonry 

№ microσ , MPa macroσ ‐EXP, MPa errors EXP, % macroσ ‐D, MPa errors D, % 

Calculation of errors for vertical stresses under load perpendicular to the joints 
2 –0.68 –1.14 67.65 –0.76 11.76 
6 –0.95 –1.37 44.21 –0.92 3.16 

10 –1.2 –1.6 33.33 –1.01 15.83 

№ microε  macroε ‐EXP errors EXP, % macroε ‐D errors D, % 

Calculation of errors of horizontal deformations under load perpendicular to the joints 
2 0.000053 0.000071 33.96 0.000059 11.32 
6 0.000032 0.000047 46.88 0.000038 18.75 

10 0.000011 0.000022 100 0.000018 63.64 

№ microσ , MPa macroσ ‐EXP, MPa errors EXP, % macroσ ‐D, MPa errors D, % 

Calculation of errors for vertical stresses under load parallel to joints 
2 –0.66 –1.2 81.82 –1.2 81.82 
6 –1 –1.4 40 –1.4 40 

10 –1.3 –1.6 23.08 –1.5 15.38 

№ microε  macroε ‐EXP  errors EXP, % macroε ‐D errors D, % 

Calculation of errors of horizontal deformations under load parallel to joints 
2 0.000067 0.000072 7.46 0.000064 4.48 
6 0.000043 0.000048 11.63 0.000043 0 

10 0.000019 0.000024 26.32 0.000021 10.53 

S o u r c e: made by O.M.D. Shakarneh. 

 
Stress-strain visualization (Figures 6–11) reveals pronounced masonry anisotropy, evidenced by 

fundamentally different mechanical responses under loading perpendicular (Figures 6–7) versus parallel 
(Figures 7–11) to mortar joints, with KRO-1 (high-strength mortar) exhibiting uniform stress distribution 
(≤ 15% variation) while KRO-3 (low-strength mortar) shows acute stress concentrations (local peaks ≤ 40%) 
and marked strain field heterogeneity. 
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Comparative experimental-calculated data analysis (Tables 5–7) demonstrates satisfactory agreement 
(≤7% error) for KRO-1 using orthotropic modeling, whereas KRO-3 displays significant discrepancies 
(≤65%) due to unaccounted microstrains in weak joints, substantiating the need for modified orthotropic 
models incorporating stiffness matrix asymmetry and edge effect correction factors. 

4.2. Discussion 

Experimental investigations revealed significant stiffness matrix asymmetry D12 ≠ D21 [21; 24], 
demonstrating the necessity to account for micromechanical effects, including localized brick-mortar 
interfacial deformation processes and structurally-induced anisotropy. The classical orthotropic model's 
assumption of elastic symmetry D12 = D21) produced statistically significant deviations from experimental 
data, particularly pronounced in specimens with weak mortar joints (KRO-3), where joints acted as stress-
concentrating weak links. While macromodeling (orthotropic approach) simplified computations, it failed to 
capture microstructural influences on joint stress distribution. 

To enhance predictive accuracy, we propose a modified anisotropic model incorporating asymmetry 
corrections through an anisotropy coefficient α = D12/D21 (Formula 14) for masonry series KRO-1, KRO-2, 
KRO-3, with optimal Eb/Em ratios identified for edge effect mitigation. 

The proposed orthotropic model with asymmetry correction provides accurate predictions for uniaxial 
compression of unreinforced brick masonry with medium-to-high mortar strength (series KRO-1–KRO-3). 
However, its applicability is limited by: 

a) Material and geometric constraints: the model requires validation for reinforced masonry, thin-
bed joints, or alternative brickwork patterns (e.g., English bond). 

b) Loading scenarios: nonlinear effects (cracking, creep) and multidirectional stresses were not 
considered. 

c) Scale effects: the RVE size (4 courses for vertical loading) may not capture behavior in full-scale 
structures under complex boundary conditions. 

5. Comparison of Voigt and Reuss Methods 
for Masonry Stiffness Assessment Considering RVE 

In this section, a comparative analysis is presented of methods for evaluating masonry stiffness based 
on the classical Voigt and Reuss approaches, taking into account the determination of the representative 
volume element (RVE). These methods are widely used for predicting the effective mechanical properties of 
heterogeneous materials; however, their applicability to anisotropic structures such as brick masonry 
requires further investigation [29–32]. 

The conducted analysis demonstrates that classical methods based on the assumption of isotropy or 
symmetry of properties can lead to significant errors in masonry stiffness evaluation, particularly for 
specimens with low-strength mortar (KRO-3). To improve calculation accuracy, a modification of the 
orthotropic model has been proposed through the introduction of an asymmetry coefficient α = D₁₂/D₂₁, 
which enables accounting for micromechanical effects at the “brick-mortar” interfaces. 

5.1. RVE Determination via Indicator Zones 

The Representative Volume Element (RVE) was established using experimental indicator zone data 
(Figure 2). For brickwork with brick dimensions 250×65×120 mm and 10 mm joint thickness, RVE selection 
followed: 

a) Y-axis loading (vertical, perpendicular to joints): RVE encompasses 4 brick courses (indicator zones); 
b) X-axis loading (horizontal, parallel to joints): RVE comprises 2 brick rows (indicator zones). 
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5.2. Stiffness Evaluation Methods 

Two classical approaches were applied for effective stiffness calculation: 
1. Voigt Method: assumes uniform strain across components, computing stiffness as volume-weighted 

average: 

v
m m b bD A D A D   ,        (19) 

where mA  and bA represent the volume fractions of mortar and brick, and mD , bD  denote the stiffness 
tensors of the isotropic mortar and brick materials, respectively. The area fractions within the RVE were 
determined for two loading directions: 

a. Y-axis (perpendicular to joints): bA = 86.7%, mA  = 13.3%; 

b. X-axis (parallel to joints): bA = 86.7%, mA  = 13.3%; 
with calculations based on cross-sectional area ratios in the RVE according to the formula: 

total

  , brick,  mortari
i

A
R i

A
  ,   (20) 

where iA  is the cross-sectional area of component in RVE, totalA  = bA + mA  is the total cross-sectional area. 
2. Method Reuss. Assumes uniform stress across components, calculating compliance as: 

1, R m b R
m b R

S R S R S D
s

   ;   (21) 

sym

sym

error 100%,                                                  ijD D

D


     (22) 

where	 mS , bS  is the compliance tensors for mortar and brick. 
Stiffness tensors for isotropic materials are defined via Young's modulus (E) and Poisson's ratio (μ): 
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  .  (24) 

Table 8 compares two classical methods for evaluating masonry stiffness — the Voigt method 
and the Reuss method — against the calculated stiffness matrix components Dij derived from experimental 
data and the orthotropic model. The goal is to assess the accuracy of these methods for different sample 
series KRO-1, KRO-2, KRO-3 and identify their limitations. 
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The error for each method was calculated as the percentage deviation from the experimental Dij values: 

methoderror 100%ij

ij

D D

D


  .  (25) 

Table 8. Comparison of methods for assessing the stiffness of masonry 

Series Parameter Calculation by Dij, MPa Voigt Method, MPa Voigt errors, % Reuss Method, MPa Reuss errors, %

KRО-1 

D11  11568.3 11980 3.6 10500 9.2 

D12  2545.0 1600 37.1 1200 52.8 

D21 1684.2 1600 5.0 1200 28.7 

D22  10201.4 10500 2.9 9200 9.8 

D33  4786.5 4650 2.9 3900 18.5 

KRО-2 

D11  11473.7 11500 0.2 9800 14.6 

D12  3442.1 1700 50.6 1300 62.2 

D21 2085.9 1700 18.5 1300 37.7 

D22  9074.1 9500 4.7 8000 11.8 

D33  4341.5 4100 5.6 3500 19.4 

KRО-3 

D11  7264.9 9800 34.9 7500 3.2 

D12  2542.8 1800 29.2 1400 44.9 

D21 1856.1 1800 29.2 1400 44.9 

D22  5799.5 6500 12.1 5000 13.8 

D33 2443.2 4100 67.8 3500 43.2 

S o u r c e: made by O.M.D. Shakarneh. 

 
Analysis of Table 8 reveals that the Voigt method demonstrates lower error for diagonal stiffness 

matrix components D11, D33, particularly for KRO-1 and KRO-2 series (error ≤ 5.6%), while the Reuss 
method shows better accuracy for off-diagonal terms (D12, D21) in KRO-3 series (error ≤ 44.9%). Both 
methods, however, significantly underestimate the matrix asymmetry (D12, D21), confirming the necessity to 
modify classical approaches to account for masonry anisotropy and micromechanical effects. 

Figure 12 shows a graphical comparison of the errors obtained using two classical methods for 
estimating masonry stiffness — the Voigt method and the Reuss method — relative to the orthotropic 
model, with the errors calculated for the components of the stiffness matrix Dij (Table 8) and expressed as 
percentage deviations.  

 

Figure 12. Comparison of Voigt and Reuss error 
S o u r c e: made by O.M.D. Shakarneh. 

Although the Voigt and Reuss estimates provide 
reasonable results for isotropic composites, their underlying 
assumptions of (a) uniform stress/strain fields and (b) 
material symmetry make them fundamentally unsuitable for 
modeling the orthotropic behavior of masonry, particularly 
the experimentally observed stiffness matrix asymmetry 
(D12/D21 > 1.3) arising from the micromechanics of inter- 
facial boundaries. 

Figure 13 illustrates the dependence of the effective 
elastic moduli on the stiffness ratio Eb/Em for the three 
series of specimens (KRO-1, KRO-2, KRO-3). 

Both Ex and Ey decrease significantly as (Eb/Em) 
increases, reflecting the progressive weakening of 
mortar relative to brick. Specifically, Ex decreases from 
approximately 11.2 to 6.5 GPa, while Ey decreases from 
about 9.8 to 5.1 GPa.  
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Figure 13. Effect of the brick-to-mortar stiffness ratio 

on the effective elastic moduli of masonry: comparison of experimental results, 
stiffness matrix components from Eqs. (8–9), and Voigt–Reuss bounds 

S o u r c e: made by O.M.D. Shakarneh. 
 
The stiffness matrix components obtained from Eqs. (8–9) (22ܦ ,11ܦ) closely follow the experimental 

trends and remain consistently bounded by the classical Voigt and Reuss estimates. The Voigt method provides 
an upper bound that slightly overestimates stiffness, while the Reuss method gives a lower bound that under- 
estimates it. The widening gap between the bounds with increasing (݉ܧ/ܾܧ) indicates a stronger influence of 
structural heterogeneity when weaker mortar is used, accompanied by a marked increase in anisotropy between 
the x-and y-directions. 

Thus, the comparison confirms that the orthotropic model derived from Eqs. (8–9) accurately captures 
masonry behavior. Moreover, mortar stiffness is identified as a governing factor controlling both the magnitude 
of effective moduli and the degree of anisotropy.  

These findings support the applicability of the modified orthotropic model for numerical calibration 
(e.g., finite element simulations) and for predicting the in-plane mechanical response of masonry walls under 
compressive loading. 

6. Conclusion 

This study established fundamental relationships between mortar joint mechanical properties and 
anisotropic behavior of unreinforced brick masonry. Experimental and numerical results (including micro- 
and macro-modeling using orthotropic formulation) demonstrated significant stress distribution dependence 
on the brick-to-mortar elastic modulus ratio (Eb/Em). The identified stiffness matrix asymmetry (D12 ≠ D21) 
necessitates accounting for structural heterogeneity and micromechanical processes at brick-mortar 
interfaces in computational models. 

The highest anisotropy occurred in low-strength mortar specimens (KRO-3 series) with anisotropy 
coefficient D11/D22 reaching 1.253. KRO-1 series (high-strength mortar) exhibited more uniform stress 
distribution, indicating reduced anisotropy effects. Nevertheless, even in this case, classical orthotropic 
models assuming matrix symmetry showed statistically significant deviations from experimental data. 

The research results highlight the critical need to account for the following factors to enhance masonry 
behavior prediction accuracy: 

a) Material anisotropy driven by brick-mortar stiffness disparity; 
b) Edge effects, particularly pronounced in low-strength mortar specimens; 
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c) Elastic property asymmetry, necessitating classical orthotropic model modifications; 
d) Real service conditions, including loading direction and masonry component interactions. 
The stiffness matrix asymmetry represents a fundamental physical characteristic of masonry rather 

than an artifact, demanding model refinements. While the correction factor α can currently be employed for 
engineering calculations, comprehensive understanding requires additional experimental and numerical 
investigations. 

Future work should address: 
1. Extension to reinforced masonry and non-standard geometries; 
2. Incorporation of nonlinear material models for damage analysis; 
3. Experimental validation under shear and combined loading. 
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