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Abstract. An analysis of changing patterns of the values of member forces in a scissors 
truss, depending on the position of connections of its lower chords to the upper chords, 
is performed. Exploring effective truss structure designs in terms of balanced 
combination of maximum strength and minimum weight is a sustainable approach to a 
more rational use of building materials and the development of green construction. This 
determines the relevance of this area of research. The analysis of configurations of the 
truss under study was performed using the parameterized Maxwell — Cremona 
diagram. Such diagram is a visually informative tool in presenting the calculation 
results and it fully reflects the relationship between the member forces and the 
parameters of the structure. The research process was performed using the MS Excel 
spreadsheet editor. This eventually developed into a software tool for finding effective 
scissors truss designs, which has full potential for further improvement and 
development. Thus, the functionality of the tool can be easily expanded to designing 
scissors trusses made of various structural materials, as well as with various cross-
sectional shapes of its elements. The proposed approach to the calculation of such 
structures can serve as a basis for parameterization of trusses with other types of web. 

Keywords: construction, design, buildings, Maxwell — Cremona diagrams, truss 
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Аннотация. Выполнен расчет по определению характера изменения 
значений усилий в элементах треугольной фермы типа «ножницы» в 
зависимости от положения точек примыкания ветвей её нижнего пояса 
к элементам верхнего пояса. Изыскание эффективных конструктив-
ных решений ферм в контексте гармоничного сочетания максималь-
ной прочности и минимального веса конструкции является устойчи-
вым подходом к более рациональному использованию строительных 
материалов и развитию зеленого строительства. Это обуславливает 
актуальность данного направления исследований. Анализ вариантов
конфигурации треугольной исследуемой фермы выполнен с помощью 
параметризованной диаграммы Максвелла — Кремоны, которая явля-
ется наглядным инструментом в представлении результатов расчета и 
полноценно отражает зависимость усилий в элементах конструкции от 
ее параметров. Процесс исследований был воплощен с помощью таб-
личного процессора MS Excel, что сложилось в программное средство 
для поиска эффективных конструктивных решений ферм типа «нож-
ницы», которое в полной мере обладает потенциалом к дальнейшему 
совершенствованию и развитию. Функционал программы может быть 
расширен до возможности проектирования ферм типа «ножницы» из 
различных конструкционных материалов, а также для различных форм 
поперечного сечения ее элементов. Предлагаемый подход к расчёту 
таких конструкций может послужить основой для параметризации 
ферм с другими типами стержневой решётки. 

Ключевые слова: строительство, проектирование, здания, диаграммы 
Максвелла — Кремоны, ферма 
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Repin V.A., Lukina A.V., Strekalkin A.A. Parameterization of Maxwell — Cremona diagram for determining forces in 
elements of a scissors truss // Строительная механика инженерных конструкций и сооружений. 2024. Т. 20. № 2. 
С. 97–108. http://doi.org/10.22363/1815-5235-2024-20-2-97-108 

1. Introduction 

By the early 18-th century there was no reliable method of designing structures. For a long time, the 
experience of masonry and wooden construction was not generalized and fixed by any calculation methods [1]. 
When designing, one had to use a system of rough empirical calculations developed on the basis of centuries-old 
practice [2; 3].   

Graphical structural analysis emerged in the second half of the 19-th century as a method for solving 
engineering problems containing equilibria of forces [4]. Graphical structural analysis is an intuitive and 
powerful design tool that allows the structural engineer to analyze and control forces in planar lattice 
structures — trusses [5; 6]. Trusses are widely used in a variety of engineering structures because of their 
relatively high strength to mass ratio. They are used both as internal support for other structures and as 
independent structures [7; 8]. Before the emergence of computers, graphical structural analysis was the only 
viable means of designing arches and trusses, the elements of which experience axial forces only. The 
resulting structures were often material efficient [9–11]. 

2. Method 

With the advent of computers (around the 1980s), analytical and manual calculation methods 
gradually lost their relevance. Nevertheless, there are cases when during the design of a structure it was 
necessary to visualize the calculation results and their dependence on its parameters, in this case on the roof 
slope. In such situations, it is reasonable to use the Maxwell — Cremona diagram [12; 13]. The method of 
constructing the Maxwell — Cremona diagram allows to quickly and illustratively determine the forces in 
the truss members and find the relationships between the forces and the position of the connections between 
the lower and upper chords. 

The advantages of this method include: compactness of constructing force-vectors, possibility of 
quickly checking against errors and assessment of the overall stress-strain state of the truss. This paper is 
devoted to the qualitative analysis of modeling a particular kind of vaulted (triangular) truss — the scissors 
truss. Usually, trusses with bottom chord elevation are installed over specific indoor facilities: living rooms, 
sports halls, often used for canopies [14; 15]. 

3. Results and Discussion 

Paper [16] presents a study of the relationship between the forces in the members of the truss shown in 
Figure 1 and the ratio of the rise to the span of the structure. The study was based on the analysis of the 
Maxwell — Cremona diagram (hereinafter M–C) for different values of the f to L ratio. 

The results showed that: 
 the change in the horizontal coordinates of the points of the diagram is inversely proportional to the 

change in rise, i.e. the shape of the diagram changes only its length; 
 its height is directly proportional to the value of the external load; 
 the values of forces obtained from unit loads are valid for any span of the structure, but at the 

constant rise to span ratio. 
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Figure 1. The studied truss model in general form 

S o u r c e: made by V.A. Repin 

 
Thus, to obtain the values of forces in the elements of a similar structure, it was sufficient to scale the 

original diagram according to the degree of change in the rise, and then multiply the obtained forces by the 
value of the load. 

This paper presents the results of an additional study, which consists of determining the relationship 
between the force values and the position of the connections of the lower chords to the upper chords, which 
is controlled by the ratio of distances a and b (see Figure 1). This ratio is denoted as 

.am
b

    (1) 

Assumptions of the analysis: 
 loads are applied to the nodes of the upper chords of the structure in the form of concentrated 

forces; 
 external loads act only vertically (horizontal components of the loads are expected to be considered 

in further studies);  
 the connection of the elements is hinged, thus excluding the emergence of bending moments. 
The results of the analysis of M–C diagrams plotted in a CAD software for different values of m show 

that they differ from each other radically (Figure 2). Thus, for obtaining forces at different ratios of a and b, 
scaling of the diagram is not suitable. 

This raises a problem of finding an original approach to the construction of the force diagram in the 
elements of the investigated structure depending on parameter m. Such approach involves parameterization 
of the configuration of the scissors truss members and, as a consequence, of the force diagram graphs. An 
algorithm is developed on the basis of the obtained mathematical expressions. The algorithm is further 
implemented with the help of the MS Excel spreadsheet editor, which has a charting tool.  

The magnitudes of external forces P applied at point C, in addition to distributed load q, are also 
determined by the width of the loaded region equal to b: 

P = qb. 
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 b  

 

 

 
 c  

 

 

 
 d  

Figure 2. The changing pattern of force diagrams when varying the position 
of connections of the lower chords to the upper chords in the truss 

S o u r c e: made by V.A. Repin 
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In turn, the width of the loaded region for the loads at points B and D is equal to (a + b)/2. Coefficient 
k reflects the difference in magnitude of the concentrated forces at points B and D with respect to the load at 
point C: 

.
2

a bk
b


  

Considering relation (1), one may obtain: 

1.
2

mk 
  

Support reactions Ry, therefore, are equal to 

(2 1) ( 2) .
2 2 2y
P P k P mR  

    

The position of the upper chords of the truss is determined by the roof slope, which is the ratio of the 
rise to the span, or rather to its half, which is denoted as follows: 

2 .fn
L

  

Let us assume the position of the coordinate origin at point A. Then, the following equation is valid for 
the configuration of element A–B–C (Figure 3): 

у = nx. 

 

 
Figure 3. Parameterization of the configuration of the scissors truss elements 

S o u r c e: made by V.A. Repin 

 
Correspondingly, for the lower chord A–F–D: 

.
2

cxy
a b




   (2) 

Now this equation needs to be expressed in terms of variable parameters n and m. Since a + b = L/2 
and a = bm, then: 
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, .
2( 1) 2( 1)

L mLb a
m m

 
 

 

Since c + d = f and c/d = m, then 

, .
1 1

f mfd c
m m

 
 

 

Hence, expression (2) can be represented as: 

.
2

my nx
m




  (3) 

Parameterization of the M–C force diagram is performed similarly. The graphs of the diagram are 
constructed parallel to the truss members, and the nodal points of the diagram are located at their 
intersection. Point 1 is taken as the coordinate origin. 

Hence, graph 2–6 is parallel to element A–B and its segment belongs to the line described by the 
following function (Figure 5): 

2 6
2 .

2y
my nx R nx P


     

Graph 1–6 is parallel to element A–F and is described by a straight line equation, effectively coinciding 
with expression (3): 

1 6 .
2

my nx
m 


 

The position of point 6 is determined by the intersection of lines 1–6 and 2–6. Thus, the x-coordinate 
value is found from the following equation: 

2 ,
2 2

m mnx nx P
m


 


 

which is equal to 

2

6
( 2)

4
mx P

n


   or 
2

6 .yR
x

nP
   

Then, the y-coordinate value is equal to 

6
( 2)

4
m my P 

    or  6 .
2

ymR
y    

Hence, the coordinates of point 6 on the force diagram are equal to 

2
6 ; .

2
y yR mR

nP

 
  
 
 

 

Point 7 is located at the intersection of lines 3–7 and 6–7. Their equations are derived by focusing 
on the points of their intersection with the vertical axis, as in the previous case. Thus, line 3–7 is parallel 
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to element A–B–C (see Figure 3) and intersects the y-axis at point 3 (0; 0.5P). Then its equation takes the 
form of 

3 7 0.5 .y nx P    

Line 6–7 is parallel to B–F–E, which is symmetric to A–F–D (i.e. its sign is opposite), and intersects 
the vertical axis at the point with coordinates (0; –mRy). Then the equation of this line takes the following 
form: 

6 7 .
2 y

my nx mR
m   


 

The horizontal coordinate of point 7 is determined from the following equation: 

0.5 ,
2 y

mnx P nx mR
m

   


 

which results in 

7
( 1)( 2)

4
m mx P

n
 

   or 7 .ykR
x

n
   

Then, the vertical coordinate is equal to 

7 0.5 .yy P kR   

The parametrization results are presented in Figure 4. 
Points 8 and 9 are located symmetrically to points 6 and 7, so their vertical coordinate values are the 

same, but with the opposite sign. 
 

  
 

Figure 4. The process of parameterization of the Maxwell — Cremona force diagram 
S o u r c e: made by V.A. Repin 
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Figure 6. The M—C force diagram, constructed 
using the “Chart” function in MS Excel 

S o u r c e: made by V.A. Repin 

The obtained results are entered in the cells of the spreadsheet in Figure 5. The computations show 
that the values of forces obtained from the diagram are directly proportional to the value of load P. 
Therefore, it is reasonable to use a unit load P = 1 in the formulas for determining the forces to ensure 
proper control over the calculation process. The design values of member forces of the investigated 
structure are calculated by multiplying the forces from the unit load by the design value of P, determined 
via the design value of load q. 

In addition, the determination and selection of the value of parameter n (slope of the upper chord), can 
be arranged in an informative tabular form (see Figure 5).  

 

 
Figure 5. Calculation of the nodal points of the force diagram (for n = ½; m = 1.5) 

S o u r c e: made by V.A. Repin 
 
 

The calculated values of nodal coordinates 
fully coincide with the ones obtained graphically 
(see Figure 5 and Figure 2, b). 

On the basis of these data, the force diagram 
can be easily constructed in the MS Excel 
environment (Figure 6). 

The values of forces from the design load, 
q = 2.5 kN/m (P = 6.0 kN) in this case, fully 
coincide with the design values obtained using 
finite element software (Figure 7). 

Thus, a software tool for analysing scissors 
trusses was developed. It allows to effectively 
and illustratively calculate the forces depending 
on the following parameters:  
 geometric: span L; rise f (roof slope n); 

position of the connections of the lower chords 
to the upper chords — m; 
 external load q (or P). 
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Parameterization of the topology of the truss web provides a rational configuration of the structure, 
which allows to minimize the values of forces in its elements. This, in turn, contributes to the achieving 
higher economic efficiency of the truss structure [17; 18]. 

Graphical methods do not lose their popularity in structural design owing to their computational 
efficiency [19; 20], which is due to the simplicity of determining forces in the truss elements, as well as the 
clear reflection of the relationship between their values. These results also demonstrate the possibilities and 
relevance of M–C diagram application in present-day conditions. 

 
  

   
 

 
 

 
 
 
 
 
 

Figure 7. Analysis of the results of calculating the element forces in the investigated truss in two ways: 
a — model; b — parametrically according to the M–C diagram; c — using finite element method 

S o u r c e: made by V.A. Repin 

4. Conclusion 

1. The Maxwell — Cremona diagram allows to quickly and illustratively determine the forces in the 
truss elements. It also allows to find the relationships between the forces in the elements of a scissors truss 
and the position of connections of the lower chords to the upper chords, governed by the ratio a/b, and the 
roof slope. 

2. The graphical method of obtaining the values of element forces fully characterizes the behavior of 
the scissors truss. 

3. The use of a spreadsheet editor allows to efficiently and informatively implement the construction 
of M–C diagram graphs based on the parametric algorithms presented above. It is possible to analyze the 
stress-strain state of the structure depending on the rise, roof slope and other factors. 

4. In addition, due to the computational potential of the spreadsheet editor, it is possible to extend the 
functionality of this software tool to solve a number of additional tasks, for example: selection of element 
cross-sections, determination of the rational configuration of the structure in terms of reducing material 
consumption, installation weight, etc. 

5. The proposed approach to the analysis of scissor trusses can serve as a basis for the parametrization 
of trusses with other web types as well. 

a 

c b 



Репин В.А., Лукина А.В., Стрекалкин А.А. Строительная механика инженерных конструкций и сооружений. 2024. Т. 20. № 2. С. 97–108 
 

РАСЧЕТ И ПРОЕКТИРОВАНИЕ СТРОИТЕЛЬНЫХ КОНСТРУКЦИЙ 107 

References 

1. Garifullin M.R., Naumova E.A., Zhuvak O.V., Barabash A.V. Surrogate modeling in construction. Construction of
unique buildings and structures. 2016;2(41):118–132. (In Russ.) EDN VPWHRR 

2. Chibrikin D.A., Lukin M.V., Lukina A.V., Tyurikova T.V., Roshchina S.I. Numerical investigation of the stress-
strain state of a modified wooden beam. Izvestia of higher educational institutions. Forest Journal. 2022;3(387):167–178. 
(In Russ.) https://doi.org/10.37482/0536-1036-2022-3-167-178 

3. Schulze B., Millar C. Graphic statics and symmetry. International Journal of Solidsand Structures. 2023, 112492.
http://doi.org/10.1016/j.ijsolstr.2023.112492 

4. Markou A.A., Ruan G. Graphic statics: projective funicular polygon. Structures. 2022;41:1390–1396. http://
doi.org/10.1016/j.istruc.2022.05.049 

5. Lu Y., Hablicsek M., Akbarzadeh M. Algebraic 3D Graphic Statics with Edge and Vertex Constraints: A
Comprehensive Approach to Extend the Solution Space for Polyhedral Form-Finding. Computer-Aided Design. 
2024;166:103620. http:// doi.org/10.1016/j.cad.2023.103620 

6. Radhi A., Iacobellis V., Behdinan K. Manipulation of topologically optimized structures using graphic statics.
Materialsand Design. 2021;198:109286. http://doi.org/10.1016/j.matdes. 2020.109286 

7. Sergeev M., Rimshin V., Lukin M., Zdralovic N. Multi-span composite beam. IOP Conference Series: Materials
Science and Engineering. 2020;896:012058. https://doi.org/10.1088/1757-899X/896/1/012058 

8. Xu Z., Cui Y., Li B. Truss Structure Optimization Design Based on FE-PSO-SQP Algorithm. In: Kountchev R.,
Mironov R., Nakamatsu K. (eds). New Approaches for Multidimensional Signal Processing. NAME SP2022. Smart Innovation, 
Systems and Technologies. Singapore: Springer; 2022;332:151–158. https://doi.org/10.1007/978-981-19-7842-5_14 

9. Zhidkov K.E., Zverev V.V., Kapyrin N.V. Experimental field studies of wooden trusses on metal toothed plates.
Construction mechanics and structures. 2021;4(31):90–98. (In Russ.) https://doi.org/10.36622/VSTU.2021.31.4.008 

10. Larsen S.D., Sigmund O., Groen J. Optimal truss and frame design from projected homogenization-based
topology optimization. Structural and Multidisciplinary Optimization. 2018;57(4):1461–1474. https://doi.org/10.1007/ 
s00158-018-1948-9 

11. Lukin M.V., Chibrikin D.A., Roshchina S.I. Numerical studies of modified composite beams taking into account
the physical nonlinearity of wood. News of higher educational institutions. Construction. 2023;5(773):5–19. (In Russ.) 
https://doi.org /10.32683/0536-1052-2023-773-5-5-19  

12. Cai S., Zhang H., Zhang W. An integrated design approach for simultaneous shape and topology optimization of
shell structures. Computer Methods in Applied Mechanics and Engineering. 2023;415:116218. https://doi.org/10.1016/ 
j.cma.2023.116218

13. Khokhlov A.V. Properties of a family of constant-velocity loading curves generated by a nonlinear Maxwell-type
viscoelastic plasticity model. Mechanical engineering and engineering education. 2017;1(50):57–71. EDN YLIVPZ 

14. Buzurukov Zh.I., Segaev I.N. Farms. Pridneprovsky scientific bulletin. 2019;5(5):12–15. (In Russ.) EDN DNWNVJ
15. Massafra A., Prati D., Predari G., Gulli R. Wooden truss analysis, preservation strategies, and digital docu- 

mentation through parametric 3D modeling and HBIM workflow. Sustainability. 2020;12(12):4975. https://doi.org/ 
10.3390/su12124975 

16. Repin V.A., Lukina A.V., Usov A.S. Rational constructive solutions of triangular farms. Construction mechanics
of engineering structures and structures. 2023;19(2):199–209. (In Russ.) http://doi.org/10.22363/1815-5235-202319-
2-199-209  

17. Marutyan A.S. Steel lattice structures made of square pipes with upper belts reinforced with channels, and their
calculation. Construction mechanics and calculation of structures. 2015;5(262):62–69. (In Russ.) EDN UIXKZX 

18. Khudyakov V.A., Pastushkov V.G. Designing farms using main voltage lines. Transport. Transport facilities.
Ecology. 2015;1:131–147. EDN TXOYRR 

19. Bolhassani M., Akbarzadeh M., Mahnia M., Taherian R. On structural behavior of a funicular concrete polyhedral
frame designed by 3D graphic statics. Structures. 2018;(14):56–68. https://doi.org/10.1016/j.istruc.2018.02.002 

20. Kholodar B.G. Determination of the stress-strain state of a farm using the Maxwell — Cremona diagram. Bulletin
of the Brest State Technical University. Construction and architecture. 2016;1(97):39–42. (In Russ.) EDN YWUOCL 

21. Shishov I.I., Lisyatnikov M.S., Roshchina S.I., Lukina A.V. Covering of a single-storey industrial building with
wide beams of box-shaped cross-section of stepwise variable height. Bulletin of the South Ural State University. Series: 
Construction and Architecture. 2021;21(1):22–29. (In Russ.) https://doi.org/10.14529/build210103 

22. van Sosin B., Rodin D., Sliusarenko H., Bartoň M., Elber G. The Construction of Conforming-to-shape Truss
Lattice Structures via 3D Sphere Packing. CAD Computer-Aided Design. 2021;132:102962. https://doi.org/10.1016/ 
j.cad.2020.102962

https://doi.org/10.1007/s00158-018-1948-9
https://doi.org/10.1016/j.cma.2023.116218
http://doi.org/10.3390/su12124975
https://doi.org/10.1016/j.cad.2020.102962


Repin V.A., Lukina A.V., Strekalkin A.A. Structural Mechanics of Engineering Constructions and Buildings. 2024;20(2):97–108
 

108  ANALYSIS AND DESIGN OF BUILDING STRUCTURES  

Список литературы 

1. Гарифуллин М.Р., Наумова Е.А., Жувак О.В., Барабаш А.В. Суррогатное моделирование в строительстве //
Строительство уникальных зданий и сооружений. 2016. № 2(41). С. 118–132. EDN VPWHRR 

2. Чибрикин Д.А., Лукин М.В., Лукина А.В., Тюрикова Т.В., Рощина С.И. Численное исследование напряженно-
деформированного состояния модифицированной деревянной балки // Известия высших учебных заведений. 
Лесной журнал. 2022. № 3(387). С. 167–178. http://doi.org/10.37482/0536-1036-2022-3-167-178  

3. Schulze B., Millar C. Graphic statics and symmetry. International Journal of Solidsand Structures. 2023. Vol. 283.
http://doi.org/10.1016/j.ijsolstr.2023.112492 

4. Markou A.A., Ruan G. Graphic statics: projective funicular polygon// Structures. 2022. Vol. 41. P.1390–1396.
http://doi.org/10.1016/j.istruc.2022.05.049 

5. Lu Y., Hablicsek M., Akbarzadeh M. Algebraic 3D Graphic Statics with Edge and Vertex Constraints: A
Comprehensive Approach to Extend the Solution Space for Polyhedral Form-Finding // Computer-Aided Design. 2024. Vol. 
166. http://doi.org/10.1016/j.cad.2023.103620 

6. Radhi A., Iacobellis V., Behdinan K. Manipulation of topologically optimized structures using graphic statics //
Materialsand Design. 2021. Vol. 198. http://doi.org/10.1016/j.matdes.2020.109286 

7. Sergeev M., Rimshin V., Lukin M., Zdralovic N. Multi-span composite beam // IOP Conference Series: Materials
Science and Engineering. 2020. Vol. 896. https://doi.org/10.1088/1757-899X/896/1/012058 

8. Xu Z., Cui Y., Li B. Truss Structure Optimization Design Based on FE-PSO-SQP Algorithm. In: Kountchev R.,
Mironov R., Nakamatsu K. (eds). New Approaches for Multidimensional Signal Processing. NAME SP2022. Smart 
Innovation, Systems and Technologies. Singapore: Springer. 2022. Vol. 332. P. 151–158. https://doi.org/10.1007/978-981-
19-7842-5_14 

9. Жидков К.Е., Зверев В.В., Капырин Н.В. Экспериментальные натурные исследования деревянных ферм на
металлических зубчатых пластинах // Строительная механика и конструкции. 2021. № 4 (31). С. 90–98. https:// 
doi.org/10.36622/VSTU.2021.31.4.008 

10. Larsen S.D., Sigmund O., Groen J., Optimal truss and frame design from projected homogenization-based topology
optimization // Structural and Multidisciplinary Optimization. 2018. Vol. 57(4). P. 1461–1474. https://doi.org/10.1007/s00158-
018-1948-9 

11. Лукин М.В., Чибрикин Д.А., Рощина С.И. Численные исследования модифицированных композитных
балок с учетом физической нелинейности древесины // Известия высших учебных заведений. Строительство. 2023. 
№ 5(773). С. 5–19. https://doi.org/10.32683/0536-1052-2023-773-5-5-19 

12. Cai S., Zhang H., Zhang W. An integrated design approach for simultaneous shape and topology optimization of
shell structures // Computer Methods in Applied Mechanics and Engineering. 2023. Vol. 415. https://doi.org/10.1016/ 
j.cma.2023.116218

13. Хохлов А.В. Свойства семейства кривых нагружения с постоянной скоростью, порождаемых нелинейной
моделью вязкоупругопластичности типа Максвелла // Машиностроение и инженерное образование. 2017. № 1 (50). 
С. 57–71. EDN YLIVPZ 

14. Бузуруков Ж.И., Сегаев И.Н. Фермы // Приднепровский научный вестник. 2019. Т. 5. № 5. С. 12–15. EDN
DNWNVJ 

15. Massafra A., Prati D., Predari G., Gulli R. Wooden truss analysis, preservation strategies, and digital documentation
through parametric 3D modeling and HBIM workflow // Sustainability. 2020. Vol. 12(12). https://doi.org/10.3390/su12124975 

16. Репин В.А., Лукина А.В., Усов А.С. Рациональные конструктивные решения треугольных ферм // Строи-
тельная механика инженерных конструкций и сооружений. 2023. Т. 19. № 2. С. 199–209. http://doi.org/10.22363/1815- 
5235-202319-2-199-209 

17. Марутян А.С. Стальные решетчатые конструкции из квадратных труб с верхними поясами, усиленными
швеллерами, и их расчет // Строительная механика и расчет сооружений. 2015. № 5(262). С. 62–69. EDN UIXKZX 

18. Ходяков В.А., Пастушков В.Г. Проектирование ферм с использованием линий главных напряжений //
Транспорт. Транспортные сооружения. Экология. 2015. № 1. С. 131–147. EDN TXOYRR 

19. Bolhassani M., Akbarzadeh M., Mahnia M., Taherian R. On structural behavior of a funicular concrete polyhedral
frame designed by 3D graphic statics // Structures. 2018. Vol. 14. P 56–68. https://doi.org/10.1016/j.istruc.2018.02.002 

20. Холодарь Б.Г. Определение напряженно-деформированного состояния фермы с использованием диаграммы
Максвелла-Кремоны // Вестник Брестского государственного технического университета. Строительство и архи- 
тектура. 2016. № 1(97). С. 39–42. EDN YWUOCL 

21. Шишов И.И., Лисятников М.С., Рощина С.И., Лукина А.В. Покрытие одноэтажного промышленного здания
широкими балками коробчатого поперечного сечения ступенчато переменной высоты // Вестник Южно-Уральского 
государственного университета. Серия: Строительство и архитектура. 2021. Т. 21. № 1. С. 22–29. https://doi.org/ 
10.14529/build210103 

22. van Sosin B., Rodin D., Sliusarenko H., Bartoň M., Elber G. The Construction of Conforming-to-shape Truss
Lattice Structures via 3D Sphere Packing // CAD Computer-Aided Design. 2021. Vol. 132. https://doi.org/10.1016/j.cad. 
2020.102962 

https://doi.org/10.1016/j.cma.2023.116218
https://doi.org/10.14529/build210103
https://doi.org/10.1016/j.cad.2020.102962


2024. 20(2). 109–119 

СТРОИТЕЛЬНАЯ МЕХАНИКА ИНЖЕНЕРНЫХ КОНСТРУКЦИЙ И СООРУЖЕНИЙ 
 

 

STRUCTURAL MECHANICS OF ENGINEERING CONSTRUCTIONS AND BUILDINGS 

ISSN 1815-5235 (Print), 2587-8700 (Online) 

HTTP://JOURNALS.RUDN.RU/STRUCTURAL-MECHANICS

РАСЧЕТ И ПРОЕКТИРОВАНИЕ СТРОИТЕЛЬНЫХ КОНСТРУКЦИЙ  109 

DOI: 10.22363/1815-5235-2024-20-2-109-119 
UDC 624.04 
EDN: HIVYGU Research article / Научная статья 

Effect of Sinusoidal Fiber Waviness on Non-Linear Dynamic Performance 
of Laminated Composite Plates with Variable Fiber Spacing1

Wisam H. Mohammed1 , Svetlana L. Shambina1 , Haider K. Ammash2

1 RUDN University, Moscow, Russia 
2 University of Al-Qadisiyah, Al-Qadisiyah, Iraq 
 shambina_sl@mail.ru

Article history 

Received: January 17, 2024 
Revised: March 13, 2024 
Accepted: March 22, 2024 

Abstract. This study investigated influence of varying waviness characteristics of fiber, 
represented by path amplitude Δ and different numbers of half sine waves k, on the 
elastic-plastic dynamic behaviour of laminated composite plates with variable fiber 
spacing. The analysis was based on the equations for action of constant axial dynamic 
loading and two-dimensional layered approach with classical first order shear 
deformation theory with five degrees of freedom per node, and it was performed with
FORTRAN 94 programming language. Von-Karman’s assumptions were used for the 
discretization of the laminated plates to include geometric nonlinearity for nine-node 
Lagrangian isoperimetric quadrilateral elements. Complete bond between the layers was 
assumed with no delamination, which was based on first-order shear deformation theory. 
The Newmark implicit time integration method and Newton-Raphson iteration were 
simultaneously used to solve the nonlinear governing equation in conjunction. It was 
proven in the research that the nonlinear performance of the laminated composite plate 
was affected by the studied waviness parameters Δ and k, and also by the variable 
distribution pattern selected for this study. 
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Влияние синусоидальной формы волокон и расстояния 
между ними на нелинейные динамические характеристики 
многослойных композитных пластин2 
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Аннотация. Исследуется влияние различных характеристик синусо-
идальной формы волокон, в том числе амплитуды и количества по-
следовательностей, на упругопластические динамические свойства 
многослойных композитных пластин с переменным расстоянием 
между волокнами. Методика исследования основана на некоторых 
уравнениях Лейсса — Мартена для постоянной осевой динамической 
нагрузки и двумерном многослойном подходе с классической теори-
ей сдвиговых деформаций первого порядка с пятью степенями сво-
боды на узел и реализована с помощью языка программирования 
FORTRAN 94. Гипотезы фон Кармана используются для учета гео-
метрической нелинейности в девятиузловых изопериметрических 
четырехугольных элементах Лагранжа, которые применяются для 
дискретизации многослойных пластин. Предполагается полное сцеп-
ление между слоями без расслоения на основании теории сдвиговых 
деформаций первого порядка. Для решения нелинейного разрешаю-
щего уравнения одновременно используются неявный метод инте-
грирования Ньюмарка и итерационный метод Ньютона — Рафсона.
Результаты исследования показывали, что нелинейные характери-
стики слоистой композитной пластины зависят от исследуемых па-
раметров волнистости Δ и k волокон, а также от выбранной для дан-
ного исследования схемы их распределения. 

Ключевые слова: слоистая пластина, композит, синусоидальная 
форма волокон, переменное расстояние между волокнами, динами-
ческая нагрузка, нелинейная постановка задачи 
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1. Introduction

Frequently employed methodologies for the design of composite laminates entail the organization of 
the matrix and fibers in a pattern characterized by equidistant intervals and linear trajectories that are 
oriented parallel and perpendicular to the axis of the laminate. Therefore, it can be deduced that both the 
angle of the fibers and the percentage of fiber volume remain fixed in relation to the plane of the lamina. 
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Consequently, previous formulations of the stress-strain state have solely considered fibers that are linear. 
The objective of this study is to produce composite materials that exhibit optimal forms of inhomogeneity 
through the modification of reinforcing fiber shapes. The intended outcome is to enhance the buckling 
strength of thin-walled laminates [1; 2]. The tensile response of laminates having a sinusoidal fiber pattern 
was investigated in [3]. In [4] examined the effect of curved fibers on the tensile and compressive response 
of a plate with a circular hole. The influence of sinusoidal fibers on the buckling behavior of a composite 
laminate was investigated by P. Phani Prasanthi, K. Sivaji babu, and A. Eswar Kumar [1]. There are three 
important relationships between the fibers and wave properties, which are: 

1. The secondary significance of fibers in the transmission of dynamic and thermal waves in the 
overall composition of composite materials [5–7]. 

2. The utilization of fluctuating regular geometric phase functions, such as sine or cosine, as a means 
of variable distribution of fibers within the matrix [8–10].  

3. Sawing the fibers form regular geometric waves in the matrix, which is a method adopted recently 
in the manufacture of composite panels [10], improving the non-linear dynamic performance of the panel 
under plane load. 

The principal aim of the study by Ali I. Al-Mosawi [11] was to investigate whether variable fiber 
spacing can enhance the structural efficiency of plates. This study presents numerical findings on the impact 
of in-plane loading on boron/epoxy fiber reinforced laminates. Various properties of the composite plate are 
examined. The findings of this investigation indicate that the post-buckling response of composite plates is 
highly influenced by the fiber distribution type. Specifically, the seventh distribution equation yields the 
highest buckling load and the lowest amount of deformation. 

The study by A.V. Duran [6] offers an analysis of thermal buckling in square composite laminates that 
exhibit varying stiffness properties. The spatial variability of fiber angles gives rise to position-dependent 
material properties. This study examines the thermal responses of symmetric balanced laminates subjected 
to constant thermal loading using a particular methodology. The objective is to identify the optimal fiber 
orientations that can effectively resist thermal buckling for various material models. 

In the book [chapter 2] of Susmita Mondal and L.S. Ramachandr [12], imperfections in laminated 
composite plates in the form of openings were considered. Based on this new concept, the nonlinear 
dynamic pulse buckling of imperfect composite plate with embedded delamination was numerically 
analyzed and showed the influence of type of pulse loading (sinusoidal, exponential and rectangular) and 
plate boundary condition on the shock spectrum. The response of delaminated plates was also computed for 
various delamination percentages at different layer interfaces by using Tsai-Wu quadratic interaction 
criterion. This study was selected to compare its results to verify the accuracy of the current results and the 
reliability of the program.  

M. Cetkovic [13] studied the influence of initial geometrical imperfections on thermal stability of 
laminated composite plates using the layerwise plate model. The effects of imperfection mode and 
amplitude, temperature distribution, side to thickness ratio b/h, aspect ratio b/a, boundary conditions and 
lamination scheme on critical buckling temperature were analysed. The mathematical model assumes 
layerwise variation of in-plane displacements, non-linear strain-displacement relations (in von Karman 
sense) and linear thermo-mechanical material properties by adopting the Koiter’s model for initial 
geometrical imperfections. Principle of virtual displacements (PVD) is used to derive Euler — Lagrange 
differential equations of linearized buckling problem. 

Haider K. Ammash [10] conducted a study on the effect of fiber waviness on the analysis of laminated 
composite plates with large displacement elastic-plastic behaviour. The study utilized a square plate with six 
layers and a simply supported boundary condition. The hypothesis posits that fibers exhibit sinusoidal 
morphology. Chapter 6 discusses the impact of this particular type on various factors such as the number of 
semiwavelengths (k), the amplitude of the wave (Δ), and the orientation of the fiber. The variability of the 
sine wave fiber semiwavelengths (k) was established within the amplitude range of the sine wave fiber, 
spanning from 0.05 to 0.5. 
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T. Piyatuchsananon et al. [14] performed a study to elucidate the correlation between quantified fiber 
waviness parameters and the tensile strength of a composite material. The orientation angles of the fibers in 
a composite material reinforced with flax slivers were initially determined. Subsequently, the distribution of 
angles was assessed through the utilization of the Local Moran’s I and Local Geary’s c techniques for spatial 
autocorrelation analysis. Ultimately, the results showed correlation between the resultant tensile strength and 
the measured parameters. 

2. Theoretical formulation of geometric waviness of fibers 

The present study aims to assess the feasibility of improving the buckling capacity of composite plates 
through the modification of the reinforcing fibers’ shape within the plate. The subsequent paragraphs feature 
figures that illustrate the impact of fiber waviness on dynamic buckling curves: 

  .παsin k xy x
a

   
 

 (1) 

In a manner that induces fluctuations in the orientation angle of fibers along the longitudinal x-axis, 
the following occurs:  

   α π πtan θ cos Δ π cos π ,dy k k x k k x
dx a a

      
 

  (2) 

where a = plate length; k = number of half sine waves; and  = wave amplitude. Two normalized variables, 
 =  / a  and axx / , are introduced. 

The initial objective of this research is to examine the impact of fiber waviness, represented by 
parameters k and , on the static and dynamic buckling properties of composite laminates. In order to obtain 
fiber rotation in any direction around the x-axis, as depicted in Figure 1, one can employ the following 
equation:  

   cos β sin β ,nx x y   (3) 

where β is the angle of waviness for the fiber and xn stands for the x-coordinate of a rotating fiber. 
The angle of fiber orientation is variable with respect to the x-coordinate:  

,
σ σ

0xy yy
x y

 
 

 
 (4) 

this angle, rather than the constant angle that is utilized for straight fibers, is employed in Equation 1. 
Figure 2 demonstrates how the main material directions are angled to be parallel to the lamina axes (). 
 

    

 
Figure 1. Sinusoidal fiber rotation around the x-axis: 

а — Lamina with variable fiber orientation; 
b — Geometry of sinusoidal fiber path 

S o u r c e: M.D. Pandey [15] 

Figure 2. Laminate plate with sine wave 
fibers aligned with x-axis 

S o u r c e: made by W.H. Mohammed 

а b 
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3. Materials and Methods 

The present study aims to investigate the impact of fibers’ geometric regular waviness on the large 
displacement elastic-plastic dynamic behaviour of laminated composite plates (1×1×0.01 m). formed from 
four layers of thin steel plates bonded by the epoxy matrix reinforced with carbon fibers (Ef = 413.68 [GPa], 
Em = 4.3 [GPa], Gf = 172.36 [GPa], Gm = 1.277 [GPa], vf = 0.2, and vm = 0.35). They were subjected to 800 
kN uniform in-plane compressive load in the X-axis direction with a time step (∆t) of 0.0001[sec]. To 
achieve this, a four-layer square symmetric cross-ply laminated plate with variable distribution of carbon 
fiber was analysed based on [2–2] and [3–3] from Leissa and Martin's equation (Table 1). The dynamic 
response of the plate was evaluated using the FENSDAAP computer program, which is coded in 
FORTRAN 94 language. The study considered different values of fiber path amplitude Δ ranging from 0.05 
to 0.5 and different numbers of semiwavelengths k ranging from 4 to 12 (Table 2). The current investigation 
utilized a (2x2) element mesh featuring a nine-node isoparametric approach to model the complete laminate 
plate. Each node of Lagrangian elements possesses five degrees of freedom per node (w, θx, θy, θx*, θy*). 
A consistent mass matrix and Newmark integration method with α = 1/2, and β = 1/4 were used in the 
present study.  

Table 1 
Equations of fibers distribution based on Leissa and Martine’s equations 

Equation ( − ").  : equation’s number ": equation’s exponent 
Vf (x) 

Volume fraction of fiber, % 

Vf max Vf av 

Equation 1–1 2
2

4 4X X
L L

   
 100 66.67 

Equation 2–2 
2

2
2

4 4X X
L L

   
 100 53.34 

Equation 3–3 
3

2
2

4 4X X
L L

   
 100 45.7 

Equation 4–1  2
2

1 1 1 X
2

X
L L

   
 75 66.67 

Equation 5–2 
2

 2
2

1 1 1 X
2

X
L L

   
 75 63.34 

S o u r c e: made by A.W. Leissa and A.F. Martin [16] 

Table 2 
Parameters of the analysis 

Fiber distribution Values of fibers path amplitude Δ 
with number of semiwavelengths, k = 4 

Numbers of semiwavelengths (k) 
with value of fiber path amplitude, Δ = 0.4 

Unified 
Equation 2–2 
Equation 3–3 

0.1 
0.2 
0.3 
0.4 
0.5 

 
4 
6 
8 
10 
12 

S o u r c e: made by W.H. Mohammed  
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4. Results and discussion 

4.1. Effect of variable fiber distribution on the dynamic nonlinear 
behaviour of a wavy fiber laminated composite plate 

Figure 3, a aims to compare two plates with a consistent fiber distribution. The first plate had fibers 
arranged in a straight pattern, while the second plate had fibers arranged in a wavy pattern with values of 
fiber path amplitude Δ = (0.3) and numbers of semiwavelengths k = 4. 

 

 
a 

 
b 

 
c 
 

Figure 3. Comparison of straight carbon fiber versus sine wave fiber with different distributions: 
a — unified fiber distribution; b — variable fiber distribution based on equation [2–2]; 

c — variable fiber distribution based on equation [3–3] 
S o u r c e: made by W.H. Mohammed 

 
This contrast reaffirmed the concept of enhancing the composite panels’ dynamic response by 

providing novel shapes and distributions to the fibers that contribute to energy dissipation as a result of the 
dynamic loads applied on them. 

Figures 3, b and 3, c demonstrate the improvement of the dynamic performance of wavy fiber 
composite panels after changing their distribution. 

It can be established that the distribution based on equation 2–2 is the best. 
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4.2. Effect of path amplitude Δ on non-linear dynamic performance 
of the laminated composite plates with variable fiber spacing 

Figure 4 shows the effect of the path amplitude Δ in composites with variable fiber spacing based on 
Leissa — Marten’s equations [2–2] and [3–3] on the nonlinear dynamic behaviour represented by the values 
of deflection of the samples. Five values Δ (0.1, 0.2, 0.3, 0.4 and 0.5) of this effect were studied with 
numbers of semiwavelengths k = 4. It is proven that the influence of this parameter on the stability and 
oscillations of the plate is significant, as well as on reducing the response. 

 

 
a 

 
b 

 
c 

 
d 

 
e 
 

Figure 4. The effect of path amplitude Δ on non-linear dynamic performance 
of laminated composite plates with variable fiber spacing and number of semiwavelengths k = 4: 

a — path amplitude = 0.1; b — path amplitude Δ = 0.2; c — path amplitude Δ = 0.3; 
d — path amplitude Δ = 0.4; e — path amplitude Δ = 0.5 

S o u r c e: made by W.H. Mohammed 
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4.3. Comparison of path amplitude values Δ in plates 

with variable fiber spacing based on [2–2] 

By examining the behaviour of the plate with a variable distribution in Figure 4 it was noted that the 
panels reinforced with carbon fibers with distributions based on equations [2–2] and [3–3] are the most 
effective in improving the response. Therefore, they were selected to study the effect of the path amplitude 
Δ between 0.1 and 0.5 with the number of semiwavelengths k = 4, to find out which path is the most 
efficient.  

The path amplitude Δ of 0.3 is the best, the least offset, and the most stable (Figure 5). 
 

 
a 

 
b 

Figure 5. The effect of path amplitude Δ on plates with variable fiber spacing based on equations [2–2] and [3–3]: 
a — variable fiber spacing based on [2–2]; b — variable fiber spacing based on [3–3] 

S o u r c e: made by W.H. Mohammed 

4.4. The effect of number of semiwavelengths k 
on the non-linear dynamic performance of the laminated composite plates 

with variable fiber spacing 

This section investigates the impact of varying fiber spacing on the nonlinear dynamic behaviour of 
samples, as represented by the values of deflection over time. Specifically, the investigation focuses on the 
effect of the number of semiwavelengths k using Leissa — Marten’s equations [2–2] and [3–3]. Figure 6 
shows the impact of five values of the numbers of semiwavelengths k (4, 6, 8, 10, and 12) on the stability, 
oscillations, and response reduction of the plate, using a path amplitude Δ of 0.4. The results show that this 
value has a significant effect on these factors. 

Upon comparing the displacements resulting from the variation of k with the set of distribution 
equations, it has been ascertained that equation 3–3 exhibits superior behaviour, greater stability, and lesser 
distortion than its counterparts. 

Also, the numbers of semiwavelengths K is best with a value of 8 with equation 3–3 and the path 
amplitude Δ of 0.4. 
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k = 4 

 
k = 6 

 
k = 8     

 
k = 10 

 
k = 12 

 
Figure 6. The effect of the number of semiwavelengths k on non-linear dynamic 

performance of laminated composite plates with variable fiber spacing 
S o u r c e: made by W.H. Mohammed 
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In Figure 7 the outcomes of equations [2–2] and [3–3] are compared against the five k values to 
validate that equation 3–3 is the most optimal and consistent option for all k values, particularly for the 
number of semiwavelengths k = 8. Through a comparative analysis of the displacements resulting from 
variations in the value of k with the set of distribution equations, it has been ascertained that equation 3–3 
exhibits superior behaviour, greater stability, and lesser distortion in comparison to the other equations. 

 

 
a  

 
b  

 
Figure 7. The effect of the number of semiwavelengths k on plates with variable fiber spacing based on 2–2 and 3–3: 

a — variable fiber spacing based on [2–2]; b — variable fiber spacing based on [3–3] 
S o u r c e: made by W.H. Mohammed 

5. Conclusion 

1. The oscillatory behaviour of a symmetric cross-ply laminated composite plate, featuring sine wave 
fiber with parameters k = 12 and Δ = 0.4, exhibits lower amplitude compared to other plates. 

2. The laminated plate with symmetric cross-ply lamination and sine wave fiber (k = 4 and k = 12) 
exhibits a better dynamic performance compared to the laminated plate with symmetric cross-ply 
lamination and sine wave fiber (k = 8). 

3. The laminated plate with sine wave fiber (k = 8, Δ = 0.4) exhibits a higher dynamic performance 
compared to the other plates. Similarly, the symmetric cross-ply plate with sine wave fiber (k = 8, Δ = 0.2) 
demonstrates a greater performance than the remaining plates. 
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Abstract. Most of the building stock in Nepal is based on masonry construction, which 
includes monumental, administrative, and residential structures. These structures are 
vulnerable during earthquakes, as evidenced by the massive structural damage, loss of 
human life, and property damage due to a lack of proper assessment and appropriate 
strengthening measures. An analysis of the seismic vulnerability of existing old Newari 
brick masonry buildings in the Pokhara Valley is presented. These buildings were built 
using indigenous knowledge and technology. The investigation is based on analytical 
studies, with some material properties obtained from field tests. Proper modeling of a 
masonry structure is crucial for reliable seismic resistance and structural design. However, 
modeling a real masonry structure is a challenging and computationally demanding task 
due to its complicated framework, requiring in-depth knowledge, realistic material 
properties, and relevant information. The aim of this research is to assess the seismic 
performance of old Newari masonry buildings using stress level and fragility curves. The 
research issues are addressed analytically through linear time history analysis using the 
finite element program-based software Sap 2000 v20. In dynamic analysis, numerical
building models were subjected to three synthetic earthquakes. The performance status of 
the building based on various stress levels is evaluated, and weak regions are identified. 
The fragility curve of the structure is assessed, considering the ground motion parameters 
in the locality. The fragility function is plotted with the probability of failure at an interval 
of 0.10 g. The results of the analysis highlight that the studied structure is vulnerable 
compared to the codal provisions and standard recommendations. 
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Аннотация. Большинство сооружений в Непале, включая админи-
стративные и жилые здания, выполнены из камня. Их конструкции 
уязвимы во время землетрясений, о чем свидетельствуют масштабные 
повреждения и человеческие жертвы из-за отсутствия надлежащей 
оценки и соответствующих мер по укреплению. Представлен анализ 
сейсмической уязвимости существующих зданий из кирпича в тради-
ционном стиле Ньюари, находящихся в долине Покхара. Эти здания 
были построены с использованием методов и технологий коренного 
населения. Исследование основано на аналитических расчетах, при 
этом некоторые свойства материалов были получены в результате по-
левых испытаний. Эффективное моделирование каменной кладки име-
ет решающее значение в проектировании надежной и сейсмостойкой 
конструкции. Однако моделирование реальной каменной конструкции 
является неординарной и затратной в вычислительном плане задачей 
из-за сложной структуры, требующей углубленного анализа, реали-
стичных свойств материала и актуальных данных. Целью данного ис-
следования является определение сейсмических характеристик старых 
кирпичных зданий в стиле Ньюари с использованием кривых пределов 
напряжений и сейсмоустойчивости. Задачи исследования решаются с 
помощью линейного динамического анализа с использованием про-
граммного обеспечения на основе конечных элементов Sap 2000 v20. 
Конечноэлементные модели зданий были испытаны на трех землетря-
сениях. Дана оценка эксплуатационного состояния здания на основе 
различных уровней нагрузки и выявлены слабые участки. Проанали-
зирована кривая предела сейсмоустойчивости конструкции с учетом 
параметров движения грунта в данной местности. Функция предела 
сейсмоустойчивости построена с вероятностью разрушения с интерва-
лом 0,10 g. Результаты расчетов подтверждают, что исследуемая кон-
струкция уязвима в сравнении с положениями строительных норм и 
правил.  

Ключевые слова: кирпичная кладка, расчет предела сейсмоустойчи-
вости, конечно-элементный анализ, старая каменная конструкция, ме-
ханическая характеристика 
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1. Introduction 

 
Most of the historic, administrative, and residential building structures in Nepal are based on masonry 

construction. To date, more than 60 % of buildings in Nepal are masonry, which have heavy mass and low 
compressive strength, and these structures are normally up to four stories tall. They have a flexible 
diaphragm system both in the roof and floor levels. Basically, masonry structures are built with mortar and 
masonry units. The mortar is made with lime-cement, clay, and bitumen, while mud, stone, and fire clay are 
used as masonry units. However, the majority of the masonry buildings in Nepal are constructed without 
adopting proper engineering guidelines. In past seismic events, the masonry structures have failed due to 
inadequate brick units, poor quality of mortar, irregularities in plane and vertical direction, inadequate load-
bearing walls, lack of vertical confinement, weak bottom storeys, wall openings, improper section and 
dimension, wall connections, etc. [1]. In fact, unreinforced masonry buildings are more vulnerable to 
earthquakes due to their heavy mass, insufficient deformation capacity, and lack of integrity between the 
structural elements [2]. These types of structures have a brittle failure mode during earthquakes (see 
Figure 1). 

 

   
a b c 

   
d e f 

Figure 1. Failure mode in masonry building during earthquake: 
a — separation of short wall at cross section; b — complete collapse of short wall; c — collapse of gable wall; 

d — out of plane bulging; e — in plane damage with opening; f — shear damage  
S o u r c e: photos by R.K. Adhikari, D.D’Ayala [3] 

 
Researchers [4; 5] studied the importance of compressive strength in conventional design practices, 

while in [6] highlighted the necessity of characterizing the mechanical behavior of masonry bond. Costigan 
et al. [7] and Parajuli and Kiyono [8] experimentally characterized the mechanical properties of masonry 
walls. Endo et al. [9] conducted an experiment on a brick masonry wall composed of fired bricks and mud 
mortar. Parajuli et al. [10] studied the behavior of the monumental brick masonry wallet through in-situ 
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tests. The analysis of masonry structures is a challenging and computationally demanding task due to their 
complicated framework. It requires in-depth knowledge, realistic material properties, and relevant 
information. It is difficult to extract the structural and material properties of the structure built with 
indigenous technology in the absence of information and data concerning the behavior of their primary 
frameworks. The appropriate modeling technique is essential to extract the realistic response of old masonry 
structures. Creating a feasible model for a contemporary structure made of new industrial materials is 
easier, as materials and member properties are more uniform and largely clear. However, accounting for the 
multiple uncertainties of the problem that arise during the analysis and design of the structure requires more 
work. Nevertheless, there is negligible study found in the literature that covers both the characterization of 
the mechanical properties of masonry and performance assessment of such a historical building structure 
based on those properties. 

In the Pokhara valley, most of the masonry structures have existed for three to four generations 
without proper damage assessment, which ultimately leads to the loss of life and property. Proper 
strengthening measures can restore the existing buildings, which will have a greater impact on the overall 
performance of the structure. Realistic seismic performance evaluation methods should be followed for this 
purpose. To this end, this research focuses on the performance assessment of existing old historical building 
structures based on field data. The research objective is achieved through the analysis of numerical models. 
The numerical models are subjected to three earthquakes of Kobe, El-Centro, and Gorkha. Finally, the 
results are based on the stress level and fragility curves in different ground motions, and these are compared 
with standard codal provisions and recommendations. 

2. Study of existing old Newari building 

2.1. Description of building under study 
 
The prototype building structure is a traditional building in the locality that was constructed in the 

17th century using original local technology. Most old Newari buildings in the area have traditional 
architecture. The building is three to four stories high with a floor height ranging from 1.8 to 2.3 meters and 
a larger opening ratio in the lower stories. The building typically has a simple rectangular floor plan with a 
breadth of over 6 meters and a length between 10 to 16 meters. The substructure uses shallow foundation 
with stones, and the superstructure is built with locally available clay burnt brick and mud mortar. The 
design is supported by three walls, two external walls, and one spine wall in the middle. In the upper story, 
the spine wall is sometimes replaced by a timber column frame system for creating a bigger continuous 
space. Wood joists uphold the floors and rooftop, over which wooden sheets or boards with a thick layer of 
mud topping are applied. The rooftop is typically doubly pitched and covered with traditional stone in the 
past, but nowadays, they are replaced by CGI sheets to make it waterproof. The brick masonry wall’s 
typical thickness is about 60 cm and consists of a bricklayer in mud mortar and timber planks and beams. 

During fieldwork, general information about the building, such as its length, breadth, height, number 
of stories, the thickness of the masonry wall, position and size of doors and windows, dimension of timber 
beams and columns, and material properties, was measured. The dead and live load in the building model is 
applied based on IS 875-1 (1987) and IS 875-22 (1987) codes.1 The load of the timber staircase is 
calculated manually, and its loads are distributed to the supporting wall. The mechanical properties of brick, 
mortar, and wallet are taken from previous literature [11]. The old Newari building and corresponding plan, 
front and side elevation, and sectional view of the studied building are presented in Figures 2 and 3. The 
structural and geometrical properties of the case study building are summarized in Table 1. 

 
1 IS 875-1. Code of Practice for Design Loads (Other Than Earthquake) For Buildings and Structures. Part 1: Dead Loads — 

Unit Weights of Building Material and Stored Materials. New Delhi: Bureau of Indian Standards; 1987; IS 875 (Part 2):1987Code of 
Practice for Design Loads (Other Than Earthquake) For Buildings and Structures. Part 2: Imposed Loads. New Delhi: Bureau of 
Indian Standards; 2008. 
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Figure 2. Old Newari building 
S o u r c e: Photo by K. Chapagain, H. Chaulagain 
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Figure 3. Details of studied building structure:  
a — plan; b — front and side elevation; c — cross section 

S o u r c e: made by K. Chapagain, H. Chaulagain 
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Table 1 
Geometrical and structural properties 

Description Properties Description Properties 
Area of building 14.8 m×6.70 m Unit weight of brick in mud mortar (ϒ) 17.68 kN/m3 
Building Height 9.06 m Modulus of elasticity (E) 509 N/mm2. 
Floor height GF = 2.30 m,  

FF = 2.16 m, 
SF = 1.93 m,  
TF = 2.68 m (at attic) 

Modulus of elasticity of Sal (E) 12600 N/mm2 

Earthquake Zone V Shear modulus (G) 204 N/mm2 
Subsoil type II Unit weight of mud-topped 1.47 kN/m3 
Timber column 0.14 m×0.14 m Imposed load for Floor 2 kN/m3 
Timber beam 0.14 m×0.10 m Imposed load for roof 1 kN/m3 
Slab thickness 0.125 m Unit weight of Sal (ϒ) 8.03kN/m3 
Wall thickness 0.60 m  Poisson’s ratio (ν) 0.25 

S o u r c e: made by K. Chapagain, H. Chaulagain 

2.2. Determination of compressive strength of brick units of building model 

The old Newari building that exists today was constructed 265 years ago in 1814 B.S and is still being 
used as a residential space. Despite being exposed to various earthquakes in the past and recent times, the 
building remains in good usable condition. The masonry walls of the building are made of brick units 
constructed using local cohesive soil without the addition of any binding materials. In order to assess the 
strength of the bricks, a sample was taken from the building and tested using a Compression Testing 
Machine (CTM), and the results of this experiment are provided in Table 2. Additionally, Figure 4 depicts 
the testing process for the brick units. 

 

 

 

 
Figure 4. Testing of brick samples in lab 

S o u r c e: photo by K. Chapagain, H. Chaulagain 

Table 2 
Determination of Compressive Strength in Lab CTM 

Sample 
Dimension and area 

Yield Load, kN Strength of brick 
unit, N/mm2 

Average strength, 
N/mm2 Length Breadth Area, mm2 

1 118 90 10620 115 10.83 

11.06 

2 120 88 10560 120 11.36 
3 145 97 14065 155 11.02 
4 132 88 11616 130 11.19 
5 122 88 10736 115 10.71 
6 121 88 10648 120 11.27 

S o u r c e: made by K. Chapagain, H. Chaulagain 
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2.3. Seismic Input 

The ground motion parameters of displacement, velocity, and acceleration can occur separately or in 
combination. Acceleration is usually the measured quantity, and the other parameters are derived from it. 
However, due to limitations in technology and instrument setup, there is a lack of precise earthquake data. 
To meet the research objectives, appropriate time history data must be arranged. This study considers three 
recorded earthquakes, which are presented in Table 3. The peak ground acceleration (PGA) has been scaled 
to an interval of 0.05 to 1 g. The El Centro, Gorkha, and Kobe earthquakes are analyzed in two orthogonal 
components in the x- and y-directions, as their magnitudes, fault distances, and source mechanisms 
correspond to the seismic hazard at the study location. Figure 5 shows the earthquakes examined in this 
study. 

Table 3 
Peak ground acceleration used for the dynamic analysis 

Name of earthquake Peak Ground Acceleration (PGA) 
Kobe earthquake 0.379 g 
El Centro earthquake 0.365 g 
Gorkha earthquake 0.4 g 

S o u r c e: made by K. Chapagain, H. Chaulagain 

 

  

a b 

 
c 

Figure 5. Time history data: 
a — Kobe earthquake; b — El-Centro earthquake; c — Gorkha earthquake 

S o u r c e: made by K. Chapagain, H. Chaulagain 
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2.4. Linear time history analysis 

The analysis of masonry structures using nonlinear methods is a complicated and time-consuming 
process. Therefore, linear analysis, which is a simpler approach, is more commonly used. This method 
involves studying the structural behavior within the linear range of the stress-strain curve, assuming the 
brick masonry as a homogeneous material. Many researchers utilize linear time history analysis to 
determine the real performance of the structure. In time history analysis, loading and response history is 
analyzed in progressive time increases using a step-by-step technique. It is assumed that the structural 
characteristics remain constant and the structure behaves linearly throughout the loading history. Each 
natural mode of vibration is estimated as a function of the building period for a given time history and 
damping, and is expressed in terms of pseudo-spectral acceleration, displacement, and velocity. 

2.5. Damage state criteria and fragility analysis 

The study of a structure's behavior can be achieved by examining damage thresholds, also known as 
limit states, which represent the point at which different levels of damage occur. Various researchers have 
recommended different damage states, based on criteria such as drift ratio, yield displacement, and ultimate 
displacement of the structure, for example in [12] established light, moderate, and severe damage levels 
based on maximum drift ratio, while Dumova-Javanoska [13] proposed five damage levels (none, minor, 
moderate, severe, and collapse) based on damage index. Kircil and Polat [14] developed yielding and 
collapse damage levels for studying the performance of existing structures, while Jiang et al. [15] suggested 
maximum inter-storey drift ratio and global damage index for fragility assessment. Ahmad [16] focused on 
slight, moderate, extensive, and incipient damage levels to study reinforced concrete structures in the 
Himalayan region. 

Lagomarsino and Giovinazzi [17] employed four damage grades — slight damage (0.7 dy), moderate 
damage (1.5 dy), extensive damage (0.5 (dy + du)), and complete damage (du) — by considering ultimate 
(du) and yield displacement (dy) for the fragility analysis of existing structures. After reviewing the limit 
states proposed by various researchers, it was found that the most commonly adopted limit states are 
slightly damage, moderate damage, extensive damage, and complete damage. Therefore, Lagomarsino and 
Giovinazzi’s [17] four limit states were used in this study to construct a fragility curve that describes the 
performance level of the study building. 

Fragility curves are typically generated through a fragility analysis of structures. Specifically, they are 
obtained by deriving a probability of failure relation from the following expression: 

 

   ln /
.

β
d cS S

P f
 

   
 

 

 
Where,  (…) represents a standard cumulative normal distribution function, Sd and Sc are the 

demand displacement and medium of damage state. For this study, the demand displacement of the building 
structure was determined through linear dynamic analysis using three different ground motions. The 
medium damage states were determined using the damage grade proposed by Lagomarsino & Giovinazzi 
[17]. The total uncertainty is represented by the log standard deviation, denoted by the symbol β, as per 
HAZUS-MH-MR4.2 

  
 

2 HAZUS-MH-MR4. Multi-hazard Loss Estimation Methodology. Technical Manual. Department of Homeland Security, 
Emergency Preparedness and Response Directorate, Federal Emergency Management Agency, Washington, D.C. 2003. 



Chapagain K., Chaulagain H. Structural Mechanics of Engineering Constructions and Buildings. 2024;20(2):120–133 
 

128 SEISMIC RESISTENCE 

3. Finite element modelling

3.1. Structural Modeling 

There are two main approaches to model masonry structures: micro modelling and macro modelling. 
In micro modelling, masonry is considered as a single-phase material, while macro modelling involves 
modelling the masonry structure as two or three phase materials. However, the macro modelling approach 
cannot address the mortar joints acting as a plane of weakness. Therefore, this study adopts the micro 
modelling approach due to its higher level of accuracy and simplified methodology. Figure 6 presents the 
different modelling approaches, including macro modelling, simplified micro modelling, and detailed macro 
modelling with two-phase and three-phase materials. Brick Element Mortar Element  

a   b   c 

Figure 6. Masonry modeling strategies: 
a — macro-modeling; b — simplified micro-modeling; c — detailed micro-modeling 

S o u r c e: Asteris et al. [18] 

3.2. Foundation 

The strip foundation of the old Newari traditional building is constructed with larger stones at the base 
and has a depth of at least 175 cm for buildings with three to four stories. The construction follows a 
stepped fashion and has a width greater than 1 m. 

3.3. Masonry walls 

The walls are made of mud mortar and unreinforced brick masonry, typically consisting of three layers 
of bricks in the vertical direction. The brick units are handmade using locally available soil for the mortar. 

3.4. Floor System 

The traditional Newari building’s flooring is typically constructed with timber material. Wooden or 
timber joists with an average dimension of 0.10 m width and 0.14 m depth and a center-to-center dimension 
of 0.35 m to 0.45 m are used to support the floor from party wall to party wall. The floor is supported by 
closely spaced timber joists with a layer of wooden planks. The subfloor is finished with a mud-topped 
layer that is 10 cm thick. 

Interface 
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Brick 
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Mortar Element 

Interface 
Element 

tb 

Continuum 
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3.5. Roof system 

In the past, the roof structure of the building was made of stone slabs and was supported by timber 
purlins and rafters. However, nowadays, the stone slabs have been replaced by CGI sheets. The rafters and 
purlins are supported by the brick masonry walls. 

 

3.6. Masonry construction 

Masonry structures are characterized by continuous bearing walls instead of framed structures. When 
subjected to vertical loads, these walls exhibit excellent mechanical behavior and high resistance to impact 
or accidental loads. However, when subjected to horizontal loads such as earthquakes, masonry structures 
tend to have low stability due to the low tensile strength of masonry materials. Thus, in masonry structures, 
all walls contribute significantly to structural function. It should be noted that masonry structures typically 
have structural walls with constant transverse dimensions and experience only modest compressive 
loads [19]. 

3.7. Timber in masonry 

Besides using wooden ring beams at the top of load-bearing walls, timber elements can also be 
employed as horizontal reinforcement along the wall's height, creating a building technique known as 
“timber-laced masonry.” This method not only enhances the wall-to-wall connection but also provides 
stability through the systematic insertion of timber pieces along the wall’s height. The use of timber 
elements is advantageous due to their superior tensile strength. The confined masonry wall sections improve 
the walls' compressive strength and deformability. The timber-laced masonry technique is distinct from ring 
beams and has been examined separately [20]. 

3.8. Modelling of contact surfaces 

Typically, wooden beams and columns are modeled as either fixed or hinged joints, but in reality, 
their behavior doesn’t match either of these assumptions. In the software SAP2000 v203, frame elements are 
represented by single center lines to model timber elements such as joists, beam-columns, and posts. These 
center lines come into contact with adjacent masonry walls, which are modeled as thick shell elements. In 
actual designs, the surface of wooden elements contacts the adjacent masonry wall, and this contact issue is 
resolved by introducing link elements between the wooden elements and the surface of the thick shell 
element. When the joint moment of the rafter and masonry is fixed, a two-point link must be applied to 
bring it closer to a simple support. To satisfy bending moments closer to pin joints, two-point link elements 
are used during modeling. 

3.9. SAP 2000 v 20 

Computers and Structures developed the SAP2000 v20 software which offers a user-friendly interface 
for modeling, analysis, design, and reporting. Users can customize window layouts and toolbar 
configurations. As a finite element program, SAP2000 v20 has gained popularity for its versatility in 
designing and analyzing various structures such as buildings, bridges, dams, and industrial plants. Its 
practical and object-based modeling environment allows for easy to complex calculations in 2D and 3D 
models. SAP2000 v20 also provides a wide range of structural analysis techniques, including linear and 

 
3 SAP2000. Computers & Structures, Inc., Berkeley, California, USA, 1978-2016. 2016. 



Chapagain K., Chaulagain H. Structural Mechanics of Engineering Constructions and Buildings. 2024;20(2):120–133 
 

 

130  SEISMIC RESISTENCE 

nonlinear analysis, static and dynamic analysis, seismic analysis with ground excitations, response spectrum 
analysis, and other types of dynamic analysis under time-varying constraining conditions. 

A FEM model was created using SAP2000 v20 to evaluate the response of the structure to different 
levels of seismic activity. The isotropic elastic behavior was assumed, ignoring the effect of mortar joints as 
planes of weakness. These assumptions were useful in predicting low-level stress deformations but not 
higher-level stress deformations that result from nonlinear material behavior and local failure. Material 
models based on average properties and ignoring the effect of mortar joints were used, but including the 
possibility of local failure [21]. Brick masonry walls were modeled using isotropic surface members, 
i.e. shell elements, and wooden joists, beams, and posts were represented by isotropic linear members, 
i.e. frame elements [18]. The building model created in SAP2000 v20 is depicted in Figure 7. 

 

 
Figure 7. Building model in Sap 2000 v20 

S o u r c e: made by K. Chapagain, H. Chaulagain 

4. Results and discussion 

4.1. Stress level in structure 

Table 4 shows the stress contour map of the building model generated by the finite element software 
SAP2000 v20 under the load combination of DL+LL+THx and DL+LL+Thy. The highest stress values 
were observed at the openings and the base of the building model, while the tensile stress was concentrated 
at the gabion. At a PGA of 0.30 in the three different considered earthquakes, the maximum compression 
stress (S11), stress in the perpendicular direction (S22), and shear stress (S12) were 0.564 MPa, 1.313 MPa, 
and 0.988 MPa respectively. Conversely, the maximum tension stress (S11), stress in the perpendicular 
direction (S22), and shear stress (S12) were 3.287 MPa, 3.436 MPa, and 2.0 MPa, respectively. Based on 
the permissible allowable stress of a masonry structure for compression, tension, and shear, the building 
model is safe in compression but not in tension and shear. The results also indicate that the structure 
performs better under loading in the y direction. Figure 8 shows the maximum compression shear stress 
(S11 and S12) in the building model. 

Table 4 
Stress on the building due to three different earthquakes MPa 

Combination Type of stress 
El Centro Gorkha Kobe 

S11 S22 S12 S11 S22 S12 S11 S22 S12 

DL+LL+THx 
C 0.434 1.294 0.673 0.469 1.302 0.646 0.336 1.228 0.453 
T 1.229 1.368 2.611 1.023 1.272 2.237 2.938 3.436 1.57 

DL+LL+THy 
C 0.564 1.313 0.988 0.378 1.304 0.576 0.491 1.251 0.872 
T 0.972 1.397 1.115 1.682 1.475 2.321 3.287 2.092 1.90 

S o u r c e: made by K. Chapagain, H. Chaulagain 
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a                                                                    b 

Figure 8. Maximum shear stress: 
a — S11; b — S12 in the building in compression (S12) 

S o u r c e: made by K. Chapagain, H. Chaulagain 

4.2. Fragility analysis 

Fragility curves are useful tools for structural engineers and experts to assess the seismic vulnerability 
of buildings. In this study, fragility curves were generated for four damage states for three earthquakes: 
El Centro, Kobe, and Gorkha. The peak ground acceleration (PGA) values ranged from 0.10g to 1g with an 
interval of 0.05g, and the probability of failure for the structure was determined. From Figure 9, it is evident 
that the building model has a higher probability of failure for slight, moderate, extensive, and collapse 
damage levels in the Kobe earthquake at a PGA of 0.30g than in the El Centro and Gorkha earthquakes. 
Previous studies have highlighted a peak ground acceleration of 0.40g for Pokhara with a 10 % probability 
of exceedance in 50 years [22]. Therefore, the probability of failure at a PGA of 0.30 to 0.40 is significant 
in this study. 

 

 

 

 
 

 
Figure 9. Fragility Curve of Old Newari Building for various Damage States at El Centro Earthquake 

S o u r c e: made by K. Chapagain, H. Chaulagain 
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4.3. Inter-storey drift 

Based on the results of the linear static analysis, it can be observed that the building model exceeds the 
standard drift limit proposed by the code (FEMA, 2008)4 in all three earthquakes — Kobe, El Centro, and 
Gorkha. The displacement of the building is found to be the highest in Kobe earthquake, followed by El 
Centro and Gorkha earthquakes. Additionally, the displacement of the structure does not meet the 
prescribed limit, indicating its vulnerability in terms of displacement (Figure 10). This may be attributed to 
various factors, including the parameters associated with the time history function such as frequency 
content and duration (Table 5). 

 

 

 

 
a  b 

Figure 10. Storey displacement and drift of building structure in different earthquakes: 
a — Storey displacement; b — Storey drift 

S o u r c e: made by K. Chapagain, H. Chaulagain 

Table 5 
Probability of failure at PGA = 0.3g for Centro, Gorkha and Kobe Earthquake 

Earthquake Slight Moderate Extensive Complete State of damage 
El Centro 99.94 98.05 72.26 39.15 Extensive 
Gorkha 99.85 96.19 61.78 28.56 Extensive 
Kobe 99.97 98.79 78.46 46.94 Extensive 

S o u r c e: made by K. Chapagain, H. Chaulagain 

5. Conclusion 

This research paper presents a case study of an existing 265-year-old Newari building made of brick 
masonry in mud mortar. In the numerical analysis, a masonry wall is modeled as a thick shell homogeneous 
element and timber is modeled as isotropic linear members frame element. Three earthquakes, namely El 
Centro, Kobe, and Gorkha earthquakes, with different peak ground acceleration values are considered as 
seismic input parameters. Based on the stress level and the fragility status of the building structure, the 
following conclusions are drawn: 

1. The stress level of the building structure is within the allowable permissible limit in compression, 
while the tension and shear stress levels exceed the allowable limit, indicating the vulnerability of the 
structure to shear and tension. 

2. The probability of failure of the building is higher in Kobe earthquake at the same peak ground 
acceleration value as compared to El Centro and Gorkha earthquakes. This may be due to the variation in 
model frequencies and predominant frequencies of the ground motion. 

3. The displacement of the building model is maximum in Kobe earthquake followed by El Centro and 
Gorkha earthquakes, and the displacement of the structure is not within the same limit. Thus, the studied 

 
4 Federal Emergency Management Agency (FEMA). (2008). Disaster Program Information. Washington, DC: FEMA. 

0
1
2
3
4
5
6
7
8
9

10

0 10 20 30 40 50 60

H
ei

gh
t o

f s
tru

ct
ur

e 
(m

)

Horizontal displacement (mm)

Gorkha Kobe El Centro

0
1
2
3
4
5
6
7
8
9

10

0.0 0.2 0.4 0.6 0.8 1.0
H

ei
gh

t o
f s

tru
ct

ur
e 

(m
)

Drift (%)

Gorkha Kobe El Centro



Чапагейн К., Чаулагейн Х. Строительная механика инженерных конструкций и сооружений. 2024. Т. 20. № 2. С. 120–133 
 

СЕЙСМОСТОЙКОСТЬ СООРУЖЕНИЙ 133 

building is vulnerable in displacement parameter, which may be attributed to the parameters associated with 
time history function like frequency content and duration. Moreover, the building model has higher inter-
story drift level as compared to the standard drift limit in all three considered earthquakes. 
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Аннотация. Даны метод образования ортогональной криволинейной 
системы координат в плоскости и методика построения новых форм 
поверхностей на заданных криволинейно-трапециевидных планах. 
Приведены рисунки криволинейно трапециевидных планов на осно-
ве различных направляющих плоских кривых и рисунки поверхно-
стей на заданных криволинейно-трапециевидных планах, в том чис-
ле комбинации поверхностей с сопряженными различными направ-
ляющими кривыми. Предложенная методика формообразования по-
верхностей может использоваться в архитектуре и строительстве для 
разработки тонкостенных пространственных конструкций как в гра-
достроительстве, так и в конструкциях промышленных зданий. Но 
при расчете напряженно-деформированного состояния тонких обо-
лочек в большинстве методов использованы геометрические харак-
теристики срединных поверхностей оболочек. На основе векторного 
уравнения поверхностей на криволинейно-трапециевидных планах 
получены формулы коэффициентов квадратичных форм и кривизн 
поверхностей. Приведены примеры поверхностей и вычисления ко-
эффициентов квадратичных форм и кривизн поверхностей с кон-
кретными направляющими кривыми и функциями вертикальной ко-
ординаты поверхности. 
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Abstract. A method of forming a curved orthogonal coordinate system on a plane and a 
technique of constructing new surface shapes with curved trapezoidal plans are presented. 
Multiple examples of curved trapezoidal plans based on different directrix curves and
surfaces with the given plans, including combinations of surfaces with different conjugate
directrix curves, are illustrated. The proposed technique of surface forming may be used 
in architecture and construction for development of thin-walled space structures in both 
urban and industrial buildings. But for the analysis of thin shells, geometric characteristics
of the middle surface of the shell are usually used. Vector equation of surfaces with 
curved trapezoidal plan was used to obtain the formulas for the fundamental form 
coefficients and surface curvatures. Examples of calculation of the fundamental form 
coefficients and curvatures of surfaces with particular directrix curves and vertical 
coordinate functions are presented.  
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1. Введение 

Уравнение поверхности обычно задается в параметрической форме — функциях проекции точ-
ки поверхности на прямоугольную систему координат. Однако для многих поверхностей вывод па-
раметрических уравнений является непростой задачей. Кроме того, по параметрическим уравнениям 
бывает затруднительно определить форму поверхности. Более удобны и наглядны векторные урав-
нения поверхностей. Формообразование многих классов поверхностей осуществляется на основе 
задания пространственной или плоской направляющей с системой образующих кривых, привязан-
ных к направляющей кривой. Для задания образующих кривых вводятся векторные функции, свя-
занные с направляющей кривой — векторы касательной, нормали и бинормали. Если направляющая 
кривая задана в прямоугольной системе координат, то на основе векторных уравнений поверхности 
можно получить параметрические уравнения поверхности. Ниже рассматривается класс поверхно-
стей с системой плоских образующих кривых в нормальной плоскости плоской направляющей кри-
вой. Этот класс поверхностей рассматривался в [1], но в ней не были получены формулы коэффици-
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ентов квадратичных форм поверхностей, необходимых для расчета оболочек. В [2] указаны все из-
вестные на сегодняшний день классы, подклассы и группы аналитических поверхностей. Следуя 
классификации, предложенной в [2] и учитывая способ их построения, предлагаемые к рассмотре-
нию поверхности могут быть включены в класс «Кинематические поверхности» [3]. Принимая во 
внимание, что рассматриваемые поверхности на криволинейно-трапециевидном плане задаются ана-
литическими формулами, они могут привлечь внимание архитекторов в рамках архитектурного сти-
ля «Параметрическая архитектура» [4].  

2. Уравнение поверхности на криволинейно-трапециевидном плане, 
коэффициенты квадратичных форм поверхности 

Ортогональная криволинейная система координат в плоскости образуется системой прямых, 
ортогональных заданной плоской базовой кривой       jir uyuxu 0  (рис. 1). 

 

 
 

Рис. 1. Псевдополярная система координат 
И с т о ч н и к: выполнено В.Н. Ивановым 

Figure 1. Pseudo-polar coordinate system 
S o u r c e: compiled by V.N. Ivanov 

 
Таким образом, криволинейно-ортогональная система координат в плоскости (криволинейно-

трапециевидный план) образуется системой эквидистантных кривых, параллельных базовой кривой 
и системой прямых, ортогональных системе эквидистантных кривых.  

Уравнение ортогональной криволинейной координатной системы 

   0,  ν νu u  νr r ,  (1)   

ν  — нормаль базовой кривой; ν — координата образующих прямых по нормали к базовой кривой. 
Положительное значение координаты прямых принимаем в сторону выпуклости базовой кри-

вой, так как при направлении в сторону вогнутости может получаться пересекающаяся система пря-
мых. 

Задаваясь функцией вертикальной координаты z(u,ν), получаем векторное уравнение поверхно-
сти  ν,uρ  на базе криволинейно-ортогональной системы координат в плоскости 

     0,  ,ν ννu u z u  ρ νr k . (2) 
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Для вывода формул коэффициентов получаем производные векторного уравнения, учитывая 
соотношения классической дифференциальной геометрии [5; 6]: 

τs0r ;  0r s ;   νν skks τ ;  ksks  ;  τskν .  (3) 

Тогда получаем 

 νu s us k z  ρ τ k ;       ν νz  ρ ν k . (4) 

Коэффициенты 1-й квадратичной формы  

   2 2νu u s uE s k z   ρ ρ ;     2
ν ν ν1G z  ρ ρ ;    ν ν νuF z z ρ ρ . (5) 

Вектор единичной нормали поверхности 

     ν νν1 1
u u sz s k z     

 
ρ ρ τ νm k , (6) 

     ν
22 2 2

ν ν 1u s uEG F s k z z        ρ ρ  — дискриминант поверхности. 

Вычисляем вторые производные векторного уравнения: 

   ν νuu s s s uus k s k k z      ρ τ ν k ;     ν νu s uk z ρ τ k ;    ννν νzρ k . (7) 

Коэффициенты 2-й квадратичной формы  

       2ν ν νs u s s v s uu
uu

s k z s k k z s k z
L

       
 


ρ m ; 

    ννν s
vv

s k z
N

 
 


ρ m ;        ν
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νu s s u
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z k s k z
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ρ m . (8)  

Кривизны поверхности: 
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.  (9) 

Так как коэффициенты квадратичных форм 0M,F , поверхностная координатная система 
рассматриваемых поверхностей в общем случае не является ни ортогональной, ни сопряженной и не 
является линиями главных кривизн. 
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3. Подклассы поверхностей на криволинейно-трапециевидных планах 

Отметим, что рассматриваемая система поверхностей относится к классу нормальных поверх-
ностей [7–9] — поверхностей с системой плоских координатных линий (образующих кривых) в 
нормальной плоскости направляющей кривой. В [7; 8] показано, что только для двух подклассов 
нормальных поверхностей образующие кривые будут линиями главных кривизн: 1 — поверхностей 
вращения — направляющая кривая прямая линия, образующих кривые окружности; 2 — нормаль-
ные поверхности с системой неизменяемых образующих кривых. 2-й подкласс относится к классу 
поверхностей Монжа [8; 10–13]. 

Положив в формулах квадратичных форм z = z(ν) — образующая кривая не изменяется при 
движении в нормальной плоскости направляющей кривой (zu = zuu=0), получаем для поверхностей 
Монжа: 

 2ν sE s k  ;     2
ν ν ν1G z  ρ ρ ;   0F ;     2

ν1ν ss k z    ; 

 
2

ν

ν

ν

1
s ss k k z

L
z

 



;  

2
νν

ν1
zN

z



;    0M ;   

 1 2
ν

νν 1
s

s

k zk
s k z


 

;    
 2

νν

ν

2 3/2
1

zk
z




. (10) 

Координатная сеть поверхностей Монжа является линиями главных кривизн поверхности. Если 
образующей кривой поверхности Монжа будет прямая линия gθνtz   (θ — угол наклона образую-
щей прямой к плоскости направляющей кривой), то получаем торсовую поверхность одинакового 
ската [13–15]. При этом имеем: 

tgθvz  ;  νν 0z  ;  ν
2

2

11
cos θ

z  ;  
osθ
ν

c
ss k 

  ; 

 2ν sE s k  ;   2

1
cos θ

G  ;     sinθν s sL s k k  ;    N = 0;   ν
1

i
ν
s nθs

s

k zk
s k




;   k2 = 0.  (11) 

 

 

  

 
Рис. 2. Поверхность с направляющим 
эллипсом и образующей синусоидой 

И с т о ч н и к: выполнено В.Н. Ивановым 
Figure 2. Surface with an elliptical directrix 

and a sinusoidal generatrix 
S o u r c e: compiled by V.N. Ivanov 

  
Рис. 3. Эвольвентно-синусоидальная 

поверхность Монжа 
И с т о ч н и к: выполнено В.Н. Ивановым 

Figure 3. Involute-sinusoidal 
Monge surface 

S o u r c e: compiled by V.N. Ivanov 
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Если угол наклона образующей прямой θ = 0, z = 0, то получаем криволинейно-трапециевидную 
в плане пластинку: 

 2ν sE s k  ;   1G ;   L = N = 0;    k1 = k2 = 0.  (12) 

Рассмотрим примеры поверхностей с конкретными направляющими кривыми и образующими 
кривыми. На рис. 2 приведена поверхность с направляющим эллипсом и синусоидальной образую-
щей кривой, амплитуда которой изменяется по линейному закону: 

      jir uYuXu 0 ;    cosX u a u ;   
2 4sin

2
b b acY u b u

a
  

 ;  , sin π νν
2π
uz u c

d
 ; 

 20u ;  ν 0 d  , 

где c — максимальная амплитуда синусоиды; d — ширина образующей синусоиды (поверхности). 
Определяем параметры направляющего эллипса и производные образующей кривой: 

 aYXs 22 ;  2 2 2η = sin ε cosu u ;   
a
b
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2
as ;    2η 1 ε sin2u   ; 

233 /as
YXYXk
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d d
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π sin π
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d d
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Коэффициенты квадратичных форм: 
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. (13) 

Рассмотрим пример с поверхностью Монжа (рис. 3), с направляющей эвольвентой круга 

   cos sinX u a u u u  ;    sin cosY u a u u u   и образующей синусоидой i νs nz с
d

 ;   51u ;  

ν 0 d  , где с — амплитуда синусоиды; d — ширина образующей синусоиды (поверхности). 
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Параметры направляющей эвольвенты и производные образующей кривой: 

aus  ;    as  ;   
au

k 1
 ;   1sk ;  0sk ;   ν c νosсz

d d
 ;   2νν i νs nсz

d d
  . 

Коэффициенты квадратичных форм и кривизны поверхности (см. рис. 3): 
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. (14) 

На рис. 4 приведена поверхность одинакового ската с направляющей лемнискатой Бернулли: 

   cosX u aR u u ;     sinY u aR u u ; 

  2cos2R u u ,       411 /u  . 

 uR/as 2 ;   
a
uRk

2
3

 ;  3sk . 

Коэффициенты квадратичных форм и кривизны поверхности (рис. 4): 
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Рис. 4. Поверхность одинакового ската с лемнискатой Бернулли 
И с т о ч н и к: выполнено В.Н. Ивановым 

Figure 4. Equal slope surface with the Bernoulli lemniscate 
S o u r c e: compiled by V.N. Ivanov 
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Рассмотрим вариант линейчатых поверхностей, не относящихся к подклассу поверхностей 
одинакового ската.  

На рис. 5 приведены волнообразные линейчатые поверхности с различными направляющими 
кривыми. 

 

 
Рис. 5. Волнообразные линейчатые поверхности с направляющими кривыми: 
а — синусоида; б — гипербола; в — парабола; г — циклоида; д — эллипс 

И с т о ч н и к: выполнено В.Н. Ивановым 
Figure 5. Undulating ruled surfaces with directrix curves: 

a — sinusoid; б — hyperbola; в — parabola; г — cycloid; д — ellipse 
S o u r c e: compiled by V.N. Ivanov 

д 

а 

в 

г 

б 
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Образующая прямая при движении вдоль направляющей кривой совершает волнообразное 
движение в нормальной плоскости направляющей кривой: 

a)    , osν cνz u c d tu   

или 

б)    , inν sνz u c d tu  , 
u

pt



 ,  k nu u u    — диапазон изменения координаты направ-

ляющей кривой; р — число полуволн колебания образующей кривой; с = tgθ, θ — угол наклона обра-
зующей кривой вокруг которого совершается колебательное движение образующей прямой:  

а)  νsinuz dt tu  ;  2 cν osuuz dt tu  ;   cosvz c d tu  ;  ν sinuz dt tu  ;  νν 0z  ; 

б)  νcosuz dt tu ;  2 sν inuuz dt tu  ;   ν sinz c d tu  ; ν cosuz dt tu ;  νν 0z  .  (16) 

На рис. 5 в левом столбце приведены волнообразные линейчатые поверхности при θ = 0, в правом — 
θ > 0. 

Коэффициенты квадратичных форм и кривизны поверхности определяются по общим форму-
лам (4–9), с учетом формул (16) и уравнений направляющих кривых, при этом N = 0, kν = 0. 

При направляющей циклоиде (рис. 5, г) sin ,   1 cos ,( ) ( ) ( ) ( )Х u a u u Y u a u      20u , по-
лучим: 
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    N = 0.  (17) 

4. Результаты исследования 

Исследуемый в работе класс поверхностей на криволинейно-трапециевидных планах практиче-
ски образуется движением некоторой образующей кривой в нормальной плоскости заданной направ-
ляющей кривой. Образующая кривая может менять форму при движении вдоль направляющей кри-
вой, но берется отрезок постоянной ширины.  

На основе общих формул рассматриваемого класса поверхностей получены формулы поверх-
ностей с конкретными направляющими кривыми и функциями образующих кривых как для поверх-
ностей общего типа, так и для поверхностей Монжа и поверхностей одинакового ската. Из этих вы-
водов видно, что использование общих формул коэффициентов квадратичных форм класса поверх-
ностей значительно упрощает процесс вывода формул для конкретной поверхности. 
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Для каждой исследуемой поверхности приведены рисунки поверхности.  
Рассмотрен подкласс волнообразных поверхностей, образуемых прямой образующей, совер-

шающих колебательные движения в нормальной плоскости направляющей кривой. Получены фор-
мулы квадратичных форм этого подкласса. Приведены рисунки волнообразных поверхностей на 
криволинейно-трапециевидных планах с различными направляющими кривыми. 

Рисунки поверхностей выполнены в системе MathCad на основе векторных уравнений поверх-
ностей [8; 16].   

Представленные поверхности на криволинейно-трапециевидных планах на данный момент еще 
не нашли реального воплощения в объектах гражданского и промышленного назначения, но можно с 
уверенностью утверждать, что они войдут в резерв поверхностей для будущего использования, по 
аналогии с поверхностями, перечисленными в [17; 18]. Кроме чисто теоретического использования 
полученных материалов, поверхности на криволинейно-трапециевидных планах могут помочь более 
четко определить границы новейших архитектурных стилей, появившихся в XXI в. [19; 20]. 

5. Заключение 

Показано: 
а) если функция вертикальной координаты поверхности зависит от координатного параметра 

направляющей кривой поверхности (форма образующей кривой изменяется в процессе движения в 
нормальной плоскости направляющей кривой), то координатная система поверхностей не является 
ни ортогональной, ни сопряженной; 

б) если в нормальной плоскости направляющей кривой движется неизменная кривая, то систе-
ма координат поверхности является линиями главных кривизн. Этот подкласс исследуемого класса 
поверхностей относится к классу поверхностей Монжа. На основе общих формул получены форму-
лы коэффициентов квадратичных форм поверхностей Монжа; 

в) если в нормальной плоскости направляющей кривой движется прямая линия с постоянным 
наклоном к плоскости направляющей кривой, то получаем торсовую поверхность одинакового ската. 
Этот вид поверхностей является подклассом поверхностей Монжа. 

В работе получено: 
1) векторное уравнение класса поверхностей на криволинейно-трапециевидных планах;  
2) на основе векторного уравнения получены формулы коэффициентов квадратичных форм и 

кривизн исследуемого класса поверхностей.  
Многие архитекторы и инженеры-строители уверены, что в XXI веке происходит возрождение 

интереса к проектированию и строительству криволинейных структур и тонких оболочек. В связи с 
этим необходимо расширять число новых аналитических поверхностей и показывать их преимуще-
ства при использовании в архитектуре, машиностроении и геометрии.  
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Аннотация. Показано и проиллюстрировано, что, взяв основной 
каркас поверхности, состоящий из трех плоских кривых, располо-
женных в трех координатных плоскостях, можно спроектировать 
три различные алгебраические поверхности с одним и тем же жест-
ким каркасом. Рассмотрена одна тройка новых линейчатых поверх-
ностей в семействе из пяти троек линейчатых поверхностей, сфор-
мированных на основе некоторых форм корпусов речных и морских 
судов, которые, в свою очередь, проецируются в виде алгебраиче-
ских поверхностей с основным каркасом из трех суперэллипсов или
из трех других плоские кривые подробно рассматриваются с точки
зрения дифференциальной геометрии. Приводятся геометрические 
свойства линейчатых поверхностей, взятых в качестве средних по-
верхностей тонких оболочек для промышленного и гражданского
строительства. Предложены аналитические формулы для определе-
ния результирующих сил с использованием приближенной безмо-
ментной теории оболочек нулевой гауссовой кривизны, заданных
неортогональными сопряженными криволинейными координатами.
Результаты, полученные с использованием этих формул, помогут
скорректировать результаты, полученные численными методами. 

Ключевые слова: тонкая оболочка, линейчатая поверхность, алгеб-
раическая поверхность, главный каркас поверхности, суперэллипс 
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1. Introduction 

The geometry and shaping of surfaces, design, calculation and application of thin-walled structures 
based on different types of surfaces have been the subject of many scientific works. At the same time, there 
are always questions to be considered and new results to be obtained. The purpose of this research is to 
investigate the possibility of shaping surfaces with a framework of three plan curves in the superellipse type 
and to investigate the stress-strain state of these shells. 
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It was proved that taking the main frame of the surface, consisting of three plane curves placed in 
three coordinate planes (Figure 1), it is possible to design three different algebraic surfaces with the same 
rigid frame [1–3]. In Figure 1, the plane curve in section with yOz plane coincides with midsection, in 
section with xOz plane coincides with main buttock section and in section with xOy plane the plane curve 
coincides with waterline. These three plane curves lie in mutually perpendicular cross-sections of the ship’s 
hull. The geometric parameters of the hull (see Figure 1) are defined as follows: T — hull draft, 2W — hull 
width, 2L — hull length. The surfaces constructed in this way are used for forming hulls of river and sea 
ships (Figure 2) and underwater vehicles [1; 3]. It was first offered in [4; 5] to use these surfaces as middle 
surfaces of building shells (Figures 3, 4). 

 

 
Figure 1. Hydrodynamic surface skeleton consisting of three plane curves [2] 

S o u r c e: made by S.N. Krivoshapko 
 

  
Figure 2. A surface of ship hull formed 

by a family of midship sections [2] 
S o u r c e: made by S.N. Krivoshapko 

Figure 3. The surface with a main frame from three 
superellipses formed by plane lines at horizontal planes [4] 

S o u r c e: made by O.O. Aleshina 

 

 
 

Figure 4. The surface with a main frame from three 
superellipses formed by plane lines at vertical plane [5] 

S o u r c e: made by O.O. Aleshina 

Figure 5. Lame curves at different values of parameters 
n = m = 0,5; 0,7; 1; 1,5; 2,5; 5 [6] 

S o u r c e: https://mathworld.wolfram.com/Superellipse.html 
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In [3] three plane curves (see Figure 1) were taken as Lamé curves, also known as superellipses [6]. In 
[3] the waterline, the main buttock and the midsection were accepted in the form of superellipses. 
Parameters r, t, n, m, s, k are positive degrees of superellipse equations. The application of superellipses as 
plane curves gave the opportunity to simplify the visualization process of studied surfaces. 

Assume that plane curves of the main frame of studied surfaces represent superellipses [6] and are 
given in the form: 
the first curve is placed in the plane z = 0: 

 1 / ,r tr ty W x L   (1) 

the second curve is placed in the plane x = 0: 

 1 / .n mn mz T y W 
 

(2) 

the third curve is placed in the plane y = 0: 

| | (1 | | / ),s s k kz T x L   (3) 

where r = t, n = m, s = k, for convex curves r, t, n, m, s, k > 1; for concave curves r, t, n, m, s, k < 1. 
If to take r = t = 1, n = m = 1 (see Figure 5), s = k = 1, then curves (1)–(3) degenerate into straight lines, 
and superellipses degenerate into rhombs. Arbitrary parameters n, m, r, t, s, k make it possible to obtain a 
large number of different surface shapes. 

Using the method set forth in [1; 2], we can derive explicit equations of three algebraic surfaces with 
the same main frame (1)–(3): 
 with generatrix family of the section x = const: 

   
1/1/ /

1 / 1 / / 1 / ;
ns m rk m tkz T x L y W x L

 
    

 
 (4) 

 with generatrix family of the section у = const: 

   
1/1/ /

1 / 1 / / 1 / ;
sn k tm k rmz T y W x L y W

 
    

 
 (5) 

 with generatrix family of the section z = const: 

   
1/1/ /

1 / 1 / / 1 / ,
rm t kn t sny W z T x L z T

 
    

   
(6) 

where –L ≤ x ≤ L, – W ≤ y ≤ W, 0 ≤ z ≤ T. 
The explicit equations of surfaces (4)–(6) can be transformed into parametrical equations: 

       ,x x u uL 
 

1/
( , ν) ν 1 ;

rty y u W u      

 
1/ 1/

    ,ν     1 –   1 – ν ;
s nk mz z u T u          (4a) 
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1/

( , ν) 1       ;,
trx x u vL u y y u uW        

1/ 1/
( , ν) 1 1 | ν | ;

n sm kz z u T u           (5a) 

  1/    , ν  ν 1  ;–  s kx x u L u      

1/1/
( , ν) 1 1 – ν , ( ) , 

rm tny y u W u z x u uT           
 

(6a) 
where 0 ≤ u ≤ 1, –1 ≤ ν ≤ 1; u, ν are dimensionless parameters and are the curvilinear coordinates lines of 
the surfaces.  

I.A. Mamieva in [7] proposed to introduce ruled surfaces given by equations (4)–(6) or (4а)–(6а). It is 
established that due to the equations presented above, it is possible to construct five groups of ruled 
surfaces, and each group contains three surfaces.  

The aim of the investigation is to study the geometry and carry out a static analysis of shells with two 
types of new ruled middle surfaces, first presented in [7]. This research will help to choose the optimal 
shapes of ruled shells and extend the opportunities of their form-building for architects within the modern 
architectural styles [8]. 

2. Method 

2.1. Geometry of ruled surfaces based on algebraic surfaces 
with the main frame of three superellipses (1)–(3) 

 
Let the superellipse placed in the xOy plane be given by formula (1), and let the other two 

superellipses of the main frame degenerate in straight lines, i.e. n = m = s = k = 1, then we shall have three 
surfaces on the oval plane: 

   1/
  1 / 1 / / 1 /

rtz T x L y W x L
 

    
 

; (7) 

   
1/

1 | / | 1 / / 1 / ;
t

rz T y W x L y W
 

    
  

 (8) 

   
1/

| | 1 / 1 | / | / 1 / ,
t r

ty W z T x L z T      
 (9) 

where –L ≤ x ≤ L, –W ≤ y ≤ W, 0 ≤ z ≤ T. 
The explicit equations of the surfaces (7)–(9) can be transformed into parametric equations: 

 

   

1/      , ( , ν) 1 ;

    , ν     1 –  1 – ν , Figure 6, ; ( )

t rx x u uL y y u vW u

z z u T u а

      
    

 
(7a) 

 

   

1/  ( , ν) ν 1 ,       ;

    , ν     1 –  1 – ν ,   Figure 6, ;         ( )

r tx x u L u y y u uW

z z u T u b

      
    

                                                               
(8a) 
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1/
  ( , ν) 1 ,     , ν     1 –  1 – ν ;

      ,   Figure 6, .         ( )

rtx x u vL u y y u W u

z x u uT c

        
 

 

(9a) 

Three surfaces with r = t = 4, but with the same main frame are shown in Figure 6, where u, ν are the 
curvilinear coordinates lines of the surfaces.  

 

       
a                                                         b                                                        c  

Figure 6. The ruled surfaces on a plane oval base with the same main frame 
S o u r c e:  made by G.L. Gbaguidi Aisse, O.O. Aleshina, I.А. Mamieva  

 
It is obviously that the first two surfaces (7) and (8) are the cylindroids [9].  
Rewrite equations (7)–(9) in the detailed form: 

      –  1 –  / 1 –  /     – 1 –  / / ;
r rr rz T x L x L T y x L W        (7b) 

      –  1 –  / 1 –  /     – 1 –  / / ;
r rr rz T y W y W T x y W L        (8b) 

 / 1 –  /   0./ rr rr ry W x L z T    (9b) 

So, the ruled surfaces (7), (8) are algebraic surfaces of the 2r order. The ruled surface (9) is the r order 
algebraic surface.  

Taking into account that only the shells shown in Figure 6, i.e. with r = 4, will be considered below, 
let us determine the coefficients of the basic quadratic forms [9] (Gaussian quantities of the first and second 
orders in theory of surfaces) for their middle surfaces. The coefficients of the first quadratic form E, G, F 
characterize the internal geometry of the shell, the coefficients of the second quadratic form L, M, N 
characterize the curvature of the surface in space.   

Each surface defined by parametric equations can be given by the vector equation  

       , ν , ν , ν , ν .u x u y u z u   r r i j k  

In this case, the coefficients of the basic quadratic forms [9] of the surface (7а) are expressed as  

   

     

    

3/2 22 2 2 2 6 2 4 2

1/22 2 2 4 2 2 2
ν

1/23 2 4 2
ν

ν 1 – 1 –ν ;

1 – 1 – ;

1 – 1 – 1 –ν ;

/

/

E A L u W u T

G B W u T u B u

F vu W u T u

    

    

   u

ur

r

r r

 

(10) 
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2

7/42 2 2 4

3

3/42 2 2 4

3 ν 1
   ;

 1

1
  ;

 1

  0,

LTW u u
L

A B F u

LTW u
M

A B F u

N




 




 





                                                                                                                                          

(11) 
where A and B are the Lame parameters of the surface. 

The curvature coefficient N = 0 of the undeformed middle surface shows that the coordinate lines v 
coincide with straight generatrixes of the surface (7a). The metric coefficient F ≠ 0 shows that the 
curvilinear coordinates u, ν are non-orthogonal, and the curvature coefficient M ≠ 0 of the undeformed 
middle surface shows that the coordinate lattice u, ν is non-conjugate.   

The coefficients of the basic quadratic forms [9] of the surface (8а) are expressed as 

   

     

    

3/2 22 2 2 2 6 2 4 2

1/22 2 2 4 2 2 2
ν

1/23 2 4 2
ν

1 – 1 –ν ;

1 – 1 – ;

1 – 1 – 1 –ν ;

/

/

E A W v u L u T

G B L u T u B u

F vu L u T u

    

    

   

u

u

r

r

r r

 

(12) 

 

 
 

 

2

7/42 2 2 4

3

3/42 2 2 4

3 1
   ;

 1

1
  ;

 1

  0.

LTWvu u
L

A B F u

LTW u
M

A B F u

N




 




 



                                                                                                                                                

(13) 

The replacement of constant geometrical parameters W ↔ L in formulas (12), (13) permits to obtain 
formulas (10), (11). Comments to formulas (12), (13) will be analogous to comments to formulas (10) and 
(11).  

The two ruled surfaces shown in Figure 6, a and Figure 6, b are surfaces of negative Gaussian 
curvature because 

     2 2 2 2 2 2 2 2 0./ /K LN M A B F M A B F        (14) 

The differentials of the corresponding arcs of coordinate lines u and ν can be calculated using the 
formulas νand ν.uds Adu ds Bd   

The coefficients of the basic quadratic forms [9] of the surface (9а) are expressed as 

   

   

 

1/22 2 2 4 2 2 2 2

3/222 2 2 6 2 4
ν

1/22 2 2 4
ν

1 –ν ν ;

1 – ν 1 –ν ;

ν(1 ) ν 1 –ν ;

/

/

E A W v L T A

G B u L W

F u L W

     

 
    

 
 

     
 

u

u

r

r

r r

             

(15) 
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2
22 2 2 6 2 2

3/24

22

7/42 2 2 4

ν 1 ν ;
1 ν

3 ν 1
   ;

1 ν

 0,    0.

WE A L T L T u f

TLW u
N

A B F

L M

 
 

          
 
 




 

 

                                                                                                                                              

(16) 

The coefficients of the basic quadratic forms (15), (16) of the surfaces (9а) show that the coordinate 
lines u are straight lines, and the surface in question is a surface of zero Gaussian curvature 

   2 2 2 2   0./K LN M A B F     (17) 

The curvilinear coordinate lines u are principal curvature lines of the surface (9a). 
The curvature coefficient M = 0 (16), therefore, curvilinear coordinate lines u, ν  are conjugate, and 

this is naturally, as every family of lines intersecting a family of straight coordinate lines on surfaces forms 
conjugate nets on them. 

2.2. Preconditions for choosing a method for determining the parameters 
of the stress-strain state of the ruled shells 

The article [10] presents four stages of creation and development of the theory of plates and shells, 
which gave rise to the mechanism of analysis of spatial roof structures of large-span buildings and 
structures at the modern level. The beginning of the fourth stage in the development of the shell theory, 
design and construction of large-span structures has been laid since the very beginning of the 21st century. 

At present, there is a great variety of analytical, semi-analytical, and numerical methods for analyzing 
shells and shell structures. In the previous part, it is shown that middle surfaces of the shell in question are 
given in Cartesian coordinates using algebraic equations (4)–(6) or parametric equations (4а)–(6а). The 
curvilinear coordinate lines u, v on these surfaces are non-orthogonal (F ≠ 0) and non-conjugate (M ≠ 0) 
coordinate lines. One family of coordinate lines coincides with the rectilinear generatrixes of the surfaces 
(L = 0 or N = 0).  

Taking these conditions into consideration, one can use the system of 20 governing equations of 
Goldenveiser [11] of thin shell theory for arbitrary curvilinear coordinates containing internal “pseudo-
forces” and “pseudo-moments” or the system of governing equations suggested by Krivoshapko [12] 
containing internal forces and moment recalculated per unit length of curvilinear coordinates or the 
governing equations of Grigorenko and Timonin [13] written in tensor form. The governing equations 
offered by these scientists contain the coefficients of the basic quadratic forms of surfaces, which for the 
considered ruled shells are presented in this paper for the first time. 

The analysis of published works has shown that these three groups of governing equations of the 
linear theory of thin shells have been used only for simplified momentless theory of shells or for the 
analysis of ruled shells with assumption of some simplifications in the geometry or in the governing 
equations of the shell theory [14]. 

2.3. The momentless theory of analysis of the conical shell presented in Figure 6, c 

The equilibrium equations of the approximate momentless thin shell theory for an arbitrary coordinate 
system are obtained from the equilibrium equations of the moment theory. Eliminating the bending and 
twisting moments and retaining the normal and tangent internal forces, we can write (Figure 7) [12]: 
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Figure 7. Internal forces in a momentless shell [12] 

S o u r c e: made by S.N. Krivoshapko 

 
  ν

ν cosχ cosχ  sinχ sinχ 0; 
ν sinχ ν ν

u u u
u

N N S NB A AAS S B B ABX
u u u

                   
 (18) 

  ν
ν cosχ sinχ  cosχ 0; 

ν sinχ ν ν
u u u

u
S S S NB A AAN N B B

u u u
                  

 (19) 

ν

ν
sinχ 0;

sinχ
N

Z
R

   (20) 

   ν ν –  sinχ      –  cosχ    0.u uS S N N   (21) 

Thus, equations (19), (20) contain the resultant forces Nu, Nν and  ! ≠ Sv which are the forces per unit 
length. X and Z represent the external forces per unit area applied to the surface. 

The equations (18)–(21) were written with allowance for 1/"! = Y = 0 for the problem in question. 
The full version of the equations (18)–(21) is presented in [12]. 

In addition, cosχ = F/(AB), sinχ, #$/#% are functions of the dimensionless parameter ν only. 
From the equation (20) we get the normal force Nν: 

 2 2 22 2
2

ν ν 2
sin χsin χ 0.

A B FZ BN Z R Z
N A N


     (22) 

From the equation (21) we get the normal force Nu: 

 ν –  tgχ  .u uN S S  (23) 

xп            
yп          

n, zп 

u 
v 

Z 

X Y 

χ 

Rv 

π/2 – χ 
Nu 

Su 

Sv Nv 
C 

C1 
   D  

 D1 

Ru 

dφv 

dφu 
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The external surface load X, Z is defined as X = –qcosφ, Z = qsinφ, Y = 0, where φ is the angle of the 
external load direction q with the direction opposite to the coordinate line direction u, there 

1/22 2 cosφ    / , sinφ     – /T A A T A      (24) 

are functions of the dimensionless parameter ν only.  
The coefficient of the first fundamental form А = А(ν) is equal to the length of the straight coordinate 

line u from the vertex of the cone to the plane z = 0. 
Taking into consideration that 

 
 

 

2 2 2

2  1 ,              cosχ
ν ν 1

A B FA B AF A u
u A B u

  
     

   
, (25) 

we substitute these expressions and the quantity of the normal force Nu, given by a formula (23), into 
equation (19). The result obtained is integrated into the following expression 

 
   

 
1ν ν

22 2 2

ν
  1  ,  

ν 11
v

VN NA FS u du
A u uu A B F

          
  (26) 

where V1(ν) is an arbitrary function of integration only over the parameter v. 
Substituting expressions (25) and the difference (Nu−Nν) defined by formulae (21) into equation (18) 

and integrating the results, we can find 

 
 

2 2 2

ν ν2 2 2 
νu

A B F FS S AS du
A B AB

 
  


  

 
 2 2 2

ν 22 3 2 21 ν ,
21

F Fu u FA B F N X V
A B u AB AB

        
   

 
(27) 

where V2(ν) is an arbitrary integration function. The unknown functions V1(ν) and V2(ν) are found from the 
boundary conditions acceptable for the momentless shell theory. 

Thus, the momentless shell theory makes it possible to obtain approximate values of internal normal 
forces Nu and Nν using formulas (23) and (22), and values of membrane shearing forces Su and Sν using 
formulas (27) and (26). Formulas (25), (26) can be easily integrated and can be written in the detailed form. 

The derived analytical formulas can be applied to the approximate calculation of only one type of 
studied shells, shown in Figure 6, c. The other two ruled shells presented in Figure 6, a and Figure 6, b can 
only be analyzed using numerical methods. 

2.4. Geometry of ruled surfaces constructed on the basis of algebraic surfaces 
with main frame of three degenerate superellipses 

The simplest ruled surface is obtained if all three degenerated superellipses are rhombuses. In this 
case, it is necessary to take r = t = n = m = s = k = 1 in formulas (1)–(3). Then the surfaces (4)–(6) become 
identical: 

    (1 / / ).z T x L y W    (28) 
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The parametrical equations (4а)–(6а) become 
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(31) 

Three identical surfaces with different curvilinear coordinates u, ν  are presented in Figures 8.  

 

                         
а                                               b                                                  c  

Figure 8. The polyhedrons with four triangular fragments of plane and on the rhombic base [12] 
S o u r c e: made by S.N. Krivoshapko 

 
It is obviously from Figures 8 that the derived identical surfaces (polyhedrons [15]) consist of the 

same four fragments of planes with different position of surface coordinates. 

3. Results and Discussion 

In this paper the geometry of six new ruled surfaces belonging to two subgroups are studied. All of 
them are constructed on the basis of general translation surfaces of the velaroidal types. For the first time, 
the coefficients of the first and second fundamental forms in the theory of surfaces were obtained for these 
new ruled surfaces. These geometric results will help architects and designers to widen the possibilities of 
applications of the presented construction and engineering shells. 

Analytical formulas for the determination of the force resultants using of the approximate momentless 
theory of shells of zero Gaussian curvature, given by non-orthogonal conjugate curvilinear coordinates, 
have been obtained. These formulas are presented for the first time. 

The research in the article shows the complexity of studying the stress-strain state by an analytical 
method using the general moment theory of shells. In this regard, one of the numerical calculation methods 
can be used to further study the subclass of shells presented in the article. The finite element method [16] 
has proven itself as an effective method for studying the stress-strain state of various shell shapes [17; 18]. 
Moreover, at present time, there is only one work [19] devoted to the determination of the stress-strain state 
of super ellipsoidal shells of revolution. 

The complexity of contemporary free-form architecture has been a driving force for the development 
of new digital design process over the last years [20]. An interesting class of ruled surfaces, generated by a 
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continuously moving straight line, opens a wide range of advantageous options for support structures, 
mould production or facade elements [21]. Geometricians present many non-traditional methods for 
defining ruled surfaces not only with the classical means, but first of all with the help of a computer [22]. 

4. Conclusion

The introduction into practice of new geometric shapes of shells and shell structures gives an 
opportunity to expand the search for the most optimal forms that correspond to the selected criteria of 
optimality. The distinguished Spanish engineer E. Torroja supposed that it is very prospective direction for 
investigations carried out by experienced mechanical scientists, architects and young research. These 
conclusions are confirmed by the appearance of new architectural styles, directions and style flows in the 
21st century. 

The main results: 
1. The parametric equations of new ruled surfaces on a plane oval base with the same main frame are

obtained in the article (Figure 6). It is shown that, the ruled surfaces in Figure 6, a and Figure 6, b are 
algebraic surfaces of the 2r order. The ruled surface Figure 6, c is the r order algebraic surface. 

2. The coefficients of the basic quadratic forms of the surfaces in Figure 6 are obtained in the article
for the first time. The two ruled surfaces shown in Figure 6, a and Figure 6, b are surfaces of negative 
Gaussian curvature. The surface shown in Figure 6, c is a surface of zero Gaussian curvature. 

3. The momentless shell theory makes it possible to obtain approximate values of internal normal
forces Nu and Nν using formulas (23) and (22), and values of membrane shearing forces Su and Sv using 
formulas (27) and (26). 

4. The parametric equations of ruled algebraic surfaces with main frame of three degenerate
superellipses are obtained in the article for the first time (Figure 8). The simplest ruled surface is obtained if 
all three degenerated superellipses are rhombuses. In this case, it is necessary to take r = t = n = m = s = 
= k = 1 in formulas (1)–(3). 
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Аннотация. Развитие строительной индустрии в части проектирования
и изготовления оболочечных конструкций нестандартных архитектур-
ных форм, выполненных из материалов со сложными механическими
свойствами, требует применения современных систем комплексного
автоматизированного проектирования с поэтапным моделированием 
деформирования элементов конструкций в условиях эксплуатации, а
также учета их последующей работы после накапливания в процессе
пластического деформирования остаточных деформаций. Цель иссле-
дования — моделирование процесса пластического деформирования 
тонкостенной цилиндрической оболочки из стали 9Х2 ГОСТ 5950-2000 
(Межгосударственный стандарт) под действием сил сжатия и кручения 
с теоретическими расчетами на основе общей теории упругопластиче-
ских процессов А.А. Ильюшина. Представлены уравнения определяю-
щих соотношений теории упругопластических процессов А.А. Илью-
шина для траектории сложного нагружения и деформирования матери-
алов в девиаторном пространстве деформаций. На основании пред-
ставленных решений, согласно реализуемой в модели траектории де-
формирования оболочки из стали 9Х2, построены графики зависимо-
сти векторных и скалярных свойств материала от величины длины дуги
траектории деформации. Cделан вывод о степени упрочнения рассмат-
риваемого материала и его зависимости от величины угла сближения в
точке излома сложной траектории, а также приведены графики измене-
ния определяющих функций пластичности в зависимости от прираще-
ния длины дуги траектории деформирования материала. 
Ключевые слова: моделирование, деформирование, цилиндрическая 
оболочка, определяющие функции пластичности, степень упрочнения,
векторные свойства материала, скалярные свойства материала 
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Abstract. The development of the construction industry in terms of the design and
manufacture of shell structures of non-standard architectural forms made of materials with 
complex mechanical properties requires using modern integrated computer-aided design 
systems with step-by-step modeling of deformation of structural elements under operating
conditions, as well as taking into account their subsequent behavior after accumulation 
of residual strains during plastic deformation. The purpose of the study is to simulate the 
process of plastic deformation of a thin-walled cylindrical shell made of 9X2 GOST 
5950-2000 (Interstate Standard) steel under compression and torsion with theoretical 
calculations based on the general theory of elastoplastic processes by A.A. Ilyushin. The
constitutive equations of the theory of elastoplastic processes by A.A. Ilyushin for complex 
loading path and deformation of materials in the deviatoric strain space are presented. 
Based on the presented solutions, according to the strain path of the 9X2 steel shell 
implemented in the model, the graphs showing the relation of the vector and scalar 
properties of the material to the arc length of the strain path are constructed. A conclusion 
is made about the degree of hardening of the material in question and its dependence on
the magnitude of the angle of convergence at the kink point of the complex path. The
graphs of changes in the constitutive plasticity functions with respect to the increments of 
the arc length of the strain path are presented. 

Keywords: modeling, deformation, cylindrical shell, constitutive plasticity functions,
degree of hardening, vector and scalar properties of the material 
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1. Введение 

Основной задачей строительной механики, связанной с расчетом оболочечных конструкций, 
является построение математических моделей процессов их деформирования. Следует отметить, что 
не математика является главным в построении математических моделей процессов. Определяющие 
соотношения могут быть правильно выражены на языке математики лишь на основе обобщения экс-
периментальных наблюдений и измерений, поэтому данная задача решается путем построения обос-
нованных определяющих уравнений связи между напряжениями и деформациями при их последу-
ющем сравнении с экспериментом. При этом получение математически точных уравнений приобре-
тает все большее значение в связи с широким применением систем автоматизированного проектиро-
вания [1].  

При инженерных расчетах, как правило, разрушение элементов конструкций происходит в ме-
стах концентрации напряжений. Предшествующее разрушению нагружение является сложным, а 
деформации — малыми. Вопрос о физической достоверности определяющих соотношений, описы-
вающих процессы нагружения, для большинства математических моделей в строительной механике 
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является малоизученным. Однако по ряду процессов сложного совместного нагружения тонкостен-
ных цилиндрических оболочек силами растяжения, сжатия, кручения и внутреннего давления суще-
ствуют теории, которые хорошо зарекомендовали себя при прямой проверке с экспериментом [2–6]. 

Одной из таких теорий является теория упругопластических процессов А.А. Ильюшина, кото-
рая весьма эффективно дает геометрическое представление процессов нагружения в специальных 
пятимерных пространствах напряжений и деформаций [2]. 

При нагружении тела его напряженное и деформированное состояние в различных частицах 
является различным и изменяющимся во времени, то есть неоднородным и нестационарным. Однако 
в каждой отдельной частице малого объема вследствие непрерывности (сплошности) среды напря-
женно-деформированное состояние (НДС) можно считать однородным. Это позволяет поставить в 
соответствие рассматриваемой частице тела макрообразец, или тело конечных размеров и опреде-
ленной формы, находящееся также в однородном напряженном состоянии. Испытание же образца 
(например, на растяжение-сжатие) позволяет выявить механические свойства материала в рамках 
гипотезы сплошной среды, не вдаваясь в подробности ее внутренней структуры. При этом процесс 
изменения НДС во времени в частице тела и в макрообразце можно считать совпадающими. Это по-
ложение было названо А.А. Ильюшиным гипотезой макрофизической определимости. Она, по суще-
ству, дает границы возможного эффективного использования механики сплошной среды. Данный 
метод исследования механических свойств материалов часто используется в физических исследова-
ниях и не вызывает сомнения тогда, когда частица среды, в которой состояние предполагается одно-
родным, настолько велика, что в среднем обладает такими же макроскопическими свойствами, как 
макрообразец. При этом механизмы деформации в микрообъемах могут быть разнообразными в за-
висимости от внутренней структуры материалов. Примером таких материалов могут служить поли-
кристаллические тела (чугун, сталь, графит) [2].  

Наряду с математическими сложностями изученных методов, многогранностью и особенно-
стями механического поведения стали и сплавов их деформирование при воздействии нагрузок до 
конца не изучено даже в лабораторных условиях. Как правило, все сводится к одноосным простым 
нагрузкам, самыми распространенными из которых являются растяжение и сжатие материала, чуть 
реже — кручение. Между тем, как показывает практика, строительные оболочечные конструкции 
подвержены комбинированным нагрузкам, где одним из вариантов воздействия могут быть, напри-
мер, одновременно действующие на материал силы сжатия, кручения и внутреннего давления. Акту-
альным также является вопрос самих исследуемых материалов, их многообразия. Так, например, в 
настоящее время существует более 1000 марок сталей. 

Именно поэтому выстраивание моделей поведения сталей при сложном нагружении оболочек 
согласно различным теориям позволяет значительно расширить научную и практическую базу, со-
кратив до минимума экспериментальные исследования ввиду их сложности, связанной с ограниче-
ниями параметров испытательных машин. 

2. Методы 

В данной статье в качестве макрообразца рассмотрена цилиндрическая оболочка из стали 9Х2 
ГОСТ 5950-20001 толщиной 1 мм, радиусом срединной поверхности 15,5 мм и длиной рабочей зоны 
110 мм при воздействии на нее в процессе моделирования траектории деформирования оболочки в 
девиаторной плоскости Э! − Э# сложным нагружением, где Э$ — проекции вектора деформаций.  

Экспериментальная часть. Эксперимент выполнялся на экспериментальном комплексе 
СН-ЭВМ, разработанном на кафедре сопротивления материалов, теории упругости и пластичности 
Тверского государственного технического университета. Данный комплекс способен реализовывать 
сложное трехпараметрическое нагружение тонкостенных оболочек осевой силой, крутящим момен-

 
1 ГОСТ 5950-2000. Прутки, полосы и мотки из инструментальной легированной стали. Общие технические условия. 

Минск, 2004. 35 с. 
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том и внутренним давлением. Подробно комплекс и его работа описываются в [7]. Эксперименталь-
ная диаграмма деформирования для процесса простого нагружения при сжатии оболочки из стали 
9Х2 на СН-ЭВМ представлена на рис. 1. 

 

 
 

Рис. 1. Экспериментальная диаграмма деформирования оболочки в плоскости σ(Э) 
И с т о ч н и к: выполнено С.В. Черемных 

Figure 1. Experimental curve of shell deformation in the σ(Э) plane  
S o u r c e: compiled by S.V. Cheremnykh 

 
Обработка экспериментальной диаграммы деформирования. Экспериментальную диаграмму σ = Ф(Э) (см. рис. 1) аппроксимируем тремя участками, как показано на рис. 2. Участки включают 

зону упругого деформирования (ОА), зону нелинейного деформирования (АВ) и зону линейного 
упрочнения (ВС). Следовательно, начальный и конечный участки аппроксимируем линейными 
функциями, средний — функцией вида σ = 'Э# + (Э) + *Э + +. После аппроксимирования функци-
ями экспериментальная диаграмма деформирования оболочки в плоскости σ(Э) (см. рис. 1) примет 
вид, показанный на рис. 3. 

 

 

 

 
   

Рис. 2. Модель диаграммы деформирования 
оболочки в плоскости σ(Э) 

И с т о ч н и к: выполнено С.В. Черемных 
Figure 2. The model of the shell deformation 

curve in the σ(Э) plane 
S o u r c e: compiled by S.V. Cheremnykh 

 Рис. 3. Аппроксимированная диаграмма 
деформирования оболочки в плоскости σ(Э) 
И с т о ч н и к: выполнено С.В. Черемных 
Figure 3. Approximated shell deformation 

curve in the σ(Э) plane 
S o u r c e: compiled by S.V. Cheremnykh 

A 

B 
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Рис. 4. Моделированная траектория 
деформирования оболочки из стали 9Х2 
Ист о ч н и к : выполнено С.В. Черемных 

Figure 4. Simulated strain path 
of the shell made of 9X2 steel 

S o u r c e : compiled by S.V. Cheremnykh 

Теоретическая часть. Смоделированная траектория деформирования оболочки из стали 9Х2 в 
виде двузвенной траектории в девиаторной плоскости Э! − Э# представлена на рис. 4, где на участке 
ОА (I) происходит нагружение оболочки осевой сжимающей силой, после чего на втором участке АВ 
(II) происходит замкнутый виток траектории постоянного радиуса при воздействии на цилиндриче-
скую оболочку силами сжатия и кручения [8–19]. 

Уравнения связи напряжений и деформаций, начальные условия реализуемого сложного 
процесса [2]. Используем определяющие соотношения гипотезы компланарности в форме [2] 

   
   

 

11 1 11 22 1 1 11

22 1 22 11 1 1 22

12 1 12 1 1 12

σ 2ε ε σ / cos σ / σ;

σ 2ε ε σ / cos σ / σ;

σ ε σ / cos σ / σ,

M d dS M S

M d dS M S

M d dS M S







    

    

   

 
 



 (1) 

где σ̇-. — компонент тензора напряжений; ε̇-. — ком-
понент тензора деформаций; ϑ! — угол сближения; +σ/+1, 2! — определяющие функции процесса де-
формирования; 1̇ — скорость изменения длины дуги 
траектории деформации. Символ с точкой наверху 
означает дифференцирование по обобщенному пара-
метру времени. 

Учитываем условие несжимаемости материала ε-. = Э-., тогда для реализуемого (рис. 4) процесса Э) = 0 применяется проекция вектора напряжений 1) = σ)) = 0, где 1) — проекция вектора напряжений 
[20–22]. 

Участок ОА (I) (рис. 4): 
В качестве обобщенного параметра времени 

принимаем длину дуги траектории деформации   3 = 1, тогда 1̇ = 1. Если компоненты деформаций Э# = 0; Э! = Э!4 = 0,01, то основные уравнения связи 
напряжений и деформаций приобретают вид [2] 

0
11 11 1 1

0 011
22 1 1

2 2 2 0 0 о о 0 о
1 2 3 1 11 11 12

2 2ε Э Э Э ;
3 3

Э 2 1 1ε Э Э
2 3 2 6

2 3σ ;σ σ ;σ σ ;σ 0
2

;

,
3

S S S S











  

      

  


   

  
(2) 

где Э-. — компоненты тензора-девиатора деформаций. 
Угол сближения ϑ! в точке излома принимают равным ϑ! = 0 (см. рис. 2). 
Участок АВ (II) (рис. 4): 
В качестве обобщенного параметра времени (параметра прослеживания процесса деформиро-

вания) принимаем 3 = ϕ, тогда 1 = ϕ6. В точке излома ϕ4 = 0, ϕ- = ϕ4 + Δϕ, 

2 2
1 3Э Э Э ,   (3) 

где Э! = Э!4 + 6 sinϕ; Э# = 6 − 6 cosϕ. 
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Для скоростей деформаций получим 

11 12 / 3Э 2 / 3 cos ;R     

22
1 2ε cos ;
2 3

R    

12
1ε in .
2

Rs   

Окончательно уравнения (1) принимают вид [2] 

 

 

11 1 1 1 11

22

12 1 1 1 12

3σ cos σ / cos σ / σ;
2

σ 0;
1σ sin / cos σ / σ.
2

M R d dS M R

M R d dS M R









     



    








 (4) 

Для скорости изменения угла сближения имеем уравнение, которое с учетом того факта, что 
кривизна рассматриваемой траектории деформирования χ! = 1 6⁄ , принимает вид [2] 

 1 1 1 1sin / σ χ .M S        (5) 

Решение задачи построения образа процесса нагружения материала [23−27]. Уравнения 
(4) и (5) имеют вид уравнений задачи Коши. В решении задачи Коши использован метод Эйлера — 
Коши, реализованный по схеме «прогноз — коррекция». Внутри блока решения основных уравнений 
(решения задачи Коши) реализуется итерационный процесс последовательных приближений (сходи-
мости решения) к квазиточному значению.  

Схему «прогноз — коррекция» можно представить как прогноз (6) и коррекцию (7): 

   1
σ

σ σ Δ ;i
i k i k

k

d
S

dS     (6) 

   1
1

σ σ1σ σ Δ .
2

i i
i k i k

k k

d d S
dS dS



 
      

 
  (7) 

Для решения задач расчета процессов сложного упругопластического нагружения материалов, 
в рамках определяющих соотношений гипотезы компланарности, необходимо также знать структуру 
определяющих функций пластичности 2! и +σ +1⁄ . В нашем случае ϑ! = 0; 2! = 2:;; +σ +1⁄ = :<, 
где :; — пластический модуль сдвига, :< — касательный модуль сдвига. 

Пластический и касательный модули сдвига :;,:< определяем по диаграмме деформирования 
при простом нагружении σ = Ф(Э) (см. рис. 1). На участке упругого деформирования σ/Э = 2:, где : — упругий модуль сдвига материала.  

3. Результаты и обсуждение 

Результаты решения задачи построения образа процесса нагружения материала выполнены на 
основании формул (1)–(7) и представлены на рис. 5–10. Причем при сложном нагружении оболочки 
на втором звене было выполнено 2 витка с шагом по траектории 1 градус. 

Реализуемая в модели траектория деформирования материала приведена на рис. 5.  
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Рис. 5. Реализуемая траектория 
деформирования оболочки из стали 9Х2 
И с т о ч н и к : выполнено С.В. Черемных 

Figure 5. The implemented strain path 
of the shell made of steel 9X2 

S o u r c e : compiled by S.V. Cheremnykh 

На рис. 6. изображена траектория нагружения, 
соответствующая заданной траектории деформирова-
ния. График изменения угла сближения от прираще-
ния длины дуги траектории деформирования пред-
ставлен на рис. 7. 

Графики изменения определяющих функций 
пластичности в зависимости от приращения длины 
дуги траектории деформирования Δ1 приведены на 
рис. 8. 

Графики изменения скалярных свойств матери-
ала приведены на рис. 9 в виде элементов диаграмм 
деформирования, построенных в осях σ − Э и σ − Δ1. 

Дополнительно построены графики зависимо-
сти определяющих функций пластичности от значе-
ния угла сближения материала (рис. 10). Анализ по-
лученных зависимостей позволяет сделать вывод о 
закономерностях изменения функций 2! и +σ +1⁄  для 
рассматриваемой траектории. 

 

 

 

 

Рис. 6. Траектория проекции вектора напряжения S1 — S3 

И с т о ч н и к: выполнено С.В. Черемных 
Figure 6. The path of stress vector projection S1 — S3 

S o u r c e: compiled by S.V. Cheremnykh 

 

Рис. 7. График изменения угла сближения ϑ!  
от приращения длины дуги траектории деформирования +1 

И с т о ч н и к: выполнено С.В. Черемных 
Figure 7. Graph of the change in the angle of convergence ϑ! 

from the increment of the arc length of the strain path +1 
S o u r c e: compiled by S.V. Cheremnykh 

   

 

 

 
а  б 

Рис. 8. График изменения функции: а — 2!; б — +σ +1⁄   
И с т о ч н и к: выполнено С.В. Черемных 

Figure 8. Graphs of changes in function: a — 2!; б — +σ +1⁄  
S o u r c e: compiled by S.V. Cheremnykh 
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Рис. 9. График изменения скалярных свойств материала: а — σ − Э; б — σ − Δ1 
И с т о ч н и к : выполнено С.В. Черемных 

Figure 9. Graph of changes in the scalar properties of the material: а — σ − Э; b — σ − Δ1 
S o u r c e : compiled by S.V. Cheremnykh 

 

 

 

 
а  б 
   

Рис. 10. График зависимости определяющих функций пластичности 
от значения угла сближения материала: 

а — 1 1;M    б — 1
σd

dS
   

И с т о ч н и к : выполнено С.В. Черемных 
Figure 10. Relationship between the constitutive plasticity functions 

and the value of the material convergence angle: 

 a — 1 1;M   б — 1
σd

dS
   

S o u r c e : compiled by S.V. Cheremnykh 

4. Заключение 

1. Произведены испытания тонкостенной цилиндрической оболочки из стали 9Х2 ГОСТ 5950-
2000 на экспериментальном комплексе СН-ЭВМ для процесса простого сжатия, которые позволили 
дать новые представления о закономерностях упругопластического поведения данной стали при 
простом нагружении. 

2. С учетом диаграммы простого нагружения и расчета, основанного на теории упругопласти-
ческих процессов А.А. Ильюшина, без проведения эксперимента смоделирована диаграмма дефор-
мирования оболочки из стали 9Х2, соответствующая заданной траектории деформирования в виде 
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двузвенной траектории при сложном нагружении оболочки осевой сжимающей силой на первом эта-
пе и одновременно действующими силами сжатия и кручения на втором этапе.  

3. Для представленной цилиндрической оболочки решена задача построения образа процесса
нагружения материала, сделан вывод о степени упрочнения рассматриваемого материала и его зави-
симости от величины угла сближения в точке излома сложной траектории. 
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Аннотация. Исследованы физико-механические характеристики ста-
лефибробетона при сжатии, в том числе модуль упругости, коэффи-
циент Пуассона, значения предельных деформаций при сжатии, ве-
личина прочности с различным процентом дисперсного армирования. 
Разработана и проведена программа экспериментальных исследова-
ний, которая включала в себя изготовление образцов-кубов, разме-
ром 100×100×100 мм, а также испытание на сжатие при статическом 
нагружении с учетом разгрузки из области неупругих деформаций.
В качестве дисперсного армирования было выбрано два вида сталь-
ной фибры: анкерного и волнового профиля. Объемное содержание 
стального волокна в образцах кубах составляло 0,5, 1,0, 1,5 и 2,0 %. 
Получены прочностные и деформационные характеристики стале-
фибробетона при сжатии. На основе экспериментальных данных по-
строены действительные диаграммы деформирования сталефибробе-
тона с учетом типа армирующих волокон и процентного содержания 
армирующего волокна. На основе полученных диаграмм предложен 
закон деформирования сталефибробетона, который можно описать 
полиномиальной функцией четвертой степени с постоянными коэф-
фициентами, определяющими вид кривой «напряжение — деформа-
ция». Приведенные результаты исследования могут быть использо-
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  ваны при разработке методики физически нелинейных расчетов ста-
лефибробетонных элементов с процентом дисперсного армирования 
от 0,5 до 2,0 %. 

Ключевые слова: сталефибробетон, стальное волокно, модуль упру-
гости, предельная деформация, прочность на сжатие 
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 Abstract. The purpose of the study is to examine the physical and mechanical 
characteristics of steel fiber-reinforced concrete under compression, including: modulus 
of elasticity, Poisson ratio, values of ultimate strains under compression, values of 
compressive strength with different percentages of dispersed reinforcement. An 
experimental investigation program, which included the production of cube samples 
measuring 100×100×100 mm, as well as a compression test under static loading, taking 
into account unloading from the region of inelastic deformations, was developed and 
carried out. Two types of steel fiber were chosen as dispersed reinforcement: hooked 
end and wave shape. The volume content of steel fiber in the cube samples was 0.5, 1.0, 
1.5 and 2.0 %. As a result of the investigation, the strength and deformation 
characteristics of steel fiber reinforced concrete under compression were obtained. 
Based on the experimental data, actual strain diagrams of steel fiber reinforced concrete 
were constructed, taking into account the type of reinforcing fibers and the percentage of 
reinforcing fiber. Based on the obtained diagrams, a law of deformation of steel fiber 
reinforced concrete is proposed, which can be described by a polynomial function of the 
fourth order with constant coefficients that determine the shape of the stress-strain curve. 
The presented research results can be used in developing a methodology for physically 
nonlinear analysis of steel fiber reinforced concrete elements with a percentage of 
dispersed reinforcement from 0.5 to 2.0 %. 

Keywords: steel fiber-reinforced concrete, steel fiber, modulus of elasticity, ultimate 
strain, compressive strength 
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1. Введение 

Дисперсно-армированный бетон представляет собой сложный композиционный материал. Для 
увеличения физико-механических характеристик бетонов используются различные волокна (сталь-
ные, базальтовые, стеклянные, углеродные, полипропиленовые и т.д.) [1–3]. Следует отметить, что 
существенный практический интерес для эффективного использования в строительной области 
представляет исследование свойств образцов, полученных на основе стального волокна, что отраже-
но в [3–6].  

В [6–9] установлено, что рабочий диапазон объемного содержания стального волокна в дис-
персно-армированном бетоне принимается не более 2,5…3,0 %. Более высокий процент армирования 
не всегда является обоснованным и может привести к снижению прочности [7]. 

В работах зарубежных и отечественных исследователей отмечено, что добавление стальных во-
локон в состав бетона значительно увеличивает его прочностные показатели. Прочность стале-
фибробетона на сжатие повышается на 10…15 % относительно обычного бетона такого же класса 
при содержании стального волокна до 2,5 % [10–18]. Однако, проведя анализ существующих работ 
[4–21], можно отметить, что в настоящее время физико-механические характеристики сталефибробе-
тона ещё недостаточно подкреплены экспериментальными данными, в частности, имеется недоста-
ток исследований напряженно-деформированного состояния сталефибробетона с учетом его раз-
грузки из области неупругих деформаций.  

В статье особое внимание уделено экспериментальному исследованию сталефибробетона на 
сжатие с учетом разгрузки из области неупругих деформаций с рациональным содержанием фибро-
вого волокна в пределах от 0,5 до 2 %.  

 
2. Метод 

Для исследования прочностных и деформативных характеристик сталефибробетона при сжатии 
были проведены эксперименты, выполненные авторами в лаборатории строительных конструкций и 
материалов департамента строительства инженерной академии РУДН. Объектом исследования явля-
лись образцы-кубы размером 100×100×100 мм. Для эксперимента было изготовлено 4 партии образ-
цов с применением стального волокна анкерного типа (диаметр 0,3 мм и длина 30 мм) и 4 партии — 
с применением стального волокна волнового типа (диаметр 0,3 мм и длина 22 мм). Количество 
стального волокна в образцах увеличивалось от 0,5 до 2 % по объему. Все образцы имели одинако-
вый состав бетонной матрицы: Ц:П:Щ=1:1,2:1,6 при В:Ц=0,45 и расходе пластифицирующей добав-
ки 1,5 % от массы цемента. Количество образцов-кубов в одной партии составило 6 шт. Итого было 
изготовлено 48 дисперсно-армированных образцов-кубов.  

Получение действительных диаграмм деформирования при стандартных испытаниях с приме-
нением индикаторов часового типа сопровождается рядом технических трудностей и сложностей 
регистрации деформаций во времени одновременно в несколько точек. Таким образом, данные, по-
лученные при таком типе измерения, могут иметь серьезные погрешности [22–23]. В нашем случае 
применялась методика, согласно которой в процессе испытаний в реальном времени синхронно с 
нагрузкой регистрировались продольные и поперечные деформации образца. Испытание образцов 
производилось на испытательной установке Matest по Межгосударственному стандарту ГОСТ 
10180-20121. Для измерения деформаций на смежные грани контрольных образцов-кубов были 
наклеены по 7 тензорезисторов BX 120-5АА так, чтобы направление их базы совпадало с направле-
нием измеряемой деформации (рис. 1). Тензорезисторы были подключены к 32-канальной тензомет-
рической станции ZETLAB по полной мостовой схеме (рис. 2).  

 
1 ГОСТ 10180-2012. Бетоны. Методы определения прочности по контрольным образцам. М.: Стандартинформ, 2018. 

32 с. URL: http://www.nppskmost.ru/files/gost-10180-2012.pdf (дата обращения: 15.07.2023). 
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Рис. 1. Схема расположения тензорезисторов на гранях образцов-кубов 
И с т о ч н и к : выполнено В.П. Агаповым, А.С. Марковичем, Д.А. Голишевской 

Figure 1. Arrangement of strain gauges on the faces of sample cubes 
S o u r c e : compiled by V.P. Agapov, A.S. Markovich, D.A. Golishevskaia 

 

 
 

Рис. 2. Подключение тензорезисторов к многоканальной тензометрической станции: 
1 — тензометрическая станция Zetlab ZET 017-T32; 2 — гидравлический пресс Matest; 

3 — образец-куб с тензорезисторами BX 120-5AA; 4 — персональный компьютер 
И с т о ч н и к : фото А.С. Марковичем, Д.А. Голишевской 

Figure 2. Connecting strain gauges to a multichannel strain gauge station: 
1 — Zetlab ZET 017-T32 strain gauge station; 2 — Matest hydraulic press; 
3 — sample cube with BX 120-5AA strain gauges; 4 — personal computer 

S o u r c e : photo by A.S. Markovich, D.A. Golishevskaia 

 
Для построения диаграммы деформирования с учетом разгрузки из области неупругих дефор-

маций и определения остаточных деформаций сталефибробетона образцы нагружались до заданного 
уровня напряжений, составляющих 60 % от разрушающих. После этого производилась полная раз-
грузка.  

3. Результаты и обсуждение 

Характер разрушения образцов представлен на рис. 3. В ходе экспериментов были определены 
следующие физико-механические характеристики сталефибробетона: прочность на сжатие, началь-
ный модуль упругости, предельная деформация и коэффициент Пуассона. Результаты испытаний 
приведены в табл. 1. 
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Рис. 3. Разрушенные образцы-кубы 
И с т о ч н и к : фото А.С. Марковичем, Д.А. Голишевской 

Figure 3. Destroyed sample cubes 
S o u r c e : photo by A.S. Markovich, D.A. Golishevskaia 

 
Таблица 1 

Результаты испытаний по определению прочности на сжатие сталефибробетонных образцов-кубов 

Тип стального 
волокна 

Количество 
стального 

волокна µf , % 

Кубиковая 
прочность 
на сжатие 
Rfb, МПа 

Призменная 
прочность 
на сжатие 
Rfb’, МПа 

Предельная 
деформация 

εufbc 

Начальный 
модуль 
упругости 

Eb, МПа×10-3 
Бетон без фибры 0 55,00 39,5 0,00200 39,00 

Фибра проволочная 
анкерная 0,3/30 

0,5 59,65 42,37 0,00172 44,98 
1,0 62,13 43,98 0,00160 49,41 
1,5 64,33 45,40 0,00156 49,88 
2,0 66,55 46,81 0,00154 51,71 

Фибра проволочная 
волновая 0,3/22 

0,5 57,75 41,13 0,00194 41,81 
1,0 59,21 42,09 0,00191 43,43 
1,5 60,47 42,91 0,00186 45,32 
2,0 62,20 44,03 0,00182 48,16 

И с т о ч н и к :  составлено В.П. Агаповым, А.С. Марковичем, Д.А. Голишевской 

Table 1 
The results of compression tests of steel fiber-reinforced concrete 

Type of steel fiber 
Content 

of steel fiber 
µf , % 

Cube 
compressive 

strength 
Rfb, МРа 

Prism 
compressive 

strength 
Rfb’, МРа 

Ultimate 
strain εufbc 

Tangent 
modulus 

of elasticity 
Efb, МРа×10-3 

Concrete without fiber 0 55.00 39.5 0.00200 39.00 

Hooked end wire fiber 0.3/30 

0.5 59.65 42.37 0.00172 44.98 
1.0 62.13 43.98 0.00160 49.41 
1.5 64.33 45.40 0.00156 49.88 
2.0 66.55 46.81 0.00154 51.71 

Wave wire fiber 0.3/22 

0.5 57.75 41.13 0.00194 41.81 
1.0 59.21 42.09 0.00191 43.43 
1.5 60.47 42.91 0.00186 45.32 
2.0 62.20 44.03 0.00182 48.16 

S o u r c e: made by V.P. Agapov, A.S. Markovich, D.A. Golishevskaia 
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Результаты проведенных экспериментов свидетельствуют о том, что при увеличении дисперс-
ного армирования прочность сталефибробетона при сжатии растет с увеличением объемного содер-
жания стального волокна. Увеличение процента армирования до 2 % позволяет повысить прочность 
сталефибробетона на сжатие на 21 % при использовании анкерной фибры и на 13 % при использова-
нии волновой. Предельная деформация образцов при сжатии уменьшается с увеличением объемного 
содержания стального волокна: так, при 2 % армировании предельная деформация уменьшается на 
23 % для анкерной фибры и на 9 % для волновой. По полученным результатам установлено, что 
начальный модуль упругости сталефибробетона увеличивается на 33% при использовании анкерной 
фибры и на 23,5 % при применении волновой при максимальном проценте армирования в 2 %. По-
лученные данные согласуются с результатами работ других исследователей [5; 7; 10–18; 23]. 

На рис. 4 и 5 представлены осредненные диаграммы деформирования образцов из сталефибробе-
тона с ветвями нагрузки и разгрузки, отражающими действительный характер работы материала с 
учетом типа армирующих волокон и процентного содержания армирующего волокна.  
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Рис. 4. Диаграмма деформирования дисперсно-армированного бетона 
с ветвью нагрузки и разгрузки образцов-кубов с фиброй проволочной анкерной: 

а — µf = 0,5 %; б — µf = 1 %; в — µf =1,5 %; г — µf = 2 % 
И с т о ч н и к: выполнено В.П. Агаповым, А.С. Марковичем, Д.А. Голишевской 

Figure 4. Diagram of deformation of fiber-reinforced concrete 
with a branch of loading and unloading of sample cubes with hooked end wire fiber: 

а — µf = 0.5 %; б — µf = 1%; в — µf =1.5 %; г— µf = 2 % 
S o u r c e: compiled by V.P. Agapov, A.S. Markovich, D.A. Golishevskaia 
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Рис. 5. Диаграмма деформирования дисперсно-армированного бетона 
с ветвью нагрузки и разгрузки образцов-кубов с фиброй проволочной волновой: 

а — µf = 0,5 %; б — µf = 1 %; в — µf =1,5 %; г — µf = 2 % 
И с т о ч н и к: выполнено В.П. Агаповым, А.С. Марковичем, Д.А. Голишевской 

Figure 5. Diagram of deformation of fiber-reinforced concrete 
with a branch of loading and unloading of sample cubes with wave wire fiber 

а — µf = 0.5 %; б — µf = 1 %; в — µf =1.5 %; г — µf =2 % 
S o u r c e: compiled by V.P. Agapov, A.S. Markovich, D.A. Golishevskaia 

 
На представленных выше диаграммах (см. рис. 4, 5) ветвь ОА соответствует первоначальному 

нагружению до нагрузки, составляющей 60 % от разрушающей (350 кН). Ветвь ОА' соответствует 
разгрузке образца-куба. Отрезок ОО' указывает на остаточные деформации. Ветвь О-А-O' описывает 
собой неполную петлю гистерезиса. Точка B, находящаяся на вершине диаграммы, соответствует 
разрушающей нагрузке Rfb и предельной деформации εufbc. Кривая BC характеризует ниспадающую 
ветвь диаграммы.  

Анализируя полученные диаграммы деформирования (см. рис. 4, 5), можно отметить, что вер-
шина диаграммы смещается вверх и влево, а угол касательной к наклону кривой в начале координат 
увеличивается с увеличением процентного содержания волокна в составе бетона.  

На основании обработки полученных экспериментальных данных получена аналитическая за-
висимость между напряжениями и деформациями сталефибробетона при сжатии, которая аппрокси-
мируется полиномиальной функцией четвертой степени [25]: 
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2 3 4

fb 1 fb 2 fb 3 fb 4 fbσ =α ε +α ε +α ε +α ε , (1) 

где fbσ  — нормальные напряжения сжатия; fbε  — продольные деформации; 1α , 2α , 3α , 4α  — по-
стоянные коэффициенты, которые зависят от процентного содержания стального волокна и типа 
профиля.  

Коэффициенты 1α , 2α , 3α , 4α , определяющие вид диаграммы деформирования, приведены в 
табл. 2. 

Таблица 2 
Коэффициенты аппроксимирующей функции σ-ε дисперсно-армированного бетона 

на сжатие в зависимости от типа профиля и количества стального волокна 

Тип стального 
волокна 

Постоянные 
коэффициенты 
уравнения, ×106 

Количество стального волокна µf, % 

0,5 1,0 1,5 2,0 

Фибра проволочная 
анкерная 0,3/30 

α1 0,0794 0,0855 0,0833 0,0860 

α2 –37,1 –37,8 –29,1 –29,1 

α3 9590 7630 2280 1860 

α4 –1810000 –1400000 –625000 –671000 

Фибра проволочная 
волновая 0,3/22 

α1 0,0742 0,0775 0,0809 0,0862 

α2 –33,4 –36,1 –38,6 –42,6 

α3 7030 8110 8840 10000 

α4 –83100 –1010000 –1130000 –1260000 

И с т о ч н и к :  составлено В.П. Агаповым, А.С. Марковичем, Д.А. Голишевской 
 

Table 2 
σ-ε approximation function coefficients of fiber-reinforced concrete 

under compression, depending on the shape and the content of steel fiber 

Type of steel fiber Constant function coefficients, ×106 
Content of steel fiber µf, % 

0.5 1.0 1.5 2.0 

Hooked end wire fiber 0.3/30 

α1 0.0794 0.0855 0.0833 0.0860 

α2 –37.1 –37.8 –29.1 –29.1 

α3 9590 7630 2280 1860 

α4 –1810000 –1400000 –625000 –671000 

Wave wire fiber 0.3/22 

α1 0.0742 0.0775 0.0809 0.0862 

α2 –33.4 –36.1 –38.6 –42.6 

α3 7030 8110 8840 10000 

α4 –83100 –1010000 –1130000 –1260000 

S o u r c e: made by V.P. Agapov, A.S. Markovich, D.A. Golishevskaia 
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Значения остаточных деформаций сталефибробетона с различным процентом содержания ан-
керной и волной фибры, представлены в табл. 3. Значения коэффициента Пуассона испытуемых об-
разцов приведены в табл. 4. 

Таблица 3 
Относительные остаточные деформации сталефибробетона на сжатие 

Тип стального волокна 

Относительная остаточная деформация 
дисперсно-армированного бетона εplfb ×103 

Количество стального волокна µf, % 

0,5 1,0 1,5 2,0 

Фибра проволочная анкерная 0,3/30 0,190 0,150 0,143 0,138 

Фибра проволочная волновая 0,3/22 0,236 0,193 0,186 0,175 

И с т о ч н и к :  составлено В.П. Агаповым, А.С. Марковичем, Д.А. Голишевской 

Table 3 
Relative residual deformation of fiber-reinforced concrete under compression 

Type of steel fiber 

Relative residual deformation 
of fiber-reinforced concrete εplfb ×103 

Content of steel fiber µf, % 

0.5 1.0 1.5 2.0 

Hooked end wire fiber 0.3/30 0.190 0.150 0.143 0.138 

Wave wire fiber 0.3/22 0.236 0.193 0.186 0.175 

S o u r c e: made by V.P. Agapov, A.S. Markovich, D.A. Golishevskaia 

Таблица 4 
Значения коэффициента поперечной деформации (ν) на шагах нагружения 

σfb / Rfb 0,24 0,44 0,61 0,74 0,84 0,92 0,97 1,00 

Фибра проволочная анкерная 0,3/30 0,26 0,26 0,28 0,33 0,37 0,48 0,51 0,70 

Фибра проволочная волновая 0,3/22 0,24 0,24 0,26 0,29 0,34 0,45 0,62 0,68 

И с т о ч н и к: составлено В.П. Агаповым, А.С. Марковичем, Д.А. Голишевской 

Table 4 
Values of the coefficient of transverse deformation (ν) at loading steps 

σfb / Rfb 0.24 0.44 0.61 0.74 0.84 0.92 0.97 1.00 

Hooked end wire fiber 0.3/30 0.26 0.26 0.28 0.33 0.37 0.48 0.51 0.70 

Wave wire fiber 0.3/22 0.24 0.24 0.26 0.29 0.34 0.45 0.62 0.68 

S o u r c e: made by V.P. Agapov, A.S. Markovich, D.A. Golishevskaia 

4. Заключение 

1. На основании проведенных исследований можно сделать вывод о характере сдерживания 
стальными волокнами продольных и поперечных деформаций бетона. Явно выражен эффект пере-
распределения усилий в материале, а именно: с увеличением деформаций стальные волокна сни-
мают часть нагрузки с бетонной матрицы, тем самым повышается верхняя граница трещинообра-
зования. 
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2. Проведенные опыты показали, что использование анкерной фибры в качестве дисперсного
армирования бетона оказывается более эффективным, чем волновой. 

3. На основании полученных действительных диаграмм деформирования образцов на сжатие
предложена зависимость между напряжениями и деформациями в виде полиномиальной функции 
четвертой степени с постоянными коэффициентами, определяющими вид диаграммы в зависимости 
от типа армирующих волокон и их процентного содержания. 
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Аннотация. Изучение природы возникновения и распространения мик-
росейсмических колебаний не теряет своей актуальности последние
несколько десятилетий. Анализ микросейсм является основой некото-
рых инженерно-геологических исследований, направленных в том числе 
на обследование строительных конструкций зданий и сооружений раз-
личного назначения. Порядок подготовки и проведения обследований
регламентируется системой нормативных документов. Действующая
нормативно-техническая документация является общим руководством
для оценки эксплуатационных свойств строительных конструкций. Кон-
кретные методики обследования нуждаются в уточнении и детализации.
Авторами описан опыт обследования здания на предмет динамики ча-
стотных характеристик в течение 24 часов. Система наблюдений реали-
зована в виде 16 точек, равномерно распределенных в объеме здания.
Проведен анализ спектральных характеристик для выявления времен-
ных промежутков в суточном интервале с ярко выраженным макси-
мальным и минимальным уровнем техногенного воздействия на изуча-
емый объект. В часы максимального воздействия спектры соотносятся
по записям разной длительности на предмет соответствия частотных
составляющих. Выведена необходимая и достаточная длительность ре-
гистрации микросейсмических колебаний для определения частоты 
собственных колебаний строительного объекта при расположении точек
наблюдения на нижних и верхних этажах здания. 

Ключевые слова: спектрограмма, микросейсмы, динамические харак-
теристики, здание, сооружение, частота, колебания, эксперименталь-
ные исследования, собственные колебания здания, скорость смещения 
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Abstract. Studying the nature of the occurrence and propagation of microseismic
tremors has not lost its relevance over the past few decades. Currently, the analysis of
microseisms is the basis of some engineering and geological studies, including those
aimed at the inspection of structures of various purposes. The procedure for preparing 
and conducting surveys is governed by a system of regulatory documents. However, the 
current codes and specifications represent a general guide for assessing the operational 
properties of building structures. Therefore, specific survey methods need to be clarified 
and detailed. Describes the experiment of examining the building regarding the dynamics
of frequency characteristics within 24 hours. The observation system was implemented in
the form of 16 points, evenly distributed over the volume of the building. Spectral 
analysis based on FFT was carried out to identify the time intervals within the 24-hour 
period with a pronounced maximum and minimum level of man-induced impact on the
studied subject. During the hours of maximum exposure, the spectra were correlated 
according to records of different duration in terms of the correspondence of frequency 
components. The necessary and sufficient duration of registration of microseismic
vibrations was derived to determine the frequency of natural vibration of a building 
when the observation points are located on the lower and upper floors. 

Keywords: spectrogram, microseisms, dynamic characteristics, building, structure, fre-
quency, vibrations, experimental studies, drift velocity 
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1. Введение 

 
Микросейсмические волны всегда присутствуют на поверхности Земли в каждой ее точке, по-

стоянно вовлекают в колебания как верхние, так и более глубокие части Земной коры [1]. Микросей-
смы (микросейсмические колебания) представляют собой относительно слабые колебания Земли, 
вызванные суммарным воздействием множества сейсмических источников, характеристики которых 
являются случайными величинами [2]. В настоящее время некоторые иностранные авторы исследу-
ют тему стационарности микросейсмических колебаний [3]. Активное изучение механизма излуче-
ния микросейсмических волн началось с середины XX в. [4–7]. На сегодняшний день метод реги-
страции микросейсм входит в перечень нормативных документов и широко распространен в силу 
своей доступности [8–13]. Однако этот факт не отменяет того, что другие методы [14–20] могут при-
меняться для обследования строительных конструкций. Напротив, комплексный подход позволяет 
повысить качество решения задачи. 
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Обследование зданий и сооружений сейсмическим методом, а именно посредством регистра-
ции микросейсмических колебаний предполагает организацию системы точек наблюдения в объеме 
здания с целью выявления нарушения целостности и работоспособности конструкции [21]. Микро-
сейсмы среднечастотного диапазона 0,5…20 Гц представляют собой достаточно сложный композит 
из волн различного происхождения [5]. Изучение микросейсм различной природы позволяет решать 
большое число инженерно-сейсмологических задач, в том числе и те, целью которых является про-
ектирование или обследование существующих зданий и сооружений [7]. 

Методика обследований зданий и сооружений с использованием микросейсмических колебаний 
достаточно универсальна, однако некоторые критерии оценки технического состояния объектов 
нуждаются в дополнительном уточнении, в том числе и длительность регистрации колебаний в точке 
наблюдений. Установление конкретного диапазона времени наблюдений позволит исследователям и 
работникам строительной отрасли оптимизировать процесс мониторинга и обеспечить максималь-
ную информативность измерений за минимально возможный временной промежуток.  

Настоящая статья представляет собой исследование спектрограмм, полученных при проведе-
нии сейсмометрического мониторинга здания путем регистрации микросейсмических колебаний. 
Под спектрограммами понимается изменение спектральных характеристик во времени (на протяже-
нии 24 часов, расчеты проведены за каждый час). Исследование проведено в здании Института гео-
физики (ИГФ) осенью 2022 г.  

Информация о здании института. Объект исследования — здание ИГФ Уральского отделения 
Российской академии наук им. Ю.П. Булашевича. Здание ИГФ располагается в г. Екатеринбурге по 
адресу ул. Амундсена, 100. Это четырехэтажное кирпичное здание размером 107 на 20 метров, вве-
денное в эксплуатацию в 1981 г. Здание расположено на пересечении ул. Академика Вонсовского и ул. 
Амундсена, движение транспорта, на которых является регулярным и оживлённым. На рис. 1 пред-
ставлено расположение Института геофизики, полученное при помощи сервиса «Яндекс. Карты». 

 

Рис. 1. Расположение здания ИГФ УрО РАН на карте 
И с т о ч н и к :  https://yandex.ru/maps/-/CDRrzGyk (дата обращения: 23.07.2023 г.) 

Figure 1. Location of the building of the Institute of Geophysics (Ural Branch of the Russian Academy of Sciences) on the map 
S o u r c e :  https://yandex.ru/maps/-/CDRrzGyk (accessed: 23.07.2023) 

2. Метод 

В сентябре 2022 г. проведено обследование здания ИГФ сейсмическим методом. Выполнена ре-
гистрация микросейсмического фона в течение 24 ч в каждой точке наблюдений. Для часовых запи-
сей с помощью быстрого преобразования Фурье были рассчитаны амплитудные спектры по трём 
компонентам зарегистрированного сигнала. На основании системы амплитудных спектров скорости 
смещения сформированы спектрограммы. Под спектрограммами понимается изменение спектраль-
ных характеристик во времени. Результаты обследования позволяют выделить временные интервалы 
максимального воздействия на здание и определить оптимальную длительность наблюдения. 
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Измерения проведены с помощью мобильного регистратора сейсмических сигналов REFTEK 
DAS 130-1/6 в комплекте с короткопериодным велосиметром LE-3Dlite Mk III (рис. 2). Каналы ре-
гистратора ориентированы по трём взаимно перпендикулярным направлениям, где направления X 
(север – юг) и Y (запад – восток) — это горизонтальные составляющие, а Z — вертикальная [22]. 
Время регистрации в точке наблюдения составляет приблизительно 24 часа, частота дискретизации 
сигнала — 125 Гц, что позволяет обеспечить максимальную частоту сигнала в пределах 62,5 Гц. 
Дальнейшая обработка велосиграмм и вычисления реализованы раздельно по измерительным осям 
в ПО MicroSeisTool [24]. Для расчёта спектров применены следующие программные настройки: по-
лосовой фильтр с нижней частотой fmin = 1 Гц, верхней частотой fmax = 20 Гц.  

 

 
 

Рис. 2. Комплект оборудования в точке регистрации: 
1 — велосиметр LE-3Dlite Mk III; 

2 — регистратор сейсмических сигналов REFTEK DAS 130-1/6 и аккумулятор TITAN; 
3 — пульт управления регистратором 

И с т о ч н и к : фото М.Н. Воскресенского, А.А. Курдановой 

Figure 2. A set of equipment at the observation site: 
1 — LE-3Dlite Mk III veloсimete; 

2 — REFTEK DAS 130-1/6 seismic signal recorder, TITAN battery; 
3 — control panel of the recorder 

S o u r c e: photo by M.N. Voskresenskiy, A.A. Kurdanova 

 
Шестнадцать точек наблюдения равномерно расположены на каждом этаже здания, формируя 

(условно) четыре вертикальных и четыре горизонтальных профиля. Отклонение профилей от норма-
ли к поверхности не превышало 30 см, что позволяло наблюдать изменение характера сейсмического 
сигнала в течение суток по двум взаимно перпендикулярным направлениям. На рис. 3 представлено 
схематичное изображение здания относительно автомобильных дорог. Пунктирными линиями на ри-
сунке обозначены места расположения лестничных пролетов и шахты лифта, красные треугольники 
соответствуют расположению точек наблюдения. 

В государственных стандартах, регламентирующих порядок действий при мониторинге зданий 
и сооружений, уделяется внимание горизонтальным компонентам, поэтому в настоящей работе не 
были рассмотрены значения, соответствующие вертикальной компоненте. На графиках ниже пред-
ставлены спектрограммы, полученные на основании амплитудно-частотных характеристик в гори-

1 2 

3 
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зонтальной плоскости (Х, Y) в верхней точке здания. Следует отметить, что при регистрации микро-
сейсм ориентация регистратора в горизонтальной плоскости осуществлялась не по сторонам света, 
а в соответствии с ребрами жесткости конструкции. Направление горизонтальной составляющей Х 
(рис. 4) было параллельным короткой стороне здания, а направление Y (рис. 5) — длинной. Соот-
ветствующие спектрограммы демонстрируют динамику спектральных характеристик здания в од-
ной точке наблюдения в течение суток. Аналогичные операции проведены для каждой точки 
наблюдений, результирующие графики имеют одинаковый характер распределения спектров, по-
этому графические изображения для остальных точек в публикации не приводятся. 

Рис. 3. Схема здания относительно близлежащих улиц с расположением точек наблюдений 
И с т о ч н и к: выполнено М.Н. Воскресенским, А.А. Курдановой 

Figure 3. Diagram of the building relative to nearby streets with the location of the monitoring points 
S o u r c e: compiled by M.N. Voskresenskiy, A.A. Kurdanova 

Рис. 4. Спектрограмма на основании системы амплитудных спектров скоростей, 
полученная для точки на верхнем этаже здания в направлении Х 
И с т о ч н и к: выполнено М.Н. Воскресенским, А.А. Курдановой 

Figure 4. Spectrogram based on a system of velocity-amplitude spectra, 
obtained for the point on the top floor of the building in the direction of Х 

S o u r c e: compiled by M.N. Voskresenskiy, A.A. Kurdanova 
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Рис. 5. Спектрограмма на основании системы амплитудных спектров скоростей, 
полученная для точки на верхнем этаже здания в направлении Y 
И с т о ч н и к: выполнено М.Н. Воскресенским, А.А. Курдановой 

Figure 5. Spectrogram based on a system of velocity-amplitude spectra, 
obtained for the point on the top floor of the building in the direction of Y 

S o u r c e: compiled by M.N. Voskresenskiy, A.A. Kurdanova 

3. Результаты и обсуждение 

На всех графиках отмечается хорошая повторяемость частотных пиков вне зависимости от вре-
мени суток, но значительный разбег по амплитуде (до 9 раз). В легенде временные промежутки при-
ведены по местному для Екатеринбурга времени (UTC +5:00).  

Для Х-компоненты первые явные максимумы спектральных кривых выделяются на частотах 2,9 
и 3,6 Гц, для Y-компоненты пики выражены на частотах 2,5 и 4,1 Гц. Очевидно, что основные экс-
тремумы, а соответственно, и частота собственных колебаний здания, находятся в диапазоне до 
10 Гц, поэтому дальнейшее рассмотрение результатов исследования предлагается в диапазоне от 1 до 
10 Гц. Такое решение позволит обеспечить более наглядное восприятие графических материалов.  

На графиках черной пунктирной линией отмечен медианный спектр, рассчитанный как среднее 
арифметическое значений амплитуды за каждый час измерения. Таким образом, опираясь на спек-
трограммы, можно выделить две группы амплитудно-частотных характеристик. В первую группу 
можно отнести кривые с условно максимальной амплитудой, то есть те, которые на графике распола-
гаются выше среднего спектра. Во вторую — с условно минимальной, которые располагаются ниже 
средней отметки.  

Проанализировав выделенные группы, можно утверждать, что ко второй группе, с максималь-
ными амплитудами, относятся спектры, полученные по записям микросейсмического шума, запи-
санного в рабочее время (с 9:00 до 16:00). Спектры второй группы были рассчитаны для часов, соот-
ветствующих ночному, вечернему и утреннему времени. Для обеих горизонтальных компонент вре-
мя максимальной и минимальной микросейсмической активности одинаково, 11:00 и 4:00 соответ-
ственно, поэтому дальнейшие графические изображения приведены для одной X-компоненты, пола-
гая, что Y-составляющая ведет себя аналогичным образом. Ниже приведены максимальная, мини-
мальная и медианная АЧХ (рис. 6). 
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Рис. 6. Амплитудные спектры скорости, с максимальным 
и минимальным значением амплитуды за сутки, время UTC +5:00 
И с т о ч н и к: выполнено М.Н. Воскресенским, А.А. Курдановой 
Figure 6. Velocity-amplitude spectra, with maximum and minimum 

amplitude values within 24 hours, UTC +5:00 
S o u r c e: compiled by M.N. Voskresenskiy, A.A. Kurdanova 

 
Согласно Межгосударственному стандарту ГОСТ 34081-20171, колебания здания представляют 

собой суперпозицию собственных и вынужденных колебаний, вызванных различными внутренними 
(работой бытовой техники и различных технических систем здания) и внешними (городским транс-
портом, стройками и т.п.) воздействиями. Следовательно, стоит полагать, что в момент максимально-
го воздействия на здание или сооружение, его отклик как системы также будет максимальным. По-
этому для получения объективных результатов рекомендуется проводить обследование в дневное 
время с 11:00 до 13:00. 

В реальных условиях длительная регистрация микросейсмического фона в одной точке наблю-
дения не является необходимым условием и зачастую не представляется возможным. Следующий 
этап настоящего исследования — определение оптимальной длительности записи микросейсм [23]. 
Для этого из часового файла дневной группы, соответствующего максимальному значению амплиту-
ды (11:00), были выделены участки длительностью 1, 2, 3, 5, 7, 10, 15, 30 и 45 минут. Для этих участ-
ков аналогичным образом были рассчитаны амплитудные спектры, которые были соотнесены на од-
ном графике с часовыми записями минимальной и максимальной амплитуды, а также с медианным 
значением исходных АЧХ (рис. 7). 

По графику видно, что спектр для одноминутной записи значительно отличается от общей кар-
тины, имеет выраженный пик в районе 2 Гц, который не выражен на других кривых. Форма спектра 
для участка записи длинной в 2 минуты также имеет наглядные отличия, что может свидетельство-
вать о наличии случайной антропогенной помехи в момент регистрации. Начиная с трехминутной 

 
1 ГОСТ 34081-2017. Здания и сооружения. Определение параметров основного тона собственных колебаний. М.: 

Стандартинформ, 2017. 15 с. URL: https://internet-law.ru/gosts/gost/65412/ (дата обращения: 21.04.2023). 
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записи, форма спектра перестает существенно меняться, и наблюдаются только амплитудные разли-
чия. Аналогичный вывод об экспериментальном исследовании формы получаемых спектров приве-
ден и в работе В.А. Давыдова [25]. После увеличения длительности записи до 5 минут форма спек-
тра становится практически идентичной форме часового спектра, однако сохраняется различие по 
амплитуде. В настоящем исследовании внимание уделяется не только частотной составляющей АЧХ, 
но и амплитудной, поэтому были выделены минимальные временные промежутки — 10 и 15 минут, 
которые наиболее схожи с исходной часовой записью по обоим параметрам (рис. 8). 

АЧХ, полученная по десятиминутной записи, имеет меньшую амплитуду, чем пятнадцатими-
нутная запись. Из всех исследованных участков записи разной длительности пятнадцатиминутная 
запись является максимально приближенной к часовой и позволяет оптимально оценить спектраль-
ные характеристики в точке наблюдения. Кроме того, уменьшение длительности записи позволяет 
сократить время, затраченное на обследование зданий без ущерба для полезной информации. 

Для объективности рассуждений о необходимой и достаточной длительности записи тем же 
порядком был организован расчёт амплитудных спектров для точки, находящейся на 1 этаже зда-
ния (максимально приближенной к грунту). Результат сравнения спектральных характеристик по 
Х-компоненте представлен на рис. 9. 

На рис. 10 выделены спектральные кривые, по форме наиболее соответствующие часовой запи-
си. Однако на 15-минутной записи присутствуют некоторые отклонения в виде выступающих или 
отсутствующих пиков. Таким образом, при проведении обследования, которое включает в себя изу-
чение общего объема здания, минимальную длительность записи на нижних этажах объекта реко-
мендуется увеличить до 20 минут. Это позволит исключить влияние случайных грунтовых и техно-
генных колебаний, способных влиять на частоту собственных колебаний объекта. 

 

 
 

Рис. 7. Амплитудные спектры скорости, рассчитанные для участков записи 
с разной длительностью, для верхней точки здания 

И с т о ч н и к : выполнено М.Н. Воскресенским, А.А. Курдановой 
Figure 7. Velocity-amplitude spectra calculated for recording sections 
with different durations, obtained for the upper point of the building 

S o u r c e : compiled by M.N. Voskresenskiy, A.A. Kurdanova   
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Рис. 8. Амплитудные спектры скорости, рассчитанные для участков записи 
с разной длительностью, имеющие наиболее идентичную форму 
И с т о ч н и к: выполнено М.Н. Воскресенским, А.А. Курдановой 
Figure 8. Velocity-amplitude spectra calculated for recording sections 

with different durations, having the most identical shape 
S o u r c e: compiled by M.N. Voskresenskiy, A.A. Kurdanova 

 

 
Рис. 9. Амплитудные спектры скорости, рассчитанные для участков записи 

с разной длительностью, для нижней точки здания 
И с т о ч н и к: выполнено М.Н. Воскресенским, А.А. Курдановой 
Figure 9. Velocity-amplitude spectra calculated for recording sections 
with different durations, obtained for the lower point of the building 

S o u r c e: compiled by M.N. Voskresenskiy, A.A. Kurdanova 
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Рис. 10. Амплитудные спектры скорости, рассчитанные для участков записи 

с разной длительностью, имеющие наиболее идентичную форму 
И с т о ч н и к: выполнено М.Н. Воскресенским, А.А. Курдановой 

Figure 10. Velocity-amplitude spectra calculated for recording sections 
with different durations, having the most identical shape 

S o u r c e: compiled by M.N. Voskresenskiy, A.A. Kurdanova 

4. Заключение 

Результаты исследования описывают несколько выводов: 
1. На основании системы амплитудных спектров часовых велосиграмм получены спектрограм-

мы, представляющие собой изменение спектральных характеристик микросейсм в течение 24 часов. 
При анализе спектрограмм были выделены две условные временные группы спектров: «дневная» и 
«ночная». Максимальное воздействие на здание приходится на дневные часы, а именно 1100–1300. 
Очевидно, что в зданиях похожего назначения часы максимальной активности будут аналогичными, 
поэтому обследование рекомендуется проводить в дневные часы. 

2. Анализ «дневных» записей различной длительности (1, 2, 3, 5, 7, 10, 15, 30, 45 и 60 минут) 
наглядно демонстрирует повторяемость результата. Длительность записи микросейсмического фона 
15 минут является достаточной для получения результата при обследовании частоты собственных 
колебаний объекта. При возникновении необходимости более детального обследования здания, с ис-
пользованием точек на фундаменте или нижних этажах, длительность записи рекомендуется увели-
чить 20 минут. 

3. В соответствии с нормативно-технической документацией при изучении колебаний строи-
тельных объектов рассматривают диапазон от 1 до 32 Гц. Рабочие частоты четырёхэтажного кир-
пичного здания в горизонтальной плоскости находятся в диапазоне 2,8…4,5 Гц. В текущем исследо-
вании регистрируемый частотный диапазон ограничен 60 Гц, при обработке спектров использовался 
интервал от 1 до 20 Гц, а для наглядности результатов демонстрируется диапазон от 1 до 10 Гц 
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(см. рис. 6–8). Однако при возникновении необходимости более детального исследования конкретно-
го сооружения в расширенном диапазоне частот (например, до 50 Гц) рекомендуется помимо днев-
ной сьёмки проводить ночную. Это позволит свести к минимуму вклад техногенных помех на общей 
картине микросейсм. По рис. 6 можно оценить техногенный вклад помех, которые явно отображены 
на дневных записях и практически отсутствуют на ночных АЧХ. 
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