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Современная теория ползучести железобетона1
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Аннотация. Исследованы важные особенности теории ползучести железо-
бетона, выявленные и опубликованные ранее. В основе создания и развития 
теории ползучести железобетона заложены ненаучные принципы, заимство-
ванные из несоответствующих этой теории систем классической механики. 
Проведен подробный анализ теории, применяемой во многих странах, при 
этом выявлено пять переупрощений, отвергающих фундаментальные экспе-
рименты, Еврокоды, правила математики и механики: перечисленные в за-
коне ползучести, переупрощений, грубо искажающих результаты расчета не 
только самих деформаций, но и последующие методы расчета железобетон-
ных конструкций. К ним относятся: без надобности измененный классиче-
ский закон Гука; навязывание отсутствующего у бетона свойства — алгеб-
раической меры ползучести; ошибочный принцип наложения (он же прин-
цип суперпозиции Больцмана); использование вместо мгновенных нели-
нейных пластических деформаций упруговязких деформаций; замена точ-
ных — нелинейных и нестационарных свойств бетона — линейными, иска-
жающими качественную сторону явлений, присущих только нелинейным 
системам. Эти ошибки перекрываются необоснованными коэффициентами 
запаса, что подрывает экономическую составляющую проблемы, и ввиду 
громадных объемов применения железобетона во всем мире анализируемая 
ненаучная теория его расчета приносит значительный экономический ущерб 
в мировом строительстве. 
Ключевые слова: минутная ползучесть, мера ползучести, принцип наложения, 
мгновенные упругие деформации, пластический шарнир, длительное сопротив-
ление железобетона, современные строительные нормы, принципы Еврокода 
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Abstract. The important features of the theory of creep of reinforced concrete, identified and 
published earlier, are explored. The creation and development of the theory of creep of 
reinforced concrete is based on non-scientific principles take from systems of classical 
mechanics that do not correspond to this theory. A detailed analysis of the theory used in 
many countries was performed, while five oversimplifications were identified that reject 
fundamental experiments, Eurocodes, rules of mathematics and mechanics: listed in the law 
of creep, oversimplifications that grossly distort the calculation results, not only the 
deformations themselves, but also subsequent methods for calculating reinforced concrete 
structures. These include: unnecessarily modified classical Hooke’s law; imposing a property 
missing from concrete — an algebraic measure of creep; erroneous superposition principle; 
use of viscoelastic deformations instead of instantaneous nonlinear plastic deformations; 
replacement of obvious — nonlinear and non-stationary properties of concrete with linear 
ones, distorting the qualitative side of phenomena inherent only in nonlinear systems. These 
errors are covered by unreasonable safety factors, which undermines the economic 
component of the problem, and of the enormous volumes of reinforced concrete used 
throughout the world, the analyzed unscientific theory of its calculation causes enormous 
economic damage in global construction. 
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1. Введение

Главный строительный материал современности имеет удивительно ненаучную теорию расчета кон-
струкций, определяемую сложными нелинейными и нестационарными свойствами бетона, его ползуче-
стью.  

Мировая теория ползучести железобетона недостоверно высоко оценивается известными учеными 
Европы и США, такими как З.П. Базант, Р. Венднер, Х.С. Мюллер, М.А. Чиорино и др. [1–3]; она разрабо-
тана ведущими организациями мира, среди них fib, ACI, RILEM, IASS, различными университетами. 
Например, в 2018 г. председатель комитета ACI 209 «Ползучесть и усадка в бетоне» подчеркивает, что эта 
теория «разработана в последние десятилетия международными организациями, занимающимися пред-
стандартами и стандартами, на основе общей, хотя и прогрессивно развивающейся научной базы и, по 
существу, согласованного во всем мире формата» [4]. 

fib — Международная федерация по железобетону, которая является «организацией, разрабатываю-
щей преднормы, что подразумевает определенную новаторскую деятельность в области технического ре-
гулирования: модельный кодекс проектирования железобетонных конструкций — fib — 2020» [5]. 
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ACI — Американский институт бетона, имеющий свои отделения во всем мире. В ACI свыше 22 ты-
сяч членов, работающих более чем в 500 Технических комитетах. Известны и другие международные ор-
ганизации, некоторые руководители которых активно возглавляют разработку основ анализируемой тео-
рии ползучести железобетона.  

Сущность записи теории и ее авторские оценки мы приведем в оригинальном изложении, описанном 
одним из ее основоположников. Также обратим внимание на неверную оценку ее истоков: «…основы 
этой новой теории были заложены в теоретической механике сплошных сред в начале XX в. Вольтерра 
[6] (1909) под определением упругого последействия, однако только в начале 1940-х гг. эта теория была 
признана инженерами-проектировщиками в качестве подходящего математического аппарата для рас-
чета ползучести бетонных конструкций». Исходные положения общей теории железобетона определя-
ются прежде всего законом ползучести, форматом его математической записи кратковременных и дли-
тельных деформаций. «Этот формат, впервые принятый в предварительном стандарте CEB в рамках ти-
повых норм 1978 г. и широко используемый в родственном Пособии CEB, теперь системно принят в по-
следних руководящих документах, рекомендациях и нормах международными организациями по стан-
дартизации [7–9]. Он основан на вводе интегрального уравнения Вольтерра в качестве основного закона 
для бетона в последующих эквивалентных формах, представляя обобщение по принципу линейного нало-
жения реакции бетона на удельное длительное одноосное наложенное напряжение или деформацию для 
изменяющихся во времени величин этих приложенных воздействий (мы его приводим в оригинальных 
обозначениях)» [10]:  

ε!(") = σ("$)%(", "$) + ∫ %''( (", ") )*σ(") ),  (1) 

где ε!(") — полная деформация от напряжения σ(t); 

   
 
 

φ ,1,
c c

t t
J t t

E t E t


  
 

 — функция податливости, 

где  cE t  — нестационарный модуль упругости;  φ ,t t  — нестационарная характеристика ползучести,
учитывающая старение. 

В научных публикациях обычно интегрируют в (1) по частям, получая (1'): 

ε!(") = !(')+,(') − ∫ σ(''( ") ) ..'/ 0 1+,('/ ) + 23','/ 4+,('/ ) 5 *") .  (1') 

Заметим, что дробь  23','/ 4+,('/ )  является мерой ползучести бетона C(t, t′), используемой в публикациях в 
нашей стране, что предпочтительнее применения характеристики ползучести при обработке эксперимен-
тов. 

Подчеркнем, что в φ(t,t′) и C(t,t′) учитывается старение бетона, а модуль упруго-мгновенной деформа-
ции Ec(t′) существенно зависит от возраста бетона. 

Уравнения (1), (1') обосновываются двумя основополагающими допущениями: принципом линейной 
связи между напряжениями и деформациями: ε!(", ") ) = σ(") )%(", ") );  (1″) 

принципом наложения, нелепо сформулированным в многочисленных изложениях, в справочниках, а 
также другими самовольными гипотезами и переупрощениями, отвергающими фундаментальные экспе-
рименты, Еврокоды, правила математики и механики:  

I. Без надобности искаженный классический закон Гука; 
II. Навязывание отсутствующего у бетона свойства — алгебраической меры ползучести;
III. Ошибочный принцип наложения (он же принцип суперпозиции Больцмана [11]);
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IV. Использование вместо мгновенных нелинейных пластических деформаций, упруговязких дефор-
маций (минутная ползучесть); 

V. Замена точных — нелинейных и нестационарных свойств бетона — линейными, искажающими 
качественную сторону явлений, присущих только нелинейным системам. 

Далее мы рассмотрим эти переупрощения подробно.  

2. Материалы и методы

2.1. Искажение закона Гука 

I. Классический закон Гука имеет (подчеркнем это) фундаментальную алгебраическую форму записи 

εг(") = !(')+(') . (I.1)

Во-первых, корифеи мировой теории без всякого обоснования отвергают его; во-вторых, дифферен-
цирование закона по времени t дает скорость мгновенных деформаций: 

εг̇(") = !̇(')+(')+σ(") 88' 1+('). (I.2) 

В-третьих, из данного выражения выбрасывается второе слагаемое (без объяснения причины): 

εг̇(") = !̇(')+(')  ,  (I.3)  

а фундаментальный закон Гука принимает искаженный вид (I.3). 
В-четвертых, искаженный вид (I.3) интегрируют по времени: εг(") = εг("$) + ∫ σ̇(")''( ) 1+('/)*"),  (I.4)  

и получают искаженный закон Гука в интегральной форме; в-пятых, со ссылкой на принцип наложения, 
якобы примененный при выводе интегральных уравнений, если умалчивать о предыдущих четырех мате-
матически ошибочных действиях. 

Можно описать, что делалось неоднократно, структуру подынтегральной функции (I.4), назвать это 
принципом наложения и не заметить ошибок, перечисленных выше, подмены закона Гука (I.1): к сожале-
нию, это осуществляют многие весьма авторитетные ученые. 

Для наглядности восприятия сказанного приведем сравнение: 
 классический закон Гука записывается в алгебраическом виде (I.1); ему также соответствует диф-

ференциальное уравнение (I.2); 
 исковерканный закон Гука записывается в виде интегрального уравнения (I.4) либо в виде инте-

грального уравнения (I.5) 

εг(") = !(')9(') − ∫ σ(")''( ) 88'/ 1+('/) *") ,   (I.5) 

либо в виде дифференциального уравнения (I.3). Очевидную необоснованность дифференциального урав-
нения (I.3) в мировой теории не замечают ее разработчики — «мировые авторитеты» США и Европы; 
также если мы проинтегрируем (I.2), то получим (I.1). Можно оценить численно ошибку, связанную с под-
меной классического закона Гука, искаженным законом, используя солидные экспериментальные данные 
института ВНИНГ, показывающие повышение модуля упругости бетона при сжатии, с увеличением воз-
раста бетона (рис. 1). При постоянном значении напряжения сжатия бетона σ = const, из (I.3) записываем εг(") =  const, в сравнении же с законом Гука (I.1) — ошибка составляет до 300 % для возраста бетона — 
около 360 дней. 
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Рис. 1. Сравнение εу(t0) и εу(t) [12] 
Figure 1. Comparison of εу(t0) and εу(t) [12] 

 
Обращаем внимание: авторами рассмотрена не проблема упрощения мгновенной нелинейной диа-

граммы с помощью закона Гука, что часто звучит в зарубежных дискуссиях, а исследована особенность 
грубого искажения самого классического закона Гука в «передовой мировой теории ползучести бетона». 
Ошибка от замены всей мгновенной диаграммы рассмотрена в IV. 

2.2. Несуществующая мера ползучести бетона в (1) и (1') 

II. В мировых научных публикациях это свойство бетона (мера ползучести) имеет множество назва-
ний: 

 деформация от единицы приложенного напряжения; 
 реакция деформации на удельное напряжение; 
 коэффициент ползучести (характеристика ползучести), поделенный на   модуль упругости (1'); 
 ползучесть бетона при единичной нагрузке; 
 удельная относительная деформационная ползучесть; 
 мера «простой ползучести»; 
 мера ползучести «при монотонном режиме загружения»; 
 мера текучести бетона и др. 
Мы приведем здесь два обоснования наличия меры: первое и последнее (по времени). После первых 

опытов Дэвиса в США (1931 г.): «По-видимому, величина течения пропорциональна нагрузке, испытыва-
емой бетоном, поэтому деформацию, происходящую от его течения, условимся относить к единичной 
нагрузке». Мы видим здесь указание на необходимость дальнейшей работы. Современное (последнее): 
«Целесообразно привлечение простейших реологических моделей ползучести», включенных в рекомен-
дации различных стран: :(", τ) = f (τ)31 − <=>?('>@)4, (II.1) 

где A(τ) = :BC,DEFG Ω(τ). 
При использовании характеристика (φ(τ)) ползучести (по Еврокоду — коэффициента ползучести) A(τ) =  2(@)+,(@). 
Константа K < 1 считается предназначенной для учета минутной ползучести (подменяющей мгновен-

ные нелинейные деформации). Структура (II.1) заимствована из работы Мак-Генри [13], осуществившего 
аппроксимацию экспериментальных кривых ползучести. 

Уравнение (II.1) восхваляется, обосновывается законом химических реакций (вместо законов класси-
ческой механики) в виде дифференциального уравнения первого порядка; из работ классиков механики 
легко увидеть, что (II.1) невозможно получить на основании дифференциального уравнения первого по-
рядка. Уравнения типа (II.1) широко используются сейчас в разных странах, поэтому оценим его с помо-
щью результатов фундаментальных экспериментов. Отсутствие у бетона алгебраической функции меры 

По принципу наложения / 
On the principle of superposition 

Реальные упругие деформации / 
Real elastic deformations 
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ползучести можно усмотреть уже из опытов N. Freundenthal, F. Roll [14]. Мы воспользуемся фундамен-
тальными экспериментами НИИЖБ [15]. 

Проведем сначала, предусмотренный математикой, первый этап исследования — анализ общего вида 
меры ползучести (II.1). 

Рассмотрим с помощью (II.1) два случая длительного загружения постоянным напряжением (в разное 
время): σ1, "1; σB, "B : ε1(") = σ1 A("1)(1 − <=>?('>'J) ); εB(") =  σBA("B)(1 −<=>?('>'K)). 

Избавляемся от времени t и находим связь деформаций ползучести ε1(") и εB(") между собой: εB(") = σBA("B)31 − =?('K>'J)4 + !KL('K)!JL('J) =?('K>'J)ε1(").  
Вводя очевидные обозначения, имеем уравнения прямой в координатах ε1 и εB: εB(") = N ε1(") + O. 

Другими словами, первый этап исследования эмпирической формулы (II.1) показывает, что значения 
любых экспериментальных εP(") деформаций связаны между собой прямой линией с соответствующим 
угловым коэффициентом. Перенеся начало координат соответствующим образом и разделив на ε1("), по-
лучаем зависимость во времени εB(")ε1(") = σBA("B)σ1A("1) =?('K>'J) = const. 

Если же напряжения σ1 и σB приложены в один момент времени (возраст загружения), то мы полу-
чаем серию прямых параллельных времени " (возраст наблюдения) (рис. 2). На этом же рисунке показаны 
фундаментальные экспериментальные результаты НИИЖБ в обработке С.В. Александровского и П.И. Ва-
сильева [16]. 

Мы видим, что эти фундаментальные экспериментальные данные, опубликованные почти 50 лет 
назад, отвергают современную мировую теорию железобетона, основанную на понятии: «мера ползучести 
бетона»; либо «коэффициент ползучести бетона» (по Еврокоду); также на эмпирических формулах типа 
(II.1), описывающих это понятие в сегодняшних публикациях и на международных научных форумах. Из 
данных рис. 2 видно, что ошибка расчетов от применения несуществующей меры ползучести бетона до-
ходит до 500 %. 

 

 
 

Рис. 2. Изменение отношений удельных деформаций ползучести при разных начальных уровнях напряжений 
Cσ (t, τ) к удельным деформациям ползучести при начальном уровне напряжений C0,1(t,τ) [17] 

Figure 2. Change in the ratio of specific creep deformations, at different initial stress levels 
Cσ (t, τ) to specific creep deformations, at an initial stress level C0.1(t, τ) [17] 

сут. / days — возраст  
загружения / age of loading 

Возраст к моменту наблюдения / 
Age at time of observation 
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Подчеркнем еще раз, что речь идет об алгебраических зависимостях  \(','/)+,('/) , положенных в основу за-
кона ползучести бетона (1) и (1') в мировых стандартах и предстандартах. Также ошибочным является 
применение меры ползучести (II.1) при простом загружении либо при алгебраизации теории: подставим 
(1))) в соответствующий закон ползучести; мы получим линейное дифференциальное уравнение второго 
порядка относительно переменной величины ](") с переменными коэффициентами. Как известно из ма-
тематики, общее решение таких уравнений отсутствует. 

2.3. Принцип наложения 

III. Принцип наложения добавляет в расчеты свою долю ошибок, в искажение несуществующей ха-
рактеристики ползучести (либо меры ползучести). 

Подынтегральная функция в законе (1) и (1') характеризует величину скорости деформаций ползуче-
сти. Учитывая использование в интегральном уравнении гипотезы принципа линейной связи (1))), можно 
усмотреть ошибочную вырожденность в подынтегральной функции (1). Из математики известно, что в 
случае связи (1))), скорость деформации ползучести равна 

ε̇! =   ^(", "))σ̇(")) + ._3','/4.'/ σ(")) + ._3','/4.' σ(")),   (1)))) 
причем второе слагаемое содержит в себе несколько слагаемых, вызванных использованием коэффици-
ента ползучести (характеристики ползучести). 

В интегральном уравнении (1) потеряны два последних слагаемых из (1)))). Эти грубые ошибки недо-
пустимо приписывать известным ученым В. Вольтерру или Л. Больцману, восхваляя «передовой формат 
закона» ползучести железобетона. Обратим внимание, что в целях наукообразия можно использовать (для 
ядра интегрального уравнения) по одному слагаемому из (1)))), можно по два, можно по три: то есть одно 
выдуманное выражение для функции меры ползучести позволяет построить семь законов механического 
движения и соответствующие им различные кинематические уравнения движения для расчета одной и той 
же строительной конструкции. 

Можно для каждого из отмеченных законов построить соответствующее дифференциальное уравне-
ние [18; 19] (помимо закона химических реакций). Эти ненаучные результаты мы приводить не будем. 
Напомним лишь указание президента fib Гордона Кларка [20] (фирма RAMBOLL), что «точное прогнози-
рование влияния ползучести носит весьма противоречивый характер».  

2.4. Минутная ползучесть 

IV. Приведем диаграмму σ − ε кратковременных деформаций бетона по Еврокоду, ее аналитическое 
описание (рис. 3). Эти данные общеизвестны, они обоснованы многочисленными экспериментами.  

Фиктивная диаграмма из «мировой теории ползучести» показана пунктирной линией. Еще в 1931 г. 
Эмпергер показал, что теория упругого бетона является ошибочной; он предложил свое уравнение для 
описания диаграммы в виде параболы: σ = à(")εм − ca(")εмB  . (IV.1) 

В «мировой теории ползучести» бетона восхваляется замена нелинейной части εн мгновенной дефор-
мации деформациями ползучести, со своей мерой ползучести. В результате таких «упрощений» алгебраи-
ческое уравнение (IV.1) для полных мгновенных деформаций εм «преобразуется» в дифференциальное 
уравнение второго порядка: ε̈м(") + γмε̇м(") = σ̈(") 1+, + σ̇(") 0 ?м+,(') + γмφм +̇,(')+,K(') 5 + σ(")γмBφм. (IV.2) 

От таких «преобразований», к примеру, в расчетах сжатых конструкций (для средних и малых гибко-
стей) ошибки составляют несколько сотен процентов. 
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Рис. 3. Искажение диаграммы σ − ε бетона [12] 
Figure 3. Distortion of the σ − ε diagram of concrete 
Фиктивная диаграмма — fictitious diagram [12] 

Кроме того, в механике Ньютона, наличие сил сопротивления, пропорциональных ускорению ε̈м("), свидетельствует о нарушении принципа независимости действия сил (закон суперпозиции сил, чет-
вертая аксиома).

2.5. Подмена нелинейных деформаций ползучести линейными 

V. Начиная с экспериментов Н. Фройденталя и Ф. Ролла (1958 г.), а также с последовательных фунда-
ментальных опытов НИИЖБ в научной литературе сформировано утверждение: деформации ползучести 
бетона нелинейно зависят от напряжений, начиная с «самых низких уровней». Другими словами: «ника-
кой линейной ползучести бетона не существует». Дополнительно корифеи С.В. Александровский и 
П.И. Васильев подчеркивают особо: «отсутствие аффинного подобия кривых ползучести, т.е. ошибоч-
ность замены в (1) и (1') напряжения σ(")) любой функцией A3σ("))4»; ввиду отсутствия свойства — меры 
ползучести (см. рис. 2). Напомним также указания корифеев по теоретической механике Ленинградского 
госуниверситета1: «линеаризация, системы, хотя и осуществляемая путем пренебрежения весьма малых 
величин, дает грубо упрощенное представление действительных процессов с количественными результа-
тами, иногда неприемлемыми даже в ориентировочных расчетах она приводит к неправильным заключе-
ниям о поведении системы и является вообще недопустимой». 

3. Результаты и обсуждение

Разработана новая нелинейная теория ползучести бетона, еще не опубликованная, дополняющая 
общую теорию расчета строительных конструкций на нелинейную ползучесть. Как известно, эта общая 
теория [21–24] дает систему длительных коэффициентов (табл.), для расчета конструкций, в отличие 
от одного условного коэффициента, закладываемого в нормы различных стран. В связи с этим напомним 
известные данные из математики (дифференциальные уравнения): при нелинейных и нестационарных 

1 Поляхов Н.Н., Зегжда С.А., Юшков М.П. Теоретическая механика. М.: Изд-во Юрайт, 2016. 592 с. 

фиктивная диаграмма / 
fictitious diagram 

реальная диаграмма Еврокода /  
real Eurocode diagram 
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свойствах системы у нее не существует аналитической формы реакции ее на единичное воздействие, 
так как не существует необходимого общего решения однородного уравнения (см. также рис. 2, опытные 
данные). 

Система длительных коэффициентов для расчета конструкций / 
The system of long-term coefficients for calculations of constructions 

f 
mдл при mпр равном / mlong with mgiven, equal 

0,1 0,2 0,3 0,4 0,6 0,8 1,0 1,2 1,4 1,6 1,8 2 
0,2 0,838 0,845 0,855 0,860 0,875 0,890 0,910 0,928 0,945 0,968 0,980 0,990 

0,15 0,830 0,835 0,843 0,850 0,862 0,875 0,885 0,900 0,915 0,925 0,937 0,950 
0,125 0,821 0,825 0,828 0,835 0,845 0,855 0,865 0,880 0,890 0,900 0,910 0,922 

0,1 0,817 0,820 0,821 0,822 0,828 0,838 0,847 0,855 0,865 0,875 0,882 0,895 
0,075 0,815 0,815 0,815 0,815 0,815 0,815 0,815 0,815 0,820 0,822 0,825 0,830 
0,05 0,795 0,795 0,791 0,790 0,787 0,785 0,782 0,780 0,777 0,775 0,770 0,765 

0,025 0,785 0,780 0,772 0,767 0,755 0,740 0,730 0,712 0,690 0,670 0,650 0,625 
0,01 0,765 0,757 0,750 0,737 0,715 0,695 0,670 0,645 0,625 0,600 0,575 0,550 

4. Заключение

Фундаментом теории железобетона является закон ползучести бетона, по которому опубликовано 
множество монографий, научной и учебной литературы. Он включен в стандарты и нормы многих стран 
мира, а его ненаучность наносит громадный вред мировой экономике в виде аварий и ненужных расходов. 
Каждое из пяти перечисленных в законе ползучести, подробно проанализированных, и рассмотренных 
выше переупрощений, а именно:  

1) без надобности искаженный классический закон гука;
2) навязывание отсутствующего у бетона свойства — алгебраической меры ползучести;
3) ошибочный принцип наложения;
4) использование вместо мгновенных нелинейных пластических деформаций упруговязких деформа-

ций (минутная ползучесть); 
5) замена точных — нелинейных и нестационарных свойств бетона — линейными, искажающими ка-

чественную сторону явлений, присущих только нелинейным системам, грубо искажает результаты расчета 
(300, 500, 100 % и т.д.), не только самих деформаций, но и последующие методы расчета железобетонных 
конструкций; эти ошибки перекрываются необоснованными коэффициентами запаса: ненаучная политика 
победила экономику. Разработанная нами новая нелинейная теория ползучести бетона, еще не опублико-
ванная, дополняющая общую теорию расчета строительных конструкций на нелинейную ползучесть, поз-
волит избежать допущенных ранее ошибок.
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Аннотация. Исследовалось напряженное состояние металлического каркаса 
ребристо-кольцевого купола, если под ним постепенно уменьшать количе-
ство поддерживающих колонн. При этом сохраняется одинаковость расстоя-
ний или шагов между колоннами по всему контуру опорного кольца. Основ-
ные элементы купольного каркаса и колонны приняты из стальных двутав-
ров. В качестве объектов исследования рассматривались каркасы, купола ко-
торых опираются на разное количество циклически симметричных колонн. 
Все купола характеризуются одинаковым геометрическим строением и раз-
мером, одинаковыми сечениями однотипных элементов каркаса и подвер-
жены воздействию одинаковых нагрузок. Исследования проводились на ком-
пьютерных моделях посредством расчетов на совместное действие нагрузки 
от веса несущих и ограждающих конструкций и несимметричной снеговой 
нагрузки. Модели с уменьшенным количеством колонн получены регуляр-
ным их удалением из исходной компьютерной модели. В процессе расчетов 
определялись напряжения в элементах каркасов всех моделей, которые срав-
нивались между собой. Получены графики деформаций, сравнительные диа-
граммы зависимостей напряженного состояния элементов каркасов исход-
ной и преобразованных моделей. Дана оценка изменения напряженного со-
стояния каркаса ребристо-кольцевого купола с уменьшением количества ко-
лонн. Отмечены значительные изменения напряженного состояния опорного 
кольца. 

Ключевые слова: ребристо-кольцевой купол, меридиональные ребра, 
верхнее кольцо, опорное кольцо, колонны, компьютерная модель, стати-
ческий расчет, напряженное состояние 
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Abstract. Investigation of the stress state of the metal frame of a ribbed-ring 
dome, when the number of supporting columns under it is gradually reduced. 
With that, the same distances or steps between the columns are maintained along 
the entire contour of the support ring. The main elements of the dome frame and 
columns are made of steel I-beams. Frames, the domes of which are supported by 
a different number of cyclically symmetrical columns, were considered as 
subjects of research. All the domes are characterized by the same geometric 
structure and size, the same cross sections of the same type of frame elements and 
are exposed to the same loads. The research was carried out on computer models 
by calculating the combined effect of the load from the weight of load-bearing 
and enclosing structures and an asymmetric snow load. The models with a 
reduced number of columns are obtained by regularly removing them from the 
original computer model. During the analysis, the stresses in the elements of the 
frames of all models were determined, which were compared with each other. 
Deformation graphs and comparative diagrams of the stress state relationships of 
the frame elements of the original and transformed models are obtained. An 
assessment of the change in the stress state of the ribbed-ring dome frame with a 
decrease in the number of columns is given. Significant changes in the stress state 
of the support ring were noted. 

Keywords: ribbed-ring dome, meridional ribs, upper ring, support ring, columns, 
computer model, statical calculation, stress state 
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1. Введение

Металлические купола применяются в качестве покрытий зданий во всем мире благодаря вырази-
тельности своей геометрической формы, а также из-за надежности таких конструктивных систем. Благо-
даря пространственной жесткости и экономичности расхода металла они занимают ведущее место среди 
большепролетных пространственных покрытий [1–3].  

Геометрические схемы каркасов металлических куполов зависят от перекрываемых пролетов и назна-
чения здания [4; 5]. Наиболее простыми по геометрической схеме считаются ребристо-кольцевые купола. 
Но даже в ребристо-кольцевых куполах возможны различные геометрические схемы, связанные с числом 
секторов по окружности и ярусов по высоте. Кроме этого, важным фактором работы купольного каркаса 
служит количество поддерживающих их колонн. От этого зависит статическая схема всего каркаса здания 
и напряженное состояние элементов купольных каркасов. 

Обычно колонны в ребристо-кольцевых куполах располагают под каждым меридиональным ребром. 
Однако при большом числе секторов или ребер в купольном каркасе такое конструктивное решение может 
оказаться неудобным по разным причинам. В этом случае прибегают к использованию меньшего количе-
ства колонн по сравнению с числом меридиональных ребер. Такой подход приводит к изменению работы 
купола и, как следствие, изменению напряженного состояния элементов купольного каркаса. 

2 Evgeny V. Lebed, Candidate of Technical Sciences, Associate Professor of the Department of Metal and Wooden Structures, Moscow State University of
Civil Engineering (National Research University), Moscow, Russia; ORCID: 0000-0003-3926-8701; E-mail: evglebed@mail.ru
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Исследованию различных аспектов ребристо-кольцевых куполов в различных компьютерных про-
граммах посвящено много публикаций. Например, анализировалось напряженное состояние купольного 
каркаса при изменении параметров его геометрической схемы [6], при разных отношениях высоты купола 
к диаметру для разных пролетов [7], при включении в работу кирпичного заполнения ячеек каркаса между 
стальными ребрами и кольцами [8], при разных отношениях высоты купола и разных сечениях стержневых 
элементов [9], при разной высоте по сравнению с пролетом купольного каркаса со связями [10]. На при-
мере большепролетного ребристо-кольцевого купола покрытия резервуара уточняется методика расчета в 
линейной и нелинейной постановках [11]. Однако отсутствуют сравнительные исследования ребристо-
кольцевых куполов, опирающихся на колонны, число которых меньше числа меридиональных ребер. 

2.Методы

С целью выяснения зависимости напряженного состояния ребристо-кольцевого купола от количества 
поддерживающих его колонн выполнялись данные компьютерные исследования. В качестве объектов ис-
следования рассматривались каркасы, купола которых опираются на разное количество циклически сим-
метричных колонн. Все купола характеризуются одинаковой геометрической схемой, одинаковым проле-
том и высотой, одинаковыми сечениями меридиональных ребер, колец и колонн, а также подвергались 
воздействию одинаковых нагрузок. Для этого был запроектирован купол исходного каркаса с максималь-
ным количеством колонн, который впоследствии корректировался для расчета каркасов с уменьшенным 
числом колонн. 

Объектом для исследования служил каркас ребристо-кольцевого купола сферической формы с ради-
усом кривизны 23 м, состоящий из 36 ребер и 7 колец. Таким образом, купол разделен ребрами на 36 сек-
торов. Диаметр нижнего кольца 39,3 м, диаметр верхнего кольца 5,0 м, высота купольного каркаса 11 м. 
Купол опирается на колонны высотой 7,0 м, которых в исходном каркасе насчитывается 36. Все элементы 
каркаса сооружения с куполом приняты, по результатам расчета, из прокатных двутавров: меридиональ-
ные ребра — I 50Ш1, верхнее кольцо — I 60Ш1, нижнее кольцо — I 60Ш4, остальные кольца — I 20Ш1, 
колонны – I 40К3. Особо отметим, что узлы сопряжения элементов купольного каркаса друг с другом в 
нормальном направлении жесткие. Сопряжения меридиональных ребер с верхним и нижним кольцами в 
кольцевом направлении, а также промежуточных колец с ребрами в тангенциальном направлении — шар-
нирные. Сопряжение купольного каркаса через нижнее (опорное) кольцо с колоннами шарнирное как в 
радиальном, так и кольцевом направлениях.   

Компьютерная модель этого каркаса являлась исходной для исследования. На основе исходной 
созданы модели с уменьшенным количеством колонн посредством их регулярного удаления из исходной 
компьютерной модели (рис. 1). Отличительным признаком этих моделей друг от друга являлось число 
секторов между колоннами. При максимальном количестве колонн оно было равно 1, а при минималь-
ном — 6. Исследования выполнялись на компьютерных моделях каркасов с ребристо-кольцевым куполом 
в программе SCAD как пространственных стержневых систем [12; 13]. Ранее автором выполнялось иссле-
дование ребристо-кольцевых куполов при различных способах монтажа [14; 15], а также при разном ко-
личестве установленных связей [16]. Представленные здесь результаты получены в соответствии с обще-
принятыми принципами исследований пространственных стержневых систем. 

Расчет каркасов производился на совместное действие нагрузки от веса ограждающих или кровель-
ных конструкций и несущего каркаса, симметричной и несимметричной снеговых нагрузок (рис. 2), для 
которых были составлены соответствующие комбинации нагрузок. Наибольшее влияние на напряженное 
состояние каркасов пространственных сооружений оказывает комбинация загружений с несимметричной 
снеговой нагрузкой1. Именно она определяет необходимые сечения основных несущих элементов куполь-
ных каркасов.  

В процессе расчетов определялись внутренние усилия , , ,x y tN M M M  в элементах каркасов всех мо-
делей, которые сравнивались между собой. Главными же критериями оценки работы рассматриваемых 
каркасов служили напряжения σ  в наиболее нагруженных элементах меридиональных ребер, верхнего 
кольца, нижнего кольца и колонн, а также деформации куполов, которые определялись по максимальным 
перемещениям их узлов .f  

1 СП 20.13330.2016. Нагрузки и воздействия. Актуализированная редакция СНиП 2.01.07–85*. Москва: Минстрой России, 
2016. 102 с. URL: https://www.minstroyrf.gov.ru/docs/13673/ (дата обращения: 12.09.2023). 
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Рис. 1. Схемы купольных каркасов с разным числом секторов между колоннами: 
а — 1 сектор, б — 2 сектора, в — 3 сектора, г — 4 сектора, д — 6 секторов 

Источник :  выполнено автором 
Figure 1. Models of dome frames with different number of sectors between columns: 

а — 1 sector, б — 2 sectors, в — 3 sectors, г — 4 sectors, д — 6 sectors 
Source:  made by the author 
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Рис. 2. Схемы загружений куполов на примере исходного каркаса от веса: 
а — кровельных конструкций, б — каркаса, в — симметричного снега, г — несимметричного снега 

Источник :  выполнено автором 
Figure 2. Dome loading patterns, illustrated on the original frame, from the weight of:  

а — roofing structures, б — supporting frame, в — symmetrical snow, г — asymmetrical snow 
Source: made by the author 

Исследование показало, что с уменьшением количества колонн общий характер деформаций куполь-
ных каркасов в основном остается неизменным (рис. 3). Тем не менее происходит увеличение прогибов 

zf  купольного каркаса в целом (рис. 4, а) и их увеличение в опорном кольце (рис. 4, б), которое в послед-
ней модели (шесть секторов) превосходят максимальные прогибы исходной модели. 

А горизонтальные смещения xf  опорного кольца сначала происходят в сторону увеличения диа-
метра, а затем — его уменьшения (рис. 4, в).  
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Рис. 3. Деформации купольных каркасов с разным  числом секторов между колоннами: 
а — 1 сектор; б — 2 сектора; в — 3 сектора; г — 4 сектора; д — 6 секторов 

Источник :  выполнено автором 
Figure 3. Deformations of dome frames with different number of sectors between columns: 

а — 1 sector; б — 2 sectors; в — 3 sectors; г —4 sectors; д — 6 sectors 
Source: made by the author 
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Рис. 4. Величины максимальных деформаций купольных каркасов 
с разным числом секторов между колоннами: 

а — в целом купола по z; б — опорное кольцо по z; в — опорное кольцо по x 
Источник :  выполнено автором 

Figure 4. The values of maximum deformations in dome frames 
with a different number of sectors between columns: 

а — whole dome in z; б — support ring in z; в — support ring in x 
Source: made by the author 

3. Результаты

При регулярном удалении колонн из исходной компьютерной модели в купольном каркасе происхо-
дят изменения внутренних усилий N , M x , M y , Mt , но в разных элементах его по-разному. Следует 
отме-тить, что наряду с продольными силами  N , изгибающими моментами в плоскости наибольшей
и наимень-шей жесткости M x , M y , фиксировались и крутящие моменты M t .  

В меридиональных ребрах купола увеличение числа секторов между колоннами практически не вли-
яет на изгибающие моменты ,x yM M  (рис. 5), но приводит к небольшому увеличению продольных сил 
N  в тех ребрах, под которыми установлены колонны. В верхнем кольце купола увеличение числа секто-
ров между колоннами практически не влияет на внутренние усилия (рис. 6), хотя незначительный рост 
наблюдается в моментах xM . 

Рис. 5. Максимальные усилия , , ,x y tN M M M  в меридиональных ребрах купола 

с разным числом секторов между колоннами 
Источник :  выполнено автором 

Figure 5. Maximum values of , , ,x y tN M M M  in the meridional edges of the dome 

with a different number of sectors between the columns 
Source: made by the author 
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Рис. 6. Максимальные усилия , , ,x y tN M M M  в верхнем кольце купола 

с разным числом секторов между колоннами 
Источник :  выполнено автором 

Figure 6. Maximum values of , , ,x y tN M M M  in the upper ring of the dome 

with a different number of sectors between the columns 
Source: made by the author 

В опорном кольце купола с увеличением числа секторов между колоннами происходит резкое, в не-
сколько раз, увеличение наиболее значимых моментов xM , а также моментов yM  (рис. 7), продольные 
же силы N  практически не изменяются. В колоннах каркаса с куполом с увеличением числа секторов 
между колоннами происходит ожидаемое кратное увеличение значительных продольных сил N (рис. 8), 
а также существенное увеличение моментов xM  и небольшой рост моментов yM .  

Рис. 7. Максимальные усилия , , ,x y tN M M M  в опорном кольце купола 

с разным числом секторов между колоннами 
Источник :  выполнено автором 

Figure 7. Maximum values of , , ,x y tN M M M
 
in the support ring of the dome 

with  a different number of sectors between the columns 
Source: made by the author 
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Рис. 8. Максимальные усилия , , ,x y tN M M M  в колоннах каркаса

с разным числом секторов между колоннами 
Источник :  выполнено автором 

Figure 8. Maximum values of  , , ,x y tN M M M
 
in the columns of the frame

with a different number of sectors between the columns 
Source : made by the author 

Крутящие моменты tM  во всех элементах каркаса и в исходной модели, и в других оказались чрез-

вычайно маленькими. Но их явный рост с увеличением числа секторов между колоннами наблюдается 
только в опорном кольце. 

Не всегда значения внутренних усилий , , ,x y tN M M M  отражают степень их влияния на сечения 

элементов каркаса. Поэтому работа каркаса при уменьшении количества колонн, поддерживающих купол, 
анализировалась и по напряжениям, вычисленным по формуле  

σ
A W W

x y

x y

M MN
= ± ± . (1)

При наличии крутящих моментов tM появляются и касательные напряжения 

τ
W

t

t

M
= . (2) 

В таком случае следует учитывать приведенные напряжения  

2 2
прσ σ 3 τ= + . (3) 

Значения крутящих моментов tM  по сравнению с другими внутренними усилиями , ,x yN M M  ока-

зывались близкими к нулю (см. рис. 4–8). Это привело к тому, что отличие прσ  от σ  было несуществен-

ным и кручением в исследуемых каркасах можно пренебречь. 
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Были рассмотрены зависимости максимальных напряжений σ  в различных элементах каркаса от уве-
личения числа секторов между колоннами, а также влияние на них напряжений только от изгибающих 
моментов Mσ  и отдельно от продольных сил Nσ  (рис. 912). Необходимо отметить, что максимальные 
напряжения σ  на представленных диаграммах не являются суммой максимальных напряжений Mσ  и Nσ , 
поскольку последние определены для разных сечений (стержней) элементов каркаса. Диаграммы на 
рис. 912 показывают, что ведущую роль в максимальных напряжениях σ  всех элементов каркаса играют 
изгибающие моменты ,x yM M . 

Рис. 9. Максимальные напряжения σ  в меридиональных ребрах купола
с разным числом секторов между колоннами: а — суммарные; б — только от M; в — только от N 

Источник :  выполнено автором 
Figure 9. Maximum stresses σ  in the meridional ribs of the dome with a different number of sectors

between the columns: а — total; б — only from M; в — only from N 
Source: made by the author 

Рис. 10. Максимальные напряжения σ   в верхнем кольце купола с разным числом секторов
между колоннами: а — суммарные; б — только от M; в — только от N 

Источник :  выполнено автором 
Figure 10. Maximum stresses σ  in the upper ring of the dome with a different number of sectors

between the columns: а — total; б — only from M; в — only from N 
Source: made by the author 

В меридиональных ребрах купола с числом секторов между колоннами до трех включительно макси-
мальные напряжения σ  практически не изменяются (см. рис. 9). При числе секторов между колоннами 4 
и 6 максимальные напряжения σ  увеличиваются по сравнению с исходной моделью на 7 % и 23 % соот-
ветственно. В верхнем кольце купола с числом секторов между колоннами от двух до четырех включи-
тельно максимальные напряжения σ  даже уменьшились на 10 % (см. рис. 10) по сравнению с исходной 

, / 

, / 
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моделью. Однако при числе секторов между колоннами, равными шести, максимальные напряжения σ
увеличиваются по сравнению с исходной моделью на 8 %. 

В нижнем кольце купола с увеличением числа секторов между колоннами от двух до шести макси-
мальные напряжения σ  увеличиваются по сравнению с исходной моделью в 1,7; 2,3; 3,3 и 7,5 раза (рис. 11) 
соответственно, что объясняется быстрым ростом моментов ,x yM M . Причем при переходе от 4-х до 6-
и секторов между колоннами показывают резкий скачок максимальные напряжения σ . В колоннах кар-
каса с увеличением числа секторов между колоннами от двух до шести максимальные напряжения σ  уве-
личиваются по сравнению с исходной моделью в 1,6; 2,1; 2,9 и 5,9 раза (рис. 12) соответственно, что объ-
ясняется ростом продольных сил N  и моментов xM .

Рис. 11. Максимальные напряжения σ  в опорном кольце купола с разным числом секторов
между колоннами: а — суммарные; б — только от M; в — только от N 

Источник :  выполнено автором 
Figure 11. Maximum stresses σ  in the dome support ring with a different number of sectors

between the columns: а — total; б — only from M; в — only from N 
Source: made by the author 

Рис. 12. Максимальные напряжения σ  в колоннах каркаса с разным числом секторов
между колоннами: а — суммарные; б — только от M; в — только от N 

Источник :  выполнено автором 
Figure 12. Maximum stresses σ  in the columns of the frame with a different number of sectors

between the columns: а — total; б — only from M; в — only from N 
Source: made by the author 

,  /

, /
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Сопоставление диаграмм на рис. 9−12  позволяет заключить, что увеличение числа секторов между 
колоннами повышает напряжение в основном в опорном кольце купола и в колоннах. Причем напряжение 
в опорном кольце возрастает намного быстрее, чем в колоннах.  

4. Заключение

На основании изложенного материала можно сделать следующие выводы: 
1. Уменьшение количества колонн, поддерживающих купол, приводит к резкому повышению напря-

жений в опорном кольце и постепенному увеличению напряжений в колоннах. Напряжения в меридио-
нальных ребрах и верхнем кольце купола изменяются мало. 

2. При жестком сопряжении меридиональных ребер с опорным и верхним кольцами купола в нормаль-
ном направлении уменьшение количества поддерживающих колонн существенных по величине крутящих 
моментов не вызывает. 

3. При проектировании куполов с числом меридиональных ребер, кратно превышающих количество
колонн, сечение опорного кольца следует также кратно увеличивать в предположении его работы на изгиб. 

4. Не рекомендуется проектировать ребристые купола, опирающиеся на меньшее по сравнению с реб-
рами количество колонн, при котором между колоннами окажутся более трех ребер или секториальный 
угол между соседними колоннами будет больше 40°. 

5. В случае шарнирного сопряжении меридиональных ребер с опорным и верхним кольцами купола в
нормальном направлении при уменьшении количества колонн следует выполнить дополнительные иссле-
дования. 
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Abstract. For describing elastoplastic deformation, three versions of constitutive equations 
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Аннотация. Для учета упругопластического деформирования используют-
ся физические уравнения в трех вариантах. В первом варианте применяют-
ся определяющие уравнения теории течения, во втором варианте физиче-
ских уравнений приращения упругих деформаций определяются, как и в 
теории течения, а приращения пластических деформаций выражаются через 
приращения напряжений с использованием условия их пропорционально-
сти компонентам девиатора приращений напряжений, в третьем варианте 
физические уравнения на шаге нагружения получены без гипотезы о разде-
лении деформаций на упругие и пластические части. Для их получения ис-
пользовано условие пропорциональности компонент девиаторов прираще-
ний деформаций компонентам девиаторов приращений напряжений. Реали-
зация уравнений выполнена с использованием гибридного призматического 
конечного элемента с треугольным основанием, на конкретном примере 
показано преимущество третьего варианта физических уравнений.  
Ключевые слова: оболочка вращения, физическая нелинейность, призма-
тический конечный элемент, смешанный функционал, реализация смешан-
ного МКЭ 
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1. Introduction

For the majority of deformable materials, Hook’s law is only valid at loading levels, at which the stresses do 
not exceed the yield stress of the material. Usually, plastic deformations emerge in stress concentration zones 
already at insignificant levels of loading. Hence, structural analysis with account of elastoplastic deformation 
zones is an important engineering problem. 

Two elastoplastic deformation theories are most commonly used for solid bodies: flow plasticity theory and 
the theory of incremental elastoplastic deformation11[1–3]. 

Displacement-based finite element method (FEM) has been widely used for elastoplastic deformation 
analysis2 [4–7]. This method was applied to thermoplastic and contact problems of continuum mechanics [8–12]. 
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FEM was also effectively employed in finite strain cases of elastoplastic deformation processes [13–16]. Mixed 
finite element method has been extensively applied to elastoplastic deformation problems [17–21]. 

In this study, a prismatic finite element with triangular bases has been developed in mixed FEM 
formulation. Three versions of governing equations are used as constitutive relations. The first version uses the 
flow theory equations. The second version employs the governing equations obtained from the authors’ 
hypothesis, that the components of the incremental plastic strain tensor are proportional to the components of the 
combined stress deviator tensor.   

The third version does not separate strains into the elastic and plastic parts. For determining the 
relationships between the strain increments and the stress increments, the condition of proportionality between 
the components of the incremental strain deviator tensor to the components of the incremental stress deviator 
tensor was used. 

2. Methods

2.1. Shell Geometry 

Arbitrary point М0t of the shell, which is located at distance t from the middle surface, is defined by the fol-
lowing position vector: 

,000 aRR tt 
 (1) 

where 0 sin θ cosθx r r  R i j k
  

 is the position vector of the corresponding point М0
 of the middle

surface; r is the radius of curvature of the middle surface point; kji


,,  are the unit vectors of the Cartesian 

coordinate system; x,θ are the axial and angular coordinates of point М0; 000
11 aaa 

  is the normal line to the

middle surface at point М0; 00
11 aa 

  are the unit basis vectors at point М0. 

The basis vectors of arbitrary point М0t are determined by differentiating position vector (1): 

0 0 0 0 0 0 0
1 , 2 , θ 3 ,; ; ,t t t

s r t a   g R g R g R     
  (2) 

and by following [17], the matrix expressions of the derivatives of the basis vectors of an arbitrary point in the 
basis of this point are formed: 

              0 0 0 0 0 0

3 3 3 3 3 33 1 3 1 3 1 3 1 3 1 3 1
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0
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31
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 are the row matrices of the derivatives of the basis vectors of М0t. 

Under gradually applied load, the incremental displacement vector at a load step is represented by 
components in the basis of point М0t: 

   1 0 2 0 3 0 0
1 2 3

3 11 3

,
T

V v g v g v g g v


        
    

(4) 

where    321

31
vvvv T 


 is the row matrix of displacements of point М0t. 
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The derivatives of the displacement vector are also expressed in terms of the basis vectors of point М0t: 

1 0 2 0 3 0
1 1 1 2 1 3

1 0 2 0 3 0
2 1 2 2 2 3

1 0 2 0 3 0
3 1 3 2 3 3

, g g g ;

, g g g ;

, g g g ,

V
V
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r

t

f f f

f f f

f f f



   

   

   

  

  

  





                                                                                                

(5) 

where 
1 1 1 2 3 3 3 1 2 3

1 11 21 31 3 13 23 33, ; , ;s tf v v m v m v m f v v l v l v l                 

ijijij lnm ,,  are the elements of matrices [m], [n] and [l]. 
Under specified load, an arbitrary point of the shell will displace to position Мt, which is determined by 

position vector 

0 .R R Vt t  
  

(6) 

The strain increments for a load step are governed by relations [3] in a geometrically linear definition 

 0 0
ij i j j i

1 , ,
2

g v g v    
  

.  (7) 

Considering (5), strains (7) can be expressed in matrix form as

               

    
133616 

 vL , (8) 

where    tststtss
Т




 222
61

is the row matrix of strain increments;  L  is the matrix

of differentiation operators. 

2.2. Relations of Flow Plasticity Theory 

Full strain increments ij  
are combinations of elastic strains e

ij  
and plastic strains p

ij :

p
ij

e
ijij  .  (9) 

The relationships between the elastic strain increments and the stress increments are defined by expressions3 

  ijcij
e
ij E

 11
, (10) 

where  is the material Young’s modulus;  is the Poisson’s ratio; c  is the mean value of the normal stress

increments; ij  is the Kronecker delta.
In the flow theory, the plastic strain increments are defined by relations4 

3 Samul V.I. Fundamentals of the theory of elasticity and plasticity: a textbook for university students. 2nd ed., revised. Moscow: 
Vysshaya shkola; 1982. (In Russ.); Demidov S.P. Theory of elasticity. Moscow: Vysshaya shkola; 1979. (In Russ.); Demidov S.P. Theory 
of elasticity. M.: Vysshaya shkola; 1979. (In Russ.) 

4 Malinin M.M. Applied Theory of Plasticity and Creep. Moscow: Engineering; 1975. (In Russ.) 
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 ijcij
p k
ij

 ,   (11) 

where k is the coefficient of proportionality, which is defined according to6 expression 

i
нki EE

k 












11
2
3

.   (12) 

Here: i  is the stress intensity; нE  is the modulus of the initial segment of the stress-strain intensity 

diagram; кE  is the tangent modulus at the considered point on the stress-strain intensity diagram; 

mn
mn

i
i 




  is the stress intensity increment. 

By combining (10) and (11) and taking into account (12), the matrix expression for the constitutive equa-
tions of the flow theory is formed: 

    П
1

6 1 6 16 6

ε σС
 

   .   (13) 

The second version of the post-yield constitutive equations uses the hypothesis of proportionality between 
the components of the incremental plastic strain tensor and the components of the incremental stress deviator 
tensor:  

 ijcij
p
ij  1 . (14) 

Proportionality coefficient 1  is defined according to5 expression 











нk
i ЕЕ

11
2
3

.   (15) 

By combining (10) and (14), the matrix expression for the second version of constitutive relations is 
obtained: 

   П
2

6 1 6 16 6

ε σС
 

     .  (16) 

The third version of constitutive relations is based on the hypothesis of proportionality between the incre-
mental strain deviator tensor and the incremental stress deviator tensor components: 

)(2 cijijcijij  , (17) 

where 2
ε3 3 1ψ

2 σ 2
i

i kЕ


 


, and the volumetric strain increment is determined as in the case of elastic 

deformation, 
Ecc



21

.  

Based on (17), the third version of the constitutive relations is formed: 

   П
3ε σС     .  (18) 

 
5 Malinin M.M. Applied Theory of Plasticity and Creep. Moscow: Engineering; 1975. (In Russ.) 
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2.3. Finite Element Stiffness Matrix  

A prismatic finite element with triangular bases is considered. The nodal unknowns are the displacement 
and stress increments. Coordinates ts ,, θ  of an arbitrary point of the shell are defined in terms of nodal 

coordinates using linear functions ζηξ ,,  with ranges 0 ≤ηξ≤ , 1; 11 ≤ζ≤− , 

( ){ } { }
1661

,,
××

λζηξ=λ y
Tf , (19)

where { } { }pnmkjiT
y λλλλλλ=λ  is the row of nodal coordinate θ,s  or t ;

( ){ } ( )
1 6

1 ζ 1 ζ 1 ζ 1 ζ 1 ζ 1 ζ
ξ,η,ζ 1 ξ η ξ η (1 ξ η) ξ η

2 2 2 2 2 2

T
f

×

− − − + + + = − − − − 
 

    
 

By using linear approximating functions (19), the interpolation expressions for vΔ  components and the 
components of the incremental stress tensor are formed: 

{ } [ ]{ } { } [ ] { }
1363661611818313

;
××××××

σΔ=σΔΔ=Δ yy SvАv , (20)

where { } { }pnmkjikjiТ
y vvvvvvvvvv 333222111
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... ΔΔΔΔΔΔΔΔΔ=Δ
×

 is the row-matrix of the nodal displace-

ment increments; 

{ } { }tststtss
Т

θθθθ
×

σΔσΔσΔσΔσΔσΔ=σΔ
61

 is the row of stress increments at a point; 
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σΔσΔσΔ=σΔ
×

θ
×
θθ

××

T
ty

T
y

T
ssy

Т
y

616161361

  is the row of stress increments at the nodes of the finite 

element. 

Considering (20), strain increments (8) can be represented in matrix form: 

{ } [ ] { } [ ] [ ] { } [ ] { }.
11818611818336133616 ××××××××

Δ=Δ=Δ=εΔ yy vBvALvL (21) 

The nonlinear mixed functional for a load step, obtained in [17], is expressed as 

{ } [ ]{ } { } { }
1 6 3 1 1 6 3 16 3 6 6

1

2
T T П

V V

Ф L v dV C dVμσ σ σ
× × × ×× ×

 ≡ Δ Δ − Δ Δ −    

{ } { } { } { } { } { } ( )
1 3 3 1 1 3 3 1 1 6 6 1

1
; 1, 2,3 .

2
T T T

S S V

v q dS v q dS dVσ ε μ
× × × × × ×

− Δ Δ − Δ + Δ =  
 (22)

 

Taking into account matrix relations (18) and (21), functional (22) for the prismatic finite element 
becomes 
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          (23) 

By varying functional (23) with respect to nodal unknowns  Ty
361
 and  Tyv

181
 , the following systems of 

equations are obtained: 
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    is the Raphson residual.  

Systems (24) can be combined into one 
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K  — is the matrix of the stress-strain state of the hybrid finite element at a load 
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 — is the vector of nodal unknowns;

 
       
















TT
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TТ
у RfF

181181361541
0   — 

is the vector of nodal loads with residuals. 

3.1. Sample Calculation 1 

The shell of revolution depicted in Figure 1 with the middle surface in the shape of a truncated ellipsoid was 
analyzed. The following input values were specified: а = 0.21 m; в = 0.15 m; h = 0.01 m; kl 0.2 m; 
Е = 2×105 MPa;   = 0.3. The height of truncation of the elliptical shell is 

2 2

2 2

0.201 0.15 1 0.0457
0.21

k
k

lz в
a

        m. 

The stress-strain curve for the shell material was assumed to be in the form of Figure 2, where σ 200Т   MPa 
is the yield stress of the material;

 

ε 0.001Т   is the yield strain;

 

ε 0.02k   is the final strain; σ 400k   MPa is the 
final stress. 
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Figure 1. Truncated elliptical shell 
S o u r c e :  made by R.Z. Kiseleva 

The stress-strain intensity curve was constructed using formulas6 

     2 2 2 2 2
11 22 22 33 33 11

1 1σ σ σ σ σ σ σ σ 0 σ σ;
2 2i
              

           2 2 2 2 2
11 22 22 33 33 11

2 1 ν2 2ε ε ε ε ε ε ε ε νε 0 νε ε ε.
3 3 3i

                    

Figure 2. Stress-strain curve of the elliptical shell material 
S o u r c e :  made by R.Z. Kiseleva

Figure 3. Stress-strain intensity curve of the shell material 
S o u r c e :  made by R.Z. Kiseleva

Values of the parameters of the stress-strain intensity curve: 200 ТiТ  MPa is the stress intensity at 
yield point;  

   2 2ε 1 ν ε 1 0.3 0.001
3 3iТ Т     = 0.866667×10-3 is the strain intensity at yield point; 

    01.03.01
3
21

3
2

 kik  = 0.866667×10-2 is the final strain intensity; 

кiк  = 300 MPa is the final stress intensity. 

6 Malinin M.M. Applied Theory of Plasticity and Creep. Moscow: Engineering; 1975. (In Russ.) 
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The stress-strain intensity curve is assumed to be defined by function  σ εi if  in the form of a parabola 

2σ ε εi i ia b c   (when iТi  ), 

where а = −6612835.5282 MPa; b = 242231.47902 MPa; с = 1795.0330258 MPa. 
The presented shell of revolution was analyzed for the case of elastic deformation (q = 18.0 MPa). The 

normal stress values at the fixed support are presented in Table 1, where the first column contains the number of 
discretization nodes of the shell along its axis (NM) and along its thickness (NT). 

The other columns contain normal stresses of the internal fibers along the axis 




int

11
 and circumference 

 int
 . For the external fibers, these variables are denotes as  ext

11σ  and  ext
θθσ  respectively. 

 
Table 1 

Numerical values of normal stresses at the fixed support 

NM × NT int
11

 , MPa int
 , MPa 

11

ext , MPa ext
θθσ , MPa 

20×3 116.484 210.103 117.640 203.671 
40×5 116.324 209.843 118.267 203.857 
30×7 116.234 209.766 118.396 203.834 

 
The results presented in Table 1 demonstrate convergence of the computational process with respect to 

normal stresses of the shell at the fixed support. 

3.2. Sample Calculation 2 

The analysis of the shell from the previous section was performed under internal pressure q = 27.65 MPa. 
The specified load value was achieved in 16 steps and in 32 steps, and the results of the analysis using the three 
versions of constitutive equations were found to be virtually identical. 

The values of meridional stresses ss  and circumferential stresses   after 32 load steps are presented in 
Table 2. The stress values were calculated along the shell thickness h in the left section using the third version of 
the constitutive equations.  

 
Table 2 

Numerical values of meridional and circumferential stresses after 32 load steps 
along the shell thickness h in the left section 

σss, МPа 
 

163.8 170.7 175.4 181.8 186.9 193.2 205.4 

σθθ, МPа
 

323.2 318.9 314.4 313.1 309.0 306.9 302.8 

h, m 0 0.00166 0.0033 0.005 0.0066 0.00833 0.01 

 
The of results from Table 2 are used to plot the distributions of meridional stresses (Figure 4) and circum-

ferential stresses (Figure 5).  
In order to control the accuracy of computation of meridional stresses, the check of   0х  is performed. 

The check gives an acceptable discrepancy in the values of the resultant external and internal forces: 

intext-Q

ext

Q
δ= 100% 2.4%

Q
  , 

where extQ  is the resultant external force; intQ  is the resultant internal force. 
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Figure 4. Distribution of meridional stresses ss
along the section thickness 

S o u r c e :  made by R.Z. Kiseleva 

Figure 5. Distribution of circumferential stresses σθθ  
S o u r c e :  made by R.Z. Kiseleva 

As seen from Figure 5, the circumferential stresses exceed the elastic limit significantly. 
Table 3 provides the values of meridional and circumferential stresses in the external fibers along the merid-

ian arc length.  

Table 3 

Numerical values of meridional and circumferential stresses in external fibers along the meridian arc length 

Stress 
Meridian arc length S, m 

0.005 0.025 0.04 0.06 0.081 0.102 0.124 0.147 0.172 0.185 0.2 0.237 

ss , MPa 164.2 165.0 164.6 163.1 161.0 157.1 152.9 150.0 142.2 134.9 121.0 0.6 

 , MPa 302.9 302.7 301.0 295.6 288.6 279.5 267.7 254.5 249.5 242.7 244.0 251.1 

The results from Table 3 were used to plot the distributions of meridional stresses ss  and circumferential

stresses   (Figure 6). 

Figure 6. Distributions of meridional and circumferential stresses 
in external fibers along the meridian arc length 

S o u r c e :  made by R.Z. Kiseleva 
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The values of the meridional stresses in the end section are almost zero, which complies with the loading 
condition. The circumferential stresses vary insignificantly along the meridian. 

The analysis of the results in Tables 1–3 indicates correctness of the developed algorithm and shows 
adequate convergence of the computational process. 

4. Conclusion

The 3D stress-strain state of a shell is studied without using the straight-normal hypothesis for elastoplastic 
deformation. 

1. The constitutive relations beyond the elastic limit are implemented in three versions.
The first version uses the relationships of the flow theory.  
The second version employs the governing equations, where the authors’ hypothesis is used for determining 

the plastic strain increments. The hypothesis assumes that the components of the incremental plastic strain tensor 
are proportional to the components of the incremental stress deviator tensor.   

The third version of equations is based on the hypothesis of proportionality between the components of the 
incremental strain deviator tensor and the components of the incremental stress deviator tensor without 
separating the strains into elastic and plastic. 

2. The analysis of the shell is performed using mixed FEM. For this purpose, the authors developed a 6-
node solid prismatic finite element with triangular bases. The nodal unknowns are the displacement vector 
components and the nodal stress tensor components. The target variables are approximated by the nodal 
unknowns using bilinear shape functions. 

3. The presented study shows that all three versions of the governing equations for plastic deformation
produce identical results. The analysis of the constitutive equations shows that the most physically reasonable 
version is the third one. This version does not separate the strain increments into elastic and plastic parts, and is 
based on the hypothesis of proportionality between the components of the incremental strain deviator tensor to 
the components of the incremental stress deviator tensor. 

The proposed governing equations, without the strain separation, correspond to the physical meaning of the 
process of deformation and have great potential for analyzing reservoirs, submersibles and other engineering 
structures containing shells of revolution. 
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Abstract. The information about main results on geometry of developable surfaces with an 
edge of regression which have a directrix ellipse in the base is gathered. These surfaces 
constitute a group called “Ruled surfaces of conical type on elliptical base”. This group 
includes elliptical cones, torses with two ellipses defined in the parallel planes, equal slope 
surfaces, and ruled surfaces with the main frame of three superellipses that are ellipses in one 
coordinate plane and broken straight lines in the other two coordinate planes. The paper 
presents a method for developing torses onto a plane, approximation of torses by folded 
surfaces, and parabolic ending of a thin sheet from elastic material into a torse shell. A brief 
review of the methods of stress-strain and buckling analysis of the considered ruled shells is 
given, including the displacement-based finite element method and variational energy 
method. It is shown that analytical methods can be used only in the case of applying the 
momentless shell theory for ruled thin shells of conical type. The analytical formulae for 
determining the normal and tangent internal forces in any momentless conic shell with a 
superellipse in the base are derived. References to forty four scientific articles of other 
authors, working or having worked on the subject of the paper are given. These references 
confirm the conclusions of the author and the perspectives of investigations of the considered 
ruled surfaces and shells. 
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Аннотация. Cобраны сведения об основных результатах, полученных 
автором по геометрии развертывающихся поверхностей с ребром возвра-
та, имеющих в основании направляющий эллипс. Эти поверхности со-
ставляют группу «Линейчатые поверхности конического типа на эллип-
тическом основании», в которую входят эллиптические конусы, торсы с 
двумя заданными эллипсами в параллельных плоскостях, поверхности 
одинакового ската и линейчатые поверхности с главным каркасом из 
трех суперэллипсов в трех координатных плоскостях, один их которых 
является эллипсом, а два других вырождаются в прямые ломаные линии. 
Представлены материалы по построению разверток торсов на плоскость, 
аппроксимации торсов складками, параболическому изгибанию тонкого 
листа из упругого материала в проектируемую торсовую оболочку. Дана 
краткая характеристика по методам расчета на прочность и устойчивость 
рассматриваемых линейчатых оболочек со ссылкой на работы других 
авторов, которые использовали метод конечных элементов в перемеще-
ниях и вариационно-разностный метод. Показано, что аналитические 
методы применимы только при использовании безмоментной теории 
расчета тонких линейчатых оболочек конического типа и получены ана-
литические формулы для определения внутренних нормальных и каса-
тельных усилий для любой безмоментной конической оболочки с любым 
суперэллипсом в основании. Приведены 44 наименования использован-
ных научных источника других авторов, работающих или работавших по 
теме представленной статьи, подтверждающие выводы, заключения и 
перспективы исследований, рассмотренных линейчатых поверхностей и 
оболочек. 
Ключевые слова: конус, поверхность одинакового ската, торсовая по-
верхность, эллипс, суперэллипс, аппроксимация торсов складками, рас-
чет оболочек на прочность, безмоментная теория оболочек 
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1. Introduction

Conical surfaces find wide application in civil and mechanical engineering. These are surfaces of zero 
Gaussian curvature but more precisely, they are degenerated torse surfaces for which the edge of regression 
deganerates into a point that is the vertex of the cone. Torse surfaces are ruled surfaces [1] and they can be 
developed onto a plane without ruptures and folds. So, they can be constructed from a single fragment of a plane 
sheet. This explanes their wide usage in different branches of science and engineering [2]. Circular conical 
surfaces [3] and conical elliptical surfaces [4; 5] found especially wide application. 

Let us introduce a notion of surfaces of conical type. These surfaces will include ruled sufaces constructed 
on two closed curves with two axes of symmetry lying on two parallel planes. In general aspect, superellipses 
with parallel axes of symmetry can represent these curves. Some surfaces from the class of “Torse surfaces” 
forming the group “Equal slope surfaces” [6‒8] can be added to ruled surfaces of conical type. 
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One can use different analytical and graphical methods presented earlier in scientific literature [9‒12] for 
constructing the considered ruled surfaces. 

Aim of the research 

The first aim of the research is to study surfaces of conical type on elliptical base i.e. ruled surfaces 
constructed on elliptical base 

(x/a)2 + (y/b)2 = 1.  (1) 

The next aim is to suggest thin shells with middle surfaces in the form of surfaces of conical type on 
elliptical base for implementation, having pointed out the principal publications dealing with the matter and 
devoted to strength and stability of the offered shells and to investigation of elastic and plastic deformations 
emerging in the process of bending a metal plane sheet into the designed torse; and having presented simplified 
methods of strength analysis for consideration. 

The momentless theory of shell analysis that was widely used in 1950s and in 1960s [13] is classified as a 
simplified method of strength analysis and it is not forgotten at present time [14; 15]. 

2. Surfaces of conical type on an elliptic base

2.1. Elliptical conical surface 

If a perpendicular line to the plane of director ellipse (1), dropped from the apex of the cone, passes through 
the point of intersection of the axes of the director ellipse, then the obtained surface is called the right elliptical 
conical surface [16]. 

Its canonical equation can be written in the form: 

x
a

y
b

z
c

2

2

2

2

2

2 0   , (2) 

where c is the height of the conical surface. Plane z = h 0 intersects the cone along an ellipse with semi-axes 
a h /c and b h /c. Parametrical form of definition of surface (2): 

x = x(u,ν) = aucosν; y = y(u,) = businv; z = z(u) = cu, 

where u = z/c is a dimetionless parameter, which is equal to the height of the cone divided by parameter с; 
0 2π.v   Curvilinear coordinates u, ν are non-orthogonal but conjugate (Figure 1). 

Let us assume that a cone contains two similar ellipses lying in parallel planes (Figure 2): 

Figure 1. A right elliptical cone 
S o u r c e :  made by the author 

Figure 2. A truncated elliptical cone 
S o u r c e :  made by the author 
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Figure 3. A torse of equal slope 
with a director ellipse 

S o u r c e :  made by the author

 !"! + #!$! = 1,% = &   and    !'! + #!(! = 1, % = 0, where  (" = '$. 
In this case, the implicit equation of the designed surface will be 

[x(c – b)/l + b]2 – y2 – c2z2/d2 = 0. 

Inclined elliptic conical surface is the second order conical surface which forms by the movement of a 
straight line passing through a defined point and intersecting the director ellipse. A perpendicular line to the 
plane of the director ellipse, dropped from the apex of the cone, does not pass through the center of the director 
ellipse [17]. 

2.2. Torses of equal slope with a director ellipse 

Torse of equal slope with a director ellipse is a ruled surface having a constant angle α between straight 
generatricies and the respective principle normals of the director ellipse (1) [18]. Numerical modelling of this 
surface was described in a paper [19]. It is also possible to find other original sources in which an equal slope 
surface with director ellipse is investigated [20; 21]. 

Parametric equations of this surface [22; 23] (Figure 3): 

z = z(u) = –usinα, 

2 2 2 2 2 2 2 2

cosαcos cosαsin( , ) cos ,   ( , ) sin .ν νν ν ν
sin cos sin cos

ν
ν ν ν ν

ub uax x u a y y u b
a b a b

     
 

(3) 

This method of defining a torse surface of equal slope supposes that the director ellipse is given by 
parametric equations 

x = x(ν) = acosv,  y = y(ν) = bsin ν.  (4) 

A coordinate line u = 0 coincides with the director 
ellipse, but a family of the u lines are rectilinear generators of 
a torse of equal slope. A surface of zero curvature (3) is given 
in terms of principal curvature lines u, ν. 

Sections of a torse surface in z = zo = const planes 
contain closed curves: 

2 2 2 2

2 2 2 2

cosα 1( ) cos ,
sin α sin cos

cosα 1( ) sin .
sin α s o

ν ν
ν ν

ν ν
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o
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a b

z ay y b
a b

 
   

 
 

   
 

The surfaces of zero Gaussian curvature shown in Figures 2 and 3 are rather like, but the surface shown in 
Figure 2 is a cone and the surface in Figure 3 is a non-degenerated torse i.e. a torse with an edge of regression. 

If the director ellipse is given by parametric equations 

x = x(β) = rcosβ,  y = y(β) = rsinβ, (5) 

then parametric equations of the whole surface take the following form [24]: 
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Figure 4. A torse surface 
with two ellipses in parallel planes 

S o u r c e :  made by the author 

2

4 2 4 2 2 2 2 2
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cosα sinβ( ,β) (β)sinβ ,  ( ) sin α,
sin β cos β

ub abx x u r r r
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uay y u r z z u u
a b

    
 

     


(6) 

β is the angle counted off the Ох axis in the direction of the Оу axis, 
β ν, r = r(β) is the distance from the center of the director ellipse to an 
arbitrary point on it. 

2.3. Torse with two ellipses placed 
in parallel planes and with parallel axes 

One can use G. Monge’s method [25] for the design of torse of conical 
type on an elliptical base. This method offers to construct a developable 
surface by movement of a straight line along two space curves. The directrix 
of the torse will be passing through the corresponding points of plane director 
curves where the tangent lines are parallel and these two director curves are 
plane curves and lie in parallel planes (Figure 4). Additional information can 
be found in [26]. 

2.4. Surfaces of conical type on plane elliptical base 
with inclined lines in other two coordinate planes 

Surfaces on a plane base defined by a main frame from three arbitrary plane curves in three main coordinate 
planes are used, in general, in shipbuilding [22]. For the first time, at the Peoples Friendship University of 
Russia, these surfaces were offered for application in architecture and in construction. Some of these surfaces 
can be included in the group of ruled surfaces of conical type. 

Ruled surfaces with a main frame from three superellipses 

| |) = *) +1 − |%|-.- / , |#|0 = 10 +1 − | |2*2/ ,        |#|3 = 13 +1 − |%|4.4 /, 
are studied in paper [27] where one, two, or all three superellipses degenerate into straight lines, i.e. r = t = 1, 
or  n = m = s = k = 1, or r = t = n = m = s = k = 1. Assuming that the ellipse is placed in the xOy plane, then 
r = t = 2, but the other two superellipses degenerate into straight lines, i.e. n = m = s = k = 1, so we can derive 
three surfaces of conical type on elliptical base, defined by parametric equations: 

x = x(u) = ±uL,  y = y(u,ν) = νW[1 – u2]1/2,   z = z(u,ν) = T[1 – u][1 – |ν|]  (Figure 5, а); (7) 

x = x(u,ν) = νL[1 – u2]1/2,   y = y(u) = ±uW,   z = z(u) = T[1 – u][1 – |ν|]   (Figure 5, b); (8) 

x = x(u,ν) = vL[1 – u],  y = y(u,ν) = ± W[1 – u][1 – |ν|2]1/2,   z = z(u) = uT (Figure 5, c), (9) 

where –L ≤ x ≤ L, –W ≤ y ≤ W, 0 ≤ z ≤ T; 2L, 2W, T are overall dimentions of the considered surfaces. The 
surface shown in Figure 5, a forms by a family of cross sections x = const (straight lines), the surface shown in 
Figure 5, b was formed by a family of cross sections y = const (straight lines), and the surface pictured in 
Figure 5, c was generated by a family of cross sections z = const (ellipses). 

Let us introduce a new parameter 0 ≥ β ≥ 2π in the form ν = sinβ, hence 1 – ν2 = cos2β, then parametric 
equations (9) become 

x = x(u,ν) = L[1 – u] sin β,  y = y(u,ν) = W[1 – u] cosβ,  z = z(u) = uT (Figure 5, c). 

 GEOMETRICAL INVESTIGATIONS OF MIDDLE SURFACES OF SHELLS  



Кривошапко С.Н. Строительная механика инженерных конструкций и сооружений. 2024. Т. 20. № 1. С. 40–56 
 

 

ГЕОМЕТРИЯ СРЕДИННЫХ ПОВЕРХНОСТЕЙ ОБОЛОЧЕК  45 

 

 
 
The vector equation of any analytical surface can be written as 

r = r(u,ν) = x(u,ν)i + y(u,ν)j + z(u,v)k. 

In this case, according to the theory of surfaces, Gaussian coefficients of the first order (E, G, F) and 
Gaussian coefficients of the second order (L0, M, N) for the ruled surface of conical type (7), were obtained in 
the following form: 

E = A2 = ru
2 = L 2+ ν2u2W 2/(1 – u2) + T 2(1 – ν)2, 

G = B2 = rν
2 = W 2(1 – u2) + T 2(1 – u)2 = B2(u), 

F = ru rν =  – νuW 2 + T 2(1 – u)(1 – ν), 

L0 = –LTWν (1 – ν)/(A2B2 – F 2)1/2, 

M = LTWu(1 – u)1/2/(1 + u)1/2,   N = 0. 

where A and B are the Lame coefficients in the theory of surfaces. The value of the coefficient of the second 
fundamental form N = 0 shows that curvilinear coordinate ν coincides with the rectilinear generatrix of surface 
(7), Figure 5, а. The value F ≠ 0 shows that curvilinear coordinates u, ν are non-orthogonal coordinates. The 
total Gaussian curvature of the examined surface 

     2 2 22
0

22 2 – 0 / /K AB B FL N M A F M      

shows that the ruled surface presented in Figure 5, а is a surface of negative Gaussian curvature. 
Analysing parametric equations (7) and (8) of the ruled surfaces of conical type presented in Figure 5, а and 

Figure 5, b, formed by the method of construction of surfaces with a main frame from arbitrary plane curves 
lying in main coordinate planes, one can draw a conclusion that these surfaces are identical surfaces. Hence, 
taking two algebraic curves of the main frame with the same exponents, we obtain two identical algebraic 
surfaces from three surfaces. By assuming three arbitrary algebraic plane curves of the main frame with the same 
exponents, we obtain three identical algebraical surfaces of the same order coinciding with the order of the 
curves of the frame. Having assumed three algebraical curves of main frame with different exponents, we shall 
have three different algebraic surfaces [27]. 

Coefficients of the fundamental forms in the theory of surfaces for the ruled surface of conical type (9) were 
obtained in the following form 

 
               а                                                    b                                                                c              

 
Figure 5. The surfaces on a plane oval base with the same main frame: 
а — surface formed by a family of cross sections x = const (straight lines); 
b —  surface formed by a family of cross sections y = const (straight lines); 

c — surface formed by a family of cross sections z = const (ellipses) 
S o u r c e :  made by the author 
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Figure 6. A development of the torse surface 
with a circle and an ellipse on the parallel ends 

S o u r c e :  made by the author
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Coefficients of the fundamental forms (10), (11) of surface (9) show that the coordinate lines u are straight 
lines and surface (9) is a surface of zero Gaussian curvature 

     2 2 2 2 2
01 – /    –  / –  0.N LTW u K L N M A B F    

Hence, curvilinear coordinate lines u, ν are non-orthogonal conjugate coordinates. It is obvious that surfaces 
(7) and (8) are cylindroids [28], and surface (9) is a right elliptical cone. All of the three ruled surfaces belong to 
the group of surfaces of conical type on elliptical base. 

2.5. Developments of torses onto a plane 

It should be noted that torse surfaces permit their 
development onto a plane without breaks and folds. 
There are several analytical, graphical, and numerical 
methods of construction of developments [29]. US 
Patent for a method for designing a development 
drawing was even issued [30]. Till present time, only 
the method of step-by-step calculation of lengths of 
director curves, rectilinear directrixes, and angles 
between them was used for the considered torse 
surfaces. An algorithm of developing a torse using this 
method was described and realized for particular 
examples a paper [31]. As applied to the considered 
ruled surfaces, a development of the torse with a circle 
and an ellipse on parallel opposite ends was carried out 
(Figure 6). 

2.6. Approximation of torses on elliptical base by folds 

Substitution of curvilinear surfaces by folded circumscribed surfaces following the form of the original 
surfaces has certain practical importance [32]. 

Such substitution is easily realized just for torses, because they are formed by a single-parametric family of 
planes tangent to the torses along the directrix lines. An example of the substitution by folds of a torse with a 
circle and ellipse on opposite ends is given in paper [33]. The torse, considered in a paper [33], was constructed 
on the basis of the torse shown in Figure 4 with the substitution of one director ellipse with a circle (Figure 7). 

In Figure 7, the equation of single-parametric family of the planes forming the specified torse surface is 
denoted by M(ν) = 0. The development of the folded surface is presented in Figure 8. Having the coordinates 
of the corner points of the fold, one can easily obtain all necessary lengths and angles of the corresponding 
development. The same method of substitution was used in paper [34], but for a torse with parabolas on 
parallel ends. 
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Figure 7. Substitution of the torse surface 

with a circle and an ellipse on parallel ends 
S o u r c e :  made by the author 

 
Figure 8. The development of the folded surface 

shown in Figure 7 
S o u r c e :  made by the author 

3. Shells of conical type on elliptic base 

3.1. Parabolic bending of plane thin sheet into a torse shell 

In the process of parabolic bending of plane sheet from elastic material into a torse work piece or into a torse 
shell, internal normal stresses will be emerging in them. These normal stresses can reach the yield limit of the 
material. Parabolic bending preserves rectilinear generators of developable middle surfaces, length of curves on 
the surface, and angles between the curves. Hence, parabolic bending can be called isometric bending. Analytical 
formulae for the determination of the emerging normal stresses are given paper [35]. 

Equations 

1 2
1 2 12

1 1 1 2 2 2

ε ε1 1 1 1κ 0,     κ ,    κ 0,
R R R R R R

       
 

  (12) 

where R1 and R2 are the principal radii of curvature of the 
surface before bending; 1R   and 2R   are the principal radii 
of curvature of the deformed middle surface after bending, 
give the opportunity to find the changes in curvature κ2, κ1 
and in twist κ12 of torse middle surface. Normal and 
tangent forces will be equal to zero (Figure 9, а), and the 
bending М1, М2 and the twisting Н moments (Figure 9, b) 
for a shell formed by bending and given in lines of 
principal curvatures can be calculated with the help of well 
known Hooke’s law formulae for shells 

M2 = D(κ2+ νκ1) = Dκ2;  

M1 = D(κ1+ νκ2) = Dνκ2 = νM2;    H = Msu = 0, 

where D = Eh3/[12(1 – ν2)] is the flexure rigidity (bending 
stiffness) of the shell; ν is Poisson’s ratio, h is the 
thickness of the shell. 

A1(0; 3; 4) 

M(v = 2) = 0 

A2(0; –3; 4) 

A4(0; –6; 0,75) 

A12(0; 5,3; 2) 

ν 
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z В7(5;–0,76;–2) 
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5,83 
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00
 

Figure 9. Internal forces and moments: 
а — internal forces; 

b — internal moments (per unit of length) 
S o u r c e :  made by the author 
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S.M. Hollister [36] rightly notes that to bend a real plane product from plywood, aluminium, or steel into the 
designed torse accurately with preservation of rectilinear directrixes is practically impossible owing to the 
Poisson’s ratio of the used material. 

3.2. Problems of strength analysis of thin shells of conical type on elliptical base 

Practically all the discussed surfaces of conical type on elliptical base are given in curvilinear non-
orthogonal conjugate coordinates. That is why, for strength analysis, one must use a more complex system of 
governing equations for this system of curvilinear coordinates not in lines of principal curvatures. Hitherto, there 
are no analytical solutions with the moment theory for the offered shells in scientific literature. 

The system of governing equations in lines of principal curvature is suitable only for torse shells of equal 
slope. A system of 17 equations for the determination of stress-strain components of a thin elastic shell with 
middle surface shown in Figure 3 and given by the equations (3) is written out in paper [37]. Despite of 
seemingly simple form of these equtions, no one has been able to solve any particular example. 

The problem about strength and stability of equal slope shells on elliptical base is solved much more easily 
with the help of numerical methods. M.A. Timoshin [38] examined a steel shell subjected to a vertical dead 
load using Lira 9.4 software with the help of finite element method in displacements. Boundary conditions are 
fixed or hinged support of lower edge. The first two buckling shapes for the first case of fixed and three forms 
of hinge supported shell were determined. It was established that shell buckling takes place before exhausting 
its strength. For comparison, a shell in the form of a truncated elliptic cone shown in Figure 2 was analyzed. It 
was supposed that the shells shown in Figures 2 and 3 have the same overall dimensions, thickness, and 
material. 

О.О. Aleshina [39] researched the stress-strain 
state of a cast reinforced concrete cap 5 cm thick, the 
middle surface of which is defined by parametric 
equations (3) with geometric parameters of the ellipse 
a = 2 m, b = 1 m and the slope angle of rectilinear 
generatrix equal to α = 60°. The analysis was 
performed with the help of SCAD Office software, 
representing an integrated system of strength analysis 
and design of structures on the basis of FEM. The 
model of the approximated middle surface with 
quadrilateral and triangle plane elements is shown in 
Figure 10. The vertical displacement of the cantilever 
part of the cap is less than 1mm. 

In paper [15], the investigation of the equal slope 
shell on elliptical base is described. This investigation was performed using FEM and finite difference energy 
method. The first calculation was made in SCAD Office software, the second calculation was made with 
SHELLVRM computer program. The comparison of the obtained results using FEM, finite difference energy 
method, and momentless shell theory show good agreement. Maximum deviation of the results in the examined 
nodes is a little more than 18 %. 

3.2.1. Momentless theory of shells of conical type on elliptical base 

The momentless (membrane) theory assumes that equilibrium in the shell is achieved by having the in-plane 
membrane forces resist all applied loads without any bending moments. The momentless theory of shells with 
middle surface of zero Gaussian curvature gives an opportunity to obtain analytical solution and the results can 
be used for preliminary analysis of technical decisions. The membrane forces by themselves cannot resist local 
concentrated loads. In order to derive the governing equations for the momentless theory of shells, we need to 
reject internal bending, twisting moments, and shearing forces. For the application of the momentless theory, we 
may use only the equilibrium equation. The problem for equal slope shell with the middle surface (3) defined by 
curvilinear coordinates in lines of principal curvature is solved easier. In that case, the equilibrium equations of a 
shell element subjected to weight q can be written as 

Figure 10. The model of the cap
S o u r c e : made by O.O. Aleshina [39] 
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Nν = ZRν, 

where X = –qsinα, Y = 0, Z = –qcosα. The tangent force S may be found from the second equilibrium equation. 
Then from the first equilibrium equation, one can obtain normal force Nu [40]. 

For a torse shell presented in Figure 4, the equations of momentless shell theory can be written as 
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In equations (13), curvilinear non-orthogonal conjugate 
coordinates are denoted by u,ν; B, F are the coefficients of 
the first fundamental form for the torse surface; X, Y, Z are 
distributed external forces per unit area in the direction of 
moving coordinate axes (Figure 11). Figure 11 shows the 
positive directions of the resultant internal forces tangent to 
the midsurface. 

In view of equations (13), one can obtain the values of 
desired forces in explicit form 
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where Ci = Ci(ν, X, Y, Z), i =1÷5. Values of coefficients Ci in expanded form are given in monography [41]. 
Arbitrary functions of integration V1(ν) and V2(ν) can be determined by satisfying boundary conditions. Two 
examples of analysis of a thin torse shell with ellipse and circle on opposite parallel ends subjected to weight or 
linear load distributed along the top end (X = Y = Z = 0) using formulae (13) are given in monography [41]. 

Bajoriya G.Ch. [42] used the equilibrium equation containing pseudo-forces (forces with an asterisk) for the 
analysis of the same torse shell: 
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Figure 11. A fragment of momentless shell 

S o u r c e :  made by the author 
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Equations (15) are a particular case of the general equations of equilibrium offered by A.L. Goldenveiser 
[43] for shells given in curvilinear arbitrary coordinates. 

It is possible to obtain values of the unknown pseudo-forces from equations (15) in explicit form 
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where Ci
*
 = Ci

*(v, X, Y, Z), i =1÷5. Values of coefficients Ci
* in expanded form are presented in monography 

[41]. Arbitrary functions of integration V1
*(ν) and V2

*(ν) can be determined by satisfying boundary conditions. 
An example of analysis of a torse shell with ellipse and circle on opposite parallel ends under linear load 
distributed along the top end (X = Y = Z = 0) using formulae (16) are given in [41]. 

3.2.2. Momentless shell theory of elliptical cone 

The general equilibrium equations for thin shells given in curvilinear non-orthogonal conjugate system of 
coordinates, offered in monography [41], may be used for the analysis of elliptical cone (9) with the help of the 
momentless theory. In this case, it is necessary to reject the internal shearing forces, bending and twisting 
moments: 
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(Su – Sν)sinχ + (Nν – Nu)cosχ = 0. (20) 

So, equations (17)–(20) contain normal Nu, Nν , and tangent Su ≠ Sν forses per unit of length of the 
corresponding coordinate line. X and Z are the components of external distributed load per unit of area. Let us 
assume Y = 0, taking into account that in this part, only distributed load such as weight q will be considered. Let 
us also take into account that 

cosχ = F/(AB), sinχ, ∂6/78 

are functions of dimensionless parameter v only. 
External surface loads X, Z are given by the formulae: 

X = –qcosφ,   Z = qsinφ, Y = 0, (21) 

where φ is the angle between the direction of load (weight q) and the direction opposite to the direction of the 
coordinate line u, and 

1/22 2 cosφ / , sinφ /  T A A T A      (22) 

are the functions of the parameter v only. 
In the considered case, the Lame parameter А = А(ν) is equal to the length of rectilinear coordinate line u 

from the vertex of the cone to the plane z = 0. 
Equation (19) gives a value of the normal force Nv: 
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     (23) 

The equation (20) gives a value of the normal force Nu : 

Nu = (Su – Sν)tgχ + Nν .  (24) 

Taking into account that 
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let us put these variables and normal force Nu determinated by formula (24) into equation (18). After integration 
of the obtained result, one can have 
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where V1(v) is an arbitrary function of integration. 
Substituting the same expressions and (Nu – Nv), taken from the formula (20), into the equation (17), and 

integrating the obtained result, one can find 
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(26) 

where V2(ν) is an arbitrary function of integration. Unknown functions V1(ν) and V2(ν) are found from boundary 
conditions, suitable for the momentless shell theory. 
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Thus, the momentless shell theory gives an opportunity to obtain approximate values of internal normal 
forces Nu and Nν from formulae (23) and (24), and values of tangent forces Su and Sν from formulae (25) and 
(26). The formulae (25), (26) are integratable and they can be written in the expanded form. 

So, write the formulae (23), (24), (25), and (26) in more detail: 

     
   

3/22 2 2 2 2 2 2 2 2

ν 53

1 ν
1 ν ,

q u A T L W T T W L
N u f

LTWA

          

   
 

     
 

3
1 1ν

ν 62 22 2 2

1 ν ν
1 ν ,

ν 1 13

u A V VNS u f
A u uA B F

            
 

       
2 2 2 2 2 2

ν
ν ν 22 2 2 2 2

1
1 ν

2 ν 2u

u F NA B F A B F FS S AS F u X V
A B AB AB A AB

             

 3
23 6 6

6 3 5 32

1
2

2 ν ν ν
u f f fA AA f A f f f qT

AB A 

               

         
3

1
1 1 22 2

ν1 1ν ν ν 1 ν
ν 2 ν 2 ν

Vf A A AV V u V
B A

   
            

             
3

1
6 1 1 22 2

ν1 11 ν ν ν 1 ν ,
ν 2 ν 2 ν

Vf A A Au f V V u V
B A

   
             

     
2 2 2 2 2 2

2 2 2 2ν
ν 2 ν2 2 2 2

1 13  ν ,
2 2 ν 2 2u

u uSA B F A A B FN F S A qT A B F V N
A B F F F A B

   
        

 

where fi = fi(ν) are the known functions, but V1(ν), V2(ν) are arbitrary functions of integration, which are found 
from the boundary conditions in forces. 

4. Results of the Research

1. Firstly, the results of geometrical investigations of ruled surfaces of zero Gaussian curvature both with the
edge of regression and with the point in the vertex in the top, formed on elliptical base, are grouped. The need to 
form a group of ruled surfaces of conical type on elliptical base has arisen. Elliptical cones, torses with two 
director ellipses lying in parallel planes, equal slope surfaces with director ellipse, ruled surfaces with a main 
frame from ellipse and two broken straight lines, and cylindroid with the same main frame were included in this 
group. 

2. An example of construction of developments of the examined developable surfaces is presented and a
method of substitution of torses by folds with construction of their developments is offered. 

3. The second part of the paper was devoted to a review of methods of stress analysis of thin shells of
conical type on elliptical base. It was established that strength and stability analysis of these shells was 
performed with the help of Lira 9.4, SCAD Office, and SHELLVRM software, using displacement-based FEM 
and finite difference energy method. The analysis was carried out for the dead and linear loads. 
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4. The majority of specific examples of determining normal and tangent forces emerging in the examined
ruled shells is solved using the approximate momentless theory of analysis. It was established that under 
fulfilment of the conditions of the momentless shell theory it gives acceptable results. These results may be used, 
for example, for setting shell thickness or for detection of the most dangerous sections with maximum internal 
force resultants. The search of the most optimal shapes of shells, where the moment components are hardly 
noticeable, is still in progress [44]. 

5. For the first time, analytical formulae (23)–(26) for the determination of tangent forses in a momentless
conical shell on the base in the form of any superellipse were derived. 

5. Conclusion

Ruled surfaces of zero Gaussian curvature with an edge of regression and shells with ruled middle surfaces 
were selected for the investigation. In some examined ruled surfaces, an edge of regression degenerates into a 
point. This choice was fueled by the wish of designers, civil engineers, and mechanical engineers to create the 
most simple products, structures, and buildings in terms of manufacturing. 

1. Thin-walled structures and products offered for implementation, judging by given references, have most
demand in shipbuilding, aircraft building, and in applied physics. 

2. By using superellipses of general type instead of ellipses of the second order as the bases of surfaces of
conical type, it is possible to considerably widen the number of ruled surfaces offered for research. 
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Аннотация. Рассмотрена методика оценки сейсмостойкости жилого здания 
в Индонезии с применением сейсмоизоляции. В качестве объекта исследо-
вания выбрано 8-этажное жилое железобетонное здание рамно-связевой 
конструктивной схемы. Для анализа отклика сооружения использовались 
нелинейные методы расчета на сейсмическое воздействие: нелинейный 
статический (Pushover) и нелинейный динамический анализ во временной 
области (Nonlinear Time History Analysis, NLTHA). Расчет производится в 
свободно распространяемой программе STERA 3D. Динамический расчет 
осуществлялся на семь пар горизонтальных компонент акселерограмм, вы-
бранных в соответствии с параметрами возможных землетрясений для рас-
сматриваемой площадки строительства (г. Бандунг). Выбранные записи 
землетрясений изменялись с помощью процедуры спектрального соответ-
ствия (spectral matching) нормативному спектру ускорений. В качестве сей-
смоизолирующих опор были использованы фрикционно-маятниковые опо-
ры, разработанные японской корпорацией Nippon Steel. Результаты нели-
нейного временного анализа (NLTHA) показывают, что поверхностные зем-
летрясения (shallow) приводят к большим разрушениям по сравнению с 
мегаземлетрясениями (megathrust), причем в обоих сценариях обеспечива-
ется уровень безопасности жизнедеятельности (Life Safety). Применение 
сейсмоизоляции позволяет снизить сейсмические нагрузки, о чем свиде-
тельствует уменьшение ускорений на верхнем уровне и сдвигающих уси-
лий в основании здания. 

Ключевые слова: сейсмоизоляция, нелинейный динамический анализ, опре-
деление уровней работоспособности 
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Abstract. The methodology for seismic performance evaluation of a residential building in 
Indonesia with the use of seismic isolation is considered. An 8-storey reinforced concrete 
frame residential building with shear wall structural system was selected as a case study. 
Nonlinear methods of seismic response analysis were used to calculate the response of the 
structure: nonlinear static (Pushover) and Nonlinear-Time History Analysis, NLTHA. The 
analysis is performed in STERA 3D freeware. The nonlinear time history analysis was 
performed for seven pairs of horizontal components of earthquake ground motions, selected 
according to the parameters of possible earthquakes for the considered site (Bandung city). 
The selected earthquake records were modified using the spectral matching procedure for 
design spectrum. Friction-pendulum bearings developed by Nippon Steel Corporation of 
Japan were used as seismic isolation. The results of nonlinear time history analysis show that 
shallow earthquakes result in greater damage compared to megathrust earthquakes, with both 
scenarios providing a life safety (LS) performance level. The use of seismic isolation can 
reduce seismic loads, as evidenced by the reduction in top-level accelerations and shear 
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1. Введение 

Сейсмическая уязвимость многоэтажных жилых зданий требует постоянного совершенствования 
конструктивных решений и стратегий снижения рисков [1]. Данная работа посвящена оценке сейсмо-
стойкости многоэтажных жилых зданий, оборудованных системами сейсмоизоляции, и подчеркивает ее 
актуальность и потенциальный вклад в отечественное сейсмостойкое строительство. Несмотря на то, что 
территория России охватывает различные сейсмические зоны, в исследовании для обогащения россий-
ской практики сейсмостойкого проектирования рассмотрены методики и подходы, применяемые в индо-
незийской практике [2]. В дополнение к практическим выводам, полученным в ходе исследования, необ-
ходимо отметить продолжающиеся исследования в области сейсмоизоляции, что еще больше увеличива-
ет потенциальное влияние на отечественную практику сейсмостойкого строительства [3; 4]. 

Современные исследования в области сейсмоизоляции посвящены изучению инновационных мате-
риалов, передовых аналитических методов и систем динамического управления, направленных на повы-
шение эффективности и адаптивности систем сейсмоизоляции [5]. За последние несколько десятилетий 
было проведено множество экспериментальных и теоретических исследований по оценке влияния сей-
смоизоляции на устойчивость конструкций к землетрясениям. Результаты этих исследований показыва-
ют, что сейсмоизоляция приводит к уменьшению сейсмических сил в основании, общей деформации со-
оружения, числа пластических шарниров и смещений этажей при одновременном увеличении периода 
колебаний конструкций [6–10].  

Учет результатов этих исследований может оказать существенное влияние на развитие практики 
сейсмостойкого проектирования в России. Динамичный характер исследований в области сейсмостойко-
го строительства, обусловленный появлением новых технологий и междисциплинарным сотрудниче-
ством, обеспечивает постоянную эволюцию методов расчета и проектирования зданий на сейсмические 
воздействия [11]. Данное исследование в сочетании с более широким спектром проводимых исследова-
ний призвано внести вклад в динамичную дискуссию о сейсмостойкости многоэтажных домов [5; 12], 
способствуя формированию комплексного понимания, не только применимого к условиям Индонезии, 
но и переносимого в сейсмоопасные регионы России. 

Целями настоящего исследования являлись:  
– исследование методов и подходов к проектированию зданий с применением сейсмоизоляции;  
– оценка сейсмостойкости многоэтажного сейсмоизолированного жилого здания (на примере Индо-

незии). 

2. Методы и материалы 

Параметры объекта исследования (рис. 1) представлены в табл. 1. 
Таблица 1 / Table 1 

Параметры объекта исследования / Parameters of target building 

Параметр / Parameter Значение / Value 
Место положения / Location Бандунг, Индонезия / Bandung, Indonesia
Назначение / Occupancy Жилое / Residential 

Конструктивная схема / Structural system Рамно-связевой каркас с диафрагмами жесткости /
RC Frame — Shear wall 

Количество этажей / Number of stories 8 
Категория площадки / Site class* SD 
Полная высота, м / Total height, m 27.4 
Категория риска / Risk category* II (апартаменты) / II (apartment)
Коэффициент ответственности / Seismic importance factor* 1.0 
Сейсмические нормы / Building codes SNI 1726:2019 
Размеры в плане, м / Plan dimensions, m 60 × 14.8 
Год постройки / Constructions year 2021 

Прочность бетона, МПа / Concrete Strength, MPa 30 — для балок и плиты, 35 — для колонн и стен /
30 — for Beam and slab, 35 — for Column and Shear wall

Предел текучести арматуры, МПа / Yield strength of rebar, MPa 420 
Отношение предельной прочности арматуры к пределу текучести / 
Ultimate and yield ratio 1.25 

*Прим е ч а н и е :  в соответствии с нормами Индонезии SNI 1726:2019 / 
* N o t e :  in accordance with Indonesian Seismic code SNI 1726:2019 
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Рис. 1. Объект исследования (фасад, план) 
Ис т о ч н и к :  выполнено авторами 

Figure 1. Target building (elevation & plan) 
S o u r c e :  made by the authors 

В здании применяется шесть типов ригелей (h × b мм): 600 × 400, 600 × 350; 600 × 300, 400 × 250, 
400 × 200, 300 × 150. Продольная арматура ригелей (мм): d22 (для h = 600), d19 (для h = 400), d16 (для 
h = 300). Поперечная арматура (мм): d10, шаг 100 — на приопорных участках; шаг 150 — в середине 
пролета. 

Плита перекрытия толщиной 130 мм, арматура плиты d10, шаг 150 мм. 
Колонны (h × b мм): 600 × 400. Арматура: продольная — 18d22, поперечная — d13, шаг 150 мм. 
Железобетонные диафрагмы жесткости толщиной 200 мм. Торцевые колонны диафрагм размерами 

500 × 200 мм армируются продольными стержнями 16d22, тело стены армируется d10, шаг 150 мм; попе-
речная арматура d13, шаг 150 мм. 

Определение нагрузок. Постоянные нагрузки на перекрытие (Dead Load, DL) — 10.25 кН/м2 (соб-
ственный вес элементов). 

Дополнительная постоянная нагрузка (Super Imposed Dead Load, SIDL) — 1.5 кН/м2 (потолок, пол, 
инженерные коммуникации). 

Временные нагрузки (Live Load, LL) – 2.0 кН/м2. 
Полная нагрузка: 1.0 DL + 1.0 SIDL + 0.25 LL = 12.25 кН/м2. 
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Нормативный спектр ускорений (Design Response Spectrum). Параметры нормативного спектра 
ускорений определяются для площадки строительства в соответствии с SNI 1726:2019. Требуемые пара-
метры могут быть определены с помощью специального онлайн-сервиса [13]. Спектр ускорений для рас-
сматриваемой площадки строительства представлен на рис. 2. Как видно из рисунка, построенный спектр 
находится между 8 и 9 баллами (MSK 8 и MSK 9 на графике) отечественной шкалы MSK-64 и имеет 
большую протяженность площадки максимальных ускорений для коротких периодов. 

 

 
 

Рис. 2. Нормативный спектр ускорений для г. Бандунг 
Ис т о ч н и к :  выполнено авторами 

Figure 2. Design Response Spectrum for Bandung 
S o u r c e :  made by the authors 

 
Нелинейный анализ отклика сооружения. Для анализа отклика сооружения используются нели-

нейные методы расчета на сейсмическое воздействие: нелинейный статический (Pushover) и нелинейный 
динамический во временной области (Nonlinear-Time History Analysis, NLTHA). Расчет производится в 
свободно распространяемой программе STERA 3D. Дистрибьютив программы, а также детальное техни-
ческое руководство доступны пользователям всех стран на сайте программы. Автором настоящей работы 
был выполнен перевод руководства пользователя на русский язык, который также доступен на сайте 
программы [14].  

Программа STERA 3D предназначена для выполнения нелинейных расчетов на динамические воз-
действия зданий и сооружений. В основе программы лежат модели, состоящие из линейных (упругих) 
элементов с нелинейными пружинами — концентрированная нелинейность. Жесткость нелинейных 
пружин характеризуется зависимостями сила-деформация для каждого элемента. Для описания нелиней-
ного поведения пружин используются конститутивные модели, такие как билинейные или трилинейные 
модели. Более подробная информация о канонических уравнениях каждого элемента, принципах форми-
рования матриц жесткости и работы программы читатель может найти в техническом руководстве про-
граммы [14]. 

Сейсмическое воздействие в STERA 3D задается тремя компонентами акселерограмм 0X , 0Y  и 0Z  в 
направлениях X, Y и Z соответственно. Уравнение движения для системы элементов записывается как 
          M a C v K d p   , где  M ,  C  и  K  — матрицы масс, демпфирования и жесткости.  d , 

 v ,  a  и  p  — векторы перемещений, скорости, ускорений и внешних сил соответственно. Для инте-
грирования уравнения движения используется модифицированный Ньюмарк-β метод с инкрементальной 
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формулировкой, использующей пошаговую матрицу жесткости. В настоящем примере использовалось 
демпфирование, пропорциональное жесткости    1C a K , с коэффициентом демпфирования h = 0.05,
коэффициент пропорциональности 1 12a h  , где 1  — частота первой формы колебаний. В качестве 
модели гистерезиса в работе используется модель Такеды [15]. 

Для нелинейного динамического анализа использовалось семь пар горизонтальных компонент запи-
сей ускорений грунта, выбранных в соответствии с магнитудой, эпицентральным радиусом и механиз-
мом возникновения рассматриваемой площадки строительства. Спектральное преобразование (spectral 
matching) выбранных записей ускорений грунта производится обратным преобразованием Фурье для 
нормативного спектра ускорений с использованием программы STERA WAVE 1.0. Расчет ведется в соот-
ветствии с сейсмическими нормами Индонезии SNI 1726:2019. 

Выбор записей землетрясений. При проведении нелинейного динамического анализа должны быть 
использованы наборы записей ускорений грунта для проектного и максимального рассматриваемого 
землетрясения, состоящие минимум из семи пар горизонтальных компонент акселерограмм, выбранных 
и масштабированных исходя из параметров магнитуды, эпицентрального расстояния и механизма земле-
трясения, соответствующих рассматриваемой строительной площадке [14; 15]. В случае отсутствия тре-
буемого набора записей ускорений грунта возможно использовать синтетические пары акселерограмм. 
При использовании нелинейного динамического анализа как основания для проектирования систем сей-
смоизоляции расчетные перемещения и силы в элементах здания рассчитываются для среднего значения 
семи пар акселерограмм. 

Для территории Индонезии необходимо рассматривать три механизма возникновения землетрясений 
(рис. 3)1:  

1) мегаземлетрясение (Megathrust, M);
2) бениоф (Benioff, B);
3) поверхностное (Shallow Crustal, SC) и поверхностное фоновое (Shallow Background, SB).

Рис. 3. Результаты процедуры спектрального соответствия для компонентов «E-W» 
Ис т о ч н и к :  выполнено авторами 

Figure 3. Spectral Matching of the E-W components 
S o u r c e :  made by the authors 

1 National Center for Earthquake Studies. Report. Indonesian deaggregation maps for design and evaluation of seismic resistance in-
frastructure. 2022. (In Indonesian). 
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Записи землетрясений были получены из открытых баз данных: 
– Центр инженерных данных о сильных движениях, США (CESMD)2.
– Тихоокеанский исследовательский центр сейсмостойкого строительства, США (PEER)3.
– Сети сейсмографов сильных движений K-Net, Япония4.
Очевидно, что для эффективного внедрения нелинейного динамического метода в отечественную 

практику необходима серьезная модернизация существующих нормативных документов, включая разра-
ботку рекомендаций и критериев по выбору записей землетрясений, аналогичных отмеченным выше. 

Cпектральное соответствие (spectral matching) записей землетрясений 
Выбранные записи землетрясений изменялись с помощью процедуры спектрального соответствия 

(spectral matching). Процедура спектрального соответствия заключается в корректировке спектра ускоре-
ний в соответствии с заданным спектром отклика. Процесс включает в себя, прежде всего, масштабиро-
вание амплитудного спектра Фурье для согласования амплитуд и корректировку фазового спектра для 
временного согласования [20; 21]. Учет неопределенностей с помощью вероятностных методов позволя-
ет получить надежные результаты. Валидация по эмпирическим данным и анализ чувствительности за-
вершают процедуру, в результате которой получают скорректированные в соответствии с сейсмично-
стью площадки записи землетрясений.  

Процесс сейсмического соответствия выбранных записей землетрясений выполнялся в программе 
STERA WAVE 1.0. Результаты спектрального соответствия представлены на рис. 3. Параметры записей 
землетрясений, включая ускорения поверхности грунта (PGAmax) до и после проведения процедуры спек-
трального соответствия, представлены в табл. 2. 

Таблица 2 / Table 2 
Параметры записей землетрясений / Ground motion parameters 

№ Землетрясение / 
Earthquake 

Направление / 
Direction 

Механизм / 
Mechanism 

Магнитуда / 
Magnitude 

PGAmax,
гал / gal 

PGA’max,
гал / gal* 

Время, сек / 
Duration, sec 

Источник / 
Source 

1 Тохоку 2011 / 
Tohoku 2011 

EW 

M 

9 
293.5 305.7 

300 K-Net NS 372.2 364.0 
UD 287.2 249.2 

2 Чи-Чи 1999 / 
Chi-Chi 1999 

EW 
7.62 

17.3 357.4 
60 CESMD NS 25.1 371.1 

UD 9.8 554.3 

3 Ментавай 2007 / 
Mentawai 2007 

EW 
7.9 

124.0 319.2 
108 CESMD NS 114.0 303.3 

UD 42.0 373.5 

4 Эль Центро 1940 / 
El Centro 1940 

EW 

SC 

6.9 
210.1 346.9 

15 STERA 3D NS 341.7 343.9 
UD 206.3 511.0 

5 Нортридж 1994 /
Northridge 1994 

EW 
6.53 

172.0 327.0 
40 PEER NS 245.0 289.8 

UD 15.1 278.6 

6 Кобе 1995 / 
Kobe 1995 

EW 
SB 6.9 

617.1 413.5 
20 STERA 3D NS 817.8 407.7 

UD 332.2 615.3 

7 Черногория 1979 / 
Montenegro 1979  

EW 
B 7.35 

175.5 395.2 
30 PEER NS 265.1 361.5 

UD 47.19 318.2 

*Пр им е ч а н и е :  PGA’max — максимальное ускорение поверхности грунта после процедуры спектрального соответствия /
* N o t e :  PGA’max — peak ground acceleration after spectral matching

2 Center for Engineering Strong Motion Data USGS. URL: https://www.strongmotioncenter.org. (accessed: 19.11.2023). 
3 Pacific Earthquake Engineering Research Center (PEER). URL: https://ngawest2.berkeley.edu. (accessed: 19.11.2023). 
4 Strong-motion Seismograph Networks (K-NET, KiK-net). URL: https://www.kyoshin.bosai.go.jp. (accessed: 19.11.2023). 
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3. Результаты и обсуждение

Результаты модального анализа. Формы колебаний (рис. 4): 
– первая: T1 = 0.997 сек, коэффициент модальных масс Mx = 0.792, My = 0.003.
– вторая: T2 = 0.833 сек, коэффициент модальных масс Mx = 0.009, My = 0.025.
– третья: T3 = 0.751 сек, коэффициент модальных масс Mx = 0.002, My = 0.769.

а b 

Рис. 4. Формы колебаний: a — первая, T1 = 0.997 сек; b — третья, T3 = 0.751 сек 
Ис т о ч н и к :  выполнено авторами с использованием программы STERA 3D 

Figure 4. Mode shapes: a — first, T1 = 0.997 sec; b — third, T3 = 0.751 sec 
S o u r c e :  made by authors using the STERA 3D program 

Нелинейный статический (Pushover) анализ. На рис. 5 представлена деформированная схема и 
кривая несущей способности здания вдоль оси Х. Элементы, выделенные желтым цветом, идентифици-
руют умеренные повреждения, а красные — критические. На рис. 6 представлены кривая несущей спо-
собности и нормативный спектр ускорений в преобразованных координатах спектрального ускорения 
(Sa) и спектрального перемещения (Sd). 

Рис. 5. Нелинейный статический (Pushover) анализ 
Ис т о ч н и к :  выполнено авторами с использованием программы STERA 3D 

Figure 5. Nonlinear static (Pushover) analysis 
S o u r c e :  made by the authors using the STERA 3D program 
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Рис. 6. Кривая несущей способности и нормативный спектр 
Ис т о ч н и к :  выполнено авторами  

Figure 6. Capacity Curve and Demand Spectrum 
S o u r c e :  made by the authors  

 
Определение уровней работоспособности (Perfomance levels). В сейсмостойком строительстве 

уровни работоспособности (эффективности) зданий и сооружений имеют решающее значение для опре-
деления ожидаемого поведения конструкций при сейсмических воздействиях. Обычно в строительных 
нормах и правилах рассматриваются три интенсивности землетрясений (уровни сейсмической опасно-
сти) и четыре уровня работоспособности, включающие эксплуатационный (operational), непосредствен-
ного пребывания людей (immediate occupancy, IO), безопасности жизнедеятельности (life safety, LS) и 
предотвращения обрушения (collapse prevention, CP)5.  

Относительный междуэтажный перекос (inter story drift ratio) является одним из важнейших па-
раметров, тесно связанным с уровнем эксплуатационных характеристик. Исследования показали четкую 
корреляцию между межэтажным перекосом и уровнем работоспособности, причем различные уровни 
межэтажного перекоса соответствуют определенным критериям работоспособности. В настоящем иссле-
довании используются значения относительного междуэтажного перекоса (рис. 7) и соответствующие им 
уровни работоспособности, рекомендованные американскими нормами «Руководство по испытанию же-
лезобетонных элементов конструкций при медленно действующих симулированных сейсмических воз-
действиях»6. 

Необходимо отметить, что значения междуэтажных перекосов тесно связаны с определением индек-
са повреждаемости (damage index) — важнейшего критерия, используемого для количественной оценки 
степени повреждения конструкции. Он обеспечивает единое определение повреждений, не зависящее от 
материала, из которого изготовлена конструкция [20; 21]. В настоящем исследовании используется ин-
декс повреждаемости Парка — Энга (Park — Ang), предложенный в [22]. В основе индекса лежит комби-
нированная мера сейсмического ущерба, которая обеспечивает основу для оценки безопасности кон-
струкций в постмэйншоковый период. Индекс оценивает ущерб как линейную комбинацию максималь-
ной деформации и гистеретической энергии, что позволяет учитывать накопление и распределение по-
вреждений в элементах. В настоящей работе применяются соотношения индекса повреждаемости, меж-
дуэтажного перекоса и уровней работоспособности, предложенные в [23]. 

 
5 FEMA 356 Prestandard and Commentary for the Seismic Rehabilitation of Buildings. 
6 ACI 374.2R-13 Guide for Testing Reinforced Concrete Structural Elements under Slowly Applied Simulated Seismic Loads. 
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Таблица 3 / Table 3 

Взаимосвязь между индексом повреждаемости Парка и Энга DPA и уровнем работоспособности [22] / 
Relation between Park and Ang damage index DPA and performance levels [22] 

Индекс Парка и Энга / 
Park and Ang index DPA 

Предельный перекос / 
Drift limits 

Степень повреждений / 
Damage state 

Уровень работоспособности / 
Performance level 

0.1–0.2 < 0.5% Незначительные / Minor Эксплуатационный / Operational 
0.2–0.5 0.5–1.5 % Умеренные / Moderate Безопасность жизнедеятельности / Life safety 
0.5–1.0 1.5% – 2.5% Существенные / Severe Предобрушение / Near collapse 
> 1.0 > 2.5% Обрушение / Collapse Полное обрушение / Total collapse 

На рис. 7 представлены относительные перекосы этажей для неизолированного здания (жесткое ос-
нование). Максимальные перекосы для всех записей землетрясений локализованы в уровне 2-го этажа и 
находятся в уровнях IO и LS. Соответствующие индексы повреждаемости для каждого этажа представле-
ны на рис. 8 и также свидетельствуют об удовлетворительной сейсмостойкости объекта исследования. 

Рис. 7. Относительные междуэтажные перекосы (жесткое основание) в направлении X 
Ис т о ч н и к :  выполнено авторами  

Figure 7. Inter-storey drift ratio (fixed base) in X direction 
S o u r c e :  made by authors  

Рис. 8. Индекс повреждаемости этажей (жесткое основание) 
Ис т о ч н и к :  выполнено авторами  

Figure 8. Story damage index (fixed base) 
S o u r c e :  made by authors  
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Описание принятых элементов сейсмоизоляции. В настоящем исследовании используются фрик-
ционно-маятниковые опоры. Данные опоры показали свою высокую эффективность и активно применя-
ются в качестве сейсмоизоляции во всем мире [26; 27]. Параметры опор представлены на рис. 9.  

Как видно из рис. 10–11, применение сейсмоизоляции позволяет существенно снизить значения меж-
дуэтажных перекосов и индекс повреждаемости (для всех записей уровень работоспособности IO). 

Параметры / Parameters 

Эффективная жесткость, кН/м — 32722 / 
Effective stiffness, kN/m — 32722 

Коэффициент трения — 0,043 / Friction coefficient — 0.043 

Радиус, мм — 4500 / Radius, mm – 4500 

Высота, мм — 45 / Height, mm — 45 

Максимальное перемещение, мм – 600 / 
Displacement capacity, mm — 600 

Номинальная вертикальная нагрузка, кН – 2945 / 
Nominal vertical load, kN – 2945 

Максимальная нагрузка на сооружение, кН – 2749 / 
Maximum axial load on structure – 2749 kN 

Рис. 9. Параметры фрикционно-маятниковой опоры  
Ис т о ч н и к :  Nippon Steel & Sumitomo Metal. 2017 [26] 

Figure 9. Friction pendulum properties 
S o u r c e :  Nippon Steel & Sumitomo Metal. 2017 [26] 

Рис. 10. Относительные междуэтажные перекосы (изолированное основание) в направлении X 
Ис т о ч н и к :  выполнено авторами  

Figure 10. Inter-storey drift ratio (isolated base) in X direction 
S o u r c e :  made by the authors 
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Рис. 11. Индекс повреждаемости этажей (изолированное основание) 
Ис т о ч н и к :  выполнено авторами  

Figure 11. Storey damage index (isolated base) 
S o u r c e :  made by the authors  

На рис. 12 представлено сравнение максимальных перемещений для жесткого и изолированного ос-
нования. Наблюдается значительное уменьшение деформаций самого сооружения (в 1,9 раза для записи 
Нортридж и 7 раз для записи Чи-Чи). 

Рис. 12. Перемещения по этажам для жесткого и изолированного (ISO) оснований 
Ис т о ч н и к :  выполнено авторами  

Figure 12. Displacements for fixed and isolated (ISO) base structures 
S o u r c e :  made by the authors  

На рис. 13, 14 представлены сравнения ускорений и сил в основании для жесткого и изолированного 
здания. Для изолированного здания значения ускорений уменьшены в среднем в 2 раза, а значения сил в 
основании здания — в 3 раза. 
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Рис. 13. Ускорения на верхнем этаже в направлении X 
Ис т о ч н и к :  выполнено авторами  

Figure 13. Acceleration on Top Floor in X-direction 
S o u r c e :  made by the authors  

 

 
 

Рис. 14. Сила в основании здания в направлении X 
Ис т о ч н и к :  выполнено авторами  
Figure 14. Base Shear in X direction 

S o u r c e :  made by the authors  

 
На рис. 15, 16 представлены кривые гистерезиса (сила в основании — перемещение верха здания) 

для записи Эль Центро, 1940. Изолированное здание характеризуется более высокой степенью рассеяния 
энергии (площадь петли гистерезиса) и существенным снижением силы в основании (16 430 кН для 
жесткого основания против 4563 кН — для изолированного). 

В настоящей работе исследовалась сейсмостойкость 8-этажного жилого железобетонного здания 
рамно-связевой конструктивной схемы. Объект исследования рассчитывался на семь пар горизонтальных 
компонент акселерограмм, выбранных в соответствии с параметрами возможных землетрясений для рас-
сматриваемой площадки строительства (г. Бандунг). Выбранные записи землетрясений изменялись 
с помощью процедуры спектрального соответствия (spectral matching) нормативному спектру ускорений. 
В качестве сейсмоизолирующих опор были использованы фрикционно-маятниковые опоры. 
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Рис. 15. Кривая гистерезиса для записи Эль Центро (жесткое основание) 
Ис т о ч н и к :  выполнено авторами  

Figure 15. Hysteretic curve for El Centro (fixed base Y) 
S o u r c e :  made by the authors  

Рис. 16. Кривая гистерезиса для записи Эль Центро (изолированное основание) 
Ис т о ч н и к :  выполнено авторами 

Figure 16. Hysteretic curve for El Centro (isolated base Y) 
S o u r c e :  made by the authors 

4. Заключение

В результате исследования можно сделать следующие выводы: 
1. В целом анализ показал, что здание соответствует уровню непосредственного пребывания людей

(IO). 
2. Выводы, полученные в результате нелинейного динамического анализа во временной области

(NLTHA), показывают, что поверхностные землетрясения (shallow) приводят к большим разрушениям по 
сравнению с мегаземлетрясениями (megathrust), причем в обоих сценариях обеспечивается уровень без-
опасности жизнедеятельности (LS).  

3. Землетрясения, характеризующиеся длинными периодами, вызывают повышенные деформации и
повреждения в изолированных конструкциях основания.  

4. Применение сейсмоизоляции, в частности использование фрикционно-маятниковых опор, позво-
ляет снизить сейсмические нагрузки, о чем свидетельствует уменьшение ускорений на верхнем уровне и 
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сдвигающих усилий в основании. Соответственно, снижается индекс повреждаемости конструкции, до-
стигая состояния отсутствия повреждений, и повышается уровень эксплуатационных характеристик до 
уровня непосредственного пребывания людей (IO).  

5. В целом использование изолированных конструкций демонстрирует значительную эффективность
в повышении уровня эксплуатационных характеристик, особенно для зданий с повышенными требова-
ниями к сейсмической безопасности (например, больницы и госпитали).  
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Аннотация. Изучение физико-механических свойств поликарбоната при 
различных температурных условиях с учетом его широкого использования 
в качестве базового материала монолитных поликарбонатных систем в 
различных климатических районах позволит обеспечить высокую степень 
надежности конструкций при эксплуатации в широком диапазоне темпера-
тур. Проведены серии испытаний монолитного поликарбоната на растяже-
ние в диапазоне температур от –60 до +80 °C. Была проведена оценка вли-
яния температуры на следующие характеристики монолитного поликарбо-
ната: относительное удлинение при разрыве, предел текучести при растя-
жении, прочность при разрыве, деформации монолитного поликарбоната, 
соответствующие концу упругой стадии работы материала. В результате 
проведенных экспериментальных исследований выявлена зависимость 
прочностных свойств монолитного поликарбоната от температуры эксплу-
атации. Значения относительного удлинения при разрыве при температу-
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рах, превышающих 15 °C, для различных образцов в целом соответствуют 
значениям, полученным при испытаниях, проведенных при стандартных 
условиях. 
Ключевые слова: монолитный поликарбонат, температура, относительное 
удлинение, прочность при разрыве, предел текучести при растяжении: 
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Abstract. The study of the physical and mechanical properties of polycarbonate under 
various temperature conditions, taking into account its widespread use as a base material of 
monolithic polycarbonate systems in various climatic regions, will ensure a high degree of 
reliability of structures during operation in a wide temperature range. The authors of the 
article conducted a series of tensile tests of monolithic polycarbonate in the temperature range 
from –60 to +80 °C. The influence of temperature on the following characteristics of 
monolithic polycarbonate was evaluated: elongation at break, tensile yield strength, tensile 
stress at break, strains at the end of the elastic stage of the material. As a result of the 
conducted experimental studies, the relationship between the strength properties of monolithic 
polycarbonate and the operating temperature was revealed. The values of elongation at break 
at temperatures exceeding 15 °C for various samples generally correspond to the values 
obtained during tests conducted under standard conditions. 
Keywords: monolithic polycarbonate, temperature, relative elongation, tensile strength, 
tensile yield strength. 
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1. Введение

В настоящее время активно развивается рынок отечественных полимерных и композиционных мате-
риалов, в том числе монолитного поликарбоната. Изучение физико-механических свойств поликарбоната 
с учетом его широкого использования в разных сферах позволит обеспечить высокую степень надежно-
сти конструкций при эксплуатации в широком диапазоне температур. Ранее авторы статьи провели се-
рию экспериментов [1] на растяжение и изгиб с целью определения физико-механических свойств поли-
карбоната в стандартных условиях. Также результаты экспериментальных исследований по определению 
различных физических, механических, оптических и других свойств монолитного поликарбоната приве-
дены в [2–10]. При этом прочностные и деформационные характеристики этого материала как одного из 
вида пластмасс зависят от температурного режима эксплуатации элементов конструкций [11; 12]. Слож-
ные молекулярные процессы и структура пластмасс обуславливает специфические особенности дефор-
мации полимеров в зависимости от температуры [13]. Поэтому для расширения возможностей использо-
вания монолитного поликарбоната в качестве базового материала монолитных поликарбонатных систем 
в различных климатических условиях важной задачей представляется изучение физико-механических 
характеристик монолитного поликарбоната при условиях, отличающихся от стандартных условий испы-
таний, что позволит обеспечить механическую безопасность ограждающих светопрозрачных конструк-
ций. В связи с этим авторами статьи были проведены серии испытаний монолитного поликарбоната на 
растяжение в диапазоне температур от –60 до +80 °C. 

2. Экспериментальные исследования

В рамках исследования были испытаны серии образцов трех производителей различных толщин, а 
именно 4 и 10 мм. Образцы были изготовлены механическим способом на универсальном станке ЧПУ из 
листового поликарбоната (рис. 1).  

Рис. 1. Размеры образцов для испытания монолитного поликарбоната 
(Тип 1В по межгосударственному стандарту ГОСТ 11262-20171): 

l3 = более 150 мм; l1 = 60 мм; r = 60° l2 = 108,0 мм;  
b2 = 20 мм; b1 = 10 мм; h = 4 мм; L0 = 50 мм; L = 115 мм 

Ис т о ч н и к :  выполнено Н.А. Кудрявцевым по ГОСТ 11262-20171 

Figure 1. Dimensions of monolithic polycarbonate test specimens  
(Type 1B according to GOST 11262-20171 standard): 
l3 = over 150 mm; l1 = 60 mm; r = 60°, l2 = 108,0 mm;  

b2 = 20 mm; b1 = 10 mm; h = 4 mm; L0 = 50 mm; L = 115 mm 
S o u r c e :  made by N.A. Kudryavtsev in according to ГОСТ 11262-20171 

1 ГОСТ 11262-2017. Пластмассы. Метод испытания на растяжение. Москва: Стандартинформ, 2018. 20 c. 
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Рис. 2. Образец после испытания 
в температурной камере 

Ис т о ч н и к :  фото АО «ЦНИИПромзданий» 
Figure 2. Specimen after testing 

in the temperature chamber 
S o u r c e :  photo by JSC «Tsniipromzdanii»

Испытания на растяжение выполнялись в соответствии с 
требованиями межгосударственных стандартов ГОСТ 34370-
20172 и ГОСТ 11262-20171, где приведены общие принципы 
по определению механических свойств при растяжении и тре-
бования к типу образцов и методам их подготовки соответ-
ственно. 

Для оценки влияния температуры окружающей среды на 
физико-механические свойства монолитного поликарбоната 
испытания проводились в температурной камере с возможным 
диапазоном температур от –60 до +300 °C (рис. 2). Испытания 
проводились для следующих значений температур: –60, –40, 
–20, –10, –5, 0, +5, +15, +23, +30, +45, +60, +80 °C. Образцы
изготавливались из поликарбоната трех производителей: KAR-
BOGLASS (толщиной 4 мм), NOVATRO (толщиной 4 и 10 мм), 
DANPALON (толщиной 4 мм). В каждую серию для одного 
значения температуры входило по три образца каждого произ-
водителя. 

Влияние температуры оценивалось на следующие характе-
ристики монолитного поликарбоната: 

 относительное удлинение при разрыве;
 предел текучести при растяжении;
 прочность при разрыве;
 деформации монолитного поликарбоната, соответству-

ющие концу упругой стадии и началу проявления пластических 
деформаций (т. В на диаграмме «напряжения — деформации» 
при растяжении — рис. 3). 

3. Результаты

Характер диаграммы «напряжения — деформации» при различных значениях температур идентичен 
диаграмме при стандартных испытаниях (рис. 3), но значения параметрических точек имеют отличия. 

Рис. 3. Диаграмма «напряжения — деформации» при растяжении при стандартных условиях испытания: σрт  — предел текучести при растяжении; σрр — прочность при разрыве; σру — предел упругости 
Ис т о ч н и к :  выполнено авторами [1] 

Figure 3. Tensile stress-strain diagram under standard test conditions: σрт — tensile yield strength; σрр — tensile stress at break; σру — elastic limit 
S o u r c e :  made by the authors [1] 

2 ГОСТ 34370-2017.  Пластмассы. Определение механических свойств при растяжении. Ч. 1. Общие принципы. Москва: 
Стандартинформ, 2018. 27 с. 
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Предел текучести при растяжении монолитного поликарбоната изменяется линейно в зависимости 
от температуры, при этом при температурах ниже 23 °C, соответствующей стандартным условиям испы-
таний, прочность повышается, а при более высоких температурах происходит снижение прочности при 
растяжении (рис. 4, табл.). В таблице приведен коэффициент γ', учитывающий изменение прочности мо-
нолитного поликарбоната при условиях его эксплуатации, отличных от стандартных условий.  Данные 
экспериментальных исследований монолитного поликарбоната согласуются с поведением различных 
пластмасс при повышенных и пониженных температурах. Так в [14] к расчетным сопротивлениям 
пластмасс (например, для стеклопластиков), эксплуатируемых при повышенных температурах, вводятся 
понижающие коэффициенты условия работы материалов в конструкциях. 

 
Прочностные свойства поликарбоната при различных температурах / 

Strength properties of polycarbonate at various temperatures 
 

Температура / 
Temperature, °C 

Прочность при растяжении / 
Tensile strength, σрм, 

МПа / MPa 
() = *рт*+,рт  Прочность при разрыве / 

Tensile stress at break, σрр, 
МПа / MPa 

(+ = *рр*+,рр 

–60 °C 94,6 1,44 78,01 1,28 
–40 °C 85,8 1,31 71,74 1,18 
–20 °C 79,13 1,21 67,72 1,11 
–10 °C 75,82 1,16 64,96 1,07 
–5 °C 74,34 1,13 63,5 1,04 
0 °C 73,19 1,12 65,1 1,07 
5 °C 71,2 1,09 63,49 1,04 

15 °C 69,23 1,06 64,84 1,06 
23 °C 65,51 1,00 60,89 1,00 
30 °C 63,94 0,98 56,32 0,92 
45 °C 59,72 0,91 51,47 0,85 
60 °C 55,38 0,85 43,41 0,71 
80 °C 49,85 0,76 35,94 0,59 

 

 
 

Рис. 4. График зависимости прочности при растяжении от температуры 
Ис т о ч н и к :  выполнено авторами 

Figure 4. Relationship between tensile strength and temperature 
S o u r c e :  made by the authors 
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Аналогичную зависимость от температуры показывает и прочность монолитного поликарбоната при 
разрыве (рис. 5).  

Рис. 5. График зависимости прочности при разрыве от температуры 
Ис т о ч н и к :  выполнено авторами 

Figure 5. Relationship between tensile stress at break and temperature 
S o u r c e :  made by the authors 

В начале нагружения монолитный поликарбонат работает упруго и подчиняется закону Гука, но при 
некотором уровне напряжений, соответствующим т. В на рис. 3, происходит отклонение от линейной за-
висимости между напряжениями и деформациями, начинают проявляться пластические деформации. При 
отрицательных температурах поликарбонат теряет пластичность и становится более хрупким (рис. 6, а).  

Для анализа физическо-механических свойств (прочности при растяжении, прочности при разрыве, 
относительного удлинения при разрыве) поликарбоната при различных температурах были применены 
два основных математических метода обработки данных: метод скользящего среднего и интерполяция 
модифицированным методом Акима (Modified Akima или «Мakima») [15].  

В начале, чтобы уменьшить «шум» и выделить основной тренд в полученных экспериментальных 
данных, был применен метод арифметического скользящего среднего. Этот метод подразумевает созда-
ние нового набора данных, где каждое значение является средним значением определенного количества 
точек данных за установленный период температуры. Данный период называется размером окна обра-
ботки данных. Скользящее среднее численно равно среднему арифметическому значений исходной 
функции за установленный период и вычисляется по формуле  

1 ,t n t
t t

p pSMA SMA
n n


  

где tSMA  — значение простого скользящего среднего в точке t,; 1tSMA  — предыдущее значение про-
стого скользящего среднего; pt-n — значение исходной функции в точке t-n (в случае временного ряда, 
самое «раннее» значение исходной функции, используемое для вычисления предыдущей скользящей 
средней); pt — значение исследуемой функции в точке t (в случае временного ряда, текущее — последнее 
значение). 

Авторами было проведено исследование влияния размера окна обработки данных (диапазонов пери-
одов температуры) на результат сглаживания. По результатам проведенного анализа оптимальным ока-
зался размер окна в 2 °C.  

Первый шаг математической обработки позволил сгладить график исходных данных, выявить об-
щий тренд и обеспечить улучшение визуализации графиков. 
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Рис. 6. График зависимости относительного удлинения при разрыве от температуры:  

а — образцов различных производителей и толщин; б — усредненный методом «Мakima» 
Ис т о ч н и к :  выполнено авторами 

Figure 6. Relationship between relative elongation at break and temperature:  
a — specimens of different manufacturers and thicknesses; б — averaged by the "Makima" method 

S o u r c e :  made by the authors 

 
Вторым шагом было применение интерполяции методом сплайна Акима для более детального пред-

ставления о поведении поликарбоната при промежуточных значениях температур (относительно темпе-
ратур, при которых проведены испытания). Данный метод является вариацией кубической интерполя-
ции, названной в честь ее создателя Хироши Акима. В методе используются кубические полиномы для 
создания плавной кривой между исходными точками данных и предотвращения нежелательных колеба-
ний. Преимущество сплайна Акима заключается в том, что он использует только значения из соседних 
узловых точек (не меняя значения самих узловых точек) при построении коэффициентов интерполяци-
онного полинома между любыми двумя узловыми точками. 

В результате обработки экспериментальных данных вышеуказанными методами были получены 
более плавные и детализированные графики взаимосвязи температуры и физико-механических свойств 
поликарбоната. Графики деформаций образцов различных производителей представлены на рис. 6, б. 
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Из графика видно, что при температурах, превышающих 15 °C, относительное удлинение при разрыве 
близко к значению удлинения при стандартных условиях испытания, равного 71,17 % [1]. 

Кроме того, представляет интерес изучить влияние температуры на начало зоны пластических де-
формаций (точка В на рис. 3). Начиная с т. В, график «напряжения — деформации» приобретает криво-
линейный характер, что является подтверждением пластического деформирования материала. Для поис-
ка точки В применялся метод линейной регрессии. 

В рамках данного математического анализа были выявлены участки, на которых графики «напряже-
ния (МПа) — деформации (мм)» следуют линейной тенденции, и определены точки отклонения от ли-
нейности. С помощью метода линейной регрессии по данным напряжений (МПа) и деформаций (мм) вы-
числен регрессионный полином первого порядка. 

Метод регрессионного анализа состоит в вычислении предсказанных значений напряжений (МПа) 
на основе уравнения линейной регрессии и последующем вычислении остатков, т.е. разницы между ис-
ходными и предсказанными значениями напряжений (МПа) [16]. 

Была определена мера оценки линейности — «среднеквадратичная ошибка». Данная характеристика 
показывает, насколько предсказания модели отличаются от наблюдаемых значений. Чем меньше средне-
квадратичная ошибка, тем ближе предсказанные значения к наблюдаемым, и тем точнее модель. Рассчи-

тывается среднеквадратичная ошибка по формуле 
2( )

,i py y
n




   где: уi — настоящее значение; 

yp — предсказанное значение; n — количество наблюдений. 
Для определения линейности данных было установлено пороговое значение, равное 10 % от макси-

мального значений напряжений (МПа). Если разница между реальными значениями и значениями, пред-
сказанными на основе линейной регрессии, не превышает установленного порога, считается, что данные 
на данном участке соответствуют линейной зависимости. 

Данный метод позволил упростить процесс анализа и минимизировать возможные ошибки, связан-
ные с человеческим фактором, так как алгоритмы математической статистики работают автоматически и 
исключают субъективную интерпретацию, что вполне возможно при геометрическом «ручном» анализе. 

Точки, где происходит отклонение от линейного поведения графика, являются началом необрати-
мых пластических деформаций (соответствуют пределу упругости). 

В [1] для нормальных условий испытаний напряжения, соответствующие пределу упругости, при-
нимались равными 30 МПа, что было предложено использовать в качестве расчетного сопротивления на 
растяжение в расчетах по первой группе предельных состояний. Анализ полученных экспериментальных 
данных (рис. 7) показал, что напряжения, соответствующие окончанию упругой стадии деформирования, 
при диапазоне температур от –60 до +80 °C, превышают 30 МПа, поэтому введение понижающих коэф-
фициентов при расчетах поликарбоната на растяжение по первой группе предельных состояний не тре-
буется. 

Рис. 7. График зависимости напряжений, соответствующих т. В, от температуры 
Ис т о ч н и к :  выполнено авторами 

Figure 7. Stresses corresponding to point B as a function of temperature 
S o u r c e :  made by the authors 
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Также представляет интерес оценить изменение деформаций, соответствующих длине горизонталь-
ного участка на диаграмме деформирования, в зависимости от температуры испытания. 

На рис. 8 представлены диаграммы «напряжения — деформации» для температур испытания –60, 
+30, +80 °C. 

Рис. 8. Диаграммы работы монолитного поликарбоната на растяжение при t = -60 °C, +30 °C, +80 °C 
Ис т о ч н и к :  выполнено авторами 

Figure 8. Tensile performance diagrams of monolithic polycarbonate at t = -60 °C, +30 °C, +80 °C 
S o u r c e :  made by the authors 

Как видно из графиков (рис. 8 и 9), температура испытания влияет на величину пластических де-
формаций, соответствующих длине горизонтального участка. Для условий испытаний близких к стан-
дартным (t =30 °C) для образцов толщиной 4 мм деформации, соответствующие длине участка от точки 
С до конца горизонтального участка, составляют в среднем 45 мм. При температуре +80 °C они увеличи-
ваются и составляют 50 мм (рис. 8). При t = –60 °C эти деформации уменьшаются и равны 7 мм, что сви-
детельствует о повышение хрупкости монолитного поликарбоната при отрицательных температурах.  

Рис. 9. График зависимости пластических деформаций, соответствующих деформациям 
от точки С до конца горизонтального участка на диаграмме растяжения, от температуры 

Ис т о ч н и к :  выполнено авторами 
Figure 9. Plastic strains corresponding to strains from point C to the end of the horizontal section 

in the stress-strain diagram as a function of temperature 
S o u r c e :  made by the authors 

4. Заключение

1. В результате проведенных экспериментальных исследований выявлена зависимость прочностных
свойств монолитного поликарбоната от температуры эксплуатации. При температурах ниже температу-



Avdeev K.V., Bobrov V.V., Tuchin M.A. et al. Structural Mechanics of Engineering Constructions and Buildings. 2024;20(1):73–83 
 

82 

ры, соответствующей нормальным условиям испытаний, происходит повышение предела текучести при 
растяжении и прочности при разрыве. При температурах выше 23 °C наблюдается снижение предела те-
кучести при растяжении и прочности при разрыве. Так, при t = –60 °C прочность на растяжение увеличи-
вается на 44 %, при t = 80 °C прочность на растяжение снижается на 24 % по сравнению со стандартными 
условиями испытания. 

2. При отрицательных температурах относительное удлинение при разрыве меньше заявленного
производителями для стандартных условий, ввиду того что поликарбонат теряет пластичность. При этом 
значение относительного удлинения при разрыве при температурах, превышающих 15 °C, не сильно от-
личается от стандартных условий испытания (t = 23 °C) и находится на уровне примерно 71 %. 

3. Напряжения, соответствующие началу пластического деформирования, при диапазоне температур
от –60 до +80 °C находятся выше значения 30 МПа, предлагаемого в качестве расчетного сопротивления 
на растяжение при расчете по первой группе предельных состояний без введения коэффициентов усло-
вий работы материала. 

4. Кроме анализа влияния температуры на прочность монолитного поликарбоната при растяжении
представляет интерес для дальнейшего исследования оценка влияния температуры на прочность при 
сжатии и изгибе, а также изменение ударной вязкости при отрицательных температурах. 
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Аннотация. Актуальные современные тенденции в дорожном строитель-
стве — это и увеличение интенсивности движения, и грузоподъемности 
автомобильного транспорта, а также расширение сети дорог, в том числе и 
местных, выдвигают задачу не только повышения долговечности дорожных 
конструкций, но и применения при строительстве автомобильных дорог 
местных материалов и грунтов. Для укрепления грунтов основания дорог 
разработано несколько методов. Также производится множество поверх-
ностно-активных веществ, модификаторов и добавок для укрепления зем-
ляного полотна. Многие из них не показали свою эффективность на прак-
тике. Поэтому существует необходимость проведения множества лабора-
торных и полевых исследований по этой теме. Для изучения влияния моди-
фикатора на грунт дорожного полотна проведены лабораторные исследова-
ния. Определяли тип грунта и его максимальную плотность при оптималь-
ной влажности. На основании этого в состав грунта вводился цемент и мо-
дификатор, определялись показатели плотности и прочности на сжатие. 
Получены результаты сканирующего электронного микроскопа для изуче-
ния влияния модификатора на грунт земляного полотна. Лабораторные ис-
следования и СЭМ-анализа показали, что добавление модификатора на 
грунт приводит к увеличению его максимальной плотности, значительному 
увеличению прочности на сжатие и что модификатор служит для улучше-
ния свойств связывания, образуя кристаллическую связь с цементом. 

Ключевые слова: автомобильная дорога, грунт, прочность, максимальная 
плотность, портландцемент, модификатор, Акропол ГСМ, СЭМ-анализ 
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Abstract. Current modern trends in road construction are the increase in traffic intensity and 
the carrying capacity of motor transport, as well as the expansion of the road network, 
including local roads. These trends put forward the task of not only increasing the durability of 
road structures, but also the use of local materials and soils in the construction of highways. 
Several methods have been developed to strengthen the soils of the road base. A variety of 
surfactants, modifiers and additives are also produced to strengthen the roadbed. Many of them 
have not shown their effectiveness in practice. Therefore, there is a need for plenty laboratory 
and field studies on this topic. Laboratory studies were carried out to investigate the effect of 
the modifier on the roadbed soil. The type of soil and its maximum density were determined at 
optimal humidity. Based on this, cement and a modifier were introduced into the soil 
composition, density and compressive strength were determined. The results of a scanning 
electron microscope (SEM) were obtained to study the effect of the modifier on the roadbed 
soil. Laboratory studies and SEM-analysis have shown that the addition of a modifier to the 
soil leads to an increase in its maximum density, a significant increase in compressive strength 
and that the modifier serves to improve the binding properties by forming a crystalline bond 
with cement. 
Keywords: highway, soil, strength, maximum density, Portland cement, modifier, Akropol 
GSM, SEM analysis 
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1. Введение

В настоящее время в результате увеличения количества большегрузных автомобилей увеличиваются 
и нагрузки на автомобильные дороги. В результате до истечения срока службы автомобильных дорог 
возникают различные деформации. Кроме того, дефицит сырья, используемого для основания дороги, и 
транспортные затраты на транспортировку материалов приводят к увеличению общей стоимости дорож-
ного строительства [1–4]. Поэтому в местах, где наблюдается дефицит местных каменных материалов, 
актуальным является вопрос использования грунта, армированного вяжущими материалами. В качестве 
технического решения с целью повышения прочности местных грунтов рассматривается проведение ста-
билизирующих работ путем внесения в грунт земляного полотна дороги различных добавок и модифика-
торов [5–9]. Как показали результаты многолетних исследований дорожных институтов, а также практи-
ческий опыт проектирования и строительства денежные и материальные затраты могут быть значительно 
снижены, если для устройства дорожных одежд вместо каменных материалов применять местные грунты 
[10–12].  

В настоящее время широко используются органические вяжущие для укрепления грунтов, но в связи 
с удорожанием нефти и нефтепродуктов, а также трудностями разработки нефти в Узбекистане, исполь-
зование органических вяжущих как основных веществ для укрепления грунтов становится невыгодным. 
В современных условиях настоятельно необходимы новые эффективные технологии и более дешевые 
материалы, обеспечивающие высокое качество дорожных работ, новые методы улучшения грунтов. 

2 Rashidbek M. Hudaykulov, PhD, professor, Department of Research and Design of Automobile Roads, Tashkent State Transport University, Tashkent, 
Republic of Uzbekistan; ORCID: 0009-0008-0133-2361; E-mail: Rashidbek_19_87@mail.ru 
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2. Методы и материалы

В ходе исследовательских работ грунт был взят с территории города Ташкента. Для определения 
типа грунта в лабораторных условиях по межгосударственному стандарту ГОСТ 25100-20111 сначала 
определяли его влажность в пределах текучести и набухания (табл. 1), а на основании этого определяли 
число пластичности. 

Таблица 1 / Table 1 

Показатели грунта в зависимости от влажности / Soil indicators depending on humidity 

Влажность на границе текучести / 
Humidity at the yield point 

Влажность на границе раскатывания / 
Humidity at the rolling limit 

Масса увлажненного 
грунта, г / 

Mass of moistened soil, g 

Масса сухого, г / 
Weight of dry soil, g 

Влажность, 
WТ % / 

Humidity, 
WT % 

Масса увлажненного 
грунта, г / 

Mass of moistened soil, g 

Масса сухого, г / 
Weight of dry soil, g 

Влажность, 
Wp % / 

Humidity, 
Wp% 

126,3 103,2 22,3 28,0 24,0 16,6 

Число пластичности: Ip = WТ – Wр = 5,7 
Затем определяли зернистость грунта по межгосударственному стандарту ГОСТ 12536-20142.  

Таблица 2 / Table 2 

Содержание фракций грунта / Content of soil fractions 

Наименование грунта / 
Soil name 

Содержание фракций грунта, %, размеры, мм / 
Content of soil fractions, %, dimensions, mm 

Более 10 / 
More than 10 10–5 5–2 2–1 1–0,5 0,5–0,25 0,25–0,1 0,1–0,05 Менее 0,05 / 

Less than 0.05 

Супесь пылеватая / 
Silt sandy loam – – 0,23 0,34 1,35 2,52 3,31 4,42 87,83 

Установлено, что тип грунта, использованный в лабораторных условиях, — супесь пылеватая. 
После этого определяли максимальную плотность грунта при оптимальной влажности по межгосу- 

дарственному стандарту ГОСТ 22733-20163.  
При определении максимальной плотности грунта исходная влажность составляла 6 %, а затем для 

испытаний была увеличена до 3 %. Полученные результаты представлены в табл. 3. 
На основе приведенной таблицы был составлен график максимальной плотности грунта при опти-

мальной влажности (рис. 1). 
Как видно из рис. 1, при влажности W = 14 % имеет максимальную плотность ρ = 1,83 г/см3. 
В настоящее время разработано много поверхностно-активных веществ (модификаторов) для 

использования на автомобильных дорогах развитых стран, многие из которых также не дали эффекта на 
практике. По этой причине были проведены экспериментальные испытания в лабораторных условиях 
применения модификатора Акропол ГСМ [13, 14], разработанного зарубежными странами и широко 
используемого на практике, на земляном полотне.  

1 ГОСТ 25100-2011. Грунты. Классификация. М.: Стандартинформ, 2018. 45 с. 
2 ГОСТ 12536-2014. Грунты. Методы лабораторного определения гранулометрического (зернового) и микроагрегатного со-

става. М.: Стандартинформ, 2015. 19 с. 
3 ГОСТ 22733-2016. Грунты. Метод лабораторного определения максимальной плотности. М.: Стандартинформ, 2016. 12 с. 
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Таблица 3 / Table 3 

Плотности испытуемого грунта / Densities of the tested soil 

№ 

Масса увлажненного 
грунта, г / 

Mass of moistened 
soil, g 

Плотность 
увлажненного 
грунта, г/см3 / 

Density of moistened 
soil, g/cm3 

Бюкс-1 масса 
увлажненного 
грунта, г / 
Cup-1 mass 

of moistened soil, g 

Бюкс-2 масса 
сухого грунта, г / 

Cup-2 mass 
of dry soil, g 

Влажность, 
W, % / 

Humidity, 
W, % 

Плотность 
грунта в сухом 
состоянии, г/см3 / 
Dry soil density, 

g/cm3 

1 1738 1,74 46 43 6,97 1,62 

2 1878 1,88 56 51 9,80 1,71 

3 2022 2,02 50 45 11,11 1,82 

4 2102 2,10 55 48 14,58 1,83 

5 2080 2,08 65 56 16,07 1,79 

6 2022 2,02 55 46 19,56 1,69 

Рис. 1. График максимальной плотности грунта при оптимальной влажности 
Ис т о ч н и к :  выполнено авторами 

Figure 1. Graph of maximum soil density at optimal humidity 
S o u r c e :  made by the authors 

Образцы подготовили для проведения исследовательских работ с использованием модификатора. 
Изготовление образцов выполняли по межгосударственному стандарту ГОСТ 23558-944, аналогично 
схеме, показанной на рис. 2. Были получены образцы портландцемента марки M400 грунта в количестве 
4, 6, 8 и 10 %, модификатора Акропол ГСМ в количестве 0,10, 0,12, 0,14, 0,16 % по отношению к полной 
массе, а также с помощью пресса, смешанного с водой в количестве 14 % для достижения оптимальной 
влажности. Портландцемент является одним из самых распространенных универсальных и дешевых ми-
неральных вяжущих, применяемых для укрепления грунтов. 

1,62

1,71

1,82
1,83

1,79

1,69

1,60

1,65

1,70

1,75

1,80

1,85

6,00 9,00 12,00 15,00 18,00 21,00

П
ло
тн
ос
ть

 с
ух
ог
о 
гр
ун
та

, р
 г

/с
м3

/ 
D

en
si

ty
 o

f d
ry

 so
il,

 р
 g

/c
m

3

Влажность, W % / Humidity, W%



Hudaykulov R.M., Aralov D.E. Structural Mechanics of Engineering Constructions and Buildings. 2024;20(1):84–93 
 

88 

Рис. 2. Технологическая схема подготовки и испытания образцов армированного грунта 
Ис т о ч н и к :  выполнено авторами 

Figure 2. Technological scheme for the preparation and testing of reinforced soil samples  
S o u r c e :  made by the authors 

3. Результаты и обсуждение

Образцы сушили в течение 28 суток и определяли максимальные плотности (табл. 4). 
Готовые образцы проверяли на прочность на сжатие с помощью современного пресса Universal Test 

Machine. Результаты отображаются на компьютерном графике (рис. 3). 

Рис. 3. Результаты, полученные в графической форме от пресса Universal Test Machine 
Ис т о ч н и к :  выполнено авторами 

Figure 3. Results obtained in graphical form from the Universal Test Machine 
S o u r c e :  made by the authors

сут. 
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По результатам исследования показатель прочности грунта на сжатие в сухом состоянии составил 
3,6 МПа. Показатели при добавлении в него цемента и модификатора изображены на графике (рис. 4).  

Рис. 4. График изменения прочности при сжатии  
с добавлением модификатора к укрепленному грунту  

Ис т о ч н и к :  выполнено авторами 
Figure 4. Graph of changes in compressive strength with the addition of a modifier to reinforced soil 

S o u r c e :  made by the authors 

Проведенные лабораторные исследования показали, что добавление цемента и модификатора в грунт 
значительно увеличивает прочность грунта на сжатие. Согласно данным, например, прочность на сжатие 
при добавлении в грунт 8 % цемента составила 10,41 МПа, тогда как Акропол ГСМ показал более высо-
кий результат при добавлении 0,14 %, то есть 12,96 МПа. Это указывает на увеличение консистенции на 
24 %. Аналогичным образом, в то время как прочность на сжатие составляла 12,38 МПа при добавлении 
в грунт 10 % цемента, Акропол ГСМ показал более высокий результат при добавлении 0,14 %, что со-
ставляет 14,21 МПа. Это указывает на увеличение консистенции на 15 %. Мы видим, что те же показате-
ли также увеличиваются при добавлении 4 и 6 % цемента. 

Грунт и укрепленный грунт изучались с помощью сканирующего электронного микроскопа (СЭМ), 
который сканирует структурное состояние образцов. 

С помощью СЭМ изучаются структурные изменения грунтов, а также содержащиеся в них химиче-
ские элементы. Многие ученые проводят исследования и разработки в области СЭМ-анализа [15–20]. 

С помощью СЭМ образцы фотографировали на расстоянии 10 μm (увеличение × 2000) и сравнивали. 
Результаты изменения показаны на фотографиях и в табл. 5. 

Результаты СЭМ-анализа показали, что, хотя заполнители грунта стояли в рассеянном состоянии на 
изображении, на котором был отсканирован сам грунт, при добавлении цемента они выглядели в сколо-
том состоянии. Под действием цемента и модификатора мы можем увидеть кристаллические связи и ска-
лообразное состояние вокруг заполнителя грунта. Из табл. 5 можно сделать вывод, что кристаллические 
связи служат для увеличения максимальной плотности и упругости грунта, увеличивая его прочность. 

4. Заключение

1. Лабораторные исследования и СЭМ-анализа показали, что добавление модификатора на грунт при-
водит к увеличению его максимальной плотности, значительному увеличению прочности на сжатие и что 
модификатор служит для улучшения свойств связывания, образуя кристаллическую связь с цементом.  
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Таблица 5 / Table 5 
Фотографии анализа СЭМ / Photos of SEM analysis 

Материал / 
Material 

Изображение сделано СЭМ / 
Image taken by SEM 

Химические элементы в образцах, 
полученных методом СЭМ / 

Chemical elements in samples obtained by SEM 
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2. Применение стабилизационных работ на земляном полотне дает возможность уменьшить объем 

земляных работ, сокращает расход перевозимого песчано-гравийного материала, обеспечивает устойчи-
вость откоса дорожного полотна, уменьшает неровностей просадки и увеличивает срок службы автомо-
бильной дороги. 
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