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 Abstract. The formulation of the problem of torsion regarding stresses and 
its solution by the boundary elements method are described. The main 
advantage of the problem formulation in stresses is direct determination of 
stresses in the cross-section, unlike the classical formulation, when the result 
of the approximate solution is the Prandtl stress function values, and the 
determination of stresses is brought down to numerical differentiation. The 
boundary integral equation of the second kind is obtained to formulate the 
problem with respect to stresses. The procedure for solving the problem by 
the boundary elements method is described, the system of solving equations 
is compiled. Solutions of test problems on torsion of rods with rectangular 
and channel cross-sections are presented. Comparison of the calculation 
results with known analytical solutions illustrates the reliability and 
permissible engineering accuracy of the obtained solutions. 
Keywords: Elastic Rod Torsion, Poisson’s equation, Integral Representation 
of Stresses, Boundary Integral Equation, Integral Equation of the second kind 
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История статьи 
Поступила в редакцию: 26 июня 2023 г. 
Доработана: 2 августа 2023 г. 
Принята к публикации: 10 августа 2023 г. 

 Аннотация. Приводится постановка задачи о кручении относительно 
напряжений и ее решение методом граничных элементов. Основным до-
стоинством данной постановки задачи является непосредственное опре-
деление напряжений в сечении, в отличие от классической постановки, 
где результатом приближенного решения являются значения функции 
напряжений Прандтля, а определение напряжений сводится к числен-
ному дифференцированию. Для постановки задачи относительно напря-
жений получено граничное интегральное уравнение второго рода. Опи-
сана процедура решения задачи методом граничных элементов, состав-
лена система разрешающих уравнений. Представлены решения тестовых 
задач о кручении стержней прямоугольного и швеллерного сечений.
Сопоставление результатов расчета с известными аналитическими реше-
ниями иллюстрирует достоверность и допустимую инженерную точ-
ность полученных решений. 
Ключевые слова: кручение упругих стержней, уравнение Пуассона,
интегральное представление напряжений, граничное интегральное урав-
нение, интегральное уравнение второго рода 

Для цитирования 
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2023. Т. 19. № 4. С.339–348. http://doi.org/ 
10.22363/1815-5235-2023-19-4-339-348 

1. Introduction 

The torsion problem for elastic prismatic rods is one of the oldest problems in the theory of elasticity. It was 
mathematically formulated by Saint-Venant in the middle of the 19th century. Before the broad spread of ECM, 
many problems for bars with relatively simple shapes of cross-section were solved analytically. The obtained 
solutions were summarized in the monograph [1]. 

With the creation of ECM, it became possible to obtain numerical solutions to the problem of torsion for 
bars with an arbitrary cross-section. This led to the rapid development of numerical methods for solving torsion 
problems and problems of potential theory that are similar in their mathematical formulation. In spite of their 
considerable age, these problems are still the subject of research for many scientists and engineers. These works 
contain formulations and methods for solving problems for inhomogeneous bars [2; 3], nanosized bars [4], 
problems of dynamics [5] and others. 

One of the widely used numerical methods for solving torsion problems is the boundary elements method 
(BEM) [7‒13]. This method has been actively developed since the 70s of the 20th century, but up to now its new 
formulations continue to appear, including those for torsion problems of bars [14‒18]. 

The traditional mathematical formulation of the torsion problem consists of finding the stress function1 
[1; 19], and the stresses themselves are subsequently found by differentiation of the stress function [20; 21]. From 
the point of view of determining the stresses in a cross-section in numerical solution, the formulation of the 
problem regarding the stress function has two significant disadvantages. Since the result of the approximate 
solution of the problem in such a formulation is actually the values of the stress function in the nodes of boundary 
elements, then the determination of stresses is reduced to numerical differentiation. This leads to an additional 
source of computational error. The second reason reducing the accuracy of the solution is the fact that the boundary 
integral equation regarding the stress function is a numerically unstable equation of the first kind2.  
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This paper presents a formulation of the torsion problem in stresses, derives the boundary integral equation 
regarding stresses, and describes the procedure for solving the problem by the boundary elements method. In 
difference from the classical formulation, the proposed formulation leads to an integral equation of the second 
kind, and its numerical algorithm is a stable one2. The verification of the methodology was carried out on the 
example of two cross-sections by means of comparing the numerical solution of the problem with the known 
analytical one.  

2. Methods 

Formulation of the torsion problem regarding stresses 

Consider the problem of torsion for a prismatic bar of an arbitrary cross-section under the action of two 
external moments which lie in the plane of its outermost cross-sections. We consider the volumetric forces to be 
equal to zero and the lateral surface to be free of external loads. 

The following coordinate system has been choosen: the z-axis coincides with the axis of torsion, i.e., the axis 
that remains unmoved when the bar is twisted; the x- and y-axes are mutually orthogonal and located randomly in 
the plane of the cross-section. 

The problem of torsion of a bar with cross-section S and contour Γ, is formulated in terms of the Prandtl 
stress function F in the following way3 [24]: 𝑆: ∆𝐹 = −2, (1)𝛤: 𝐹 = const, (2)

where ∆ = 𝜕௫ଶ + 𝜕௬ଶ is Laplace operator on a plane; 𝜕௫ ≡ డడ௫ , 𝜕௬ ≡ డడ௬. 
If the area confined by the contour is single-linked, then the constant in equation (2) can be assumed to be 

an arbitrary one, since it does not affect the values of stresses. Hereinafter we take F at the boundary Γ to be equal 
to zero. 

Required tangential stresses 𝜏௭௫ and 𝜏௭௬ are expressed via the function F by the formulas: 𝜏௭௫ = 𝐺𝜃𝜕௬𝐹, 𝜏௭௬ = −𝐺𝜃𝜕௫𝐹, (3)

where 𝐺 is the shear modulus; 𝜃 is an angle of the bar twisting per the unit of length. 
In the numerical solution of problem (1), the determination of stresses will require numerical differentiation 

according to formulas (3). The next step is to state the problem formulation, where the unknowns will be stresses 
directly. 

Equation (1) can be rewritten using equation (3): 𝜕௫𝜏௭௬ − 𝜕௬𝜏௭௫ = 2𝐺𝜃. (4)

The functions 𝜏௭௬ and 𝜏௭௫ should satisfy the equation of equilibrium  𝜕௫𝜏௭௫ + 𝜕௬𝜏௭௬ = 0. (5)

Boundary condition on the surface Γ: 𝑛௫𝜏௭௫ + 𝑛௬𝜏௭௬ = 0, (6)

where 𝑛௫ and  𝑛௬ are projections of the vector of unit external normal to the contour Γ. 

Finally, the following formulation of the torsion problem relative to stresses is obtained: 

 
3 Alexandrov A.V., Potapov V.D. Fundamentals of the theory of elasticity and plasticity. Moscow: Vysshaya shkola Publ.; 1990. (In 

Russ.) 
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𝑆: ൜ 𝜕௫𝜏௭௫ + 𝜕௬𝜏௭௬ = 0𝜕௫𝜏௭௬ − 𝜕௬𝜏௭௫ = 2𝐺𝜃 (7)

𝛤: 𝑛௫𝜏௭௫ + 𝑛௬𝜏௭௬ = 0 . (8)

Then it is possible to find the tangential stresses in the cross-section without finding the values of the stress 
function F by solving the system of equations (7)‒(8). 

The vector notation of the formulation (7)‒(8) was given below with necessary explanations. It was supposed 
that vector 𝝉 with components 𝜏௭௫, 𝜏௭௬, 𝜵 is a gradient operator in the plane, 𝒏 is a vector of external unit normal 
to the boundary Γ, vector 𝝉 is a vector 𝝉. rotated by π/2 clockwise when viewed from the z-axis. Thus, the 
formulation of the problem (7)‒(8) acquires the following form: 𝑆: ቄ 𝛁 ∙ 𝝉 = 0𝛁 ∙ 𝝉 = 2𝐺𝜃  (9)

𝛤: 𝒏 ∙ 𝝉 ≡ 𝜏 = 0. (10)

Boundary integral equations regarding the stress function 

Let 𝜉, 𝛽 be two arbitrary points in the plane, 𝑹𝝃, 𝑹𝜷 are their radius vectors. Then the following notations 
can be introduced: 𝑹 = 𝑹𝝃 − 𝑹𝜷, 𝑅 = |𝑹| = √𝑹 ∙ 𝑹. (11)

Also, the function 𝑣(𝑥, 𝑦) were introduced, which is the fundamental solution of the Laplace equation in the 
plane4: 𝑣 = 𝑙𝑛𝑅. (12)

By definition of a fundamental solution: Δక𝑣 = −2𝜋𝛿(𝜉, 𝛽), (13)

where Δక  is the Laplace operator, with differentiation on the coordinates of the point 𝜉; 𝛿(𝜉, 𝛽) is a Dirac delta 
function with the following basic property [7]: 

න 𝑔(𝛽)𝛿(𝜉, 𝛽)𝑑𝑆(𝛽)ௌ = 𝑔(𝜉)𝑐(𝜉), (14)

Here 𝑔(𝛽) is an arbitrary continuous function; the notation 𝑑𝑆(𝛽) underlines that integration was performed 
on the coordinates of the point β:  

𝑐(𝜉) = ൝ 1,0,5,0, 𝜉 ∈ 𝑆,𝜉 ∈ 𝛤,𝜉 ∉ 𝑆 + 𝛤. (15)

The next step was to write the second Green’s formula for the functions 𝑣(𝑥, 𝑦) and 𝐹(𝑥, 𝑦) [25]: 

 ሾ−𝑣(∆𝐹) + 𝐹∆𝑣ሿ 𝑑𝑆ௌ =  ቀ𝐹 డ௩డ − 𝑣 డிడቁ 𝑑𝛤௰ . (16)

The following form was obtained using equations (13)–(14): 

 
4 Tikhonov A.N., Samarsky A.A. Equations of mathematical physics: 6th ed. Moscow: House of Moscow State University Publ.; 

1999. (In Russ.) 
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2𝜋𝑐(𝜉)𝐹(𝜉) = න −𝑣(∆𝐹) 𝑑𝑆ௌ + න ൬𝑣 𝜕𝐹𝜕𝑛 − 𝐹 𝜕𝑣𝜕𝑛൰௰ 𝑑𝛤. 
Let us place the point 𝜉 on the boundary of Γ, and take the value of the function 𝑐(𝜉) according to (15): 

𝜋𝐹(𝜉) = න −𝑣(∆𝐹) 𝑑𝑆ௌ + න ൬𝑣 𝜕𝐹𝜕𝑛 − 𝐹 𝜕𝑣𝜕𝑛൰௰ 𝑑𝛤. (17)

The sought function in equation (17) in solving the torsion problem is the normal derivative of the stress 
function F at the boundary Γ. Thus, equation (17) with respect to డிడ is a Fredholm equation of the first kind. The 
numerical solution of the equation of the first kind can lead to highly inaccurate results, since equations of this 
type are predominantly poorly specified and numerically unstable5. 

Boundary integral equations regarding stresses 

To obtain the boundary integral equations regarding stresses, it is necessary to have an integral representation 
on the plane for the stress vector 𝝉.  

Suppose 𝒂 is a unit tensor in the plane, 𝒄 is a basis co-symmetric tensor in the plane. If 𝒆𝒙, 𝒆𝒚 are orthants 
of the Cartesian coordinate system, then the introduced tensors have the following dyadic representation: 𝒂 = 𝒆𝒙𝒆𝒙 + 𝒆𝒚𝒆𝒚, 𝒄 = 𝒆𝒙𝒆𝒚 − 𝒆𝒚𝒆𝒙. 

The main property of the introduced tensors: 𝒂 ∙ 𝒃 = 𝒃, 𝒄 ∙ 𝒃 = 𝒃෩, 
where 𝒃 is an arbitrary vector. 

Let us write the following representation of the Laplacian from an arbitrary vector 𝝋: ∆𝝋 = 𝜵 ∙ (𝒂 𝜵 ∙ 𝝋 + 𝒄 𝜵 ∙ 𝝋 ). (18)

Equation (18) was multiplied scalarly by the arbitrary vector 𝒇, transforming the right part using equality 
[19]: 𝒇 ∙ 𝜵 ∙ 𝑸 = 𝜵 ∙ (𝑸 ∙ 𝒇) − 𝑸𝑻 ∙∙ 𝜵𝒇, (19)

where 𝑸 is an arbitrary tensor of the second rank; symbol “∙∙” means the double scalar product of two tensors [19]. 
The obtained equation has the form: 𝒇 ∙ ∆𝝋 = 𝜵 ∙ ൫𝒇 𝜵 ∙ 𝝋 + 𝒇෨ 𝜵 ∙ 𝝋൯ − 𝜵 ∙ 𝝋 𝜵 ∙ 𝒇 − 𝜵 ∙ 𝝋 𝜵 ∙ 𝒇෨.  (20)

By integrating (20) over area S and using the formula of Ostrogradsky-Gauss [19] 

න 𝜵 ∙ 𝒃 𝑑𝑆ௌ = න 𝒏 ∙ 𝒃 𝑑𝛤௰ , (21)

which is valid for any vector 𝒃, the following formula was obtained: 

න 𝒇 ∙ ∆𝝋 𝑑𝑆ௌ = න (𝑓 𝜵 ∙ 𝝋 + 𝑓௧ 𝜵 ∙ 𝝋)𝑑𝛤 −௰ න ൫𝜵 ∙ 𝒇 𝜵 ∙ 𝝋 + 𝜵 ∙ 𝒇෨ 𝜵 ∙ 𝝋൯𝑑𝑆 ,ௌ  (22)

where 𝑓 ≡ 𝒏 ∙ 𝒇, 𝑓௧ ≡ 𝒕 ∙ 𝒇 are projections of the vector f on the normal and tangent to the contour Γ. 

 
5 Bakhvalov N.S., Zhidkov N.P., Kobelkov G.M. Numerical methods. Moscow: Laboratoriya znanij Publ.; 2020. (In Russ.)  
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If using equations (11)‒(13) and assuming that 𝝋 = 𝒃𝑙𝑛𝑅 in equality (22), where 𝒃 is an arbitrary constant 
vector, then the following formula for vector 𝝋 is got: ∆ఉ𝝋 = 𝒃2𝜋𝛿(𝜉, 𝛽), 𝛁ఉ ∙ 𝝋 = 𝒃 ∙ 𝑹𝑅ଶ, 𝛁𝜷 ∙ 𝝋 = −𝒃 ∙ 𝑹෩𝑅ଶ. (23)

Substituting this formula into (22) and using property (14), the next equation was obtained (if discarding an 
arbitrary vector 𝒃)): 

2𝜋𝑐(𝜉)𝒇(𝜉) = න ቆ𝑓 𝑹𝑅ଶ − 𝑓௧ 𝑹෩𝑅ଶቇ 𝑑𝛤(𝛽)௰ + න ቆ 𝑹෩𝑅ଶ 𝜵 ∙ 𝒇෨ − 𝑹𝑅ଶ 𝜵 ∙ 𝒇ቇௌ 𝑑𝑆(𝛽). (24)

Equality (24) is the required integral representation of an arbitrary vector f in the plane. After replacing the 
arbitrary vector f by the vector of tangential stresses 𝝉 and using equations (9), (10), formula (24) can be written 
in the form: 

2𝜋𝑐(𝜉)𝝉(𝜉) = − න 𝜏௧ 𝑹෩𝑅ଶ 𝑑𝛤(𝛽)௰ + න 𝑹෩𝑅ଶ 2𝐺𝜃ௌ 𝑑𝑆(𝛽). (25)

Using formula (25), it is possible to determine the value of vector 𝝉 at any point of cross-section S if its 
tangent projection 𝜏௧ is known at the boundary Γ. To find the function 𝜏௧, it is necessary to multiply (25) scalarly 
by the vector 𝒕𝝃 (that is a unit vector tangent to the contour Γ at the point 𝜉) and impose the condition 𝜉 ∈  𝛤. Thus, 
the following integral equation with respect to the function 𝜏௧ (𝒕𝝃 ∙ 𝑹෩ = −𝒏𝝃 ∙ 𝑹) can be obtained: 

𝜏௧(𝜉) − 1𝜋 න 𝜏௧௰
𝒏𝝃 ∙ 𝑹𝑅ଶ 𝑑𝛤(𝛽) = − 1𝜋 න 𝒏𝝃 ∙ 𝑹𝑅ଶ 2𝐺𝜃 𝑑𝑆(𝛽)ௌ . (26)

Equation (26) is an integral equation of the second kind, unlike the formulation with the use of the stress 
function F (17). 

The next step is to convert the integral in the right part of equation (26) into an integral over the contour: න 𝒏𝝃 ∙ 𝑹𝑅ଶ 𝑑𝑆(𝛽) 
ௌ = න 𝒏𝝃 ∙ 𝜵𝜷𝑙𝑛 𝑅 𝑑𝑆(𝛽) 

ௌ = න 𝒏𝝃 ∙ 𝒏𝜷𝑙𝑛 𝑅 𝑑𝛤(𝛽)௰ . 
As a result, equation (26) takes the form: 

𝜏௧(𝜉) − 1𝜋 න 𝜏௧௰
𝒏𝝃 ∙ 𝑹𝑅ଶ 𝑑𝛤(𝛽) = − 2𝐺𝜃𝜋 න 𝒏𝝃 ∙ 𝒏𝜷𝑙𝑛 𝑅 𝑑𝛤(𝛽)௰ . (27)

The solution of equation (27) is the tangential stresses on the contour Γ, and one of them is the maximum 
tangential stress in the section [19]. 

Boundary elements method 

After that the discrete form of the integral equation (27) is written, using the so-called “constant” boundary 
elements. The nodes, where the values of the unknown function are calculated, are in the middle of each element. 
The value of the sought function within one boundary element is assumed to be constant. The boundary was 
divided into N elements, and equation (27) was transformed into the form: 

𝜏௧ − 1𝜋  න 𝜏௧ 𝒏𝒊 ∙ 𝑹𝒊𝒋𝑅ଶ 𝑑𝛤(𝑗)௰ೕ
ே

ୀଵ = − 2𝐺𝜃𝜋  න 𝒏𝒊 ∙ 𝒏𝒋 ∙ 𝑙𝑛𝑅𝑑𝛤(𝑗)௰ೕ
ே

ୀଵ , (28)

where 𝑖 is the number of the boundary element. 
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The function 𝜏௧ in equation (28) under the sign of the integral has the constant values in the area of each 
element and, therefore, can be taken out of the sign of integral: 

𝜏௧ − 1𝜋  𝜏௧ න 𝒏𝒊 ∙ 𝑹𝒊𝒋𝑅ଶ 𝑑𝛤(𝑗)௰ೕ
ே

ୀଵ = − 2𝐺𝜃𝜋  න 𝒏𝒊 ∙ 𝒏𝒋 ∙ 𝑙𝑛𝑅𝑑𝛤(𝑗)௰ೕ
ே

ୀଵ . 
If points i and j are located on the same element, then the integral  

න 𝒏𝒊 ∙ 𝑹𝒊𝒋𝑅ଶ 𝑑𝛤(𝑗)௰ೕ  

is identically equal to zero due to orthogonality of vectors 𝒏𝒊, 𝑹𝒊𝒋, and the integral 

න 𝒏𝒊 ∙ 𝒏𝒋 ∙ 𝑙𝑛𝑅𝑑𝛤(𝑗)௰ೕ  

can be calculated analytically: 

𝒏𝒊 න 𝒏𝒋𝑙𝑛𝑅𝑑𝛤(𝑗) 
 = 12 𝑙 න  ଵ

ିଵ 𝑙𝑛 𝑙|𝜉|2 𝑑𝜉 = 12 𝑙 ቌ න  ଵ
ିଵ 𝑙𝑛 𝑙2 𝑑𝜉 + න  ଵ

ିଵ 𝑙𝑛|𝜉| 𝑑𝜉ቍ = 
= 12 𝑙 ൮2𝑙𝑛 𝑙2 + limఌ→  ቌ න  ିℇ

ିଵ 𝑙𝑛|𝜉|𝑑𝜉 + න  ଵ
ℇ 𝑙𝑛 𝜉 𝑑𝜉ቍ൲ = 12 𝑙 ൬2𝑙𝑛 𝑙2 + 2limఌ→(𝜉𝑙𝑛 𝜉 − 𝜉)|ℇଵ൰ = 𝑙 ൬𝑙𝑛 𝑙2 − 1൰. 

The following notations were introduced: 

𝐻 = 𝛿 − 1𝜋 න 𝒏𝒊 ∙ 𝑹𝒊𝒋𝑅ଶ 𝑑𝛤(𝑗)௰ೕ , 
𝐵 = − ଶீఏగ ∑  𝒏𝒊 ∙ 𝒏𝒋 ∙ 𝑙𝑛𝑅𝑑𝛤(𝑗)௰ೕேୀଵஷ + 𝑙 ቀ𝑙𝑛 ଶ − 1ቁ 𝛿൩,  

where 𝛿 is the Kronecker delta. 
The obtained system of equations can be represented in a matrix form: 𝑯⏟ே×ே 𝑻⏟ே×ଵ = 𝑩⏟ே×ଵ, 

where 𝑻 is a vector, whose components are unknown values of tangential stresses at the boundary. 

3. Results and discussion 

The calculations for two cross-sections (a rectangular and channel ones) were performed in order to verify 
the described formulation of the problem. The dimensions of these cross-sections are shown in Figure 1. 

To simplify the interpretation of the results, it was assumed that the values of the angle of section’s torsion θ 
(rad/cm) and shear modulus G (N/cm2) are equal to one, since their values do not affect the distribution of stresses 
in the cross-section. The distribution of maximum tangential stresses along the boundaries of the cross-sections 
was studied next. Only a part of the boundaries was considered due to the symmetrical distribution of stresses 
along the cross-section: there are two edges for a rectangular cross-section (from point 1 to point 3, according to 
Figure 1), and four edges for a channel section (from point 1 to point 5, according to Figure 1). 
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The results of the calculation were compared with the 
known analytical solution of the Poisson equation describing 
the torsion of bars with constant profile6 [1]. The calculations 
were performed with consecutive reduction of the boundary 
element size: 1, 0.5, 0.25 cm. 

Figure 2 shows the results of the calculation of the 
rectangular cross-section. 

Figure 3 presents the results of the calculation for the 
channel cross-section. 

The table contains the comparative values of stresses for 
several nodes of the calculated cross-sections. 

 

 
a 

 
b 

Figure 2. Distribution of tangential stresses along the boundary of a rectangular cross-section: 
a — edge between points 1 and 2; b — edge between points 2 and 3 

— analytical solution; — 0.25 cm mesh; — 0.5 cm mesh;  — 1 cm mesh 

             

             
 

Figure 3. Distribution of tangential stresses along the boundary of a channel cross-section: 
a — edge between points 1 and 2; b — edge between points 2 and 3; 

c — edge between points 3 and 4; d — edge between points 4 and 5; 
— analytical solution; — 0.25 cm mesh; — 0.5 cm mesh;  — 1 cm mesh  

 
6 Timoshenko S.P., Goodyear D. Theory of elasticity. Moscow: Nauka Publ.; 1975. (In Russ.) 
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Values of tangential stresses at the boundaries of design cross-sections 

Cross-section 
Coordinate of node Size of boundary element Analytical solution 

of the Poisson equation 
Relative inaccuracy 

of the numerical method, %x, cm y, cm 1 cm 0.5 cm 0.25 cm

Rectangle 
‒1.5 ‒3 1.582 – – 1.648 4 

2 0.25 – 3.345 – 3.378 1 
2 0.125 – – 3.371 3.387 0.5

Channel 

1.5 0 1.022 – – 1.004 1.8
3 0.75 – 0.647 – 0.610 1.5

1.125 1 – – 1.232 1.242 0.8
1 1.125 – – 1.241 1.260 1.5

 
The analysis of the obtained results demonstrates the acceptable inaccuracy for solving the problem by the 

method of boundary elements in stresses. On the basis of comparison of the calculation results with the analytical 
solution, it has been shown that satisfactory accuracy was achieved on the coarsest mesh of boundary elements. It 
has also been shown that acceptable accuracy was achieved in the nodes that are most important from the point of 
view of evaluating the strength of the cross-section, which are located in the zones of extreme stresses along the 
cross-section. 

4. Conclusion 

In this paper we have presented a formulation of the torsion problem in stresses, have derived the boundary 
integral equation regarding stresses, and have described the procedure for solving the problem by the boundary 
elements method. The main results are: 

1. The integral representation of an arbitrary vector f in the plane. 
2. The integral representation of a stress vector 𝝉  in the rod torsion problem. 
3. The boundary integral equation of the second kind for the rod torsion problem. 
4. The procedure for solving the proposed formulation using the boundary elements method. 
5. The verification of the method on the example of two cross-sections. 
It has been shown that the numerical solution satisfactory accuracy was achieved in comparison with the 

analytical solution. 
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 Аннотация. Цель исследования — развитие вариационного метода рас-
чета трехмерных конструкций на основе аппроксимирующих функций с 
конечными носителями произвольной степени аппроксимации. В ранних 
работах авторов метод представлялся в линейной постановке, причем была 
показана возможность расчета, как трехмерных составных конструкций, 
так и тонких оболочек. Предложен алгоритм расчета на прочность толстых 
и тонких оболочек, в которых возникают упругопластические деформа-
ции. Геометрия оболочек описывается в криволинейной ортогональной си-
стеме координат; в цилиндрической, сферической или конической. В ме-
тодике расчета использованы основные соотношения малых упругопла-
стических деформаций для криволинейной системы координат. В алго-
ритм расчета закладывалась модель материала с линейным упрочнением. 
Для получения разрешающей системы нелинейных уравнений использу-
ется вариационный принцип Лагранжа. Задача решается итерационно. 
Первая итерация соответствует линейной задаче. На каждой итерации по-
сле разрешения системы уравнений подсчитываются интенсивности де-
формаций в каждой точке интегрирования. Эти интенсивности деформа-
ции подставляются в матрицы упругости на последующих итерациях. Ите-
рационный процесс характеризуется пересчетом матрицы упругости на 
каждой итерации в каждой точке интегрирования. Исследования показали 
устойчивую сходимость итерационного процесса. Производилось тестовое 
решение задач упругопластического деформирования толстой трубы и 
тонкой оболочки. Результаты расчетов хорошо согласовывались с резуль-
татами, полученными как по классическим формулам для упругопластиче-
ского деформировании, так и с результатами расчетов в программе Ansys 
Mechanical. 

Ключевые слова: упругопластические деформации, трехмерное тело, 
конечные носители, конечные элементы 
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 Abstract. The purpose of the research is to develop a variational method for 
calculation of three-dimensional structures based on approximating functions 
with finite carriers of an arbitrary degree of approximation. In the early papers 
of the authors, the method was presented in a linear formulation, and the 
possibility of calculating both three-dimensional compound structures and thin 
shells was shown. This paper proposes an algorithm for strength calculation 
of thick and thin shells with elastic-plastic deformations. The geometry of 
shells is described in a curvilinear orthogonal coordinate system, e.g., in 
cylindrical, spherical, or conical ones. The calculation method uses the basic 
equations of small elastic-plastic deformations for the curvilinear coordinate 
system. The calculation algorithm was based on a model of material with 
linear strengthening. To obtain a resolving system of nonlinear equations, 
the Lagrange variational principle is used. The problem is solved by means 
of iteration. The first iteration corresponds to a linear problem. At each 
iteration, after solving the system of equations, the intensities of deformations 
at each point of integration are calculated. These intensities of deformations 
are substituted into the matrices of elasticity at the following iterations. The 
process of iteration is characterized by recalculation of the elasticity matrix 
at each iteration in each integration point. The researche have shown a stable 
convergence of the process of iteration. A testing solution of elastic-plastic 
deformation problems of a thick pipe and a thin shell was carried out. The 
calculation results were in good agreement with the results obtained both by 
classical formulas for elastic plastic deformation and with the results of 
calculations in the Ansys Mechanical program. 

Keywords: elastic-plastic deformations, three-dimensional solid, finite carriers, 
finite elements 

For citation 
Khayrullin F.S., Sakhbiev O.M. Elastic-plas-
tic analysis of shells by variational method 
on the basis of high-degree polynomials. 
Structural Mechanics of Engineering Con-
structions and Buildings. 2023;19(4):349–
361. (In Russ.) http://doi.org/10.22363/1815-
5235-2023-19-4-349-361 

2 

1. Введение 

В [1–3] авторами был представлен метод определения напряженно-деформированного состояния 
трехмерных конструкций. При выводе основных соотношений предполагалось, что перемещения и дефор-
мации малы. Как было показано в этих работах представленную методику возможно использовать как для 
трехмерных конструкций, так и для расчета тонких пластин и оболочек. Однако круг задач, решаемых 
вариационным методом расчета, основанным на функциях произвольной степени аппроксимации с конеч-
ными носителями, ограничивался лишь решением линейных задач. Это ограничение было преодолено в 
[4], где была показана возможность применения представленной методики для расчета на прочность мас-
сивных тел с учетом физической нелинейности материала. В данной работе представлен алгоритм расчета, 
в котором определяющие уравнения задаются в криволинейной ортогональной системе координат, что 
дает возможность удобного описания геометрии оболочек, в частности, цилиндрических, сферических и 
конических. 

Совершенствование методик упругопластических расчетов является актуальной и важной задачей, 
что подтверждается множеством свежих работ по данной тематике [5–7]. Внимание исследователей уде-
ляется расчетам тонкостенных элементов конструкций в нелинейной постановке [8], расчетам больших 
прогибов [9], а также расчетам железобетонных элементов конструкций с учетом физической нелиней- 
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ности [10]. Оценка прочностных характеристик с учетом нелинейности поведения материалов позволяет 
более точно определять предельные допустимые нагрузки для проектируемых изделий. Существенное 
увеличение прочности деталей из металлов можно добиться методами интенсивного пластического де-
формирования. Вопросам оптимального формирования сверхтонких материалов методами пластического 
деформирования посвящены работы [11; 12]. Такие материалы, как правило, обладают субультрамелко-
зернистой структурой [13]. В таких задачах очень важны методики оценки пластического деформирова-
ния. В [14] оцениваются величины начальной пластической деформации, и изучается влияние начальной 
деформации на последующее упрочнение. В [15] рассматриваются некоторые аспекты компьютерного мо-
делирования развития мелкозернистых структур в материале. Достаточно подробный анализ методик ин-
тенсивного пластического деформирования приводится в [16]. В [17] разработан подход к определению 
напряженного состояния шарообразных заготовок в закрытой матрице при пластическом деформирова-
нии. Таким образом, разработка и совершенствование методики упругопластических расчетов для произ-
вольной формы конструкции и деталей является актуальной задачей и позволяет получать более эконо-
мичные решения.  

2. Методы исследования  

Деформации ijε , заданные в ортогональной криволинейной системе координат ,,, 321 ααα  определя-
ются по формулам [4]: 
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где )3,1( =iui  — компоненты перемещения; ijk  — главные кривизны; 312312 ,, γγγ  — углы сдвига, 

iA  — коэффициенты Ляме, в левой части соотношений нет суммирования по индексам, индексы lj,  по-
лучаются круговой перестановкой индексов lji ,, . 

Для получения разрешающих уравнений воспользуемся известными гипотезами из теории малых 
упругопластических деформаций [18]. 

Девиатор напряжений σD  выражается через девиатор деформаций εD  следующим образом: 𝐷ఙ = ଶଷ ⋅ ఙఌ ⋅ 𝐷ఌ,                                                                            (2) 

где oσ  — интенсивность напряжений; oε  — интенсивность деформаций, которые определяются по фор-
мулам: 
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где iiσ , 3,1,3,1, == jiijε  — соответственно компоненты тензоров напряжений и деформаций. 
Запишем равенство (2) в компонентном виде:        
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Здесь нет суммирования jiji ≠= ;3,2,1, , 3
332211 σσσσ ++

=с  — среднее нормальное напряже-

ние, 
3

332211 εεεε ++
=с  — средняя деформация, которые связаны известным соотношением [18]: 

,3 cс KK εθσ ⋅⋅=⋅=                                                                        (4) 

)21(3 ν⋅−⋅
= EK  — модуль объёмной деформации; E  — модуль упругости; ν — коэффициент Пуас-

сона. 
Интенсивность напряжений oσ  является функцией интенсивности деформаций oε  при любых видах 

напряженного состояния [18]: 

)( oo Ф εσ = .                                                                         (5) 

Используя соотношения (4), (5) соотношения (3) можно записать в следующем виде: 
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Рассматривается упругопластический материал с линейным упрочнением (рис. 1, 2). Нелинейная 
часть диаграммы εσ −  для такого материала заменяется линейной частью (рис. 1) с целью упрощения 
расчетов. Для такого материала также и расчетная диаграмма в осях 00 εσ −  имеет аналогичный кусочно-
линейный вид (рис. 2) по тем же причинам. 

 

 
 

 

Рис. 1. Схематичная диаграмма растяжения материала: 
а — условная диаграмма; б — расчетная диаграмма 

Figure 1. Schematic diagram of the material tension: 
a — conditional diagram; б — calculation diagram

Рис. 2. Диаграмма деформирования материала 
Figure 2. Material deformation diagram 
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Между углами наклона ,,,, 00 βαβα  модулем упругости ,E  модулем пластического упрочнения 

при растяжении TE , модулем пластического упрочнения '0E  и упругой постоянной 0E  существуют 
зависимости: 

.

3
211

',
)1(

1
2
3),('),(),(),( 000000

E
E

EEEEtgEtgEtgEtgE
T

T
T

⋅⋅−−
=

+
⋅===== νν

βαβα  

С учетом этих соотношений для материала с линейным упрочнением соотношение (5) можно запи-
сать в следующем виде [19]: 

[ ])(1)( 000 εωεεσ −⋅⋅== EФ oo .                                                        (7) 

Здесь 
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E σσενελ =⋅+⋅=−=  

где T0ε  и T0σ  — соответственно интенсивности деформаций и напряжений, при которых возникают пла-
стические деформации. 

В качестве условия пластичности используется условие пластичности Губера – Мизеса. Согласно 
этой гипотезе, в материале возникают пластические деформации, когда интенсивность напряжений дости-
гает величины, равной пределу текучести: 

To σσ = . 

Трехмерная конструкция разбивается на подобласти kV  (рис. 3), которые представляют собой кри-

волинейные шестигранники с гранями в виде кусочно-гладких поверхностей )6,1,( =Ω ii . 
 

 
 

Рис. 3. Нумерация узлов подобласти 
Figure 3. Numbering of nodes in the subsection 

 
Узлы, грани и стороны нумеруются, как указано на рис. 3. Вводятся глобальная декартовая система 

координат zyx ~,~,~  и ортогональная криволинейная система координат 321 ,, ααα  так, чтобы уравнения 
граней можно было задать относительно соответствующих координатных плоскостей в следующем виде 
[4]: 

если

если 
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),( 2113 ααα F= , ),( 2123 ααα F= , ),( 1332 ααα F= , ),( 1342 ααα F= , 

),( 3251 ααα F= , ),( 3261 ααα F= , 

где 6,1, =iFi  — однозначные функции класса 1C .  
Для тонких оболочек системы координат обычно выбираются таким образом, чтобы две противопо-

ложные грани подобласти совпадали с поверхностями оболочки. 
Для каждой подобласти kV  вводится криволинейная система координат 321 ,, βββ . В общем случае 

эта система координат не является ортогональной и задается с помощью соотношений: 

( ) ( )( )( ) ( ) ( )( ) ( ),,,,,,1,,, 32110132363226613235322551 βββαβββαββαβββαββαα ++−= FF  

( ) ( )( )( ) ( ) ( )( ) ( ),,,,,,1,,, 32120231143134423113313332 βββαβββαββαβββαββαα ++−= FF  (8)

( ) ( )( )( ) ( ) ( )( ) ( ),,,,,,1,,, 32130321222112232121211113 βββαβββαββαβββαββαα ++−= FF  

где функции ( ) ( ) ( )3211032353225 ,,,,,, βββαββαββα  специально подобранные функции [4]. 

Соотношения (8) заданы так, чтобы в подобласти kV  выполнялись условия 1,,0 321 ≤≤ βββ , грани 

iΩ  задавались уравнениями 0=lβ  или 3,1,1 == llβ , граничные линии iγ  задавались  только одной 

координатой 3,1, =jjβ . 

Перемещения, заданные в глобальной системе координат zyx ~,~,~ , в границах подобласти kV  запи-
шем с помощью аппроксимации: 

( ) ( ) ( ) 3,1,~
1 1 1

321 ==  
= = =

itttDu
N

n

M

m

L

l
nml

k
inmli βββ ,                                            (9) 

где ( )1βlt  — функции формы, имеющие следующий вид: ( ) ( ) ,,1 112111 ββββ =−= tt  

( ) ( ) ( ) ( )Llttt l
l ,3,][ 2

12111 == −βββ , k
inmlD  — неизвестные константы. 

Аппроксимацию (9) можно записать в матричной форме: 

{ } [ ]{ }kkk tDu =~ ,                                                                      (10) 

где { } { }k
J

kkTk tttt ,...,, 21=  — функции фор, заданные в локальной системе координат 321 ,, βββ ; 

{ } { }321
~,~,~~ uuuu Tk = , [ ]kD  — матрица неизвестных постоянных размерностью J×3 , LMNJ ⋅⋅= . 

Перемещения в локальной криволинейной системе координат 321 ,, ααα  выражаются с помощью 

матрицы направляющих косинусов [ ]kC  через перемещения в глобальной декартовой системе координат 
zyx ~,~,~ [20]: 

{ } [ ] { }kkk uCu ~⋅= ,                                                                          (11) 

В дальнейшем индекс к, который указывает на принадлежность к области kV , будем упускать для 
удобства изложения. 
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Компоненты тензора деформации записываем через перемещения в известном матричном виде [21]: 

{ } [ ]{ },uA=ε                                                                            (12) 

где { } { } { } { } ;22;2;2;,,;,,,,, 2323;121223231212321132312332211 εγεγεγεγγγγεεεε ⋅=⋅=⋅=⋅=== uuuu TT
 

[ ]−A  известная дифференциальная матрица [4].  

Подставляя в соотношения (6) соотношения (7), записываем напряжения в матричном виде: 

{ } [ ]{ },εσ E′=                                                                          (13) 

где { } { }.,,,,, 132312332211 τττσσσσ =T
 

Матрица [ ]E′  для каждой конкретной точки имеет следующий вид: 
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где [ ])(1 001 εω−⋅= EE , KEE +−= 12 9
2 . Легко заметить, что при отсутствии пластических деформаций 

в точке, то есть при T00 εε ≤ , матрица E′  совпадает с матрицей упругости E , которая приводится в [4]. 
Для получения основных разрешающих уравнений используется вариационный принцип Лагранжа 

[22]. Согласно этому принципу, должно выполняться условие 

( ) 
=

=−=
K

k V
kk dVAПЭ

k1
0δδδ ,                                                         (14) 

где Э  — полная энергия всей конструкции; kП , ,kAδ  — удельная потенциальная энергия деформации и 

вариация работы внешних сил на единице объема подобласти .kV  
Удельная потенциальная энергия деформации, записанная в матричном виде: 

{ } { }.σε T
kП =                                                                          (15) 

Последовательно подставляя (10)→(11)→(12)→(13)→(15), получаем удельную потенциальную 
энергию деформации, записанную через функции формы и матрицу констант [ ]kD : 

{ }[ ] [ ] [ ] [ ][ ][ ] [ ]{ }.
2
1 kkkTTkTkk

k tDCAEACDtП ′=                                         (16) 

Из уравнения (14) следует условие 0=
∂
∂

k
ijD
Э

, что позволяет с учетом (16) получить нелинейную си-

стему уравнений 

PDK =][ ,                                                                          (17) 
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где ][K  — матрица жесткости всей конструкции, 
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 — вектор правой части, который 

включает работу внешних сил kA , D   — вектор неизвестных постоянных. 

Нелинейность системы (17) обусловлена наличием в матрице  E   интенсивности деформаций. Мат-

рица жесткости всей конструкции собирается на основе матриц жесткостей подобластей kV , которые 

имеют вид 
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Интегрирование в соотношении (18) производится численно методом Гаусса. 
Нелинейная система (17) решается итерационно. На первой итерации решается упругая задача, по-

этому система (17) в этом случае становится линейной и возможно найти вектор неизвестных постоян-
ных .D  Линейная система решается методом Холетского [23]. С помощью найденных неизвестных опре-
деляются перемещения, деформации, напряжения и интенсивности напряжений в расчетных точках (точки 
Гаусса и дополнительные точки) подобластей конструкции. Далее в каждой расчетной точке проверяется 
условие пластичности и в зависимости от условий формируется матрица  E . Эта матрица используется 

на последующей итерации.  
Итерационный процесс повторяется до тех пор, пока разность между двумя последующими решени-

ями не достигает необходимой точности.  

3. Результаты и обсуждение 

С целью проверки предложенной методики был произ-
веден упругопластический расчет двух задач, в которых в ка-
честве криволинейной ортогональной системы координат 

321 ,,   выбрана цилиндрическая система координат. По-

рядок аппроксимации в соотношении (9) брался следующим: 
N=M=L=6. 

Первая задача представляет собой толстую цилиндри-
ческую трубу под внутренним равномерным давлением. 
Предполагалось, что материал трубы идеально-пластич-
ный (без упрочнения). В силу симметрии рассматривалась 
четверть трубы (рис. 4). Внешний радиус трубы 0,5 м, 
внутренний радиус 0,3 м, длина трубы 1 м. Модуль упру-
гости 2×105 МПа, коэффициент Пуассона 0,3, предел теку-
чести 300 МПа, 0ТE . Граничные условия: при z = 1 м и 

при z = 0 — перемещения вдоль оси z равны нулю, с внешней 
Рис. 4. Толстая цилиндрическая труба 

Figure 4. Thick cylindrical tube 
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стороны трубы — свободный край, на поверхности y = 0 — перемещения вдоль оси y равны нулю, на по-
верхности x = 0 — перемещения вдоль оси x равны нулю, на внутренней поверхности — равномерное дав-
ление 170 МПа. 

Для аналогичной задачи, в которой материал несжимаем (коэффициент Пуассона 0,5) известно ана-
литическое решение. Также известно, что при сжатии материала, как в нашем случае при коэффициенте 
Пуассона 0,3, известные аналитические формулы могут быть использованы с пренебрежительно малой 
погрешностью. Результаты, которые получены по известным формулам, можно сравнивать с результатами 
расчетов, полученных по представленной методике. Также результаты, полученные по представленной 
методике, сравнивались с результатами расчета в Ansys Mechanical APDL. 

При расчете в Ansys использовался трехмерный 8-узловой конечный элемент (solid 185) в количестве 
57 624 штуки. 

При расчете по представленной методике использовалась одна подобласть, которая ограничивалась 
криволинейными координатами 𝑟 = 30 см;  𝑟 = 50 см;  𝜑 = 0;  𝜑 = 𝜋2  ;  𝑧 = 0 см;  𝑧 = 100 см. 

В обоих случаях материал брался без упрочнения. 
На рис. 5 приведено распределение напряжений yyσ , которые были получены путем расчета в 

Ansys. Из рисунка видно, что максимальные напряжения равны 298 МПа. Максимальные напряжения, по-
лученные по представленной методике, также составили 297,99 МПа. Максимальные напряжения возни-
кают в зоне пластичности, причем в точках, наиболее удаленных от центра трубы, то есть в точках, где 
зона пластичности переходит в зону упругости. Для данной задачи переход зоны пластичности в зону 
упругости согласно аналитическому решению происходит при 43096,0=Tr  м, причем в этих точках воз-
никают максимальные (окружные) напряжения, равные 301,88 МПа. Согласно расчету по представленной 
методике 432,0=Tr  м. На рис. 5 видно, что согласно расчету в Ansys максимальные напряжения возни-

кают как раз около Tr . Максимальные напряжения по представленной методике отличаются от аналити-

ческого решения в пределах 1 %. Граница между пластическими и упругими деформациями Tr  отличается 
от аналитического решения на 0,2 %. Таким образом, можно сделать вывод, что расчет этой задачи по 
представленной методике совпал с Ansys с точностью до тысячных долей процента и совпал с известным 
аналитическим решением с точностью до 1 %. 

 
 

  
Рис. 5. Распределение напряжений 

в толстой цилиндрической трубе, полученное в Ansys 
Figure 5. Distribution of stresses 

in a thick cylindrical tube,  generated in the Ansys

  
Рис. 6. Тонкая цилиндрическая оболочка 

Figure 6. Thin cylindrical shell 
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Во второй задаче рассчитывалась тонкая цилиндрическая оболочка, которая находится под равно-
мерным внутренним давлением. Материал оболочки с упрочнением. Модуль упругости 2×105 МПа, ко-
эффициент Пуассона 0,3, предел текучести 300 МПа,  𝐸Т ൌ 10ହ МПа. Рассматривалась четверть обо-
лочки (рис. 6). Внешний радиус трубы 0,5 м, внутренний радиус 0,495 м, длина оболочки 0,5 м. Гранич-
ные условия: перемещения вдоль оси z равны нулю при z = 0,5 м, заделка при z = 0, свободный край с 
внешней стороны оболочки, перемещения вдоль оси y равны нулю на поверхности y = 0, перемещения 
вдоль оси x равны нулю на поверхности x = 0, на внутренней стороне поверхности равномерное давление 
q = 3,5 МПа. 

При расчете в Ansys Mechanical использовался 8-узловой конечный элемент (solid 185) в количестве 

6 699 945 штук. Результаты расчета, а именно характер распределения напряжений zz , приведены на 

рис. 7. Из рисунка видно, что максимальные (MX = 693 МПа) и минимальные (MN) напряжения возникают 
в заделке. 

 

 

Рис. 7. Распределение напряжений в тонкой цилиндрической оболочке, полученное в Ansys 
Figure 7. Distribution of stresses in a thin cylindrical shell, generated in Ansys 

 
При расчете по представленной методике использовалось две подобласти, которые ограничивалась 

криволинейными координатами: 

1-я подобласть 𝑟 ൌ 0,495 м;  𝑟 ൌ 0,5 м;  𝜑 ൌ 0;  𝜑 ൌ
గ

ଶ
 ;  𝑧 ൌ 0 м;  𝑧 ൌ 0,05 м, 

2-я подобласть 𝑟 ൌ 0,495 м;  𝑟 ൌ 0,5 м;  𝜑 ൌ 0;  𝜑 ൌ
గ

ଶ
 ;  𝑧 ൌ 0,05 м;  𝑧 ൌ 0,5 м. 

Для этой задачи в заделке будет зона повышенных напряжений (зона концентрации напряжений), 
поэтому в соответствии с представленной методикой берется еще один конечный элемент как раз в том 
месте, где предполагается концентрация напряжений. Размер этого дополнительного элемента можно 
брать с размерами примерно 1 к 10 от размера всей подобласти. Порядок аппроксимации в соотношении 
(9) брался следующим: N = M = L = 8. Максимальные окружные напряжения, полученные по представлен-
ной методике, равны 711,47 МПа, что на 2,6% отличается от максимальных окружных напряжений, кото-
рые получены путем расчета этой задачи в Ansys. 
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4. Заключение 

1. Предложенный авторами ранее метод расчета трехмерных конструкций был существенно дорабо-
тан и появилась возможность расчета упругопластических деформаций тонких оболочек. Для описания 
геометрии оболочек используется криволинейная система координат.  

2. Показано, что точность расчета труб и оболочек практически такая же, как и при расчете в Ansys, 
однако в представленной методике не требуется задание густой сетки конечных элементов. Например, 
тонкая оболочка по представленной методике была рассчитана двумя конечными элементами, в то время 
как в Ansys использовалось очень большое число конечных элементов.  

3. Было продемонстрировано, что расчет по представленной методике полностью совпадает с клас-
сическим расчетом упругопластических деформаций толстой трубы. 
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 Abstract. A scheme of a statically determinate spatial truss is proposed. The 
gable cover of the structure is formed by isosceles rod triangles with supports in 
the form of racks on the sides. A formula is derived for the lower boundary of 
the structure’s first natural frequency under the assumption that its mass is 
concentrated in the nodes. To calculate the stiffness of the truss according to the 
Maxwell — Mohr formula, the forces in the rods are found by cutting out the 
nodes in an analytical form. The lower limit of the fundamental frequency is 
calculated using the Dunkerley partial frequency method. A series of solutions 
obtained for trusses with a different number of panels is generalized to an 
arbitrary order of a regular truss by induction using Maple symbolic mathematics 
operators. Comparison of the analytical solution with the numerical value of the 
first frequency of the spectrum shows good agreement between the results. The 
spectra of a series of regular trusses of various orders are analyzed. Two spectral 
constants of the problem are found, one of which is the highest frequency of 
truss vibrations, which does not depend on their order. 
Keywords: spatial truss, Dunkerley method, fundamental frequency, analytical 
solution, natural oscillations, regular construction, spectrum, spectral constant, 
induction method, Maxwell — Mohr formula 
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 Аннотация. Предложена схема статически определимой пространствен-
ной фермы. Двускатное покрытие конструкции образовано равнобедрен-
ными стержневыми треугольниками с опорами в виде стоек по боковым 
сторонам. Выводится формула для нижней границы первой собственной 
частоты сооружения в предположении, что его масса сконцентрирована в 
узлах. Для расчета жесткости фермы по формуле Максвелла — Мора 
усилия в стержнях находятся методом вырезания узлов в аналитической 
форме. Нижняя граница основной частоты рассчитывается методом пар-
циальных частот Донкерлея. Серия решений, полученных для ферм с 
различным числом панелей, обобщается на произвольный порядок регу-
лярной фермы методом индукции с привлечением операторов символь-
ной математики Maple. Сравнение аналитического решения с численным 
значением первой частоты спектра показывает хорошее совпадение ре-
зультатов. Анализируются спектры серии регулярных ферм различного 
порядка. Обнаружены две спектральные константы задачи, одна из кото-
рых — высшая частота колебаний ферм, не зависящая от их порядка. 
Ключевые слова: пространственная ферма, метод Донкерлея, основная 
частота, аналитическое решение, собственные колебания, регулярная 
конструкция, спектр, спектральная константа, метод индукции, формула 
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1. Introduction 

The calculation of natural frequencies of structures in practice is carried out by the finite element method 
[1–3]. In this way, it is possible to calculate the entire spectrum of natural frequencies of rather complex, 
including statically indeterminate, structures, taking into account various types of fastening, material inhomo- 
geneities, errors in mounting and manufacturing of structural elements, etc. For simple statically determinate 
constructions, analytical solutions for the lower and upper bounds of the first frequency are also possible. Such 
solutions are of particular value for regular constructions with a periodic structure. This is achieved by using the 
induction method [4–6]. Solutions to deformation problems for planar regular trusses with an arbitrary number 
of panels using the Maple computer mathematics system were obtained in [7; 8]. Formulas for deflections of 
some spatial rod systems are derived in [9; 10]. For the first time, the question of the existence of schemes of bar 
statically determinate structures was raised by Hutchinson R.G. and Fleck N.A. [11; 12], Zok F.W., Latture R.M., 
and Begley M.R. [13]. The optimization and classification of regular trusses was carried out by Kaveh A. [14; 
15]. Analytical methods for calculating elements of building structures using the Maple system are considered in 
[16; 17]. The handbook [18] contains diagrams of various planar regular trusses and formulas for calculating 
their deflections, displacements of movable supports, and forces in characteristic rods. An analytical calculation 
of the deflection of a planar externally statically indeterminate truss with an arbitrary number of panels was 
performed using the computer mathematics system in [19]. The formula for the dependence of the deflection of a 
planar truss on the number of panels was derived by induction in [20]. In [21], a lower bound for the first natural 
oscillation frequency of a flat truss was obtained using the Dunkerley method. The frequency spectrum of a 
family of regular trusses is also numerically analyzed here. A simplified Dunkerley method for estimating the 
first natural frequency of a planar truss was proposed in [22]. When simplifying the desired calculation formula 
for the first frequency, it is proposed here to calculate the sum of the members of the sequence by the average 
value of its element. The analytical dependence of the deflection of the spatial console of a triangular profile on 
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the number of panels was derived in [23]. The formula for the deflection of a cantilever truss with a cruciform 
lattice, depending on the redistribution of the cross-sectional areas of the rods and the number of panels, was 
obtained by induction in [24]. In [25], some exact solutions were found for the problems of deflection of arch-
type planar trusses. 

The number of schemes of rod statically determinate regular constructions that are attractive from the point 
of view of the possibility of obtaining analytical solutions is very limited. In [11], the problem of finding such 
constructions was even called “hunting”. There are especially few schemes of regular statically determinate 
spatial trusses. In this paper, we propose a scheme of a spatial truss and derive a formula for the lower limit of its 
first natural frequency. 

2. Construction 

The truss consists of n panels of length 2a and height h (Fig. 1) of six rods each. The sides of the panel are 
isosceles rod triangles connected at the bottom by a horizontal rod of length 2b. The side supports of the 
structure are racks with a height d on one side and buildings with additional horizontal connections on the other. 
The construction is asymmetrical. In hinge A, it is fixed on a spherical support. 

 
 

Figure 1. Truss scheme, n = 5 

 
A truss of n panels 9 3nη = +  contains rods, of which n rods of length 2a in the upper chord, 4n inclined 

side rods of length 2 2 2c a b h= + + , 2n support posts of height d, n horizontal external support braces, n 
horizontal braces of length 2b, and three rods simulating the spherical hinge A in upper belt. The number of 
internal nodes endowed with masses is equal to K = 3n+1. The inertial properties of the structure are modeled by 
concentrated masses in the nodes, oscillating along the vertical z axis. 

3. Methods 

To calculate the forces in the elements, the coordinates of the truss hinges are entered into the Maple 
system program: 

(2 1), , , 1,.., .i i n i i n i i nx x a i y y b z z d i n+ + += = − = − = − = = =  

The coordinates of the hinges of the supports on the base: 

3 1 4 1 5 1

3 1 4 1 3 1 4 1

5 1 5 1

,
, 0,

, .

i n i n i n i

i n i n i n i n

i n i n

x x x x
y y b z z
y s z d

+ + + + + +

+ + + + + + + +

+ + + +

= = =
= − = − = =
= − =

 

Here s is the length of the lateral horizontal support links. This value will not be included in the 
calculation, since for the selected type of mass oscillations in the nodes (vertically), the force in these rods will 
be zero. The structure of the lattice, determined by the order of connection of the rods into nodes (hinges), is 
programmed by lists of the numbers of the ends of the rods: 
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2 3

4 5

6 7

8

[ , 2 ], [ , 2 1],
[ , 2 ], [ , 2 1],
[ 2 , 2 1], [ , ],
[ , 3 1], [ , 4 1],
[ , 5 1], 1,.., .

i i n

i n i n

i n i n

i n i n

i n

N i i n N i i n
N i n i n N i n i n
N i n i n N i i n
N i i n N i n i n
N i i n i n

+

+ +

+ +

+ +

+

= + = + +
= + + = + + +
= + + + = +
= + + = + + +
= + + =  

The numbering order of the nodes and the choice of the beginning of the bar and its end does not affect 
either the force or its sign. 

 

 
 

Figure 2. Numbering of knots and elements, n = 4 

 
Based on the data on the coordinates and structure of the lattice, a matrix of a system of linear equations is 

compiled to determine the forces in the rods by cutting out nodes. 
The system of linear equations for the equilibrium of nodes in projections onto the coordinate axes x, y, z 

is written in matrix form =GS B . Here G  — is the matrix of direction cosines in the projection equations, S  — 
is the force vector in the rods, including the support reactions, B is the load vector. The projections of the 
conditional vectors of the rods look like 

,1 ,2, ,
i ix i N Nl x x= −

,1 ,2 ,1 ,2, ,, .
i i i iy i N N z i N Nl y y l z z= − = −  Since the forces are 

applied to one end of the rod and the other in opposite directions, the direction cosines have different signs: 

,1 ,1 ,1

,2 ,2 ,2

3 2, , 3 1, , 3 , ,

3 2, , 3 1, , 3 , ,

/ , / , / ,

/ , / , / .
i i i

i i i

N i x i i N i y i i N i z i i

N i x i i N i y i i N i z i i

G l l G l l G l l

G l l G l l G l l
− −

− −

= = =

= − = − = −
 

where 2 2 2
, , ,i x i y i z il l l l= + +  — is the length of the rod. Rows of the matrix G  with numbers 3j – 2, j = 1,..,K contain 

the coefficients of the projection equation on the horizontal x axis, rows with numbers 3j – 1 correspond to the 
projection equation on the y axis, and those with numbers 3j correspond to the projection equation on the vertical 
z axis. 

The solution of the system of equations — the forces in the elements, is searched for in symbolic form 
using the Maple system. 

Calculation of the natural vibration frequencies of the structure is carried out according to a simplified, but 
widespread truss model, in which the mass is evenly distributed over all internal nodes. If we assume only 
vertical motions of masses along the z axis, then the number of degrees of freedom of the considered structure is 
equal to K. In an analytical form for such a system, one can obtain a lower estimate of the first frequency using 
the Donkerley method. The Donkerley formula [26; 27] for the lower frequency limit has the form 

2 2

1
.

K

D p
p

− −

=

ω = ω
                                                                          

(1) 

where pω  — are partial frequencies. Here, in fact, the problem of the eigenvalues of a matrix is replaced by the 
calculation of its trace. The equation of vertical oscillations of a separate mass m, has the form 

0,p p pz Dm z+ =  p = 1,..., K,                                                             (2) 
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where pD  — is stiffness, the reciprocal of compliance 1 /p pD=δ . Compliance (linear displacement along the 
z-axis) is determined by the Maxwell–Mohr formula. Assuming that the stiffnesses of all rods EF are the same, 
we have the expression: 

( )2( )

1
1/ / ( ).p

p p j j
j

D S l EF
η

δ
=

= =                                                         (3) 

where ( )p
jS  — is the force in the rod with number j from the action of a vertical unit force applied to the node p, 

in which the mass is located. The value of the stiffness coefficient and the partial frequency are affected by the 
location of the mass. For harmonic oscillations: sin( )p pz U t= ω + ϕ , formula /p pD mω =  follows from (2). 
Substitution of this expression in (1) gives a formula for calculating the partial frequency: 

2

1
( ).

K

D p
p

m m nω δ−

=
= = Δ

                                                                  
(4) 

4. Results and discussion 

4.1. The Dunkerley’s method. Calculations of the frequencies of trusses with a different number of panels 
show that the coefficient ( )nΔ  in (4) has the form 

3 3 3 2
1 2 3 4

2( ) C a C b C c C hn
EFh

d+ + +
Δ = .                                                        (5) 

Only the coefficients in the numerator depend on the order of the truss n in this expression. Sequential 
calculation of trusses with a different number of panels gives the following expressions:  

3 3 3 2 2

3 3 3 2 2

3 3 3 2 2

3 3 3 2 2 .

(1) ( 2 6 ) / (

(2) (6 6 3 13 ) / (

(3) (12 12 6 22 ) / (

(4) (20 20 10 33 ) /

,

(

)

),

),

),..

a b c h EFh

a b c h EFh

a b c h E

c

d

d

Fh

a b h

d

EFh

d

Δ = + + +

Δ = + + +

Δ = + + +

Δ = + + +

 

To identify patterns in the formation of coefficients in these expressions, the sequence should be extended 
to eight. In this case, the operators of the Maple system can derive formulas for the common members: 

2
1 2 3 4( 1), ( 1) / 2, 4 1.C C n n C n n C n n= = + = + = + +  

Thus, the dependence of the lower limit of the first frequency on the number of panels in the truss has the 
form: 

3 3 3 2 2/ 2) )( (1 )( ( 4 1)D m n n a b c
EFh

n n dh
ω

+ + +++
=

+
 .                                         (6) 

The solution can be checked against a numerical one in the Maple system using the Eigenvalues operator 
from the Linear Algebra package of linear algebra. In this case, the same program is used, according to which 
formula (6) was derived. 

For example, the following parameters of a steel structure with masses 𝑚 = 200 kg at the nodes were 
chosen: modulus of elasticity 52.1 10 MPaE = ⋅ , cross-sectional area of the rods 9cmଶ, dimensions а =  3m, ℎ =4m, 𝑏 = 8m, 𝑑 = 0.5m. Figure 3 shows the dependence curves of the first frequency on the number of panels, 
obtained numerically and analytically by formula (6). 

,
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Figure 3. Dependence of the fundamental oscillation frequency on the number of panels: 
I — solution (6); II — numerical solution 

 
The frequency values obtained by the Dunkerley method, as expected, are less than the first frequency of 

the entire spectrum of natural frequencies calculated numerically. 
The error of the proposed solution (6) can be refined by introducing the value of the relative error 
1 1( ) /Dε = ω − ω ω  (Figure 4). For trusses with a higher height h, the accuracy of the approximate analytical 

solution is less. With an increase in the number of panels, the error slightly increases, asymptotically 
approaching an acceptable value of 10% for the chosen dimensions. 

 

 
Figure 4. Dependence of the relative error on the number of panels: 

I — h = 4 m; II — h = 8 m 
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4.2. Natural frequency spectrum of a family of regular trusses. If the frequency spectra of a series of 
trusses with a different number of panels are placed in the same coordinate axes, then certain regularities are 
found in the resulting picture. In Figure 5, dots indicate frequencies. Spectra of trusses of different orders are 
conditionally united by curves of the same color. Curve 1 corresponds to all four truss frequencies with one 
panel. The abscissa shows the numbers of frequencies in the ordered spectra. A characteristic feature is obvious: 
a frequency jump in all spectra after a frequency with a number equal to the truss order. Another feature is the 
presence of the upper boundary of the spectra. Regardless of the construction order, the highest frequency 
remains the same. This is the spectral constant of the construction. Another spectral constant is a straight line 
approached by frequencies with numbers n in the spectrum, where n is the order of the truss (Figure 6). The 
corresponding points lie on a curve of almost hyperbolic shape (spectral isoline), the asymptote of which, for the 
chosen dimensions of the truss, the rigidity of the rods, and the magnitude of the masses at the nodes, is equal 
to  1143s− . 

 

 
 

Figure 5. Spectra of Regular Trusses 
 
 

 
Figure 6. Spectra of Regular Trusses. First n frequencies 

 
The frequency jump from frequency nω  to frequency 1nω + , where n is the order of the truss, is large 

enough. The frequency interval 1[ , ]n nω ω +  forms a certain resonant safety zone in the sense of ensuring the 
absence of resonance in the event of external periodic disturbances. In particular, if an engine with a natural 
frequency from this interval is installed on the truss, then, regardless of the number of panels, resonance 
phenomena in the truss-engine system can be avoided. 

When changing the geometric parameters of the structure, the constants change in different ways, 
depending on the variable size. So, if you change the longitudinal dimension a from 3m to 16m, the upper 
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frequency limit decreases by only 0.5%. Similarly, changing the size of b within the same limits changes this 
frequency by 3.8%. When the truss height is changed from 4m to 17m, the highest frequency increases by 2%. 

Only two spectral constants and one clearly defined spectral isoline are found here. For comparison, in 
[28], up to eight isolines were found in the spectrum of a family of planar regular trusses of the same type. A 
distinctive feature of the dependence of the first frequency on the number of panels found here is that the 
accuracy of the analytical estimate does not increase with increasing construction order, but decreases. However, 
a positive factor is the limited growth of the error and the relatively high accuracy, which is not typical for the 
known solutions [29; 30] according to Dunkerley. In the Dunkerley frequency calculation of a spatial L-shaped 
truss [31], where an analytical solution was also obtained, the accuracy varies from 28% for a small number of 
panels to several percent for a large number. In the resulting solution, on the contrary — from 1% to 10% with a 
large number of panels. 

5. Conclusion 

A model of a spatial regular truss is constructed and a formula for the dependence of the first frequency on 
the number of panels is derived. The statement of the problem of dynamics is simplified to one degree of freedom 
for each mass in the node. Accounting for the remaining degrees of freedom practically does not change the 
algorithm used, nor does it change the qualitative side of the results, but somewhat complicates the form of the 
solution and is not presented here. Compared with the known similar solutions, the resulting formula is much 
simpler and noticeably more accurate when compared with the numerical solution obtained without simplification 
by the Dunkerley method. The spectrum of a family of regular trusses is also simpler than in other problems. 

The main results of the work: 
1. A model of a spatial regular truss is proposed and, using well-known algorithms, a formula for the 

dependence of the first frequency on the number of panels is derived. 
2. In the frequency spectrum of the truss family, two clearly defined spectral constants are found, one of 

which is the upper boundary of the spectrum. 
3. Resonant safety zone of a family of regular trusses is found. 
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 Аннотация. Экспериментально изучался эффект влияния начальной 
пластической деформации на свойства демпфирования малоуглероди-
стой стали, что соответствует изменению диаграммы деформирования. 
Под диаграммой деформирования понимаются также гистерезисные 
петли, которые расширяются после начальной пластической деформа-
ции, называемой в работе «пластическая экзекуция». При построении пе-
тель гистерезиса и при записи затухающих колебаний рассмотрены ам-
плитудные значения циклов загружения, не превышающие 200 МПа. В 
качестве образцов использовались стержни прямоугольного коробчатого 
поперечного сечения. Дано описание статической и динамической лабо-
раторных установок, которые реализуют схему чистого изгиба образца. 
Замеры производились тензометрическими датчиками с фиксацией от-
счетов в памяти компьютера с частотой 100 Гц. При колебаниях в об-
разце возникали циклические симметричные загружения с частотой 2,62 
Гц. В ходе испытаний был обнаружен и количественно обследован эф-
фект сильного увеличения петель гистерезиса после сообщения образцу 
начальной пластической деформации. Получены параметры петель в за-
висимости от значения амплитудного напряжения. Записанные графики 
убывания амплитуд со временем (до 1000 периодов) хорошо согласуются 
с полученными при статических испытаниях гистерезисными петлями. 
Начальная пластическая деформация также была циклической с ампли-
тудами деформаций, на 17 % превышающими предел текучести матери-
ала. Обнаружен эффект восстановления пластической деформации об-
разца после колебаний с амплитудами напряжений 200 МПа. Колебания 
вызывают восстановление пластической деформации более чем на 40 %. 

Ключевые слова: отступления от закона Гука, гистерезисные петли, 
начальная пластическая деформация, пластическая экзекуция, деграда-
ция приобретенных демпфирующих свойств, восстановление пластиче-
ской деформации после колебаний, лабораторная установка, затухающие 
колебания, внутреннее трение
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 Abstract. The effect of the initial plastic deformation on the damping properties 
of low-carbon steel is experimentally studied, which corresponds to a change in 
the deformation diagram. The deformation diagram also refers to hysteresis 
loops that expand after the initial plastic deformation, called “plastic execution” 
in the work. When constructing hysteresis loops and recording damped 
oscillations, the amplitude values of loading cycles not exceeding 200 MPa are 
considered. Rods of rectangular box-shaped cross-section were used as samples. 
A description of static and dynamic laboratory installations that implement a 
pure bending scheme of the sample is given. Measurements are made by load 
cells with the fixation of counts in the computer memory with a frequency of 
100 Hz. Cyclic symmetrical loads with a frequency of 2,62 Hz occur during 
oscillations in the sample. During the tests, the effect of a strong increase in 
hysteresis loops after the initial plastic deformation was reported to the sample 
was detected and quantitatively explored. The parameters of the loops are 
obtained depending on the value of the amplitude stress. The recorded graphs of 
decreasing amplitudes over time (up to 1000 periods) are in good agreement with 
the hysteresis loops obtained during static tests. The initial plastic deformation 
was also cyclic with deformation amplitudes 17% higher than the yield strength 
of the material. The effect of restoring the plastic deformation obtained by the 
sample after oscillations with stress amplitudes of 200 MPa was found. The 
oscillations cause the plastic deformation to be restored by more than 40%. 

Keywords: deviations from Hooke’s law, hysteresis loops, initial plastic 
deformation, plastic execution, strengthening of damping properties, 
degradation of acquired damping properties, restoration of plastic deformation 
after oscillations, laboratory installation, damping oscillations, internal friction 
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1. Введение 

Проблема правильного учета внутреннего трения при колебаниях по-прежнему остается актуальной, 
однако до сих пор является мало изученной. Многие работы затрагивают математическую сторону вопроса 
и посвящены различным модификациям дифференциальных уравнений движения [1–6] с точки зрения 
учета внутреннего трения в материале. Однако следует отметить, что установившихся подходов к учету 
внутреннего трения в материале, имеющих достаточно полное экспериментальное подтверждение, в 
настоящее время еще не получено. Общепринятым положением в настоящее время является утверждение 
о том, что в реальном материале закон Гука не идеально выполняется, что и приводит к рассеянию энергии 
[7–10]. В связи с этим экспериментальное изучение отклонений от закона остается актуальным. 

В предыдущих работах авторов [11–13] демпфирование изучалось путем рассмотрения записей убы-
вания амплитуд при свободных колебаниях. В соответствии с мнением многих специалистов силы внут-
реннего трения не зависят от скорости деформаций [14–16], а также являются зависимыми от амплитуды 
цикла колебаний [17–19], и для их изучения можно привлекать статические методы испытаний. Статиче-
ские методы заключаются прежде всего в построении диаграмм деформирования материала, включающих 
участки нагружения и разгрузки, с построением соответствующих петель гистерезиса, которые дают по-
терю энергии за один цикл колебаний и, соответственно, характеризуют демпфирование. В настоящей ра-
боте приведены результаты, как статических, так и динамических испытаний для оценки отступлений от 
закона Гука и, соответственно, внутреннего трения в материале. 
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К сожалению для специалистов по внутреннему трению, диаграмма деформирования (петля гистере-
зиса) не является чем-то стабильным для конкретного материала и даже для конкретного образца. Очерта-
ние гистерезисной петли зависит от множества разнообразных факторов, среди которых отметим лишь 
некоторые: уровень амплитуд напряжений в цикле деформирования; параметры асимметрии цикла нагру-
жений; установившаяся петля, или неустановившаяся и др. 

Настоящая работа посвящена исследованию относительно небольших деформаций с рассмотрением 
лишь одноосного напряженного состояния. И даже в этой очень узкой области исследования возникают 
сложности полного описания диаграммы деформирования, которые представляются в настоящий момент 
труднопреодолимыми. В данной работе авторы воспользовались упрощенной характеристикой гистере-
зисных петель, а именно относительной шириной петли b/c, где b есть остаточная деформация в образце 
после снятия нагрузки, а c есть амплитуда упругой деформации (рис. 1, б). 

 

 
 

Рис. 1. Испытание стержня на растяжение-сжатие: 
b/c — отношение остаточного удлинения к упругому — характеристика ширины петли гистерезиса; 

а — идеализированная схема растяжения-сжатия образца; 
б — петля гистерезиса с указанием ее относительной ширины 

Figure 1. Rod tension-compression test: 
b/c — the ratio of residual elongation to elastic — characteristic of the width of the hysteresis loop; 

a — idealized tension-compression scheme of the sample; 
б — hysteresis loop with indication of its relative width 

 
В соответствии с целями работы величина отношения b/c является достаточно малой, например, 

b/c = 0,04 будет для нас уже весьма существенной величиной. Отметим, что петля, изображенная на 
рис. 1, б, хотя и представляет инструментальную запись для исследуемого в работе стального образца, но 
получена при создании принудительной начальной деформации с напряжениями, превышающими предел 
текучести материала на 17 %. 

Рассмотрим рис. 2, который приведен для пояснения целей работы и одновременно демонстрирует 
основные ее результаты. 

На рис. 2, а, показана гистерезисная петля для малоуглеродистой стали, когда амплитуда симметрич-
ного цикла деформаций составляла ε = 1000 ∙ 10-6, соответственно напряжения достигали 200 МПа. По-
следнее значение обычно принято считать пределом пропорциональности для малоуглеродистой стали. 
Образец до этого испытания не был подвержен никаким загружениям. Мало того, после поставки образец 
был выдержан в течение полутора лет без напряжений. Последнее условие также является весьма суще-
ственным. 

Тензометрическая аппаратура, которой пользовались авторы, позволяет выдавать минимальное циф-
ровое значение для деформации 1 ∙ 10-6, что соответствует значению напряжения 0,2 МПа. Петля на рис. 2, 
а смотрится как идеальная прямая и свидетельствует о хорошем выполнении закона Гука в данном случае. 
Здесь трудно говорить о ширине петли, так как точности и стабильности тензометрической аппаратуры в 
данном случае не хватает (см. увеличенный фрагмент петли на рис. 2, а). Ее относительная ширина b/c ≈ 
0,002. Это настолько малая величина, что она становится практически неуловимой как в

a                                                                                                       б 
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Рис. 2. Гистерезисные петли, полученные экспериментальным путем: 

а — петля для стали образца после поставки от производителя и выдержки в течение 1,5 лет; 
б — петля гистерезиса, соответствующая интенсивной пластической циклической деформации образца 

с пятикратным выходом за пределы текучести материла при растяжении и сжатии; 
в — расширенная петля гистерезиса (отношение b/c увеличилось в 17 раз по сравнению с исходным состоянием образца) 

Figure 2. Hysteresis loops obtained experimentally: 
a — loop for sample steel after delivery from the manufacturer and exposure for 1,5 years; 

б — a hysteresis loop corresponding to intense plastic cyclic deformation of the sample 
with five-time exceeding of the yield strength of the material during tension and compression; 

в — extended hysteresis loop (the b/c ratio increased 17 times compared to the initial state of the sample) 

МПа / МPa
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статическом, так и в динамическом испытании. В определенном смысле здесь можно утверждать, что за-
кон Гука идеален, и гистерезис отсутствует. При выполнении статического эксперимента выполнялись и 
медленные загружения, когда время одного цикла доходило до 20 минут. Ожидаемого уширения петли 
гистерезиса при этом однако не наблюдалось. 

На рис. 2, б, показаны гистерезисные петли при больших амплитудах циклических деформаций. При 
внимательном рассмотрении рисунка можно увидеть первую петлю, которая отличается от остальных 
установившихся петель. Амплитудные значения относительной деформации при растяжении и сжатии по 
модулю составляли 1,17 ∙ εт = 1750 ∙ 10-6. Таким образом, при 5 циклах загружений напряжения в материале 
выходили за предел текучести. 

Целью этой стадии загружения являлось не изучение формы петли гистерезиса, а внесение во внут-
реннюю структуру образца существенных изменений. Этому циклу загружений в данной статье дается 
условное наименование «пластическая экзекуция». Как видно по результатам испытаний, «пластическая 
экзекуция» вызывает существенные нарушения закона Гука в области малых деформаций. Под малыми 
деформациями здесь понимаются деформации, не превышающие стандартное значение предела пропор-
циональности. Конкретно в данном случае εпц = 1000 ∙ 10-6, что соответствует σпц = 200 МПа, т.е. традици-
онная область действия закона Гука для малоуглеродистой стали. 

На рис. 2, в, показана петля гистерезиса уже после «пластической экзекуции». Отметим, что внешне 
она выглядит почти так же, как и первоначальная петля на рис. 2, а, однако ее относительная ширина уве-
личилась в 17 раз. Различие можно видеть на увеличенном фрагменте петли (см. рис. 2, в, справа). Такое 
нарушение упругих характеристик материала является наиболее важным принципиальным результатом 
настоящей работы. Отметим, что при b/c ≈ 0,0339 гистерезисная петля зрительно остается достаточно узкой, 
однако этой петле будет соответствовать существенное демпфирование (подробнее об этом далее). 

2. Методика исследований 

Остановимся на способах выполнения экспериментов достаточно подробно, так как только подроб-
ное описание позволит давать оценку достоверности полученных инструментальных замеров и сделанных 
при их обработке допущений. 

 

 
Рис. 3. Образец с коробчатым прямоугольным сечением: 

а — фото; б  — некоторые характеристики сечения 

Figure 3. Sample with box-shaped rectangular cross-section: 
а — photo; б — some characteristics of cross-section 

 
Отметим, что по многим соображениям обычная испытательная машина, предназначенная для по-

строения диаграмм растяжения, здесь не может быть использована. Перемещения, соответствующие не-
большим пластическим деформациям, существенно меньше, чем необратимые смещения и подвижки в 
стандартных захватах образца. Вообще схема, где образец подвергается растяжению и сжатию, реально 
очень сложна в использовании, поскольку при сжатии образец будет терять устойчивость. Использовать 

h = 2 см / cm  
b = 4 см / cm 
t = 0,1362 см / cm 
A = 1,5603 см2 / cm2 
G = 12,24 г/см / g/cm 
Ix = 1,065 см4 / cm4 
Iy = 3,099 см4 / cm4. 

б а 
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короткие образцы также невозможно, так как неравномерное напряженное состояние у областей закреп-
ления будет искажать получаемые результаты. 

По указанным соображениям приходится отказаться от идеализированной схемы растяжения-сжа-
тия. Фактически выполнялись испытания образцов коробчатого сечения (рис. 3, а) на чистый изгиб. На 
рис. 3, б, дано поперечное сечение образца и приведены некоторые его характеристики. Преимущество 
такого типа образца заключается в том, что его сечение при изгибе относительно горизонтальной оси 
близко к идеальному двутавру. В пределах данной работы будет с некоторым приближением принято, что 
сечение образца есть идеальный двутавр. 

Испытательная установка, которая была запроектирована и изготовлена в лаборатории имени 
Л.Д. Проскурякова кафедры строительной механики РУТ (МИИТ), показана на рис. 4. Эта установка пред-
назначена для статических испытаний. 

 
 
 
 

 

Рис. 4. Установка для статических испытаний: 
1–4 — тензодатчики-силоизмерители; 5–8 — тензодатчики, измерители деформаций на образце 

(образцом является вертикальный стержень); 9 — тарированные грузы по 1 кг; 10 — штанги регулируемой длины; 
11 — выставляемый зазор до пола; 12 — штатные большие тиски фрезерного станка; 13 — фото установки 

Figure 4. Installation for static tests: 
1–4 — load cells-dynamometers; 5–8 — load cells, deformation gauges on the sample (the sample is a vertical rod); 

9 — rated loads of 1 kg; 10 — adjustable length rods; 11 — exhibited clearance to the floor; 
12 — regular large milling machine vise; 13 — installation photo 

 
Укладывая грузы 9 (см. рис. 4), можно вызвать в правой полке вертикально расположенного образца 

растяжение. Плечи в Т-образной установке равны 1 м. Положив любое удобное количество грузов 
(в данном случае грузы варьировались от 1 до 20 кг), можно выставить нужный зазор (см. рис. 4) под штан-
гами. Таким образом, желательный изгибающий момент можно будет получить, опустив штангу до каса-
ния с полом. Последний способ позволяет увеличить скорость загружения по сравнению с укладкой тари-
рованных грузов. 

Кроме изгибающего момента в образце возникает небольшая продольная сила. Напряжение от нее 
составляет менее одного процента от напряжения изгиба. В рамках настоящей статьи эти напряжения не 
учитывались. Датчики 1–4 служат силоизмерителями. Фактически использовались показания датчиков 2 и 
4, которые пропорциональны действующему в образце изгибающему моменту. Сечения, в которых накле-
ены датчики 2 и 4, испытывают изгибающий момент, в четыре раза меньший, чем в образце, поэтому здесь 
для измерения нагрузки можно пользоваться законом Гука. 

13 
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Показания всех тензодатчиков записываются в память компьютера с частотой 100 Гц (при необходи-
мости до 1000 Гц), что позволяет строить соответствующие графики, определяющие характер приложения 
нагрузки во времени. Консоли установки изготовлены из того же профиля, что и образец (см. рис. 4). За-
делка осуществляется при помощи крупногабаритных тисков фрезерного станка. На уровне губок тисков 
в образец вставляется стальной вкладыш, воспринимающий усилие затяжки, так что заделка получается 
качественной. Все тензодатчики имели рабочую длину 70 мм. 

Тензодатчики 7 и 8, измеряющие деформацию, удалены от заделки, напряженное состояние в месте 
их установки близко к равномерному растяжению (или сжатию). Укладывая грузы на правую штангу уста-
новки, в этих же точках можно получить равномерное сжатие. При проектировании установки был выпол-
нен конечно-элементный анализ устойчивости равновесия прямоугольного профиля при чистом изгибе 
как коробчатой пластинчатой системы [20]. Этот анализ показал, что образец имеет 8-кратный запас по 
устойчивости, выпучивание полок образца не будет иметь место. 

2.1. План статических испытаний 

1. Получение гистерезисных петель при циклическом загружении (5 симметричных циклов). Уро-
вень амплитудных напряжений в порядке возрастания составляет 50, 100, 150 и 200 МПа. Образец был 
взят от поставщика с выдержкой 1,5 года. Загружение осуществлялось по ускоренной схеме с использова-
нием выставленных зазоров под штангами. 

2. Сильное пластическое циклическое загружение до уровня 1,17εт, где εт = 0,0015. По результатам 
ранее выполненных испытаний материала образца предел текучести оказался близок к 300 МПа. На рис. 5 
показана инструментальная запись деформации во времени при «пластической экзекуции». Материал об-
разца получает интенсивную пластическую деформацию, составляющую более 20 % от упругой. Но под-
черкнем здесь, что это не те остаточные деформации, которые являются основной целью данных исследо-
ваний. В данной работе изучаются отступления от закона Гука при сравнительно небольших напряжениях 
(σ < 200 МПа). 

3. Далее снова выполняется получение гистерезисных петель по пункту 1. 

 
 

Рис. 5. Изменение деформаций на поверхности образца при интенсивной «пластической экзекуции» 
Figure 5. Change of deformations on the sample surface during intensive “plastic execution” 

2.2. Результаты статических испытаний 

На рис. 5 показан график «пластической экзекуции» по записи датчика № 8. Остальные датчики, 
наклеенные на образец, дают практически тождественные результаты. Как видно из рис. 5, пять циклов 
загружения при «пластической экзекуции» заняли около 5 минут. Соответствующая «экзекуции» петля 
гистерезиса показана на рис. 2, б. При построении петель гистерезиса характер изменения деформаций во 
времени был примерно таким же, а амплитуды были, естественно, меньше. 

Время t, секунды /  
Time t, seconds  
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На рис. 6 представлены характеристики ширины петель при различных значениях амплитуд циклов. 
Здесь следует констатировать, что свойства физической нелинейности после «пластической экзекуции» 
принципиально изменились. Действительно, относительная ширина петли для всех исследованных значе-
ний амплитуд увеличилась более чем в 10 раз. Заметим, что и после «пластической экзекуции» гистере-
зисная петля остается все же достаточно узкой (см. рис. 2, в), остаточные деформации составляют макси-
мально 3,8 % от упругой, однако до «экзекуции» петля практически отсутствовала. 

 

 
 

Рис. 6. Характеристики ширины петель гистерезиса до и после «пластической экзекуции» 
Figure 6. Characteristics of the width of hysteresis loops before and after “plastic execution” 

 
 

 
 

Рис. 7. Деградация свойств, приобретенных после «пластической экзекуции» 
Figure 7. Degradation of properties acquired after “plastic execution” 
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Также был исследован вопрос о деградации свойств пластичности, приобретенных после «экзеку-
ции» (см. рис. 7). С этой целью были построены гистерезисные петли через неделю и две недели после 
«экзекуции». Рассматривая рис. 7, можно убедиться, что приобретенные свойства малой пластичности до-
вольно быстро теряются. В незагруженном стальном образце происходят некоторые необратимые про-
цессы, и последствия «пластической экзекуции» залечиваются. Отметим, что этот эффект был уже отмечен 
в работе авторов [12], однако там это было сделано на основании динамических испытаний. 

2.3. Динамические испытания 

Из того же стержня прямоугольного профиля, который использовался для статических испытаний, 
был вырезан образец длиной 180 см, динамические испытания которого рассмотрены далее (см. рис. 8). 
Этот образец уже ранее был испытан на колебания с амплитудами напряжений около 300 МПа. Подробное 
описание конструктивных особенностей лабораторной установки, разработанной авторами для динамиче-
ских испытаний, дано в [11–13]. Также установка была доукомплектована оснасткой для производства 
«пластической экзекуции», которая также контролировалась при помощи тензодатчиков, наклеенных на 
образец. 

 

 
 

Рис. 8. Затухающие свободные колебания динамической установки, подвешенной на подшипниках качения в точках покоя 
Figure 8. Damped free oscillations of a dynamic installation suspended on rolling bearings at fixed points 

 

 
 

Рис 9. Запись деформации на поверхности полки образца при свободных колебаниях (включая участки разгона): 
г о л у б о й  г р а ф и к  — исходный образец динамической установки; ч е р н ы й  г р а ф и к  — образец после «пластической экзекуции» 

Figure 9. Graph of deformation of the sample shelf surface under free oscillations (including acceleration sections): 
b l u e  g r a p h  — the initial sample of a dynamic installation; b l a c k  g r a p h  — sample after «plastic execution» 

 
Сначала путем раскачки вручную в установке вызывалась форма колебаний, показанная на рис. 8. 

Амплитуда колебаний устанавливалась такой, чтобы напряжения в полках образца составляли 200 МПа, 
далее система совершала затухающие колебания. На рис. 9 голубым цветом показан график изменения 
деформации на поверхности полки образца. Показания тензодатчика снимались с частотой 100 Гц. График 
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на рис. 9 содержит 314 периодов (включая участок разгона, когда амплитуда нарастает). На рисунке при-
ведена запись для 120 секунд динамического процесса. Экспериментальное значение технической частоты 
оказалось равным 2,62 Гц. 

Далее выполнялась интенсивная «пластическая экзекуция», параметры которой были тождественны 
«экзекуции», создаваемой в статической установке. На рис. 10 представлена запись относительной дефор-
мации на поверхности полки образца во время этого процесса. 

Данная «экзекуция» была реализована подобно выполненной в статической установке, но она заняла 
существенно большее время (см. рис. 10). 

 
 

Рис. 10. «Пластическая экзекуция» образца в динамической установке 
Figure 10. «Plastic execution» of a sample in a dynamic installation 

 
Непосредственно после выполнения «экзекуции» с установки демонтировалась необходимая для 

этого оснастка. Путем раскачки вручную установка вновь выводилась из равновесия до колебаний с ам-
плитудными напряжениями 200 МПа. Черный график на рис. 9 показывает, как в этом случае нарастали и 
убывали амплитуды при свободных затухающих колебаниях. Для удобства сравнения графики затухаю-
щих колебаний до и после «экзекуции» наложены друг на друга, причем черный график пришлось сме-
стить по горизонтали и по вертикали. Смещение по горизонтали обеспечивало совпадение максимальных 
амплитуд. Смещение по вертикали обеспечивало совпадение графиков в момент выхода системы на поло-
жение равновесия. Прежде всего, обсудим необходимость смещения черного графика по вертикали. Оно 
связано с некоторым физическим эффектом, который представляет самостоятельный интерес. Авторами 
не было найдено его описание в опубликованных работах.  

Полка образца, на которую наклеен датчик, фиксирующий переменную деформацию, непосред-
ственно перед рассматриваемыми колебаниями получила большое остаточное удлинение, которое, как 
можно видеть на рис. 10, составляет 252 ∙ 10-6. Если образец оставить ненагруженным, эта остаточная де-
формация будет очень незначительно уменьшаться за счет известного явления упругого последействия. 
Как видно, колебания с амплитудой 200 МПа резко ускоряют этот процесс, и свежеполученная пластиче-
ская деформация уменьшается до значения 81,5 ∙ 10-6. На рис. 11, а, график затухания после «экзекуции» 
показан отдельно, на нем отчетливо видно его смещение вниз. Кроме того, на этом графике показано боль-
шее количество колебаний (1000 периодов), что также может представлять интерес. На рис. 11, б, пред-
ставлен график логарифмического декремента колебаний. Ни о каком постоянстве этой величины во вре-
мени говорить не приходится. При уменьшении амплитуды в процессе рассматриваемого колебательного 
процесса логарифмический декремент колебаний уменьшается более чем в 10 раз. 

Рис. 9 отчетливо показывает, какое существенное влияние оказывает начальная пластическая дефор-
мация на затухание колебаний, обусловленное внутренним трением. Как было отмечено выше, образец, 
использованный нами для динамических испытаний, ранее уже испытывался на колебания с амплитудой 

 Время t, секунды /
Time t, seconds  
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порядка 300 МПа. Если бы образец имел нетронутую начальную структуру, синий график на рис. 9 пока-
зывал бы еще меньшее затухание. 

Явление усиления демпфирующих свойств стали после начальной пластической деформации было 
ранее отмечено авторами [12]. С точки зрения живучести конструкций этот эффект является положитель-
ным, так как гашение колебаний усиливается с нарастанием динамических напряжений. Если говорить о 
задаче создания адекватных моделей внутреннего трения в материале, то эту задачу он очевидно ослож-
няет, так как недостаточным становится точное определение материала, необходимо знать еще предвари-
тельную историю его загружений. С этой точки зрения любая теория внутреннего трения, игнорирующая 
этот эффект, является всегда уязвимой. 

Уровень предварительной деформации (уровень «пластической экзекуции»), рассматриваемый в 
данной работе, является достаточно высоким, однако следует отметить, что реальная конструкция всегда 
имеет достаточное количество областей с концентраторами напряжений, в которых рассматриваемый уро-
вень может достигаться. В этом случае потребуется учет неоднородности свойств демпфирования по объ-
ему конструкции.  

 

а 
 
 

 
 
 

б  
 

Рис. 11. Затухающие колебания после «пластической экзекуции»: 
а — колебания, вызвавшие уменьшение начальной пластической деформации; 

б — изменение логарифмического декремента колебаний с уменьшением амплитуды 
Figure 11. Damping oscillations after «plastic execution»: 

а — oscillations that caused a decrease in the initial plastic deformation; 
б — change in the logarithmic decrement of oscillations with decreasing amlitude 

Количество периодов колеба-
ний /
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Важно убедиться в том, что гистерезисные петли, которые были получены в первой части работы, 
соответствуют потерям амплитуд, которые представлены в динамических испытаниях второй части. Для 
сравнения будем рассматривать состояние образцов из статической и динамической установок после «пла-
стической экзекуции». 

При заполнении таблицы площади гистерезисных петель определялись в программе Excel по данным 
статических испытаний. После получения площадей петель вычислялась относительная потеря энергии за 
цикл Ψ = ∆ЭЭ , и далее, с учетом фактической малости потерь, относительная потеря амплитуды, ∆АА = ஏଶ . 
Данные о потере амплитуды за цикл колебаний при динамическом испытании определялись непосред-
ственно по записанным показаниям датчиков. 

 
Отношения потери амплитуды к текущей амплитуде за цикл колебаний 

на основании статических и динамических испытаний 

Текущее значение амплитуды 
напряжений при колебаниях σа, 

МПа 

Статические испытания Динамические испытанияАିశభ  на основании использования 
площади петли гистерезиса

Аିశభ  по записи колебаний 
с графика с рис. 11, а

200 0,0431 0,0355 
150 0,0280 0,0285 
100 0,0224 0,0230 
50 0,0160 0,0160 
4 – 0,005 

 
The ratio of the amplitude loss to the current amplitude per oscillation cycle based on static and dynamic tests 

The current value of the stress 
amplitude during oscillations σа, MPa 

Static tests Dynamic testsАିశభ  based on the use 
of the hysteresis loop area

Аିశభ  by recording oscillations 
from the graph from Figure 11, а

200 0.0431 0.0355 
150 0.0280 0.0285 
100 0.0224 0,0230 
50 0.0160 0.0160 
4 – 0.005 

 
Как видно, результаты статических и динамических испытаний, несмотря на неизбежные погрешно-

сти в экспериментах, удовлетворительно согласуются. Это в очередной раз подтверждает гипотезу о ча-
стотной независимости внутреннего трения. 

3. Заключение 

1. В ходе лабораторных испытаний образцов из малоуглеродистой стали получен эффект сильного 
увеличения свойств демпфирования после начальной пластической деформации. 

2. Полученная зависимость демпфирующих свойств от начальной пластической деформации позво-
ляет сделать вывод о том, что теории внутреннего трения, игнорирующие этот эффект, уже по этой при-
чине содержат в себе существенный недостаток. 

3. Выполнено сравнение потери амплитуды за цикл при статических испытаниях с потерями при за-
тухающих колебаниях. Это сравнение показало, что, выполнив статические испытания и получив таким 
образом площади соответствующих гистерезисных петель, можно определить и потери амплитуд при ко-
лебаниях. Таким образом, небольшие пластические деформации малоуглеродистой стали и соответствую-
щие изменения в ее диаграмме деформирования и определяют демпфирующие свойства этого материала. 

4. В ходе динамических испытаний обнаружен эффект частичного восстановления остаточных де-
формаций после колебаний с амплитудами, значение которых не превышает традиционного значения пре-
дела пропорциональности для стали. 
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 Аннотация. Исследована возможность интенсификации гибки труб, пу-
тем создания минимальной кривизны с учетом тонкостенности профиля, 
находящегося на грани исчерпания несущей способности материала (раз-
рушение). Рассмотрена кольцевая оболочка (труба) под действием чи-
стого изгибающего момента, при допущении гипотезы плоских сечений 
и с учетом эффекта Т. Кармана. Установлено деформационное изменение 
геометрических параметров (овализация профиля, утонение стенки). Рас-
считываются сжимающая (радиальная) и растягивающая (тангенциаль-
ная) деформации с учетом их неразрывности на основании условия посто-
янства объема. В соответствии с принятыми допущениями математиче-
ского моделирования, принимается известная из теории листовой штам-
повки зависимость радиального напряжения на кромке гибочного сег-
мента, где наиболее удобным критерием пластичности принимается ги-
потеза энергии формоизменения теории Мора, характеризуемая интен-
сивностью деформаций в гнутом участке трубы, определяющая разруше-
ние материала. Используя критерий пластичности, конкретные механиче-
ские свойства материала, полученные в испытаниях на растяжение (пре-
делы текучести и прочности, относительное удлинение) и аппроксимиро-
ванные степенной зависимостью, дается совокупная оценка влияния гео-
метрических параметров (тонкостенность, овализация профиля, деформа-
ционное утонение стенки) на осуществление гибки минимальной кри-
визны, характеризуемой потерей устойчивости стенок с последующим 
разрушением ввиду исчерпания несущей способности материала, облада-
ющего конкретными пластическими свойствами. Обобщение результатов 
минимального (гофрообразование) и критического (разрушение) радиу-
сов гибки, позволяет установить предельную степень интенсификации 
гибки. 

Ключевые слова: гибка труб, овализация, сплющивание, интенсифика-
циия гибки, пластическая потеря устойчивости, разрушение материала
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 Abstract. The authors investigate the possibility of intensification of pipe bending 
by creating a minimum curvature considering the thin-wall profile, which is on the 
limit of exhausting the material’s bearing capacity (destruction). They consider an 
annular shell (pipe) under the action of pure bending moment, assuming the 
hypothesis of planar cross-sections and regarding the effect of T. Karman. The 
deformation changes of geometrical parameters (profile ovalization, wall thinning) 
are found. The compressive (radial) and tensile (tangential) deformations are 
calculated with account of their continuity based on the condition of volume 
constancy. In accordance with the accepted assumptions of mathematical modeling, 
the dependence of the radial stress on the edge of the bending segment, known from 
the theory of sheet stamping, is taken, where the most convenient criterion for 
plasticity is the hypothesis of the energy of shape change of the Mohr’s theory, 
characterized by the intensity of deformations in the bent section of the pipe, which 
determines the destruction of the material. The criterion of plasticity, specific 
mechanical properties of the material obtained in tensile tests (yield and strength 
limits, relative elongation) and approximated by a step dependence are used for 
making a combined estimation of the influence of geometric parameters (thinness, 
ovalization of the profile, deformation thinning of the wall) on the realization of 
bending of minimum curvature, characterized by loss of wall stability with 
subsequent failure due to exhaustion of the bearing capacity of the material 
possessing specific plasticity. Summarizing the results of the minimum (corrugation) 
and critical (destruction) bending radii, makes it possible to establish the ultimate 
degree of bending intensification. 

Keywords: pipe bending, ovalization, flattening, intensification of bending, plastic 
loss of stability, material destruction
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1. Введение  

Проектирование строительных конструкций в подавляющем большинстве случаев включает исполь-
зование не только несущего металлопрофиля, но и применение гнутых деталей из тонкостенных сварных 
и бесшовных труб в качестве облегченных элементов силового каркаса или иных облегченных конструк-
ций, допускающих нагрузку без потери прочности и устойчивости [1–4]. 

Процесс гибки труб технологически является весьма простой операцией и заключается в изменении 
кривизны профиля с получением требуемого угла и радиуса гибки, что является достаточно освещенным 
в работах отечественных и зарубежных авторов [5–8]. 

Следует отметить, что большая часть исследований касается допустимых параметров гибки в усло-
виях упругих деформаций. Hапример, при проектировании деталей трубопроводов, где важно обеспечить 
целостность металла без его подлома или сплющивания (овализации), искажающих продольное или попе-
речное сечение профиля [9–14]. 

Однако для силовых конструкций может возникнуть необходимость гнуть трубы с наименьшим воз-
можным критическим радиусом изогнутой поверхности, при котором заготовка находится на грани исчер-
пания несущей способности материала (рис. 1). 

Решение данной задачи требует комплексного рассмотрения кинематики процесса изгиба, связан-
ного с механизмом искажения поперечного сечения трубы и возникающим при этом деформированном 
состоянии, приводящим к увеличению напряжений в материале до полного исчерпания его ресурса пла-
стичности. 
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Рис. 1. Гибка труб разной кривизны 
Figure 1. Bending of pipes with different curvatures 

 
Следует отметить, что если вопрос искажения (овализации, сплющивания) трубы достаточно изучен, 

то реализация напряженно-деформированного состояния материала и пластичность кольцевого профиля 
при гибке требует дополнительного исследования [15–18]. 

2. Методы 

Рассматривая чистый изгиб тонкостенной кольцевой оболочки при допущении гипотезы плоских се-
чений и с учетом эффекта Т. Кармана (Th. Karman), деформация контура трубы (овализация) определяется 
действием продольных (тангенциальных) θσ  и радиальных сжимающих rσ  напряжений, аналогично тео-
рии листовой штамповки (рис. 2) [19; 20]. 

Подобный характер распределения напряжений вызывает появление равнодействующих поперечных 
сил Т, направленных к оси трубы и определяющих ее поперечную осадку, т.е. сплющивание — уменьше-
ние высоты поперечного сечения в плоскости изгиба, и увеличение размера поперечного сечения в пер-
пендикулярной плоскости (рис. 3) [8]. 

Рассмотрим гибку тонкостенной трубы диаметром 30=D  мм и толщиной стенки 0,1=S  мм, из алю-
миниевого деформируемого сплава АМг6 [21]. 

 
 

                 

                    а                                                                                                    б 
 

Рис. 2. Расчетная схема участка на изгиб: 
а — с учетом гипотезы плоских сечений; б — с учетом эффекта Т. Кармана 

Figure 2. Calculation scheme of the section in bending: 
a — taking into account the hypothesis of planar cross-sections; б — taking into account the effect of T. Karman 
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Рис. 3. Искажение профиля трубы (овализация) 
Figure 3. Pipe profile distortion (ovalization) 

 

Для приближенного определения минимального радиуса изгиба осевой линии трубы можно восполь-
зоваться эмпирической зависимостью, рекомендуемой для предупреждения складкообразования (гофр) 
[22]: 

7763,3
30

0,12,025,92,025,9min =−=−≅
D
S

D
R

. 

Таким образом, минимальный внутренний радиус, при котором труба находится на грани устойчи-
вости: 

3,113307763,3min =⋅== D
D

RR  мм. 

Радиус изгиба осевой линии трубы 

3,128
2

303,113
20 =+=+= DRR  мм. 

Параметры овализации (уплощение внешней стенки) приближенно можно оценить допущением про-
порционального изменения длин малой и большой осей эллиптического сечения: 

15,475455,80071,230 =⋅+=+= DkkDB σ  мм; 

85,125455,80071,230 =⋅−=−= DkkDH σ  мм, 

где  σk  — коэффициент, зависящий от материала трубы: 

0071,2
1071,0

14546,3246,32 5 =
⋅

+=+=
T

T
E

k σ
σ , 

Dk  — коэффициент, зависящий от радиуса гиба, толщины стенки и диаметра трубы: 
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1452,0 =≡ σσТ  МПа1 — условный предел текучести алюминиевого деформируемого сплава АМг6; 
51071,0 ⋅=TE  МПа — модуль упругости при деформационном упрочнении алюминиевого дефор-

мируемого сплава АМг6. 
С учетом определенного искажения сплющенного кольцевого профиля вследствие овализации 

428,03085,12 ==DH  

величина сжимающей (радиальной) деформации, искажающая поперечное сечение трубы: 

572,0
30

3085,12 −=−=−=
D

DH
rε . 

Тогда с учетом неразрывности деформаций ( rεεθ = ) и принимая во внимание условие постоянства 
объема при плоской деформации 

( )( ) 0,111 =++ θεε r , 

рассчитывается тангенциальная деформация, согласно гипотезе плоских сечений 

364,0
572,01

11
11

11 =
+

−=
+
−

=
+

−=
r

r

r ε
ε

ε
εθ . 

Рассматривая интенсификацию процесса гибки, при которой накопленная деформация обуславли-
вает разрушение материала, наиболее удобным критерием пластичности является теория Мора и гипотеза 
энергии формоизменения, согласно которой интенсивность деформаций определяется совокупностью 
компонентов деформаций 

( ) ( ) ( ) ( ) 501,0572,0364,0
32,012

2
12

2 22 =+
+

=−
+

= ri εε
μ

ε θ  (50,1 %), 

где 33,031,0 =μ  — коэффициент Пуассона алюминиевого деформируемого сплава АМг6. 
При этом, рассматривая влияние деформационных параметров, не следует пренебрегать уменьше-

нием толщины наружной стенки изогнутого участка, обусловленного действием продольных (тангенци-
альных) растягивающих напряжений 

( ) ( ) 905,0
303,1282

300,13,1282
2
2

0

0
1 =

+
+⋅⋅=

+
+

=′
DR
DSR

S  мм2, 

892,0

303,1132
0,1301

0,1

2
1

2 =

+⋅
++

=

+
++

=′

DR
SD

SS  мм3. 

Средняя величина утонения 

899,0
2

892,0905,0
2

21 =+=
′+′

=′ SSS  мм   и   .899,0
0,1

899,0 ==
′

S
S  

 
1 Алюминий, сплав алюминия // Марочник стали и сплавов. URL: http://splav-kharkov.com/choose_type_class.php? type_id=11 

(дата обращения: 10.10.2022). 
2 Мосин Ф.В. Технология изготовления деталей из труб. Москва; Ленинград: Машгиз [Ленингр. отд-ние], 1962. 172 с. 
3 Башта Т.М. Машиностроительная гидравлика. М.: Машиностроение, 1971. 672 с. 
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Рассматривая прочностные характеристики изгибаемой трубы, следует отметить одновременную 
«игру» двух деформационных параметров — утонение, приводящее к ослаблению сечения трубы и дефор-
мационное упрочнение материала, характеризуемое интенсивностью деформаций. 

Пластичность материала устанавливается его механическими свойствами, полученными в испыта-
ниях на растяжение и аппроксимированными степенной зависимостью 

7,3821,5007,80145 278,0
2,0 =⋅+=+= n

iТ εAσσ  МПа, 

где А, n — коэффициенты упрочнения данного материала [23]: 

07,80
15

145315
278,0

2,0 =−=
−

= n
в

δ

σσ
A , 

278,0
145315
15,0315

2,0
≈

−
⋅=

−
=

σσ
δσ

n
в

в , 

где 315=вσ  МПа — предел прочности алюминиевого деформируемого сплава АМг6; δ = 15 % — отно-
сительное удлинение при разрыве (трубы, ГОСТ 18482-79). 

При определении напряжения в материале при чистом изгибе тонкостенной оболочки кольцевого 
сечения воспользуемся зависимостью радиального напряжения, известной из теории листовой штамповки, 
и действующего по кромке гибочного сегмента [24]: 

02
1

R
S

Tr σσ = . 

Делаем допущение о равноценности развития деформационного процесса по радиусу изгиба осевой 
линии, разделяющей сжатые и растянутые слои листового металла или применительно к тонкостенной 
оболочке — на половине высоты кольцевого сечения при овализации 20 HR = . 

Окончательно наибольшая величина напряжения в опасном сечении изгибаемой трубы, при угле из-
гиба 90 градусов ( 2πα = ) с использованием коэффициента контактного трения 2,0=f  [25]: 

3,103
352,085,12

899,07,382 2
2,0

=
⋅

=
′

=
π

α ee
kH

Sσσ f
Тρ  МПа, 

где k — коэффициент учитывающий эффект сплющивания, уменьшающий жесткость трубы: 

352,0
57,01210

91
1210
91 22 ≈

⋅+
−=

+
−≈

λ
k , 

λ — параметр 

57,0
30

3,1280,144
22

0 =⋅⋅==
D

RSλ . 

Предельный радиус кривизны будет при достижении радиальных напряжений начального предела 
текучести материала, что характеризует пластическую потерю устойчивости стенок и исчерпание несущей 
способности материала 

1452,0max =≤ σσ ρ  МПа. 

Последовательность приближений при решении данной задачи устанавливает критический радиус 
6,93=R  мм, допускающий гибку на грани потери устойчивости, то есть разрушения материала при пре-

вышении ресурса пластичности (рис. 4). 
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Рис. 4. Зависимость радиального напряжения от радиуса изгиба 
трубы Ø30×1,0 мм из алюминиевого деформируемого сплава АМг6 

Figure 4. The dependence of radial stress on bending radius of tube Ø30×1.0 mm made 
of aluminum deformable alloy AMg6 

 
Аналогичные расчеты критического радиуса при изгибе труб различной тонкостенности приведены 

в таблице. 

Таблица 
Параметры изгиба трубы Ø30 мм из алюминиевого деформируемого сплава АМг6 

Bending parameters of a Ø30 mm pipe made of aluminum deformable alloy AMg6 
 

Толщина стенки S, мм / 
Wall thickness S, mm 1,0 2,0 2,5 3,0 3,5 4,5 

Параметр тонкостенности S/D / 
Thin-wall parameter S/D 0,033 0,067 0,083 0,1 0,117 0,15 

Минимальный радиус 
(гофрообразование) / 
Minimum Radius (corrugation) 

D
S

D
R

−≅ 2,025,9min  
3,777 3,377 3,156 2,925 2,67 2,068 

Критический радиус / Critical Radius: 
– изгиба R, мм / of bending R, mm 
– относительный R/D / relative, R/D 

 
93,6 
3,12

 
49,6 
1,65

 
39,2 
1,31

 
31,7 
1,06 

 
26,1 
0,87 

 
17,9 
0,6

Относительная высота, Н/D / 
Relative height Н/D 0,361 0,529 0,592 0,645 0,692 0,765 

Коэффициент / Factor of: 
– утонения, S'/S / – thinning, S'/S 
– сплющивания, k / – ovalization, k 

 
0,884 
0,294

 
0,782 
0,355

 
0,742 
0,373

 
0,707 
0,387 

 
0,675 
0,396 

 
0,616 
0,408

3. Результаты и обсуждение 

Обобщение результатов проведенного исследования минимального (гофрообразование) и критиче-
ского (разрушение) радиусов гибки, с учетом пластических свойств материала, позволяет установить пре-
дельную степень интенсификации гибки после появления гофрообразования и до начала разрушения ма-
териала (рис. 5). 
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Рис. 5. Сравнение минимального и критического радиусов гибки 
Figure 5. Comparison of minimum and critical bending radii 

4. Заключение 
 

1. Представлен метод высчитывания критического радиуса изгибаемой трубы, определяемый 
наибольшим напряжением, зависящим от интенсивности деформационного искажения поперечного сече-
ния кольцевой оболочки с учетом эффекта Т. Кармана. Особенностью метода является использование про-
стейших соотношений между овализацией профиля и интенсивностью деформаций, реализуемых в гнутом 
элементе. 

2. Сопоставление с минимальным радиусом изгиба трубы, характеризующим гофрообразование, по-
казывает достаточный запас ресурса пластичности и возможность интенсификации гибки до начала раз-
рушения материала. 

3. Численное исследование механизма деформационного изменения профиля трубы позволит соста-
вить рекомендации по разработке технологического процесса получении гнутых труб и проектированию 
гибочной оснастки с учетом пластических свойств конкретного материала. 
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 Аннотация. Представлены результаты исследования неизотермических 
массообменных процессов, протекающих при жидкостной коррозии желе-
зобетона. Показана степень разработанности данного направления иссле-
дования: приведена классификация жидкостной коррозии бетонов, описано 
влияние «свободного гидроксида кальция» на устойчивость минералов це-
ментного камня, показано относительное изменение прочности бетона в за-
висимости от безразмерной концентрации гидроксида кальция. Для бетон-
ных и железобетонных конструкций, подверженных жидкостной коррозии, 
сформулирована краевая задача неизотермического массопереноса в си-
стеме «цементный бетон — жидкость» на основе нелинейного дифферен-
циального уравнения массопроводности параболического типа с произ-
вольным видом функции начального распределения концентраций и ком-
бинированными граничными условиями первого, второго и третьего рода. 
Предложен комбинированный подход решения задачи неизотермического 
нестационарного массопереноса, основанный на разделении жизненного 
цикла строительной конструкции на «микропроцессы», с последующим 
выделением по толщине конструкции в рамках рассматриваемого неболь-
шого временного интервала на концентрационные зоны. Получены анали-
тические решения задачи нестационарного массопереноса в процессах 
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жидкостной коррозии бетона для каждой выделенной концентрационной 
зоны, позволяющие рассчитывать концентрации целевого компонента в 
твердой фазе и тем самым прогнозировать динамику и кинетику деструк-
тивных процессов цементных бетонов. Проведены обширные численные 
эксперименты, показывающие влияние параметров процесса на динамику 
и кинетику жидкостной коррозии железобетона. 
Ключевые слова: жидкостная коррозия, долговечность, железобетон, не-
стационарный массоперенос, метод микропроцессов, безразмерные пере-
менные
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1. Введение 

Все большее распространение получает проектирование и строительство новых уникальных объек-
тов, эксплуатируемых в экстремальных, в том числе агрессивных по отношению к железобетону, усло-
виях: промышленные, энергетические, гидротехнические и морские сооружения. В связи с этим к железо-
бетону предъявляются повышенные требования коррозионной стойкости и способности длительно защи-
щать стальную арматуру от коррозии. Исследование и повышение коррозионной стойкости бетонов с це-
лью применения бетонов в агрессивных условиях эксплуатации без дополнительной защиты является в 
настоящее время актуальной задачей [1]. 

Исследование физико-химических процессов при жидкостной коррозии железобетона представляет 
как научный, так и промышленный интерес. Данное обстоятельство продиктовано требованиями проекти-
рования и строительства долговечных зданий и сооружений, а кроме этого, необходимостью интеграции 
математических моделей нестационарных процессов, протекающих при эксплуатации бетонных и желе-
зобетонных конструктивных элементов, в цифровые имитационные модели жизненного цикла строитель-
ного объекта. 

В строительных нормах отсутствуют рекомендации по проектированию и расчету долговечности 
конструкций с учетом реальных условий эксплуатации в агрессивной окружающей среде. Прогнозирова-
ние срока службы бетонных и железобетонных конструкций, оценка остаточного ресурса их эксплуатации 
является актуальной задачей, решение которой возможно с применением теории массопереноса. 

Многие исследования посвящены разработке методов расчета железобетонных конструкций, подвер-
женных коррозионному разрушению, моделированию развития повреждений. В работе [2] выполнено мо-
делирование развития коррозионных трещин в бетоне с учетом комбинированного воздействия зависящих 
от времени деформаций слоев и механических свойств продуктов коррозии с применением принципа рав-
новесия сил и совместимости деформаций. В 2021 году мексиканские ученые представили подход [3], ос-
нованный на искусственном интеллекте, для классификации риска деструкции образцов, включающих раз-
личные смеси и добавки. Результат исследований коррозионного и механического поведения железобе-
тонных конструкций с различным содержанием отходов углеродного волокна, подвергнутых длительной 
точечной нагрузке и воздействию 3,5 % раствора хлорида натрия [4], показал, что отходы углеволокна 
можно использовать в железобетонных конструкциях для снижения коррозионной активности. 

В [5] представлен численный подход к моделированию коррозии бетона, основанный на разделении 
процесса коррозии по микро- и макроячеечному уровням, принят метод усредненного по пространству 
моделирования. На основе результатов моделирования и экспериментов было достигнуто дальнейшее по-
нимание воздействия на профили ионов с учетом трех преобладающих механизмов, включая поляриза-
цию/химическую реакцию, ионизацию и миграцию, обусловленную хемоэлектрическим полем. 

Нестационарный массоперенос в процессах жидкостной коррозии бетона с учетом химического воз-
действия жидкой агрессивной среды на уровне феноменологических уравнений смоделирован в [6]. Полу-
ченное решение позволяет рассчитать концентрацию переносимого компонента («свободного гидроксида 
кальция») по толщине конструкции, его содержание в жидкой фазе и среднее по толщине и объему кон-
струкции. 

Растрескивание бетона, вызванное трехмерным коррозионным расширением заполнителей смодели-
ровано с помощью численной модели мезомасштаба [7]. Заполнители в модели представлены спираль-
ными нитями. Учет заполнителей в виде пространственной спиральной структуры нитями при моделиро-
вании может эффективно повысить точность прогнозирования растрескивания бетона. 

Предложена [8] математическая модель процессов хлоридной и карбонатной коррозии, в которой 
учтен массоперенос кислотного реагента в капиллярах продольного направления с перетоком в попереч-
ные, в которых протекает реакция нейтрализации с образованием подвижной границы фазового превра-
щения.  

На основе сравнительных исследований моделей коррозионного повреждения железобетона было 
замечено, что среднее время начала коррозии арматуры (т.е. время депассивации покрытия арматуры) 
варьируется в диапазоне 15–20 лет [9]. В исследовании [10] была использована простая нейронная сеть 
с прямым и обратным распространением, в которой моделируются проблемы, связанные с нелинейными 
переменными. Модель нейронной сети, обученная для прогнозирования критического времени разру-
шения конструкции, дала очень хорошие результаты, близкие к фактическим расчетным результатам.  
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Для повышения сходимости результатов прогнозирования хлоридной коррозии в бетоне в работе [11] 
предлагается сосредоточиться на изучении влияния локальных свойств границы раздела сталь —бетон. 
Многие характеристики, которые можно обнаружить на границе раздела сталь — бетон, обычно не учиты-
ваются должным образом и не сообщаются в традиционных исследованиях. 

Поиск в литературных источниках показал, что все исследования выполнялись, как правило, при 
стандартной температуре 20–25 °C и неизотермические процессы массопереноса при коррозии бетона не 
рассматривались. Однако огромное количество строительных конструкций зданий и сооружений эксплу-
атируются в условиях воздействия изменяющихся климатических и технологических температур, при од-
новременном (постоянном или периодическом) контакте конструкции с жидкостью. К таким конструк-
циям можно отнести все фундаменты зданий в зимний период времени, в особенности при высоком уровне 
грунтовых вод; фундаменты и полы производственных зданий с избыточным выделением тепла и влаги, 
градирни, резервуары и т.д. Все железобетонные конструкции на водных объектах (дамбы, причалы, пло-
тины, пирсы, порты и другие) эксплуатируются в водной среде, температура которой, особенно в клима-
тических условиях России, значительно изменяется в течение года. 

Параметры тепло- и массообменных процессов имеют существенно разные численные значения при 
разных температурах, влажностях, концентрациях различных веществ.  

Цель настоящего исследования — разработка метода расчета динамики и кинетики массообменных 
процессов при жидкостной коррозии цементных бетонов с учетом изменений условий эксплуатации кон-
струкций. Для достижения поставленной цели необходимо разработать физико-математическую модель 
нестационарного массопереноса целевого компонента (гидроксида кальция) при жидкостной коррозии бе-
тона с учетом изменяющихся условий в процессе эксплуатации, которая позволит прогнозировать дина-
мику (т.е. изменение профиля концентрации по толщине конструкции целевого компонента во времени) и 
кинетику процесса (т.е. изменение во времени общего количества переносимого вещества). Выполнить 
решение сформулированной задачи нестационарного массопереноса и провести численные эксперименты, 
показывающие влияние параметров процесса на динамику и кинетику жидкостной коррозии цементных 
бетонов. 

 
2. Физико-химические особенности коррозии цементных бетонов 

 
Коррозия представляет процесс разрушения конструкции или материала в результате воздействия 

химических или физических факторов [12]. При проектировании и моделировании по жизненному циклу 
объектов строительства актуальным становится необходимость учета действительных условий работы 
конструкции в окружающей ее среде. Необходимо принимать во внимание не только вид агрессивной 
среды и концентрацию агрессивных веществ в ней, но и колебания температуры, влажности, агрессивно-
сти и характеристики конструкции, которые на протяжении жизненного цикла будут претерпевать изме-
нения. Это позволит правильно выбрать исходные материалы, назначить необходимую диффузионную 
непроницаемость конструкции, что, с одной стороны, обязательно обеспечит необходимую долговечность, 
а с другой — позволит оптимизировать параметры структуры, режимы изготовления и свойства бетона в 
конструкциях, материалах и изделиях. 

Коррозию бетона, при воздействии на него жидкостей, следует разделить на три вида, по которым 
принципиально отличается причина разрушения материала: 

– при коррозии бетона I вида он находится во взаимодействии с водой низкой жесткости, имеющиеся 
в ней количество солей настолько мало, что их возможным химическим взаимодействием с составляю-
щими бетона можно пренебречь, деструкцию вызывают процессы: массоперенос свободного гидроксида 
кальция и последующий гидролиз клинкерных минералов цементного камня. После начала разложения 
высокоосновных соединений цементного камня изменяются механические характеристики бетона, в 
первую очередь прочность; 

– при коррозии бетона II вида он находится во взаимодействии с водными растворами солей и кислот, 
которые диффундируют в его капиллярно-пористую структуру и вступают в химическое взаимодействие 
со свободным гидроксидом кальция, параллельно происходит массоперенос свободного гидроксида каль-
ция в жидкость. Продукты реакций — легко растворимы водой, либо аморфные малорастворимые, не об-
ладающие вяжущей способностью. Деструкция развивается так же ввиду начавшегося разложения высо-
коосновных соединений цементного камня; 
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– при коррозии бетона III вида он находится во взаимодействии с водными растворами солей и кис-
лот (преимущественно сульфатов), которые диффундируют в его капиллярно-пористую структуру и всту-
пают в химическое взаимодействие с составляющими цементного камня, параллельно происходит массо-
перенос свободного гидроксида кальция в жидкость. Продукты реакций — малорастворимые водой кри-
сталлизующиеся соли. Кристаллы образующихся веществ превышают размеров пор бетона, что вызывает 
значительные внутренние напряжения в стенках структуры цементной матрицы. 

Коррозия бетона почти всегда начинается с цементного камня, стойкость которого обычно меньше, 
чем каменных заполнителей. Цементный камень состоит из соединений, образовавшихся в процессе его 
твердения [13]. В нём содержатся также не гидратированные зёрна цемента, так как гидратация наиболее 
крупных частиц, развивающаяся от поверхности, вглубь этих частиц идёт медленно и практически может 
не закончиться даже через несколько лет или десятилетий. Кроме того, в цементном камне имеются от-
крытые и закрытые поры и капиллярные ходы, заполненные воздухом или водой. Таким образом, затвер-
девший цемент представляет собой микроскопически неоднородную систему. В цементном камне всегда 
имеется в большем или меньшем количестве свободная известь, образующаяся главным образом при ча-
стичном гидролизе трехкальциевого силиката [12]. 

Все минералы цементного камня поддерживают стабильное существование только в растворах гид-
роксида кальция определённых концентраций [12; 14]. Концентрации гидроксида кальция, необходимые 
для поддержания стабильного существования минералов цементного камня на вяжущем из простого порт-
ландцемента, приведены в таблице. 

Равновесные концентрации гидроксида кальция для растворов различных минералов цементного камня / 
Equilibrium concentrations of calcium hydroxide, for solutions of various cement stone minerals 

Минерал цементного камня / 
Cement Stone Mineral 

Химическая 
формула / 

Chemical formula 

Содержание 
в цементном камне, % /

Content 
in cement stone, % 

Граничные значения 
равновесной концентрации Са(ОН)2, 

мг/л (в пересчете на СаО) /  
Boundary values Equilibrium concentration 

Са(ОН)2, mg/l (in terms of CaO)
от / from  до / to

Трёхкальциевый силикат / 
Tricalcium silicate  3СаО∙SiО2∙3H2О 37–60 1100 1290 

Двухкальциевый силикат / 
Bicalcium silicate 2CaO·SiО2·2H2О 15–37 1290 1290 

Однокальциевый силикат / 
Singlecalcium silicate СаО·2SiО2·H2О 2–5 310 520 

Четырехкальциевый алюминат / 
Fourcalcium aluminate 4СаО·Аl2О3·12H2О 0,1–4 1060 1080 

Трехкальциевый алюминат/ 
Tricalcium aluminate 3СаО·Аl2О3·6H2О 7–15 415 560 

Двухкальциевый алюминат/ 
Bicalcium aluminate 2СаО·Аl2О3·7H2О 0,1–4 160 360 

Четырехкальциевый гидроферрит /
Tetracalcium hydro-ferrite 4СаО·Fe2О3·13H2О 1–8 1060 1290 

Двухкальциевый гидроферрит / 
Bicalcium hydroferrite 2СаО·Fe2О3·H2О 0,5–6 640 1060 

Гидросульфоалюминат кальция / 
Calcium Hydrosulfoaluminate 

3СаО·Аl2О3× 
×3СаSО4·30Н2О 0,1–2 45 1290 

 
Внутренняя структура цементного камня выходит из состояния равновесия уже при незначительном 

изменении концентрации свободного гидроксида кальция. При снижении концентрации свободного гид-
роксида кальция ниже определенных пороговых значений (табл.) начинается диссоциация высокооснов-
ных соединений цементного камня в следующей последовательности: двухкальциевый силикат (если рас-
твор гидроксида кальция ненасыщенный); трёхкальциевый силикат (на 15 %); четырехкальциевый алюми-
нат (на 16 %); четырехкальциевый гидроферрит (на 18 %); двухкальциевый гидроферрит; трехкальциевый 
алюминат; однокальциевый силикат; двухкальциевый алюминат; гидросульфоалюминат кальция. Продук-
тами гидролиза высокоосновных составляющих цементного камня являются оксиды и основания кальция, 
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алюминия, кремния, железа. Диссоциация высокоосновных соединений неизбежно приведет к изменению 
физико-механических свойств бетона, в особенности снижению его прочностных характеристик [12], что 
в конечном итоге повлияет на напряжённо-деформируемое состояние строительных конструкций. 

Как показывают результаты множественных исследований профессоров В.М. Москвина и Ф.М. Ива- 
нова [12; 15] снижение общего количества гидроксида кальция на 20 % от первоначального, после изго-
товления конструкции, снижает прочность цементного камня на 20…25 %, а дальнейшее уменьшение еще 
на 10 % (на 30 % от первоначального) резко уменьшает ее на 67 %.  

Интенсивность растворения, фильтрации, капиллярного переноса, диффузии, химического взаимо-
действия с агрессивными компонентами гидроксида кальция из образцов цементного раствора и бетона, 
характеризует развитие коррозии бетона, а полученные количественные оценки выщелачивания гидрок-
сида кальция могут быть использованы для ориентировочного прогнозного подсчета изменения прочност-
ных свойств бетона. В основном исследователи картину изменения прочности бетона при воздействии на 
него агрессивных сред отражают в виде кинетических кривых, т.е. получают данные изменения прочности 
образцов во времени, варьируя при этом составом бетонных смесей, видами и концентрациями агрессив-
ных веществ. В исследованиях не рассматривались структурные изменения в бетоне и не всегда выполня-
лась корреляция по размерам образцов.  

Для удобства использования полученных данных можно провести их аппроксимацию любой мате-
матической функцией. Нами выполнено приближение двумя функциями: параболой и экспонентой, эмпи-
рические зависимости безразмерной концентрации Z = (С0 – С) / С0 удаленного массообменными процес-
сами из структуры бетона гидроксида кальция с относительной прочностью бетона: 

 r = R
R0

= − 12,3Zഥ2+1,47Zഥ+1. (1)

r = R
R0

= − 0,032+1,032 exp( − 3,474Z). (2)

 

 

Рис. 1. Относительное изменение прочности бетона r = R/R0 в зависимости 
от безразмерной концентрации гидроксида кальция Z = (С0 – С) / С0: 

С0 — начальная концентрация гидроксида кальция, г/л; 
С — концентрация гидроксида кальция, г/л; R0 – прочность бетона до начала выщелачивания, МПа; 

R — прочность бетона, соответствующая концентрации С, МПа; 
1 — уравнение параболы; 2 — уравнение экспоненты; точки — литературные данные [12; 15] 

Figure 1. Relative change in concrete r = R/R0 strength depending 
on the dimensionless concentration of calcium hydroxide Z = (С0 – С) / С0: 

C0 — initial concentration of calcium hydroxide, g / l; C — concentration of calcium hydroxide, g / l; 
R0 — concrete strength before leaching, MPa; R — concrete strength corresponding to the concentration of C, MPa; 

1 — parabola equation (1); 2 — exponential equation (2); points — literature data [12; 15]  
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На рис. 1. графически показано изменение коэффициента стойкости от безразмерной концентрации 
гидроксида кальция. Полученные эмпирические уравнения (1) и (2) можно использовать в информацион-
ных моделях жизненного цикла объектов строительства для моделирования изменения прочности бетона 
по толщине конструктивных элементов при эксплуатации железобетонной конструкции в жидкой агрес-
сивной среде [16]. 

Гидроксид кальция определяет равновесие в капиллярно-пористой структуре цементного камня, из-
менения содержания которого в теле бетона приводят к изменениям механических свойств бетона, а в 
конечном итоге — на напряжённо-деформируемое состояние строительных конструкций. Этот процесс 
обусловлен диффузией «свободного гидроксида кальция» из толщи бетона к его поверхности, граничащей 
со средой, переходом вещества через границу раздела фаз «твердое тело — жидкость» и распределением 
в жидкой среде. Особенно интенсивно массоперенос происходит в зоне контакта бетона с жидкостью, раз-
рушая, в первую очередь, защитный слой арматуры, тем самым провоцируя деструктивных электрохими-
ческих реакций на поверхности стальной арматуры. 

Огромное количество строительных конструкций эксплуатируется в неизотермических условиях, 
что вызвано колебаниями температур в течение суток, года и т.д. Кроме этого, на противоположных гра-
ницах конструкции зачастую бывают различные температуры, что формирует температурные поля по тол-
щине конструкции, а следовательно, и изменение параметров массопереноса, в первую очередь коэффи-
циента массопроводности. 

Моделирование неизотермического нестационарного массопереноса в системе цементный бетон — 
жидкость, параметры процесса которого зависят и от температуры, и от концентрации переносимого ком-
понента можно осуществить, опираясь на теорию массопереноса, приняв расчетную схему модели в соот-
ветствии с рис. 2. Предварительно необходимо, с использованием алгебраических уравнений, выполнить 
переход от температурно-концентрационных зависимостей (С, t) коэффициентов массопроводности и мас-
соотдачи к пространственно-временным (x, τ). 

 

 
 

Рис. 2. Система «арматура — цементный бетон — жидкая среда»: 
I — арматура; II — бетон; III — жидкая среда; IV — защитный слой 

Figure 2. The system “reinforcement — cement concrete — liquid medium”: 
I — reinforcement; II — concrete; III — liquid medium; IV — protective layer 

 
Согласно теории массопереноса А.В. Лыкова в общем случае для коррозии первого и второго вида 

диффузия «свободного гидроксида кальция» в пористой структуре бетона описывается нелинейным диф-
ференциальным уравнением массопроводности параболического типа с источниковым членом [18; 19]: 
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( ) ( ) ( )[ ] ( )
бет

v xq
xgradCxkdivxC

ρ
τ

+ττ=
τ∂

τ∂ ,,,,
,           (3) 

где: k(х,τ) — коэффициент массопроводности (диффузии), изменяющийся по толщине стенки по задан-
ному математическому закону от координаты и времени, м2/с; С(х,τ) — распределение концентраций «сво-
бодного гидроксида кальция» в бетоне в момент времени τ в произвольной точке с координатой x, кг 
Са(ОН)2/кг бетона; qv(х,τ) — мощность объемного источника массы вследствие химических или фазовых 
превращений, кг Са(ОН)2/(м3·с); ρбет — плотность бетона, кг/м3. 

Уравнение массопроводности в виде (3) позволяет производить расчеты при изменяющихся по вре-
мени и координате параметров процесса: коэффициентов массопроводности и массоотдачи, мощности 
объемного источника массы вследствие фазовых и химических превращений, что очень важно для боль-
шинства практических расчетов физической картины процессов массопереноса и конечных результатов 
расчетов [20; 21] 

3. Комбинированный численно-аналитический метод 
моделирования нестационарного массопереноса 

Получить аналитическое решение нелинейного дифференциального уравнения крайне затрудни-
тельно (3), особенно в условиях изменения численного значения граничных условий и коэффициентов пе-
реноса по толщине конструкции. Решение описанной выше задачи нами предложено провести сочетанием 
методов численных и аналитических. Численными являются примененные одновременно методы микро-
процессов [22–24] и зональный. При такой комбинации весь жизненный цикл конструкции разбивается на 
микропроцессы (временные интервалы). По толщине конструкции, ввиду изменения температуры и кон-
центрации гидроксида кальция, будет изменяться и коэффициент массопроводности. В свою очередь, из-
менение коэффициента массопроводности будет влиять на искомые поля концентраций гидроксида каль-
ция. Учесть данный факт при решении дифференциального уравнения принятым численно-аналитическим 
методом можно условно разбивая конструкцию по толщине на концентрационные зоны, в пределах кото-
рой значение коэффициента массопроводности в рамках рассматриваемого микропроцесса будет счи-
таться постоянным. В результате этого для i-го микропроцесса задача по расчету распределения концен-
траций разложится на несколько упрощенных задач, распределенных по концентрационным зонам, пока-
занным на рис. 3. 

 

 

а                                                   б 

Рис. 3. Схема разделения конструкции на концентрационные зоны 
Figure 3. Diagram of the structure division into concentration zones 

 
Предварительно необходимо, с использованием алгебраических уравнений, выполнить переход от тем-

пературно-концентрационных зависимостей (С, t) коэффициентов массопроводности и массоотдачи к про-
странственно-временным (x, τ). По толщине конструкции, ввиду изменения температуры и концентрации гид-
роксида кальция, будет изменяться и коэффициент массопроводности (рис. 3, а).  
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Первая зона — слой бетона, находящийся рядом с границей раздела фаз (в дальнейших расчетах все ма-
тематические выкладки для этой зоны будут с индексом «1»). На границе раздела фаз осуществляется конвек-
тивная массоотдача целевого компонента в жидкую фазу, что математически отражается в граничных условиях 
III рода, а на противоположной границе задействуются граничные условия первого рода. В случае образования 
на поверхности бетона биопленки, именно она в расчете будет принята за первую зону. 

Промежуточные зоны — внутренние слои бетона не доступные из вне, (в дальнейших расчетах все ма-
тематические выкладки для этой зоны будут с индексом «2»), количество промежуточных зон определяется в 
зависимости от изменения коэффициента массопроводности по толщине конструкции, с учетом требуемой 
точности расчета. У левой границы слоя, где устанавливаются более низкие концентрации, по сравнению с 
противоположной границей, за счет градиента концентраций действует поток массы, что математически отра-
жается в граничных условиях II рода, а на противоположной границе задействуются граничные условия пер-
вого рода. 

Крайняя зона — слой бетона, находящийся рядом с внешней не жидкой средой, считаемой не агрессив-
ной, либо на него нанесен слой изоляции (в дальнейших расчетах все математические выкладки для этой зоны 
будут с индексом «3»). У левой границы слоя, где устанавливаются более низкие концентрации, по сравнению 
с противоположной границей, за счет градиента концентраций действует поток массы, что математически от-
ражается в граничных условиях II рода, а на противоположной границе ввиду отсутствия массопотока через 
границу конструкции, контактирующей с окружающей средой применяется “условием непроницания”. 

Выполненное разделение на три вида концентрационных зон позволяет заменить аналитическое 
решение сложной нелинейной задачи нестационарного массопереноса систем в среде с переменными 
потенциалами и коэффициентами переноса по толщине конструкции на 3 типа более простых задачи с 
линейными дифференциальными уравнениями. Количество промежуточных слоев, в которых значения 
коэффициента массопроводности приняты постоянными по толщине условно выделяемого слоя, в первую 
очередь диктуется допустимой погрешностью и подбирается итерационным способом. 

При сопряжении полученных распределений концентраций по отдельным зонам должны выполнятся 
обязательные равенства: концентрации на левой границе зоны и на правой границе смежной зоны, т.е. 
значения, рассчитанные для одной и той же точки соседних концентрационных зон должны быть равны; 
плотности потоков массы на левой границе зоны и на правой границе смежной зоны, т.е. потоки массы в 
одной и той же точки, но на разных концентрационных зонах одинаковые. 

Выполнив разделение толщины конструкции и периода ее эксплуатации по принципам изложенным 
выше, получить необходимые решения в пределах одного любого микропроцесса и концентрационной 
зоны несложно аналитически методом интегрального преобразования Лапласа. 

4. Результаты и обсуждение 

Расчет массопереноса по описанной выше схеме производится от границы раздела фаз, т.е. начиная с 
первой зоны. Отличительной особенностью этой зоны является то, что происходит переход переносимого 
компонента — «свободного гидроксида кальция» из твердой фазы в жидкую. Данный переход лимитируется 
внешней массоотдачей, а математически отражается в граничных условиях третьего рода.  

На первой концентрационной зоне происходит перенос гидроксида кальция от правой границе к 
левой (подвод массы к границе раздела фаз) с последующим переходом переносимого компонента из 
капиллярно-пористой структуры цементного бетона во внешнюю жидкую среду [22]. Данный переход 
вещества описывается уравнением внешней конвективной массоотдачи, а математически отражается в 
граничных условиях третьего рода. Для первой зоны, задача нестационарного массопереноса в системе 
взаимодействия гидроксида кальция, запишется следующей системой уравнений: 
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где C0,1(x) — распределение концентрации гидроксида кальция в поровой структуре бетона в начале i-го 
микропроцесса по толщине первой концентрационной зоны, кг Са(ОН)2/кг бетона; C1(x) — распределение 
концентрации гидроксида кальция в поровой структуре бетона по толщине первой концентрационной 
зоны в конце i-го микропроцесса, кг Са(ОН)2/кг бетона; Ср(τ) — равновесная концентрация гидроксида 
кальция в жидкости на поверхности цементного бетона, кг Са(ОН)2/кг бетона; k1 — коэффициент массо-
проводности, имеющий фиксированное значение по толщине первой концентрационной зоны, м2/с; β — 
коэффициент массоотдачи в жидкой среде, м/с; δ1 — толщина первой концентрационной зоны, м; 
х — координата, м; τ — время, с. 

Начальное условие (5) показывает, что в момент времени, принимаемый за начало расчета i-го 
микропроцесса, концентрация переносимого компонента (гидроксида кальция) распределена по толщине 
конструкции неравномерно. При этом начальное распределение концентрации переносимого компонента 
в твердой фазе должно быть описано какой-либо математической функцией [25].  

Поскольку на левой границе происходит взаимодействие по схеме «твердое тело — жидкость», то 
необходимо учитывать конвективный перенос вещества, т.е. применить граничные условия третьего рода, 
описанные уравнением (6). 

Для упрощения решений введем безразмерные переменные и критерии подобия, удобные для каче-
ственного анализа процессов коррозии: 
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где ( )mFoxZ ,1  — безразмерная концентрация гидроксида кальция в поровой структуре бетона по толщине 
первой концентрационной зоны; x — безразмерная координата; Fom — массообменный критерий подобия 
Фурье; Bim — массообменный критерий подобия Био. 

Краевая задача массопроводности в первой зоне (4)–(6) в критериях подобия и безразмерных коор-
динатах запишется в виде 
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∂
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Решение задачи (8)–(10) выполнено методом интегрального преобразования Лапласа. Проведя ряд 
сложных тригонометрических преобразований, получено окончательное решение искомой краевой задачи 
(8)–(10) в безразмерных переменных, позволяющее рассчитывать динамику полей концентраций целевого 
компонента в неограниченной пластине с массопереносом, лимитируемым внутренней диффузией и внеш-
ней массоотдачей: 

𝑍ଵ(�̄�, 𝐹𝑜) = 𝑍ఋଵ 𝐵𝑖�̄� + 1𝐵𝑖 + 1 + 2  𝐵𝑖 𝑠𝑖𝑛(𝜇�̄�) + 𝜇 𝑐𝑜𝑠(𝜇�̄�)(𝐵𝑖 + 1) 𝑐𝑜𝑠 𝜇 − 𝜇 𝑠𝑖𝑛 𝜇
∞

ୀଵ × 
× 𝑒𝑥𝑝(−𝜇ଶ 𝐹𝑜) ቂഃభఓ −  𝑍.ଵ(𝜉)ଵ 𝑠𝑖𝑛ሾ𝜇(1 − 𝜉)ሿ 𝑑𝜉ቃ.                  (11) 

Рассмотрим изменение распределения концентраций на различных временных этапах в первой зоне. 
В принятом нами критериальном подходе решения и анализа нестационарного массопереноса время отра- 
жается в массообменном критерии Фурье. Проведем численные эксперименты прогнозирования МССГК 
i-го микропроцесса первой зоны, непосредственно взаимодействующего с жидкой фазой, при различных  
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начениях массообменного числа Био, которое характеризует соотношение сил внешней и внутренней диф-
фузии. На рис. 4. демонстрируются результаты расчета профилей безразмерных МССГК Z1(x̄,Fom) по тол-
щине первого микроучастка, на левой границе которой происходит массоотдача свободного гидроксида 
кальция в жидкую среду. Отметим, что при Bim < 1 массоперенос преимущественно определяется внешней 
массоотдачей, а при Bim > 1 внутренней диффузией. 

 

 

a 

 

б 
 

Рис. 4. Изменение безразмерных концентраций Z1( ,x Fom) по толщине бетонной конструкции 
в первой зоне, находящейся в контакте с жидкостью при числах Фурье:  

Fom = 1 — 0,03; 2 — 0,06; 3 — 0,1; 4 — 0,15; 5 — 0,2; 6 — 3; а — Bim = 0,1; б — Bim = 1 

Figure 4. Change in dimensionless concentrations of Z1( ,x Fom) along the thickness 
of the concrete structure in the first zone in contact with the liquid at Fourier numbers : 

Fom = 1 — 0.03; 2 — 0.06; 3 — 0.1; 4 — 0.15; 5 — 0.2; 6 — 3; а  — Bim = 0.1; б — Bim = 1 

 
При исследовании кинетики массопереноса, лимитируемого внутренней диффузией и внешней мас-

соотдачей, определялись следующие параметры: изменение по времени безразмерной концентрации пере-
носимого компонента на поверхности бетона, изменение по времени средней безразмерной концентрации 
переносимого компонента в первой зоне, изменение градиента безразмерных концентраций на границе 
первой и второй зоны. Результаты кинетических расчетов средних безразмерных концентраций первого 
условного слоя бетона и градиента безразмерных концентраций «свободного гидроксида кальция» на 
условной границе разделения первого и второго слоев при различных значениях массообменного числа 
Био приведены на рис. 4. Последовательный анализ кривых (см. рис. 4) показывает продвижение потока 
массы от левой границы зоны к правой. Проведенные расчеты при Fom < 0,1 показывают что за данный 
промежуток времени поток массы не достигает правой границы первой концентрационной зоны. 

Под кинетикой массопереноса, в соответствии с заложенными в трудах А.В. Лыкова положениями 
теории тепломассопереноса, подразумевается изменение исследуемого параметра (температура, влаж-
ность, концентрация) во времени [18]. 

В рамках проводимого численного эксперимента, направленного на изучение нестационарного мас-
сопереноса в гетерогенной системе «железобетонная конструкция — жидкость», с учетом принятого раз-
деления на концентрационные зоны целесообразно исследовать в кинетике параметры: изменения средней 
по первой концентрационной зоне концентраций гидроксида кальция; изменение градиента концентраций 
на границе первой и второй зон (рис. 5). 

Поток массы «свободного гидроксида кальция» на границе условно выделяемых промежуточных 
слоев определяется градиентом концентраций предшествующего условно выделенного слоя: 

( )
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),(,),( 2
2111
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δ=δ= ∂
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xx x
xCkСgradk

x
xCk .   (12) 
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а б 
 

Рис. 5. Кинетический профиль средних безразмерных концентраций в первой зоне (а) 
и изменение градиента безразмерных концентраций на условной границе разделения первого и второго слоев (б) 

при Bim = 1 — 0.1; 2 — 0.5; 3 — 1; 4 — 2; 5 — 5 
Figure 5. Kinetic profile of average dimensionless concentrations in the first zone (a) 

and the change in the gradient of dimensionless concentrations  
at the conditional boundary of separation of the first and second layers (б) 

at Bim = 1 — 0.1; 2 — 0.5; 3 — 1; 4 — 2; 5 — 5 

 
Математически задача массопереноса в неограниченной пластине, при наличии с левой стороны пла-

стины потока массы, запишется следующей системой уравнений: 
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Здесь обозначено: C0,2(x) — распределение концентрации гидроксида кальция в поровой структуре 
бетона в начале i-го микропроцесса по толщине промежуточной концентрационной зоны, кг Са(ОН)2/кг 
бетона; C2(x) — распределение концентрации гидроксида кальция в поровой структуре бетона по толщине 
промежуточной концентрационной зоны в конце i-го микропроцесса, кг Са(ОН)2/кг бетона; qm1 — плот-
ность потока массы «свободного гидроксида кальция» на границе условно выделяемых промежуточных 
слоев, кг/(м2·с); k2 — коэффициент массопроводности, имеющий фиксированное значение по толщине 
промежуточной концентрационной зоны, м2/с; δ2 — толщина условно выделенной второй концентрацион-
ной зоны, м. 

Граничное условие (15) показывает наличие потока массы вещества на границе двух слоев. Величина 
потока определяется по градиенту предшествующего слоя. 

Решение поставленной задачи (13)–(15) проводим в безразмерных переменных, с интеграцией в диф-
ференциальные уравнения критериев подобия, что упростит качественную оценку и анализ процесса мас-
сопереноса при коррозии бетона:  
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= xx , 2
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( )mFoxZ ,2  — безразмерная концентрация гидроксида кальция в поровой структуре бетона по толщине 
условно выделенных промежуточных концентрационных зон; x — безразмерная координата, Fom — 
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массообменный критерий подобия Фурье; Ki*
m1 — модифицированный массообменный критерий подобия 

Кирпичева. 
Краевая задача массопроводности в промежуточной зоне (13)–(15) в критериях подобия и безразмер-

ных координатах запишется в виде 
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Решение дифференциального уравнения (17) с неравномерным начальным (18) и граничными усло-
виями (19) следующее:  
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Выражение (20) позволяет рассчитать динамику полей концентраций целевого компонента в неогра-
ниченной пластине при наличии потока массы «свободного гидроксида кальция» на границе условно вы-
деляемых промежуточных слоев. Рассмотрим динамику полей концентраций на различных временных 
этапах, рассчитанную по выражению (20) (рис. 6). На левой границе действует поток массы вещества, 
сформировавшийся от градиента концентраций предшествующего слоя, продвигающийся, с течением вре-
мени, к правой границе рассматриваемого слоя. Продвижение фронта потока массы вглубь промежуточ-
ной зоны по времени наглядно демонстрирует рис. 6. Распределение концентраций изменяется слева 
направо по градиенту предшествующего слоя. Так, например, следует отметить близость градиентов при 
массообменных критериях Фурье первого Fom1 = 0,1 и второго Fom2 = 0,05 слоев (см. рис. 4 и 6). Следует 
заметить, что в рамках принятого разделения на концентрационные зоны при одном и том же рассматри-
ваемом временном интервале критерии Фурье соседних зон никогда не будут равны, в силу неравенства в 
них коэффициентов массопроводности. Изменение безразмерного градиента концентраций на правой гра-
нице любого промежуточного слоя для наиболее распространённого интервала значений модифицирован-
ного массообменного критерия Кирпичева при жидкостной коррозии бетона в графической форме приве-
дено на рис. 7. Отмечаем, что на отрезке 0 ≤ Fom ≤ 0,1 градиент крайне мал. 

В крайнем слое задача массопереноса, при наличии с левой стороны пластины потока массы и 
отсутствия массопотока с правой стороны, запишется следующей системой уравнений: 
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Здесь обозначено: C0,3(x) — распределение концентрации гидроксида кальция в поровой структуре 
бетона в начале i-го микропроцесса по толщине крайней концентрационной зоны, кг Са(ОН)2/кг бетона; 
C3(x) — распределение концентрации гидроксида кальция в поровой структуре бетона по толщине крайней 
концентрационной зоны в конце i-го микропроцесса, кг Са(ОН)2/кг бетона; qm2 — плотность потока массы 
«свободного гидроксида кальция» на границе условно выделяемых промежуточных и крайнего слоев, 
кг/(м2·с); k3 — коэффициент массопроводности, имеющий фиксированное значение по толщине крайней 
концентрационной зоны, м2/с; δ3 — толщина условно выделенной крайней концентрационной зоны, м. 

 

 
Рис. 6. Профиль безразмерных концентраций Z2( x, Fom) 

по толщине промежуточного слоя, при числах: 
Ki*

m = 0,5; Fom = 1 – 0,001; 
2 — 0,01; 3 — 0,05; 4 — 0,1; 5 — 0,2; 6 — 0,3 

Figure 6. Profiles of dimensionless concentrations Z2( x, Fom) 
by the thickness of the intermediate layer, for numbers: 

Ki*
m = 0.5; Fom = 1 – 0.001; 

2 — 0.01; 3 — 0.05; 4 — 0.1; 5 — 0.2; 6 — 0.3 

 
Рис. 7. Изменение градиента безразмерных 

концентраций на условной границе разделения второго 
и последующего слоев при числах: 

Ki*
m = 1 — 0,1; 2 — 0,5; 3 — 1; 4 — 1,5; 5 — 2 

Figure 7.  Change in the gradient of dimensionless 
concentrations at the conditional boundary of the separation 

of the second and subsequent layers at the numbers: 
Ki*

m = 1 — 0.1; 2 — 0.5; 3 — 1; 4 — 1.5; 5 — 2 

 
Краевая задача массопроводности в крайней зоне (21)–(23) в критериях подобия и безразмерных ко-

ординатах запишется в виде 
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Решение дифференциального уравнения (24) с неравномерным начальным (25) и граничными усло-
виями (26) следующее: 
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Проведем численные эксперименты прогнозирования концентраций целевого компонента в рамках 
i-го микропроцесса крайнего слоя, при различных значениях модифицированного массообменного крите-
рия Кирпичева, которое характеризует интенсивность потока массы на левой граничной плоскости рас-
сматриваемого микроучастка. Отметим удобство использования решения (27), так как характеристическое 
уравнение решено, а его корни уже внесены в переменные. Рассмотрим изменение распределения концен-
траций на различных временных этапах, что показано на рис. 8. Распределение целевого компонента изме-
няется слева направо по градиенту предшествующего слоя. Так, например, следует отметить близость гра-
диентов при массообменных критериях Фурье промежуточного Fom2 = 0,2 и крайнего Fom3 = 0,1 слоев (рис. 
6 и 8). Результаты расчетов кинетики изменения среднего по крайнему слоя безразмерных концентраций 
для наиболее распространённого интервала значений модифицированного массообменного критерия Кир-
пичева при жидкостной коррозии бетона в графической форме приведены на рис. 9.  

Полученные в рамках принятой расчетной схемы решения (11), (20) и (27), с учетом принятого разде-
ления на концентрационные зоны, позволяют прогнозировать кинетику и динамику нестационарного мас-
сопереноса свободного гидроксида кальция и необходимы для определения времени достижения в опреде-
ленных зонах конструкции критических концентраций гидроксида кальция, соответствующих началу дис-
социации высокоосновных минералов цементного камня, либо депассивации стальной арматуры. 

 

Рис. 8. Профиль безразмерных концентраций Z3( x, Fom) 
крайнего слоя, при числах: 

Fom = 0,3; Ki*
m2 = 1 — 0,1; 2 — 0,5; 3 — 1; 4 — 1,5; 5 — 2 

Figure 8. Profiles of dimensionless concentrations Z3( x, Fom) 
of the extreme layer, for numbers: 

Fom = 0.3; Ki*
m2 = 1 — 0.1; 2 — 0.5; 3 — 1; 4 — 1.5; 5 — 2

Рис. 9. Кинетический профиль средних безразмерных 
концентраций в крайнем слое при числах: 
Ki*

m = 1 — 0,1; 2 — 0,5; 3 — 1; 4 — 1,5; 5 — 2 

Figure 9. Kinetic profile of average dimensionless concentrations 
in the extreme layer at numbers: 

Ki*
m = 1 — 0.1; 2 — 0.5; 3 — 1; 4 — 1.5; 5 — 2 

 
Полученные представления о процессах, жидкостной коррозии бетона по механизму первого вида и 

математическая модель неизотермического массопереноса могут быть использованы в цифровых имита-
ционных моделях жизненного цикла на этапе эксплуатации бетонных и железобетонных конструкций в 
агрессивных средах. 

5. Заключение 

1. Выполненный анализ научно-технической литературы по проблемам долговечности бетонных и 
железобетонных конструкций, эксплуатируемых в агрессивной среде, показал, что существуют несколько 
фундаментальных теорий, описывающих процессы коррозии бетона, имеется довольно обширный экспе-
риментальный материал, характеризующий общие условия разрушения бетона в различных агрессивных 
средах. Но большинство исследований жидкостной коррозии проводились, как правило, в изотермических 
условиях при температуре 20–25 °C, что не совпадает с реальными условиями эксплуатации, так как огром-
ное количество строительных конструкций зданий и сооружений эксплуатируются в условиях воздействия 
изменяющихся климатических и технологических температур. 

2. Объектом настоящего исследования являются процессы нестационарного массопереноса гидрок-
сида кальция при жидкостной коррозии железобетонных конструкции. Гидроксид кальция определяет рав-
новесие высокоосновных соединений структуры цементного камня и при взаимодействии конструкции с 
жидкостью в первую очередь начинается его диффузия. 
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3. Разработана методология синтеза и решения нелинейной краевой задачи нестационарного массо-
переноса гидроксида кальция из структуры бетона в жидкость при неизотермических условиях, путем раз-
деления жизненного цикла конструкции на микропроцессы, а в рамках каждого микропроцесса выполня-
ется расчетное разделение конструкции по толщине на концентрационные зоны, что позволяет свести ре-
шение нелинейной краевой задачи к системе последовательных линейных краевых задач с неравномерным 
начальным условием. Для каждой линейной задачи получены аналитические решения, позволяющие рас-
считывать распределение концентраций гидроксида кальция по толщине конструкции, тем самым прогно-
зировать динамику и кинетику деструктивных процессов железобетонных конструкций. 

4. Типизация и унификация решений достигнута внедрением критериев подобия в аналитические 
решения, а также безразмерным видом полученных решений. 

5. Графически показано, как при небольших значениях массообменного числа Био Bim < 1 массопе-
ренос преимущественно определяется внешней массоотдачей, а при Bim > 1 внутренней диффузией. 

6. Проведенные расчеты показывают, что при значениях числа Фурье Fom < 0,1 поток массы не до-
стигает противоположной границы любой концентрационной зоны. Таким данный интервал является мини-
мальным для расчета по принятому комбинированному методу. 
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Abstract. The results of experimental studies of deformation problems in pipe-
concrete specimens with small cross sections are provided and analyzed. The 
stress-strain state of a steel pipe and a pipe filled with concrete is studied and 
compared. Experimental determination of the dependencies between axial load 
and deformations of pipe-concrete and steel bars, as well as evaluation of 
concrete’s and steel pipe’s contribution to the total load-bearing capacity of the 
composite section are provided. Tests were carried out for short pipe-concrete 
specimens with the pipe dimensions equal to 60x2, 76x3 and 102x3.5, as well as 
for hollow steel pipes with the corresponding dimensions. The diagrams of 
deformation were obtained basing on the experimental results. The deformation 
of the pipe-concrete element under central compression occurs in proportion to 
the deformation of a hollow steel element with the same diameter, that made it 
possible to evaluate the contribution of concrete to the work of the pipe-concrete 
cross-section, which turned out to be constant at each stage of deformation. A 
methodology has been proposed that enables to describe analytically the 
deformability of pipe-concrete elements under axial compression by means of 
the analytical model based on the experimental data. 
Keywords: piped concrete, experimental studies, small-sized sections, axial 
compression, triaxial compression, bearing capacity, stress-strain state, defor-
mability, mathematical model, analytical model 
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 Аннотация. Приводятся и анализируются результаты эксперименталь-
ных исследований вопросов деформирования трубобетонных образцов 
малогабаритных сечений. Исследуется и сравнивается напряженно-де-
формированное состояние стальной трубы и трубы, заполненной бето-
ном. Приводятся экспериментальное определение зависимостей между 
осевой нагрузкой и деформациями трубобетонных и стальных стерж-
ней, а также оценка вклада бетона и стальной трубы в общую несущую 
способность составного сечения. Испытания проведены для коротких 
трубобетонных образцов с размерами трубы 60×2, 76×3 и 102×3,5, а 
также полых стальных труб с соответствующими размерами. По ре-
зультатам экспериментов построены диаграммы деформирования. Де-
формация трубобетонного элемента при центральном сжатии происхо-
дит пропорционально деформации полого стального элемента того же 
диаметра, что позволило оценить вклад бетона в работу трубобетон-
ного сечения, который оказался постоянным на каждом этапе деформи-
рования. Предложена методика, позволяющая аналитически описать 
деформативность трубобетонных элементов при центральном сжатии 
при помощи аналитической модели, основанной на эксперименталь-
ных данных. 

Ключевые слова: трубобетон, экспериментальные исследования, ма-
логабаритные сечения, осевое сжатие, трехосное сжатие, несущая спо-
собность, напряженно-деформированное состояние, деформативность, 
математическая модель, аналитическая модель 
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1. Introduction 

One of interesting engineering solutions is the use of steel-concrete structures in construction, which, unlike 
classic reinforced concrete, use steel not only as a reinforcing material, but also as a full-fledged load-bearing 
element. One of the types of the steel-and-reinforced concrete structures is piped concrete, consisting of a closed 
steel pipe into which concrete mixture is specially placed and compacted, resulting in a complex jointed composite 
structure combining the main advantages of classical steel and reinforced concrete elements, leveling and 
significantly reducing the impact of their disadvantages. 

Many scientists and research groups of the world community have been engaged in the study of strength and 
stability of pipe-concrete elements. Despite the existence of calculation methods reflected in domestic and foreign 
regulatory documents, all of them do not allow to objectively describe the stress-strain state of pipe-concrete 
structures under the action of axial compressive load. Various scientific communities in the last decade conducted 
experimental [1–8], analytical [9–12] and numerical studies [14–16] in order to determine the bearing capacity 
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and deformability of composite structures. Special attention has been paid to numerical and analytical calculations 
in a nonlinear formulation [17; 18], however, there is no unified engineering methodology capable of describing 
the stress-strain state of pipe-concrete rods. 

Depending on the approach for evaluation of the load-bearing capacity of a pipe-concrete section, two 
interrelated statements of the problem are conditionally accepted: either the influence of concrete on the increase 
of the load-bearing capacity of the pipe [15], or the reverse variant is considered, i.e. taking the pipe as a steel shell 
of a concrete rod [6; 7; 9; 19]. Obviously, pipe-concrete is a composite material with mutual influences of concrete 
core and a steel shell on each other, and both of the above approaches can be considered as approximated models 
of work. Dimensional ratios of the steel tube-shell (diameter-to-wall thickness ratio — D∕t [2; 12; 20]) or the type 
of concrete infilling [3] are usually considered as the main factors affecting the strength and strain characteristics 
of a pipe-concrete structure. 

The problem of determining the actual stress-strain state of composite structures made of pipes filled with 
concrete is being raised by many scientific teams, since the existing design standards underestimate the load-
bearing capacity of pipe-concrete, defining it as the sum of the load-bearing capacities of the pipe and the concrete 
core. For example, articles [9; 20] analyze and compare the existing approaches to determine the ultimate 
compressive load on pipe-concrete columns. The authors of articles [13; 19] analytically consider the effect of 
casing by introducing an additional summand, which represents the side pressure at the interface between the pipe 
and concrete. However, experimental studies show that the nature of deformation of the pipe-concrete rod is more 
similar to the deformation of a hollow steel pipe, and filling with concrete only enhances the performance of the 
structure. 

In this regard, the authors of this paper propose a methodology that allows describing the deformation process 
of a pipe-concrete specimen on the basis of the deformational characteristics of a steel pipe and considering the 
contribution of concrete to the structure operation, which is constant at all stages of deformation, by using of a 
correcting coefficient. 

2. Materials and methods 

For conducting the experiment, 12 specimens of 100 mm length were made using steel pipes with the 
following cross sections: a pipe with a diameter of 60 mm and a wall thickness of 2 mm, a pipe with a diameter of 
76 mm and a wall thickness of 3 mm, and a pipe with a diameter of 102 mm and a wall thickness of 3.5 mm. The 
dimensions of the experimental specimens were taken to exclude the influence of flexibility on the load-bearing 
capacity of short pipe-concrete rods, i.e. to exclude the loss of stability. 

Two pipe-concrete specimens and two hollow specimens, i.e. not filled with concrete, were made from each 
pipe diameter. Additional reinforcement of the specimens was not used. Conditional marking of the specimens is 
given in Table 1 for the convenience of processing the results. 

Each specimen was tested in the laboratory of the Department of Building Structures of Nizhny Novgorod 
State University of Architecture and Civil Engineering using a P-125 compression machine with maximum 
compressive load equal to 1250 kN. In this study, the longitudinal deformations of the samples at each stage of 
loading with an axial compressive load were determined by the convergence of the pipe-concrete cylinders end 
sections, for the registration of which the plate convergence indicator had been installed. Figure 1 shows the basic 
scheme of the experimental equipment for testing specimens of 100 mm in length. 

Table 1 
Marking of specimens 

Specimens 
mark Specimen characteristic Steel pipe 

dimensions, mm
Diameter of concrete rod crimped 

by the pipe, mm
P1.1 Hollow Steel Pipe 60×2 — P1.2 
PC1.1 Pipe filled with concrete (pipe-concrete) 60×2 56 PC1.2 
P2.1 Hollow Steel Pipe 76×3 — P2.2 
PC2.1 Pipe filled with concrete (pipe-concrete) 76×3 70 PC2.2 
P3.1 Hollow Steel Pipe 102×3.5 — P3.2 
PC3.1 Pipe filled with concrete (pip-concrete) 102×3.5 95 PC3.2 
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                         a                                                                                   b 

Figure 1. Testing of specimens with 100 mm length: 
a — general view; b — basic scheme of the experimental setup: 

1 — specimen under test; 2 — movable loading plate; 
3 — fixed loading plate; 4 — indicator for registration of plates convergence 

3. Results of the research 

On the basis of the experimental results for each specimen, the diagrams of longitudinal deformation were 
generated in variables P — ∆, where P is the axial compressive load, ∆ is the convergence between the pressing 
plates. For visual clarity and further analysis, the diagrams of pipe-concrete specimens (hereinafter referred to as 𝑃ሺ∆ሻ) and hollow specimens (hereinafter referred to as 𝑃ሺ∆ሻ) with equal diameters were plotted in a common 
coordinate plane and with equal scale (Figure 2).  

It can be seen from the diagrams (Figure  2) that the graphs of dependencies between axial load and 
longitudinal deformations have obvious similarity, being similar regardless of the pipe’s diameter and thickness 
of wall. It can also be noted that the elastic stage of work both for steel pipe and for pipe-concrete ends at the same 
values of deformations, since the critical factor in the transition to the plastic stage is not the stress but the 
deformation of the steel pipe. The similarity of the graphs enables us to make an assumption that concrete in a 
pipe-concrete structure performs functions of strengthening a steel pipe, bringing a certain contribution to the load-
bearing capacity of the cross-section at each stage of deformation. 

The difference between the ordinates of the diagrams corresponding to the load on the pipe-concrete 
specimen at a particular value of axial displacement ∆ and the load on the hollow steel pipe at the same 
displacement is taken as a value that quantitatively characterizes the contribution of concrete to the load-bearing 
capacity of the pipe-concrete cross-section at each stage of deformation: 𝑃ሺ∆ሻ = 𝑃ሺ∆ሻ − 𝑃ሺ∆ሻ, ሺ1ሻ 
or the relative contribution of concrete in dimensionless units is: 

𝜌ሺ∆ሻ = 𝑃ሺ∆ሻ − 𝑃ሺ∆ሻ𝑃 ሺ2ሻ 
The calculations of the above characteristics for specimens with 60 mm diameter are summarized in Table 2. 
Table 2 shows that the value of the relative contribution of concrete 𝜌ሺΔሻ at all the stages of deformation is 

near to 0.5, and its average value is 49.8%.  
In this case, the critical (maximum) load value that can be withstood by a hollow steel pipe 60x2 mm of the 

same length is 𝑃 = 142.5 kN, and the load-bearing capacity of a concrete specimen with diameter 56 mm and 
length 100 mm (differentiated load-bearing capacity of the pipe-concrete specimen’s core) obtained as a result of 
the experiment is 𝑃 = 28.2 kN, which corresponds to 𝑃 𝑃⁄ = 0,198. in dimensionless units. 
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Figure 2. Diagrams P(∆) based on the test results of specimens 

 
Table 2 

Calculation of concrete contribution for specimens made of steel pipes 60×2 ∆, mm 
Load 𝑷, kN 𝑷𝒑ሺ∆𝒊ሻ, kN 𝑷𝒑𝒄ሺ∆𝒊ሻ, kN Contribution of concrete 

P1.1 P1.2 PC1.1 PC1.2 𝑷𝒄ሺ∆𝒊ሻ, kN 𝝆𝒄ሺ∆𝒊ሻ 
0.50 42 29 60 50 35.5 55 19.5 0.55
1.00 90 63 130 110 76.5 120 43.5 0.57
1.50 124 112 178 165 118 171.5 53.5 0.45
2.00 133 129 200 185 131 192.5 61.5 0.47
2.50 140 135 210 195 137.5 202.5 65 0.47
3.00 142 140 218 205 141 211.5 70.5 0.50
3.50 144 141 225 210 142.5 217.5 75 0.53

 
Similar calculations were performed on the test results of the remaining specimens made of 76×3 mm and 

102×3.5 mm steel pipes. In this case, the average values of “concrete’s contribution” were 41.0 and 50.9 %, with 
the relative bearing capacity of the concrete core 𝑃 𝑃⁄  being equal to 0.158 and 0.210, respectively. Therefore, 
the contribution of concrete at each stage of deformation for all sizes of specimens is 2.5 times higher than the 
differentiated bearing capacity of the concrete core. This can be explained by the cladding effect, as the steel tube 
prevents the concrete core from deforming and breaking in the transverse direction due to Poisson’s ratio [11; 16; 
22]. As a result, the stress state of concrete transforms from longitudinal to triaxial compression, and its bearing 
capacity increases significantly. These effects, as well as the development of strength criteria for concrete under 
complex loading have been actively studied and presented in [23; 24]. 

Considering mentioned above, an experimental model of longitudinal deformation of the pipe-concrete 
specimen 𝑃ሺ∆ሻ  was proposed according to the similar diagram for the steel pipe 𝑃ሺ∆ሻ: 𝑃ሺ∆ሻ = 𝑃ሺ∆ሻ ∙ ቆ1 + 2.5 ∙ 𝑃𝑃ቇ , ሺ3ሻ 
where 𝑃ሺ∆ሻ and 𝑃ሺ∆ሻ are the loads in the pipe-concrete element and steel pipe corresponding to the displacement ∆; 𝑃 and 𝑃 are destructive loads in the steel pipe and concrete core during their separate work, determined 
from tests under the axial compressive load of the corresponding specimens before destruction (differentiated 
bearing capacity). 
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The obtained model does not contradict to the generalized formula for determining the bearing capacity of 
pipe-concrete elements in [11], but at the same time it extends it, since it enables to describe the deformation 
process instead of only prognosing the moment of failure. 

Figure 3 shows the diagrams for the pipe-concrete specimens obtained using formula (3) and their comparison 
with the experimental results. 

 

 
 

Figure 3. Diagrams P(∆) for pipe-concrete specimens obtained using the corresponding diagrams 
for a steel pipe of the same diameter (according to formula 3) 

 

 
 

Figure 4. Diagrams P(∆) for pipe-concrete specimens generated on the basis 
of the material mathematical model (according to formula 4) 
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Comparability of experimental data and the diagram (Figure 3) shows that the methodology of recalculation 
“via a steel pipe” can be used in engineering calculations. However, this approach is rather a graphical one and it 
is not suitable for using in mathematical modeling. 

A mathematical model that analytically describes the longitudinal deformation of the pipe-concrete specimen 
was obtained based on the experimental data. The general view of the model is as follows: 

𝑃ሺ∆ሻ = 𝑘 ∙ 𝑃 ∙ ቆ1 + 𝑘 ∙ 𝑃𝑃ቇ ∙ lgሺ𝑘 ∙ ∆ሻ , ሺ4ሻ 
where the generalized coefficients are taken: 𝑘 = 0.85 is the coefficient of model scaling; 𝑘 = 2.5 is the 
coefficient of concrete contribution to the work of the structure; 𝑘∆ = 500 is the coefficient of scaling for 
displacements. 

The coefficients km, kc, kΔ have been determined empirically, and their dependence on the physical and 
mechanical properties of the materials used and their proportions is obvious. Researches in this field are currently 
being carried out. 

Figure 4 shows the diagrams generated in accordance with (4) and the experimental results. 

4. Conclusion 

The following conclusions can be made on the basis of the conducted research: 
1. The contribution of concrete remains the same at any stage of deformation, that emphasizes the ability of 

concrete as part of a pipe-concrete element not to be excluded from work at loads exceeding the destructive load 
for a concrete specimen of the corresponding diameter, i.e., the ability to work over the limit of its differential 
bearing capacity. This can be explained by the occurrence of a triaxial stress state in the concrete due to the 
additional radial stresses caused by the shell. The steel shell prevents excessive transverse deformations leading to 
detachment of concrete fragments. 

2. The deformation of the pipe-concrete element under central compression occurs in proportion to the 
deformation of the hollow steel element with the same diameter. In this case, the concrete plays a supporting role, 
preventing early loss of wall stability. The reduction of the specimen’s load-bearing capacity occurs beyond the 
zone that is critical for the concrete, and the deformation coincides with the critical deformation for the hollow 
steel specimen. 

3. The deformability of pipe-concrete elements under central compression can be described by a logarithmic 
dependence, allowing to form a mathematical model of the material. Despite the fact that the “smooth” analytical 
model (Figure 4) does not fully represent the nature of deformation of the specimens (Figure 2), its mathematical 
representation (4) can be used in describing the deformation processes of complex systems including steel-concrete 
structures with various combinations of pipe and concrete core cross sections. The proposed model does not 
consider the non-uniformity of stress distribution at the ending sections of the rods loaded with axial compressive 
load, but it can be applied for sections that are distant from the ending sections. For more accurate calculations 
and detailed representation of the stress-strain state of steel-tube-concrete rods, it is necessary to study in details 
and conduct tensometric tests on longer specimens, and this should be the following stage of research. 
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