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 Abstract. The aim of the research is the comparison of two approaches for com-

puter modeling of the stress-strain state of thin-walled shells of engineering 

structures, considering the imperfections of the geometric shapes arising due to 

their operation. The object of the study is the operated steel vertical cylindrical 

reservoir with imperfections of the geometric shape intended for storage of pe-

troleum products. The first, so-called classical, approach provides geometric modeling 

of the surface of the tank's shell with the subsequent import of the geometric 

model into one of the systems of finite element analysis to calculate the stress-

strain state of the structure and determine its technical condition, and the possi-

bility of further operation. The geometric modeling of the shell surface with im-

perfections was performed using a two-dimensional interpolation method based on 

the 1st order smoothness outlines implemented in the point calculus. The calcu-

lation of the stress-strain state of the shell was carried out in the SCAD Office 

computer complex, taking into account geometric and structural non-linearity on 

the basis of the octahedral tangential stress theory. The second approach assumes 

modeling of an array of functions of vertical deflection of the tank wall by means 

of interpolation, solution of an array of differential equations of the elastic cylin-

drical shell under axisymmetric loading, improved by introduction of vertical 

deflection functions of the wall, followed by two-dimensional interpolation 

and analysis of the deformed state of the shell based on displacements arising 

in the tank wall from the hydrostatic load. As a result of the effective use of 

two-dimensional interpolation in the process of implementing the second approach, 

it was possible to achieve a significant increase in the speed of the numerical 

solution while maintaining sufficient accuracy for engineering calculations. 
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wind and other types of loads. Each step of its implementation uses the tools of interpolation and approximation. 

But, considering the large amount of calculations required to solve the system of differential equations with ac-

curacy that is sufficient for practical use, various use of these tools can significantly affect the speed of calcula-

tions, which is a significant factor. This raises a new problem of efficient use of technologies of parallel compu-

tations, the most effective of them nowadays are graphical processors [12; 13]. 

It is important to realize that different assumptions and approximations are often used at each step of 

the modeling process, starting from the creation of the geometric model to the direct use of the finite element 

method. For that reason, the final model will always be an approximate one, but when the number of finite ele-

ments is large and their size approaches to infinitesimal value, it can have high accuracy, which is more than suf-

ficient for engineering calculations. For example, already at the stage of geometric modeling of the structural 

shell, you can use various continuous or piecewise curves (outlines, splines, etc.) that will pass through the node 

points of interpolation, but have different curvature between them. They are all valid from the modeling point of 

view with respect to the original data and they have a right to exist, but the result of the finite element analysis 

will be different, because the curvature between the node points of the interpolation is different. It is not always 

possible to determine which method is more precise. Of course, it is possible to compare the obtained models 

with each other. But it is difficult to choose an etalon model for the comparison. Based on these reasons this arti-

cle considers the possibility of using multidimensional interpolation and approximation techniques to achieve 

a significant increase in the speed of calculations without significant loss of accuracy of simulation results by 

the example of modeling the stress state of the operated tank for the storage of petroleum products. 

2. Materials and methods 

The research was conducted on a model of the tank No. 1 for storage of gasoline with 1000 m3 capacity of 

integrated assembly point “Beshevsky”, which was built based on a typical project TP 704-1-54 “Steel vertical 

cylindrical tank for oil and petroleum products with capacity of 1000 m3”.1  

All structural initial data required for computer modeling and numerical study of the tank, we accept ac-

cording to the typical project TP 704-1-54. The initial paremeters for modeling are the geometric dimensions 

of the tank (tank radius r = 6.165 m; thickness of the shell h = 0.005 m), the height of the liquid level 

in the tank (d = 8.44 m), the physical properties of the stored liquid (usually tanks are tested with water, 

so the density of water was used γ = 1000 kg/m3). 

As for the original geometric information, it is not enough to have a typical project, because due to objec-

tive and subjective reasons, the actual surface of the tank is always different from the project. These reasons are 

various loads (the structure's own weight, hydrostatic pressure, vacuum, wind and snow loads), manufacturing 

errors, violation of operating conditions. To compensate the missing information, we will use the survey and as-

sessment of the technical condition of tank No. 1 for storage of gasoline with volume of 1000 m3 in integrated 

assembly point “Beshevsky”, which was conducted by the “Donbass diagnostic center of building structures, 

buildings and structures” of the Donbas National Academy of Civil Engineering and Architecture.2 

The first of the proposed approaches can be classified as a classical one [14‒17]. It involves determining 

the geometric shape of the shell surface of the studied engineering structures. Since this surface takes an irregular 

shape after usage, there arises the specific problem of determining such an irregular surface. The works [18; 19] 

use two-dimensional outlines of the first degree of regularity to determine the irregular surface of the tank shell for 

the storage of oil and petroleum products. In order to implement them, a special geometric scheme was deve- 

loped (Figure 1), which takes into account the deviation of the wall from the vertical along the tank’s circumference. 

In accordance with this geometrical scheme, geometrical and computational algorithms for modelling 

the irregular surface were developed. A new problem arose at this stage, which was how to form a finite-element 

network of the desired size from the obtained compound surface. As a result, a special program was written in 

VBA, which modeled the surface of the tank shell as an array of 3DDFace objects based on 4 points with visuali- 

zation of the model in the AutoCAD software package. This allowed to develop a calculation scheme of the tank 

in the computational complex SCAD Office (Figure 2) and conduct a finite-element analysis of the tank for 

the storage of petroleum products, with the account of imperfections of its geometric shape. 

 
1 TP 704-1-54 “Steel vertical cylindrical tank for oil and petroleum products with capacity of 1000 m3”. (In Russ.) Available 

from: https://meganorm.ru/Data2/1/4293782/4293782405.pdf (accessed: 25.04.2022). 
2 Technical conclusion on the topic No. 96-2 DC. Inspection and assessment of the technical condition of metal structures of gaso-

line storage tank No. 1 with volume V-1000 m3 of integrated assembly point “Beshevsky”. Makeyevka: Donbass Diagnostic Center of 

Buildings and Structures DonNACEA; 1996. (In Russ.) 

https://meganorm.ru/Data2/1/4293782/4293782405.pdf
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Figure 1. Geometric scheme of the tank surface 

with imperfections of the geometric shape 

 

Figure 2. Calculation diagram for a tank of 1000 m3 

with geometric imperfections 

 

Here another problem arises, which is the necessity to take into account not only geometrical, but also 

structural non-linearity. Even insignificant imperfections of geometric shape, represented by the deviation of 

tank wall from the vertical position, leads to the fact that the loading of the shell becomes non-axisymmetric. 

In addition, the presence of geometric nonlinearity in this case leads to the necessity to take also into account 

the structural nonlinearity associated with the change of the initial calculation scheme under the action of hydro-

static load occurring during the filling of the tank with liquid. 

In order to compensate the impact of structural nonlinearity on the tank walls, a stage-by-stage tank load-

ing scheme was implemented during modeling [19]. Calculations were carried out in the SCAD Office computa-

tional complex in accordance with the strength theory of octahedral tangential stresses (Huber ‒ Hencki ‒ Meiser 

energy theory). As a result, an analysis of the stress state of a petroleum product storage tank with imperfections 

was performed (Figure 3). 

 

 
 

 

Figure 3. Values of the adjusted stresses in the tank wall under hydrostatic load 

with account of geometric and structural nonlinearity, kN/m2 
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The disadvantages of this approach are large amount of calculations and, as a result, large time costs 

for their implementation. Calculation of the stress-strain state of the tank according to the calculation 

scheme (Figure 3), which contains a total of 65 854 finite elements in the form of rectangular plates, taking into 

account geometric and structural nonlinearity, took over 25 hours on a computer running Intel Core i5-2400, 

which for engineering surveys is long enough. Another disadvantage is that a model with many finite elements is 

quite difficult to operate in the AutoCAD software package. 

It is possible to significantly reduce the calculation time by considering each of the 12 sections of the tank 

separately and then combining them into a common model using interpolation. It means to apply two-

dimensional interpolation not to build a geometric model of the tank shell surface with geometric imperfections, 

but to build a response surface based on radial displacements arising under the action of hydrostatic load. 

The difficulty is that the existing model for determining the stress state of an elastic cylindrical shell under 

axisymmetric loading [20; 21] is an idealized one. In our case, the presence of deviations of the tank wall from 

the vertical, leads to the fact that the loading of the shell is not axisymmetric. To consider this, the existing dif-

ferential equation of equilibrium of the tank shell element was improved by introducing a function of initial de-

flections of the cylindrical tank from the vertical δ = δ(x), as shown in [22]:  
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where w = w(x) ‒ the calculated function of radial displacements from hydrostatic load; x ‒ the coordinate of 

the wall in height, measured from the tank's butt weld, m; r – tank radius, m; h – tank wall thickness, m;  

δ = δ(x) – function of the initial tank deviations from the vertical; k – correcting factor, taking into account geo-

metric and structural nonlinearity, as well as the stresses arising in the upper band of the shell due to its interac-

tion with the tank roof (can be calculated by formula 2); E = 2.1·1011 Pa – Young's modulus for steel; 

μ = 0.3 – Poisson's ratio; α – the parameter, which at uniaxial stress state is taken equal to 0, and at internal gas 

pressure in a closed cylindrical vessel is taken equal to 0.5; 
( )

3

212 1 μ

Eh
D =

−
 ‒ the cylindrical stiffness, kg∙m; 

γ ‒ the density of the stored liquid, kg/m3; g = 9.81 m/s2 ‒ acceleration of free fall; d ‒ the height of the liquid 

level in the tank, m. 

10 4 7 3 2φ φ 0.0001φ 0.0021φ 0.3888,9.215 10 6.203 10k − − + − −= +                             (2) 

where φϵ(0; 360) ‒ the angle around the circle of the tank. 

In the same paper it is shown that the mathematically exact solution presented in [20; 21] for the differen-

tial equation with account of improvement gives significant inaccuracies, so its solution is performed by numeri-

cal method using geometrical interpolators [23], by analogy with the finite superelements method [24‒26]. 

It allows, by analogy with the Isogeometric method [27‒30], to eliminate the necessity of coordinating geometric 

information in the process of interaction between CAD and FEA systems by using geometric interpolators both 

for geometric modeling and for approximating the numerical solution of differential equations. 

As a result, an array of functions characterizing the deviation of the tank wall from the vertical was 

formed, which was used to obtain an array of functions – numerical solutions of differential equations. The re-

sulting solutions are curves located around the circle of the tank (Figure 4). These lines were used as guidelines 

to generate a surface of response characterizing the radial displacements arising in the tank wall from the action 

of hydrostatic load. A line of a closed outline of the first order of smoothness was used as the generating surface 

of the response. To visualize the results of modeling the deformed state of the tank shell, the response surface 

was represented by the means of the computer algebra system Maple in the form of a functional dependence of 

color on the sign and value of the radial displacements and was applied to the model of the surface of the storage 

tank for petroleum products (Figure 4). 
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Figure 4. Values of radial displacements in the tank wall from the hydrostatic load, m 

3. Results and discussion 

The accuracy of the simulation results was established by comparing of both approaches with each other. 

In total, a comparison was made for 12 curved lines along the circumference of the tank, characterizing the total 

action of initial deflections and radial displacements from the action of hydrostatic load (see Table). Compari-

sons were made using two methods, the first of which is based on a visual comparison of the obtained curved 

lines. The second method is an innovative one [31] and involves the discretization of lines, as a result of which 

two sets of dots are formed. Comparison of the obtained sets of dots with each other was carried out using 

the coefficient of determination. As a result of the numerical comparison for all 12 lines, high values of the coef-

ficient of determination were obtained, and this confirms the high accuracy of the calculations of the strained 

state of the tank shell. Some of the comparison results of the numerical solution of the differential equation (1) 

with the use of geometrical interpolants and computer modeling in the computing complex SCAD Office are 

shown in Table (the line obtained on the basis of the computer model of the tank with imperfections in SCAD 

Office is shown in blue; the numerical solution with the use of geometrical interpolants [22] is shown in red). 

If we compare the results of modeling presented in Figures 3 and 4, they obviously have significant differ-

ences. And the matter is not just in the fact that the reduced stresses are applied on the cylindrical surface of the 

tank in one case (Figure 3), and the radial displacements are applied in the other case (Figure 4). It is possible to 

pass from displacements in the tank wall to stresses by multiplying by the quotient of the division of the Young's 

modulus by the radius of the tank, considering the function of the deviation of the wall from the vertical along 

the height of the tank δ = δ(x). The main difference is that only 12 lines along the circumference of the tank were 

used as an experiment to construct the response surface (Figure 4), on the basis of these lines the validity of 

the obtained results was confirmed. In contrast, for the implementation of the finite element analysis in SCAD 

Office (Figure 3), 360 elements were involved in the circumference of the tank. In addition, Figure 4 shows only 

part of the tank wall up to the level of filling with liquid, implemented based on multiple numerical solution of 

differential equation (1) in the system of Maple computer algebra. And the same tank was designed as a whole 

with the roof in the finite element analysis system in SCAD Office (Figure 5). 

At the same time, we managed to achieve accuracy of numerical modeling that is sufficient for engineer-

ing calculations and significantly increase their speed by using effective interpolation methods for solving 

the specified problem. Calculation of an array consisting of 12 numerical solutions of differential equations de-

fining 12 guiding lines of the response surface, as well as construction of its form with the help of one-

dimensional first-order smoothness contours, considering visualization, takes about 20 seconds even with no 

parallelization of computational streams. If necessary, the number of guiding lines of the response surface can be 

significantly increased to achieve greater accuracy of engineering calculations. But even in this case, the pro-

cessing speed will be much higher than in the classical approach. For example, if we use not 12, but 1000 guid-

ing lines, the calculation time using one core of the central processor will not exceed 1 hour. In this case, the dis-

tance between the guiding lines will be less than the size of the finite elements, on the basis of which it took 

25 hours to calculate. As a result, not only the computational speed but also the accuracy of engineering calcula-
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tions will be increased. The proposed method can also be easily implemented to separate computational opera-

tions, because it combines the potential of structural methods of geometric modeling, capable to provide separa-

tion of geometric constructions by tasks (message passing), and the mathematical apparatus “Point calculus”, 

capable to implement separation by data (data parallel) by means of sub-coordinate calculations, which allows in 

perspective to use all available computing potential of modern multi-core processors and graphical systems [0]. 

 
Comparison of the accuracy of the modeling results 

Angle on 

the circumference 

of the tank 

Graphic visualization of comparison results 

The value of 

the determination 

coefficient 

0º 

 

0.998 

60º 

 

0.985 

120º 

 

0.936 

180º 

 

0.973 

240º 

 

0.999 

300º 

 

0.99 

 
Another advantage of the second approach is that the numerical solution of the improved differential equa-

tion is obtained already taking into account geometric and structural nonlinearity. As a result, there is no need to 

use the staged loading scheme [19], specially developed so that due to the discretization of the numerical solu-

tion in the system of finite element analysis SCAD to consider the initial geometric non-linearity of the deformed 

tank wall and the structural non-linearity arising in the tank wall in the process of staged filling of the tank with 

liquid. 

According to the conducted research, the engineering methods of inspection of the technical condition of 

a tank for storage of petroleum products with imperfections in geometric shape, proposed in [18], have been re-
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fined. The essence of refinement is to compose and solve an array of differential equations of elastic cylindrical 

shell under axisymmetric loading, improved by introducing functions of wall deflection from the vertical, with 

subsequent two-dimensional interpolation of modeling results [23].  

4. Conclusion 

The general conclusions and results of the study are as follows: 

1. Comparison of two approaches to computer modeling of the stress-strain state of thin-walled shells of 

engineering structures with account of imperfections in geometric shape has been carried out. As a result of 

effective use of two-dimensional interpolation at the stage of creating the response surface, characterizing 

the radial movements in the tank wall from the hydrostatic load, it was possible to achieve a sufficient accuracy 

for engineering calculations of numerical modeling, and significantly increase their speed even without the use 

of parallel calculations. 

2. The specific feature of the proposed method is that the model using the interpolation methods can be 

easily described by a differential equation of the 4th order, which has a simple numerical solution in the form of 

a polynome of the 6th degree. In this case, the resulting model considers the stress state of the tank for storage of 

petroleum products, with account of both geometric and constructive nonlinearity. 

3. The interpolation methods of computer modeling of the stress-strain state of thin-walled shells of engi-

neering structures with the imperfections of geometric shape which are described in the paper can also be effective-

ly used for modeling such types of loads as wind load, snow load, self-weight load of the structure, etc., which al-

lows to avoid the need for expensive full-scale experiments, which in some cases are non-profitable or impossible. 
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 tensors (Cauchy ‒ Green and Almansi) and true Cauchy stresses in the initial and 
current configuration are introduced. Next, a variational equation is introduced in 
the stress rates in the actual configuration without taking into account body forces 
and the Seth material is considered, where the Almansi strain tensor is used as 
the finite strain tensor. Linearization of this variational equation, discretization of 
the obtained relations (stiffness matrix, matrix of geometric stiffness) is carried out. 
The resulting expressions are written as a system of linear algebraic equations. 
Several test cases are considered. The problem of bending a strip into a ring is 
presented. This problem is solved analytically, based on kinematic and physical 
relationships. Examples of nonlinear deformation of cylindrical and spherical 
shells are also shown. The method proposed in this paper for constructing a three-
dimensional finite element of the nonlinear theory of elasticity, using the Seth 
material, makes it possible to obtain a special finite element, with which it is quite 
realistic to calculate the stress state of shells of medium thickness using a single-
layer approximation in thickness. The obtained results of test cases demonstrate 
the operability of the proposed technique. 

Keywords: finite element, metric tensor, Almansi tensor, Seth material, double 
approximation method, finite strains 
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1. Введение 

Применение метода конечных элементов (МКЭ) к расчету тонкостенных конструкций в настоящее 

время является общепринятым и естественным. Разработке теоретических основ конечноэлементного 

анализа искривленных оболочек в линейной и нелинейной постановках посвящено значительное число 

научных публикаций, из которых отметим [1−5]. Среди большого разнообразия предложенных подходов 

для геометрически и физически нелинейных задач определенными преимуществами обладают так назы-

ваемые двумерные и трехмерные изопараметрические конечные элементы (КЭ) тонкостенных конструк-

ций [6−9]. Технология построения подобных элементов основана на использовании уравнений механики 

деформируемого твердого тела (МДТТ) и выполнении специфических гипотез в каждой квадратурной 

точке самостоятельно. Такой подход в полной мере позволяет применять апробированные методики не-

линейного анализа поведения конструкций с учетом конечных деформаций [10−13], пластичности [14−16], 

накопления поврежденности материала [17], контактных задач [18−19], задач устойчивости [20−21], мо-

дели несжимаемых материалов [22] и т. д.  

В настоящей работе рассматриваются вопросы кинематики конечных деформаций и произвольных 

течений трехмерного континуума. Описываются тензоры деформаций и меры деформаций в разложении 

по основному и сопряженному базисам исходной и актуальной конфигураций. Построена математиче-

ская модель оболочечного конечного элемента путем введения в физическую модель материала Сетха. 

Рассмотрены числовые примеры. 

2. Кинематика конечных деформаций 

Рассмотрим процесс деформирования оболочки в некоторой инерциальной системе отсчета, в ко-

торую введем декартовую систему координат с ортами e1, e2, e3.  

Пусть в исходной и актуальной конфигурациях радиус-векторы материальной точки имеют вид 

( )1 2 3ξ ,ξ ,ξ ;i

iX=R e      ( )1 2 3ξ ,ξ ,ξ .i

ix=r e                                                (1) 

Определим: 

‒ базисные векторы 

;
ξ

i
i

k i k ik

X
R


= =


R e e      ;
ξ

i
i

k i k ik

x
r


= =


r e e                                                   (2) 

‒ метрические тензоры 

( ) ( ) ( );i j ij

ij i j ij i jG G G= = =G R R R R e e  

( ) ( ) ( )g g .i j ij

ij i j ij i jg= = =g r r rr e e                                                         (3) 
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В дальнейшем нам понадобится вектор скорости v, который определим в следующем виде: 

( )1 2 3ξ ,ξ ,ξ .i

i

d

dt
= =

r
v r = v e                                                         (4) 

В задачах статики под вектором скорости понимается приращение радиус-вектора r по мере нарас-

тания деформаций, то есть фактически v есть вектор приращения перемещений ΔU, где U ‒ вектор 

перемещений.  

( )1 2 3ξ ,ξ ,ξ .i

i−U = r R = U e                                                         (5) 

Введем в рассмотрение группу тензоров, описывающих кинематику среды при ее деформации. 

Тензор градиента деформации 

( ) ( ) ( ) ( )
,

,i k i ki

i ki i k ij i j

i j

G g F= =F = R r = R r R r e e                                      (6) 

где  

, , .
i

mn j i m i n j

ij n m mnj

x
F g R r G R r

X


= = =


 

Тензор градиента места 
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i ki i k ji i j i ji
i j

x
G g F

X
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= = =


T

F = r R = r R rR e e e e                           (7) 

Обратный тензор градиента деформации 

( ) ( ) ( ) ( ) ( )1 *

,

.
ij

i
i k i ki

i ki i k i j i jj
i j

X
g G F

x

− 
= = =


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Обратный тензор градиента места 

( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )1 *

,

.
ji

j
i k i ki

i ki i k i j i ji
i j

X
g G F

x
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= = =




T

F = R r = R r R r e e e e                         (9) 

Отметим, что задание обратного тензора деформации в виде (8) может оказаться весьма неудоб-

ным, так как его компоненты вычисляются дифференцированием по координатам текущей конфигура-

ции, которая часто является неизвестной. В этом случае целесообразно воспользоваться следующим 

представлением: 

( )1 1
= .

2det

m n

imn jkl i jk l

ij

x x

X XF

−  
 

 
F e e                                               (10) 

Обратный тензор градиента места определяется как транспонированный тензор. 

Далее при описании деформации использованы следующие соотношения: 

‒ правый тензор Коши ‒ Грина (мера деформации Коши ‒ Грина) 

( ) ( )
,

,i j

ij ij i j

i j

g g= =T
C = F gF R R e e                                                (11) 
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где  
, , ;m i n j

ij mng g R R=  

‒ левый тензор Пиолы (мера деформации Альманси) 

( ) ( ) ( ) ( )1 1 1 *

,

,i j

ij ij i j

i j

G B− − − = =
Т

B = F G F r r e e                                       (12) 

где  
* , , ;m i n j

ij mnB G r r=  

‒ тензор деформации Коши ‒ Грина 

  ( ) ( )
,

1 1
,

2 2

i j

ij ij ij i j

i j

g G E − = − =  E = C G R R e e                                   (13) 

где  

  , ,1
;

2

m i n j

ij mn mnE g G R R= −  

‒ тензор деформации Альманси 

( ) ( )1

,

1 1
,

2 2

i j

ij ij ij i j

i j

g G A−   − = − =   A = g B r r e e                                  (14) 

где 

  , ,1
.

2

m i n j

ij mn mnA g G r r= −  

Следует отметить, что компоненты тензоров деформации Коши ‒ Грина и Альманси в криволи-

нейных базисах совпадают между собой. Справедливо соотношение, связывающее тензоры деформации 

Коши ‒ Грина (13) и Альманси (14), 

,T
E = F AF                                                                        (15) 

которое характерно для многих пространственных и материальных тензоров. Имеет место и обратное 

преобразование, то есть 

( ) ( )1 1 .− −
T

A = F E F                                                                (16) 

Введены тензоры, используемые для описания течения среды. Базовыми тензорами здесь являются: 

‒ тензор пространственного градиента скорости 

( ) ( )1

,

,i

i ij i j

i j

h− = =h = F F v r e e                                                       (17) 

где  

,;    ;
ξ ξ ξ ξ

j m m i
j j i m j

i j i j ij mi i i j j
m

v v x v
v h v r

x

    
= = = = = =
    


v

v e e r                            (18) 
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‒ тензор деформации скорости 

( )
,

1
,

2
ij i j

i j

d  =  T
d = h +h e e                                                           (19) 

где  

, ,1 1 υ υ
υ υ ;

2 2

i j
i m j j m i

ij m m j i
d r r

x x

  
 = + = +     

 

‒ тензор скорости поворота 

( )
,

1
ω ,

2
ij i j

i j

 − =  T
ω = h h e e                                                             (20) 

где  

, ,1 1 υ υ
ω υ υ .

2 2

i j
i m j j m i

ij m m j i
r r

x x

  
 = − = −     

 

Материальная производная (полная производная по времени) тензора деформации Коши ‒ Грина 

записана в виде 

( ) ( )
,

1 1
,

2 2

i j

ij ij i j

i j

g E= =E = C R R e e                                                    (21) 

где  

( )υ υ ;m m m m

ij i j j i i j j i

m

g r r= + = +v r v r      
, ,1

.
2

m i n j

ij mnE g R R=  

Из (18) следует 

( ) ( )
,

1 υ υ 1
.

2 ξ ξ ξ ξ 2

m m m m
i j i j

iji j j i
m i j

x x
g

    
+ = 

    
 d = r r r r                                      (22) 

Таким образом, скорость изменения тензора деформации Коши ‒ Грина (21) и тензора деформаций 

скорости (19) в криволинейных базисах имеют одинаковые значения компонент. Следовательно, справедливо 

( ) ( ) ( )1 1 11
.

2

− − −= −
T

T
d = F E F F C F                                                        (23) 

Запишем (23) с учетом (15), (17) 

( ) ( ) ( ) ( )1 1 1 1 .
d

dt

− − − −    = = + =   
T T

T T T T T
d = F F AF F F F AF + F AF + F AF F A h A + Ah A      (24) 

Выражение в правой части (24) называют производной Ли (Lie Rate), для которой, с учетом (22), 

справедливо выражение 

( )
,

1
.

2

i j

ij

i j

g A = d = r r                                                                 (25) 
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По аналогии с операцией дифференцирования по времени определим вариации основных тензоров: 

( ) ( )
,

1 1
δ δ δ δ ;

2 2

i j

ij ij i j

i j

g E= =E = C R R e e  

( ) ( ) ( ) ( )1 1

, ,

1
δ δ δ δ ;

2

i j

ij ij i j

i j i j

g d− − = = 
T

d = F E F r r e e  

( ) ( )
,

δ δυ δ .k k i j

i j ij i j

k i j

r h= h = r r e e                                                       (26) 

3. Физическая модель гиперупругого тела 

Для построения определяющих соотношений воспользуемся вторым уравнением термодинамики 

для изотермического деформирования упругой изотропной среды в виде 

0, −σd =                                                                        (27) 

где ρ – плотность материала; ψ – функция свободной энергии; σ – тензор напряжений Коши; d – тензор 

деформации скорости, который определяется различными формами (19), (22), (23), (24), (25). 

Построим общие структурные соотношения, принимая в качестве базового выражения тензор де-

формаций Альманси (14). Выбор базового тензора деформаций предполагает, что функция свободной 

энергии зависит от компонент этого тензора. Таким образом, будем считать заданной функцию 

( ).ijA =                                                                         (28) 

По правилу дифференцирования скалярной функции по тензору имеем 

,


 


= A
A

                                                                        (29) 

где появляется тензор второго ранга .


A
 

Воспользуемся соотношением (24), из которого следует, что 

   .− − − − − −T
A = d Ah h A = d Ad dA A A                                        (30) 

Подставив (30) в (29) и далее в уравнение (27), получим 

    0.


  − − − − −  =


d Ad dA Aω ωA σ d
A

                                          (31) 

Преобразуем уравнение (31) к форме 

0.
           
 − − −  −  −  =                

A A σ d A A ω
A A A A A

                               (32) 

Так как тензор скорости деформации d и тензор скорости вращения ω являются совершенно неза-

висимыми тензорами, то из (32) следуют два уравнения: 
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,
   

=  − −    
σ A A

A A A
                                                           (33) 

.
 

=
 

A A
A A

                                                                      (34) 

Соотношения вида (33) называются физическими (определяющими) соотношениями, или уравне-

нием состояния, и, по сути, определяют тензор напряжения в виде функции от тензора деформации. 

Уравнение (34) является ограничением на выбор функции свободной энергии (28). 

С учетом (34) определяющие соотношения (33) можно записать в виде 

  12 − 
=  − = 

 
σ g A B

A A
                                                       (35) 

либо 

  12 .− 
=  − = 

 
σ g A B

A A
                                                       (36) 

Обе формы записи эквивалентны, вследствие справедливости (34). 

Для изотропного материала, свойства которого не зависят от направления, функция удельной по-

тенциальной энергии деформации должна зависеть лишь от инвариантов соответствующих тензоров. 

Следовательно, выражение (28) упрощается до скалярной функции, зависящей от главных инвариантов 

( )1 2 3, , .I I I  A A A=                                                                 (37) 

Здесь и далее обозначение скаляров упростим, а именно 

1 1 2 2 3 3; ; .I I  I I  I I= = =
A A A                                                           (38) 

В результате после несложных преобразований получим 

  1

1 2 1 2 3 3 ,I I −=  + − +σ g A A                                                    (39) 

где  

1 2 3

1 2 3

; ; .
I I I

  
     

  
= = =                                                   (40) 

Для получения представления тензора напряжений σ в виде суммы диад по соответствующему ба-

зису необходимо установить, в каком базисе определен тензор деформаций Альманси (14). Наиболее 

простой вид получаем при использовании базиса ei. В этом случае 

( )
,

σ σij i j

i j

= e e                                                                   (41) 

и 

 1 2 1 2 3σ δ ,*

ij ij ij 3 ijI A I A=  + − +  

где *

ijA  образуется как матрица, обратная .ijA  
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При использовании базиса текущей конфигурации получаем представление 

( ) ( )σ σi j ij

ij i j

i,j

=σ = r r rr                                                                (42) 

и 

  *

1 2 1 2 3 3σ ψ ψ ψ ψ ,ij ij ij ijI g A I A= + − +  

где 

;ij ij ijA =g G−  

*

ijA  ‒ компоненты обратного тензора в базисе ( ) ,i jrr  которые имеют достаточно сложный вид. 

В практической реализации вычисление компонент 
*

ijA  значительно проще, чем 
*

ijA . Поэтому целе-

сообразно вычислять 
*

ijA  через 
*

ijA . Для этого из тождества 

( ) ( )* * 1

,

i j

ij ij i j

i j

A A −= =r r e e A                                                           (43) 

получим 

( )* * *

,

.m n

ij i mn m n j mn i j

m n

A A A r r= =r e e r                                                        (44) 

Контравариантные компоненты тензора напряжений определяются в виде 

σ σ .ij mi nj

mn g g=                                                                      (45) 

Таким образом, представленные соотношения позволяют вычислять компоненты тензора напряжений 

в различных базисах при известных исходной и деформированной конфигурациях механической системы. 

4. Разрешающее уравнение на шаге нагружения 

В качестве базового соотношения вариационное уравнение принципа виртуальных скоростей в те-

кущей конфигурации можно записать в виде 

σ

* * ,
V V S

dV dV dS =  +    nσ d f υ t υ                                                       (46) 

где f* ‒ вектор заданных внешних объемных сил; 
*

n
t  ‒ вектор заданных напряжений на части поверхно-

сти Sσ, на которой определены силовые граничные условия. 

Технология вычислений представляет собой метод последовательных нагружений с определением 

текущей метрики как основной для вычислений. Итак, процесс деформирования представим как после-

довательность равновесных состояний Vk, которые реализуются при заданных значениях внешних сил 
k k,* *

n
f t . Определим в качестве основной неизвестной величины вектор скорости kυ, который можно 

трактовать как вектор приращения текущей конфигурации при переходе к новому состоянию Vk+1: 

k k k 1 k .+=  = −υ U r r                                                                (47) 
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Разрешающее уравнение на текущем шаге строится путем линеаризации исходного уравнения (46) 

в предположении 

k

k

υ
1

i

jx





. В результате имеем 

 ( ) ( )
k

T T
k k k k k k k1

2
V

  −  + +
   σ d σ h h h h    

( )
σ
k

k k
T

k k k * k * k k *

k kk k

υ υi i

i i

S

dV dS
x x

        
 +  −  + −  =              

 n n
σ d f υ t h t υ  

σ σ
k kk k

k * k k k k * k *

k k kδ δ δ δ δ .
V VS S

dV dS dV dS
  

 = + −  − −  
  

   n n
f υ t υ σ d f υ t υ                         (48) 

Чтобы полностью определить это уравнение необходимо построить выражение скорости напряжений 
k
σ  для известной конфигурации kr через неизвестный вектор скорости (47) в виде линейной функции. 

Рассмотрим общий случай изотропного материала с определяющим уравнением (39). Индекс k для 

сокращения записи опустим. Справедливо 

  1 1 1

1 2 1 2 1 1 2 1 2 2 3 3 3 3 3 3ψ ψ ψ ψ ψ ψ ψ ψ ψ ψ .I I I I I I− − − = + + + + − − + + + σ g g A A A A A             (49) 

Далее распишем каждое из слагаемых: 

2 2 2

31 2

1 2 3

i

i i i

II I

I I I I I I

           
 =   +  +  =     

             
A A A

A A A
 

 
2 2 2

1

3

1 2 3

.1

i i i

I I
I I I I I I

−      
=  + − +  

      
g g A A A                                       (50) 

Здесь использовались следующие представления: 

1
1 ;

I
I

 
=  =  

 
A g A

A
      2

2 1 ;
I

I I
 

=  = −  
 

A g A A
A

     
13

3 3 .
I

I I − 
=  =  

 
A A A

A
           (51) 

Справедливо тождество 

1 .− =AA g                                                                      (52) 

Если продифференцировать по времени тождество (52), то получим 

1 1 1 .− − − = − A A g AA                                                          (53) 

Таким образом, удалось построить выражения всех слагаемых в соотношении (49) через два тензора 

скоростей Ȧ и ġ. Причем все тензоры, которые свертываются с ними, однозначно определяются текущей 

конфигурацией kr и могут быть вычислены по соответствующим формулам. Теперь необходимо выразить 

тензоры Ȧ, ġ через пространственный тензор градиента деформаций (17) в виде линейной зависимости. 

Из (24) имеем 

( )
T

k k k k k k ,= − +A d h A A h                                                   (54) 

то есть с учетом соотношения (19), (24) kȦ есть линейная функция, зависящая от kh. 
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Из (14) получаем 

12 .−= +g A B                                                                     (55) 

Из (12) следует 

( ) ( )
T T

1 1 1 1 1.− − − − −= +B F GF F GF                                                 (56) 

Дифференцируя по времени тождество 

1 ,− =F F G                                                                        (57) 

получим 

1 1 1 1− − − −= − = −F F FF F h                                                          (58) 

и подставим его в (56) 

( ) ( )
T T

1 T 1 1 1 1 T 1 1 .− − − − − − −= − − = − −B h F GF F GF h h B B h                                (59) 

Собирая вместе представления (54), (55) и (59), получаем выражение 

T T 1 1 T 1 1 T2 2 2 2 2 ,− − − −     = − − − − = − + − + = − −     g d h A Ah h B B h d h A B A B h d h g gh      (60) 

то есть соотношение, полностью аналогичное (54). 

Таким образом, представление для скорости изменения тензора напряжений (49) в глобальном ба-

зисе, то есть в виде 

( )k k σ ,ij i j

i,j

=σ e e                                                             (61) 

допускает представление 

k k kσ .mn

ij ij mnL h=                                                                (62) 

Выражение 
k mn

ijL  легко строится с помощью вышеприведенных соотношений. Следовательно, ско-

рость изменения напряжений есть линейная функция от градиентов скоростей.  

Полученные соотношения представляют собой теоретическую основу конечноэлементного алго-

ритма исследования конечных деформаций нелинейно упругих тел при силовой нагрузке. Необходимо 

лишь добавить конкретную физическую модель в виде выражения функционала свободной энергии, 

справедливого для соответствующего материала. 

5. Материал Сетха 

Расчет тонкостенных конструкций с учетом нелинейностей основывается на шаговых и итераци-

онных методах. Выбор метода и алгоритма, реализующего его, зависит от типа нелинейности. В настоящей 

работе используется метод последовательных нагружений, который может быть естественно реализован 

в рамках МКЭ. Процесс деформирования представим в виде последовательности равновесных состояний 

V1, … Vk, Vk+1, … VN, где V1 и VN – области, занимаемые оболочкой в начальном и конечном деформиро-

ванном состоянии, а Vk – произвольное промежуточное состояние. Действующая нагрузка достигается 
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последовательным догружением на каждом шаге, причем количество шагов выбирается так, чтобы на 

каждом из них задача была квазилинейной. При такой постановке задача сводится к отысканию (k+1) – 

состояния при уже определенной геометрии и с накопленными напряжениями k-го состояния. 

Введем в рассмотрение текущую конфигурацию системы на k-м шаге нагружения и определим ее 

в следующем виде: 

( )k k 1 2 3ξ ,ξ ,ξ ,i

ir x e=                                                              (63) 

где  

( ) ( )
8

k 1 2 3 k 1 2 3

1

ξ ,ξ ,ξ ξ ,ξ ,ξ .i i

r r

r

x x N
=

=                                                 (64) 

Соответственно вычисляем: 

‒ базисные векторы: 

k
k k ;

ξ

i
i

j i j ij

x
r e r e


= =


                                                            (65) 

k
k k k k ,

k

ξ 1
;

2

j
j jmn j i

i m n ii
r e r r r e

x g


= =  =


                                       (66) 

– метрические тензоры 

( ) ( ) ( )k k k k k k k ,i j ij

ij i jg g r r g r r= =                                             (67) 

где  
k k

k k k .
ξ ξ

m m

ij i j i j
m

x x
g r r

 
= = 

 
                                                 (68) 

Если ввести в рассмотрение ковариантные компоненты метрических тензоров, то тензор деформа-

ции Альманси записывается следующим образом: 

( )
k k

k k1 1
Ф .

2 2 ξ ξ ξ ξ

m m m m

ij ij ij i j i j
m

x x X X
g G

    
= − =  −  

    
                       (69) 

Так как компоненты тензоров деформаций Коши – Грина и Альманси в криволинейных базисах 

совпадают между собой, получаем тензор деформаций Коши – Грина 

( ) ( )k k Ф i j

ijE R R=                                                         (70) 

и тензор деформации Альманси 

( ) ( )k k k kФ .i j

ijA r r=                                                      (71) 

Введем в рассмотрение вектор приращения перемещений 

( )k k 1 k 1 2 3ξ ,ξ ,ξ ,i

iU r r U e+ = − =                                        (72) 
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где используются аппроксимации вида (64), то есть 

( ) ( )
8

k 1 2 3 k 1 2 3

1

ξ ,ξ ,ξ ξ ,ξ ,ξ .i i

m m

m

U U N
=

 =                                               (73) 

Аналог тензора пространственного градиента скорости 

( ) ( )k k k i

R ih U r =                                                               (74) 

будет представлен в виде 

( ) ( ) ( ) ( )
k k k k k

k k k k k k k k kα .
ξ ξ ξ ξ ξ

m m m m
i j i i j i j

R iji i j i j
m m

U U x x U
h r r r r r r r

     
 = =  =  =  

     
     (75) 

Симметричная часть этого тензора имеет вид 

( ) ( ) ( )
k k k k

k k k k k k1
Ф .

2 ξ ξ ξ ξ

m m m m
i j i j

R iji j i j
m

U x x U
d r r r r

    
 =  +  =  

    
           (76) 

Аналогично можем записать вариации. Имеем 

( ) ( ) ( ) ( )
k k k k k

k k k k k k k k kδ δ δ
δ δ α .

ξ ξ ξ ξ ξ

m m m m
i j i i j i j

R iji i j i j
m m

U U x x U
h r r r r r r r

     
= =  =  = 

     
     (77) 

( ) ( ) ( )
k k k k

k k k k k k1 δ δ
δ δ Ф .

2 ξ ξ ξ ξ

m m m m
i j i j

R iji j i j
m

U x x U
d r r r r

    
=  +  = 

    
           (78) 

Здесь имеют место следующие соотношения: 

k k k1
Ф α α ;

2
ij ij ji

  =  +                                                  (79) 

k k k1
δ Ф δ α δ α .

2
ij ij ji

 = +                                                   (80) 

Тензор истинных напряжений Коши определяется в виде 

( ) ( ) ( )k k k k k k kσ σ σ ,i j ij

ij i jr r r r= =                                       (81) 

где введены ковариантные и контравариантные компоненты тензора напряжений. 

Запишем известное вариационное уравнение в скоростях напряжений (48) без учета массовых сил, 

предварительно сделав переход от 
k
σ  и 

k *

n
t  к приращениям 

k σ  и 
k *

n
t , приняв приращение времени 

Δt равным единице. Это уравнение будет иметь следующий вид: 
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( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )
k

k
T T

k k k k k k k k k

kk

1

2

i

R R R R R Ri

V

U
dV

x

        +   −    +   =        
 σ d σ d σ h h h h  

( ) ( )
σ σ

kk k

k * k k k

k k kδ δ δ .R

VS S

dS dV dS
   =   −  −  
  

  
*

n n
t U σ d t U                               (82) 

В качестве физической модели используем материал Сетха, для которого справедлив закон Гука 

для тензора деформаций Альманси: 

k k k k

12μ λ .I= +
A

σ A g                                                            (83) 

Распишем для приращения напряжений k-го состояния 

k k k k k2μ λ ,  =  +  σ A g g A                                                   (84) 

где  

( )
T

k k k k k k .R R R =  −  − A d h A A h                                              (85) 

После дискретизации (84) получаем 

( )k k k k k k k kσ 2μ Ф α αnm mn

ij ij ni mj im njg A g A =  −  −  +  

( )
3

k k k k k k k k k

, 1

λ Ф α α ,lo nm mn

ij lo nl mo lm no

l o

g g g A g A
=

+  −  −                                   (86) 

где  

k k kФ ;m rm

ij r ij

m

U E =       
k k1

.
2 ξ ξ ξ ξ

rm m t tr r
ij t i j i j

N NN N
E x

   
=  +  

    
                            (87) 

Далее по аналогии с [23] введем в (86) упрощенный закон Гука для приращений напряжений обжатия: 

k * k

33 33σ ,E A =                                                                  (88) 

где E* ‒ модуль жесткости на обжатие (в общем случае он может быть определен из экспериментальных 

данных). В частности, можно принять 

( )*
μ 3λ 2μ

.
λ μ

E
+

=
+

                                                               (89) 

Используя технологию усечения деформаций поперечного сдвига [23], получим 

( ) ( ) ( )k k 2 2 2 2 2 1 3 3 1

13

1
1 ξ ξ ξ ξ ξ ξ ξ ξ ξ ;

128

rm m

t r t r t r t r tE x  = + + + +
 

 

( ) ( ) ( )k k 1 1 1 1 1 2 3 3 2

23

1
1 ξ ξ ξ ξ ξ ξ ξ ξ ξ .

128

rm m

t r t r t r t r tE x  = + + + +
 

                                     (90) 
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В целях уточнения физической модели, согласно теории, вводятся следующие соотношения: 

k k k

3 3 3α Ф ω ,i i i =  +                                                              (91) 

где для 
k

3Фi  принимаем соотношения (87), (90), а 
k

3ωi представим в виде 

k k

3 3ω ,m rm

i r i

m

U G =                                                                (92) 

где, согласно технологии усечения деформаций поперечного сдвига, 

k 1 3 3 1 k 2 3 3 2

13 23

1 1
ξ ξ ξ ξ ;      ξ ξ ξ ξ ,

128 128

rm m rm m

t r t r t t r t r tG x G x    −  −                              (93) 

что эквивалентно вычислению вращений 
k

3ωi  в центре конечного элемента. 

Проведя некоторые преобразования, запишем матрицы геометрической жесткости второго и треть-

его слагаемых (82) в следующем дискретном виде: 

k k k k k kσ .qr qp rs mn ij

ps im ll njD A E g g g=  

k k k k k k k k1
σ .

2

qr ij rs qp mn qp rs nm

ps mi jn im njD A A g A A g g = − +                                    (94) 

В результате описанной выше конечноэлементной дискретизации получим систему линейных ал-

гебраических уравнений (СЛАУ) 

     ,l l l lK u P H   =  −                                                            (95) 

где  lu  – вектор приращения узловых перемещений; lK    – матрица левых частей;  lP  – вектор 

приращения узловых сил;  lH  – вектор невязки. 

Решая систему линейных алгебраических уравнений (76), используя алгоритм переупорядочива-

ния, известный как метод Катхилла ‒ Макки [24], и определяя приращения перемещений, находим кон-

фигурацию системы (l+1) и напряжения 

1 ;l i l i l ix x u+ = +       
k 1 k kσ σ σ.+ = +                                                 (96) 

6. Числовые примеры 

Задача 1. Рассматривается тестовая задача изгиба полосы в кольцо. Исходя из кинематических со-

отношений вычислим 
min

11  и 
max

11 в узлах на свободном краю полосы с учетом 1.
4

h

L


  

( ) ( )min max

11 112 ; 2 .
2 2

h h
  

L L

 
 = −  +   =  +   

Задача рассчитана с использованием предложенной выше методики. Длина полосы L = 200 см, 

толщина h = 1 см, ширина b = 5 см, модуль упругости Е = 20 000 кГ/см2, коэффициент Пуассона υ = 0. 

На рис. 1 изображено деформированное состояние полосы и несколько промежуточных этапов нагружения.  
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Рис. 1. Изгиб полосы в кольцо 

Figure 1. Bending the strip into a ring 

 
В случае, когда прилагаемая нагрузка разбивается на 1000 шагов нагружения, погрешность числен-

ного решения не более 1 %. Погрешность могла появиться за счет конечноэлементной аппроксимации 

исследуемой области. Приведенный числовой пример демонстрирует возможность настоящей методики 

в решении нелинейных задач теории оболочек. 

Задача 2. Рассматривается полусферическая оболочка с вырезом в полюсе под воздействием само-

уравновешенной системы сил (растягивающих и сжимающих нагрузок в двух ортогональных радиаль-

ных направлениях). Из условий симметрии рассмотрим четверть полусферы (рис. 2). 

 

 
 

Рис. 2. Полусферическая оболочка: 
радиус полусферы R = 10,0 см; толщина h = 0,04 см; модуль упругости Е = 6,825·107 кГ/см2; коэффициент Пуассона μ = 0,3; нагрузка F = 10λ кГ 

Figure 2. Hemispherical shell: 
radius of hemisphere R = 10.0 cm; thickness h = 0.04 cm; modulus of elasticity Е = 6.825·107 kg/cm2; Poisson's ratio μ = 0.3; load F = 10λ kg 

 
На рис. 3 изображен график максимальных перемещений Umax, см и Vmax, см при сетке 20×20 

в сравнении с решениями других авторов [25‒29].  

На рис. 4 приведено деформированное состояние полусферической оболочки при λ = 16. 
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Рис. 3. График максимальных перемещений: 

3 3
 20;   20

A B
V SDFR V SDFR − • −  

Figure 3. Maximum displacement graph: 

3 3
 20;   20

A B
V SDFR V SDFR − • −  

 

 

 

  
 

Рис. 4. Деформированное состояние полусферической оболочки 

Figure 4. Deformed state of a hemispherical shell 

 

Рис. 5. Цилиндрическая оболочка: 
радиус цилиндра R = 4,953 см; толщина h = 0,094 см; длина L = 10,35 см; 

модуль упругости Е = 10,5·106 кГ/см2; коэффициент Пуассона μ = 0,3125 

Figure 5. Cylindrical shell: 
radius of cylinder R = 4.953 cm; thickness h = 0.094 cm; length L = 10.35 cm; 

modulus of elasticity Е = 10.5·106 kg/cm2; Poisson's ratio μ = 0.3125 
 

 

Задача 3. Рассматривается растяжение цилиндрической оболочки путем приложения сосредото-

ченных сил P (рис. 5). 
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Максимальное радиальное перемещение получено из аналитического соотношения 

max

π
1 2,82715 см.

2
W R

 
= − = 
 

 На рис. 6 представлены радиальные перемещения на каждом шаге 

нагружения.  

 

 
 

Рис. 6. График радиальных перемещений 

Figure 6. Radial displacement graph 

 

Деформированное состояние цилиндрической оболочки при P = 1000 кГ представлено на рис. 7. 

Приближенные решения других авторов можно найти в [25‒29]. 

 

 
 

Рис. 7. Деформированное состояние цилиндрической оболочки 

Figure 7. Deformed state of a cylindrical shell 
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7. Заключение 

Представлена методика расчета напряженно-деформированных состояний тонкостенных конструк-

ций сложной геометрии модифицированным трехмерным конечным элементом теории упругости с одно-

слойной аппроксимацией по толщине и введен в рассмотрение материал Сетха. 

Приведенные численные расчеты тестовых задач демонстрируют работоспособность и достовер-

ность предложенного алгоритма. 
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 Аннотация. Цель исследования ‒ создание метода учета внутреннего тре-

ния, который обеспечивает частотную независимость, учитывает зависимость 

внутреннего трения от уровня напряженного состояния и является пригод-

ным для физически нелинейных задач при больших и малых перемещени-

ях. Рассмотрен приближенный способ учета демпфирования в пластинах 

с привлечением стержневой аппроксимации по А.Р. Ржаницыну. Проана-

лизирована дискретная среда Ржаницына с квадратной ячейкой с точки 

зрения изотропности ее свойств демпфирования. Для восьми характерных 

направлений ориентации деформаций показано точное выполнение свойств 

изотропности демпфирования. Дано решение тестового примера, в котором 

колеблющийся при растяжении стержень рассчитывается по двум расчет-

ным схемам, одна из которых представляет действительный стержень, 

а другая – прямоугольную пластинку, испытывающую одноосное растяжение, 

для динамического моделирования которой в свою очередь используется 

дискретная модель А.Р. Ржаницына. Использование одинаковых параметров 

демпфирования для действительного стержня и стержней в аппроксимации 

Ржаницына приводит к близкому затуханию. Разработан приближенный 

подход к учету внутреннего трения при колебаниях двумерной сплошной 

среды, а также вариант уточнения сил демпфирования в пластине. Приве-

ден численный пример моделирования затухания в случае рассмотрения 

геометрически и физически нелинейных колебаний. 

Ключевые слова: частотно-независимое демпфирование, изотропность свойств 

демпфирования, двумерная среда, обобщенная диаграмма Прандтля, физи-

ческая нелинейность, большие перемещения, численные решения, задачи 

динамики 
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 Abstract. The work is focused on creating a method for accounting of internal 

friction, which provides frequency independence, considers the dependence of 

internal friction on the level of the stress state, and is suitable for physically non-

linear tasks at large and small displacements. The authors consider an approxi-

mated method of accounting the damping in plates using the rod approximation 

according to A.R. Rzhanitsyn. An analysis of the discrete Rzhanitsyn medium 

with a square cell is given in terms of isotropy of its damping properties. The exact 

fulfillment of the isotropic damping properties is shown for the eight specific 

directions in the orientation of the deformations. The solution for a test example 

is given, where a rod oscillating in tension is calculated according to two compu-

tational schemes. One of these schemes is a real rod, the other is a rectangular 

plate experiencing uniaxial tension, and for its dynamic modeling, in turn, 

the discrete model by A.R. Rzhanitsyn is applied. The use of the same damping 

parameters for the real rod and rods in the Rzhanitsyn approximation leads to 

close damping. An approximate approach has been developed to account for 

internal friction during vibrations of a two-dimensional continuous medium, 

as well as a variant of clarifying the damping forces in the plate. A numerical 

example of damping modeling is given in the case of considering geometrically 

and physically nonlinear oscillations. 

Keywords: frequency-independent damping, isotropy, dampening properties, 

two-dimensional medium, generalized Prandtl diagram, physical nonlinearity, 

large displacements, numerical solutions, problems of dynamics 
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1. Введение 

Силы внутреннего трения в материале при движении упругой системы оказывают сильное влияние 

на течение динамического процесса. От их правильного задания в расчете зависят искомые динамиче-

ские факторы – максимальные перемещения, скорости, ускорения, усилия. В предыдущих работах [1‒3] 

мы экспериментально изучали затухающие колебания для случая одноосного напряженного состояния. 

Для ряда динамических задач [1; 4‒6] нами разрабатывались и исследовались компьютерные модели при 

использовании численных шаговых решений с привлечений явной вычислительной схемы интегрирова-

ния уравнений движения с учетом демпфирования. Элементами деформируемых систем являлись стерж-

ни, работающие в условиях одноосного напряженного состояния. Использовались разные варианты уче-

та сил демпфирования, но основной подход, который рассматривается и в данной работе, близок к идее 

А.Ю. Ишлинского [7] о представлении деформируемого тела как неоднородной упругопластической 

среды. В [1] упрощенный вариант введения сил внутреннего трения, реализованный в нашей компьютер-

ной программе [4; 8], был основан на обобщенной модели Прандтля. Не имея возможности его здесь по-

дробно описывать, сошлемся на работы, содержащие такое описание [1; 3], где использован явный вы-

числительный алгоритм моделирования движения [4; 8] с привлечением экстраполяции по Адамсу. 

Здесь ограничимся лишь самым кратким описанием модели демпфирования применительно к од-

ноосному напряженному состоянию. Действительный стержень разбивается на несколько полос, каждая 
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из которых подчиняется диаграмме Прандтля. Суммарная площадь поперечного сечения всех полос рав-

няется действительной площади поперечного сечения стержня. Каждая полоса имеет свой предел теку-

чести и вступает в пластическую деформацию, когда напряжение в ней достигнет значения этого предела. 

Собранные вместе полосы обеспечивают получение гистерезисных петель, от весьма узких при малых 

деформациях до все более широких при больших деформациях. Таким образом, потери энергии, которые 

обеспечивает модель, будут сильно зависеть от уровня амплитуд напряжений, что отчетливо прослежи-

вается в экспериментах [3; 9]. Модель дает частотно независимое внутреннее трение [9; 10], что также 

отмечено в работах [11–15] и чему мы находили стабильные экспериментальные подтверждения [2; 3]. 

В связи с учетом влияния амплитудных напряжений на внутреннее трение, необходимо отметить  ра- 

боты [16–19]. 

Основная цель исследования ‒ распространение рассматриваемого подхода к учету демпфирова-

ния на двумерные задачи. Остановимся на плоской динамической задаче теории упругости. 

А.Р. Ржаницын предложил заменять в расчетах упругую среду набором из стержней, работающих 

на растяжение ‒ сжатие, соединенных шарнирами в узлах (рис. 1). 

При большом количестве узлов модель Ржаницына дает изотропную упругую среду, правда 

с единственно возможным значением коэффициента Пуассона μ = 1/3. Модель Ржаницына обобщается 

и на трехмерную задачу [20], но в данной работе мы ограничимся двумерной задачей. Несмотря на оче-

видные недостатки модели Ржаницына, она обладает и определенными преимуществами: основана на 

использовании простейшего конечного элемента в виде растянутого стержня, легка в программировании 

и визуализации, допускает легкое обобщение на большие перемещения. 
 

  
a б 

 

Рис. 1. Модель А.Р. Ржаницына: 
а – заменяемый квадратный элемент пластинки; б – заменяющий стержневой набор 

Figure 1. Model by A.R. Rzhanitsyn: 
a – replaceable square plate element; б – replacing rod set 

 

И еще одно преимущество модели Ржаницына – возможность моделирования сил внутреннего 

трения, чему и посвящено настоящее исследование. 

2. Методы 

Способ учета внутреннего трения, который мы предлагаем для двумерной задачи, сформулировать 

весьма просто: для всех стержней аппроксимирующей системы вводится алгоритм вычисления продоль-

ных сил, полученный для одноосного напряженного состояния. В табл. 1 приведены значения парамет-

ров затухания при одноосном растяжении для образца из малоуглеродистой стали, полученные нами 

в лаборатории [2]. 
 

Таблица 1 

Подобранные параметры модели демпфирования для материала из малоуглеродистой стали 

Доля площади полосы, % 0,81 0,21 0,38 0,2 0,43 0,69 0,67 0,96 0,85 94,8 

Относительная деформация 

при текучести в полоске εт ∙ 105 
0,25 1,23 2,474 4,687 7,812 12,57 21,61 42,19 63,28 150 

Рамка / Frame A = 

Раскос / Diagonal A = 
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Table 1 

Selected parameters of the damping model for low-carbon steel material 

Share of strip area, % 0.81 0.21 0.38 0.2 0.43 0.69 0.67 0.96 0.85 94.8 

Relative deformation 

at yield in the strip εy∙ 105 
0.25 1.23 2.474 4.687 7.812 12.57 21.61 42.19 63.28 150 

 
В табл. 1 приведены доли площади каждой полосы от общей площади поперечного сечения образ-

ца и относительные деформации, которым соответствуют напряжения предела текучести для каждой из 

десяти полосок. Как видно, до ε = 63,28 ∙ 10‒5 всего лишь 5,2 % сечения входят в текучесть, остальной 

материал стержня работает как упругий. Глобальная текучесть стержня наступает при ε = 150 ∙ 10‒5, при-

чем при разгрузке материал вновь переходит в упругую работу, таким образом реакция стержня зависит 

от истории его загружения. Модель демпфирования, конечно, достаточно сложна, ее включение в расчет 

увеличивает время моделирования задачи примерно в два раза. Однако модель является частотно незави-

симой, автоматически учитывает сильную зависимость демпфирования от уровня напряжений, неизбеж-

но включает учет пластических деформаций, учитывает взаимное влияние отдельных форм колебаний 

через демпфирование. Перечисленные преимущества существенны с точки зрения правильного отражения 

свойств демпфирования. Основной недостаток модели внутреннего трения, основанной на обобщенной 

модели Прандтля, ‒ необходимость использования нелинейных уравнений движения. Этот недостаток, 

являющийся фатальным при использовании традиционных методов интегрирования уравнений движе-

ния, вовсе не является недостатком при использовании явной схемы интегрирования уравнений движе-

ния [4; 8]. 

Модель Ржаницына дает изотропную среду в смысле упругости. Вопрос изотропности среды  

в смысле демпфирования неочевиден, далее мы постараемся его выяснить. Также следует определить, 

как влияет переход к двумерной среде на количественные показатели затухания. 

Чтобы проверить выполнение хотя бы необходимого условия изотропности, сравним потери энергии 

в стержнях для одной характерной ячейки стержневой модели (см. рис. 1). Сравнение сведено в табл. 2. 

Левый столбец таблицы соответствует заданию деформаций εx, εy, γxy в осях координат с горизонтальным 

расположением оси x. В правом столбце такие же деформации задаются в осях, повернутых под углом 45°. 

Прежде всего заметим, используя рис. 1, б, что объем материала двух элементов рамки модели 

Ржаницына равен объему материала раскоса. В соответствии с этим стержни модели разбиты на че-

тыре подгруппы с равными объемами: горизонтальные стержни рамки; вертикальные стержни рам- 

ки; восходящий раскос; нисходящий раскос. В левом и правом столбцах табл. 2 можно найти под-

группы стержней, в которых возникают одинаковые деформации. Отсюда можно сделать вывод 

об одинаковых потерях энергии для случаев, когда деформации заданы в исходных и повернутых 

под углом 45° осях. 

На основании выполненного анализа и рассмотрения структуры модели можно показать восемь 

положений осей координат, задание одинаковых деформаций в которых приведет к одинаковому рассея-

нию энергии (рис. 2). Для произвольного положения осей, показанного на рис. 2 пунктиром, условие 

изотропности будет выполняться приближенно. Можно высказать предположение, что степень погреш-

ности в изотропности свойств демпфирования будет небольшой. Таким образом, констатируем, что со-

вершенной изотропности по демпфированию модель Ржаницына не даст, но будет к ней достаточно 

близка. 

Далее перейдем к количественному анализу свойств демпфирования в предлагаемой модели. 

На рис. 3 представлен тестовый пример, который имеет три расчетные схемы: континуальная пластинка-

стержень; стержневая аппроксимация пластины по Ржаницыну и стержневая расчетная схема. 

При решении принимаем E = 2∙1011 Па, ρ = 7,8 г/см3, μ = 1/3, m = 1000 кг, размеры на рис. 3. Пара-

метры демпфирования берутся из табл. 1. Силы веса не учитываются в данном примере. Точечным мас-

сам на конце стержня-пластины задается начальная скорость 20,0053 см/с, направленная вертикально 

вниз и одинаковая для расчетных схем рис. 3, б и в. Начальная скорость подобрана с таким расчетом, что 

при достижении первого максимума перемещений в системе возникает напряжение σ = 200 МПа или, что 

то же самое, вертикальная относительная деформация ε = 0,001. После задания точечным массам началь-

ной скорости возникают свободные затухающие колебания, которые и моделируются на компьютере. 
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Таблица 2 

Деформации стержней одной ячейки модели при задании относительных деформаций 

вдоль исходных и повернутых осей 

Деформации заданы при горизонтальном положении оси x Деформации заданы при оси x, повернутой на угол 45° 

  

Относительная деформация в элементах модели 

Горизонтальные стержни рамки 

ε𝑥 
1

2
ε𝑥 +

1

2
ε𝑦 −

1

2
γ𝑥𝑦 

Вертикальные стержни рамки 

ε𝑦 
1

2
ε𝑥 +

1

2
ε𝑦 +

1

2
γ𝑥𝑦 

Восходящий раскос 

1

2
ε𝑥 +

1

2
ε𝑦 +

1

2
γ𝑥𝑦 ε𝑥 

Нисходящий раскос 

1

2
ε𝑥 +

1

2
ε𝑦 −

1

2
γ𝑥𝑦 ε𝑦 



Zylev V.B., Platnov P.O. Structural Mechanics of Engineering Constructions and Buildings. 2023;19(2):149–161 
 

 

154   ANALYTICAL AND NUMERICAL METHODS OF ANALYSIS OF STRUCTURES 

Table 2 

Deformations of the rods in one model cell when setting the relative deformations 

along the original and rotated axes 

The deformations are set at the horizontal position of the x axis The deformations are set with the x axis rotated by an angle of 45° 

  

Relative deformation in model elements 

Horizontal frame rods 

ε𝑥 
1

2
ε𝑥 +

1

2
ε𝑦 −

1

2
γ𝑥𝑦 

Vertical frame rods 

ε𝑦 
1

2
ε𝑥 +

1

2
ε𝑦 +

1

2
γ𝑥𝑦 

Ascending slanting rod 

1

2
ε𝑥 +

1

2
ε𝑦 +

1

2
γ𝑥𝑦 ε𝑥 

Descending slanting rod 

1

2
ε𝑥 +

1

2
ε𝑦 −

1

2
γ𝑥𝑦 ε𝑦 
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Рис. 2. Восемь положений осей координат с одинаковыми свойствами демпфирования 

Figure 2. Eight positions of the coordinate axes with the same damping properties 

 

 

 
а б в 

 

Рис. 3. Модельный пример для численного анализа: 
а – пластина-стержень с точечными массами на конце; б – расчетная схема по А.Р. Ржаницыну; в – стержневая расчетная схема 

Figure 3. A model example for numerical analysis: 
а – plate-rod with dot masses on the end; b – calculation scheme according to A.R. Rzhanitsyn; c – rod calculation scheme 

3. Результаты 

На рис. 4 показаны графики изменения вертикальных перемещений правого нижнего угла пласти-

ны в модели Ржаницына (рис. 3, б) и концевой точки стержня, полученные с использованием нашей ком-

пьютерной программы [4; 7; 8]. Рассмотрен отрезок времени t = 2 с. За это время система успевает со-

вершить 256 полных колебаний, причем частоты для обеих расчетных схем очень хорошо совпадают, 

что свидетельствует о том, что стержневая аппроксимация правильно отражает деформационные свой-

ства стержня-пластины. 

Более темную окраску на рис. 4 имеют убывающие амплитуды для единичного стержня, а более 

светлую ‒ график для модели Ржаницына. Наибольшее расхождение для этих амплитуд составляет 15 % 

(в конце графика), причем большее затухание имеет место для единичного стержня. Определенное сов-

падение графиков убывающих амплитуд – неожиданный результат. В рассматриваемом случае мы наде-

лили фиктивные стержни модели Ржаницына теми же параметрами, что и единичный стержень (см. табл. 1), 

и это действие не имеет под собой строгого обоснования. 

Чтобы уточнить затухание в пластине, можно рекомендовать следующий приближенный подход: 

для параметров фиктивных стержней пластины можно выполнить некоторую коррекцию, а именно уве-
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личить площади полосок (см. табл. 1) путем введения некоторого корректирующего множителя. Есте-

ственно, что увеличиваются площади всех условных полосок, кроме самой толстой. Площадь самой тол-

стой полоски следует уменьшить, чтобы суммарная площадь стержня осталась неизменной. «Исправлен-

ные» доли площадей полосок даны в табл. 3. Корректирующий множитель мы определили путем подбора, 

и он оказался равным 1,08. После задания параметров демпфирования согласно табл. 3, графики на рис. 4 

стали практически совпадать, таким образом, множитель 1,08 можно рекомендовать для практического 

использования, правда, его значение в принципе зависит от величин, входящих в табл. 1. Кроме того, 

корректирующий множитель будет зависеть и от формы пластины, и от фактического напряженного со-

стояния в ней. 

 

 
 

Рис. 4. Наложенные графики перемещений нижней точки стержня-пластины с аппроксимацией по Ржаницыну (зеленым) 

и единичного стержня (черным) при затухающих колебаниях 

Figure 4. Superimposed graphs of the displacements in the lower point of the rod-plate with Rzhanitsyn approximation (green) 

and a single rod (black) with damped oscillations 

 

 

Таблица 3 

Исправленные параметры модели демпфирования для материала из малоуглеродистой стали 

Доля площади полосы, % 0,875 0,227 0,410 0,216 0,464 0,745 0,724 1,037 0,918 94,384 

Относительная деформация 

при текучести в полоске εт ∙ 105 
0,25 1,23 2,474 4,687 7,812 12,57 21,61 42,19 63,28 150 

 

 

Table 3 

Corrected parameters of the damping model for low-carbon steel material 

Share of strip area, % 0.875 0.227 0.410 0.216 0.464 0.745 0.724 1.037 0.918 94.384 

Relative deformation 

at yield in the strip εy∙ 105 
0.25 1.23 2.474 4.687 7.812 12.57 21.61 42.19 63.28 150 
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Теперь уместно вспомнить, что модель, которую мы рассматриваем (см. рис. 3, б), имеет не одну, 

а 124 степени свободы. На рис. 5 приведены графики изменения усилий в трех отмеченных на рис. 3, б 

стержнях (начальные участки графиков, соответствующие отрезку времени, равному одному периоду 

первой формы колебаний). С точностью до масштаба они повторяют относительные деформации в этих 

точках, или напряжения, начальные амплитуды которых составляют 200 МПа. В начале процесса в пла-

стине имеются высокочастотные колебания (рис. 5, а). В течение отрезка времени, равного всего одному 

периоду первой формы колебаний, они почти полностью затухают. Графики на рис. 5, б представляют 

усилия в тех же стержнях к концу 50-го периода формы колебаний. Как видно, это уже три плавные кри-

вые, соответствующие колебаниям по основной форме. Все перечисленные особенности хорошо харак-

теризуют модель внутреннего трения, которую мы рассматриваем с той точки зрения, что при произ-

вольном начальном воздействии в системе возбуждаются все формы колебаний, но скоро остается лишь 

первая форма, соответствующая самой маленькой частоте. 

 

 
а 

 
б 

 

Рис. 5. Графики усилий в трех стержнях модели Ржаницына: 
а – первое колебание; б – колебание на 50-м периоде 

Figure 5. Graphs of forces in the three rods of the Rzhanitsyn model: 
а – the first oscillation; б – oscillation at the 50th period 

 

Теперь рассмотрим ту же систему, но изменим воздействие. Начальные скорости нижних точек 

стержня-пластины (см. рис. 3, б) направим по горизонтали вдоль оси x и примем значение начальной 

скорости равным 100 см/с. Этот пример мы приводим для демонстрации различных возможностей моде-

ли демпфирования на основании обобщенной модели Прандтля для геометрически и физически нели-

нейных задач. Скорости остальных точечных масс, которые имеются во всех узлах расчетной схемы, 

примем равными нулю. Попутно заметим, что масса самой пластинки составляет 1,5 кг и крайне мала 

1 

2 

3 
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по сравнению с сосредоточенной массой на конце стержня-пластины, которая равна 1000 кг. Из-за малости 

массы пластины решено ей пренебречь в расчетной схеме, приведенной на рис. 3, в. Все остальные пара-

метры задачи сохранены. Параметры затухания взяты из табл. 3. 

На рис. 6, а представлены графики изменения усилий в трех стержнях схемы, пронумерованных на 

рис. 3, б. Рассмотрен отрезок времени, равный 1 с. Как видно, начальное воздействие в этом случае ока-

залось настолько большим, что во всех трех выбранных стержнях модели Ржаницына наступала гло-

бальная текучесть (напряжения во всех полосках превышали пределы текучести). В начальный момент 

времени стержень 1 испытывает существенное пластическое удлинение (см. рис. 6, а), этому соответ-

ствует интенсивная потеря энергии движения в системе. Учет такого рода явлений существенен для сей-

смических расчетов. На рис. 6, б в натуральную величину показана пластина-стержень с учетом остаточных 

деформаций после затухания колебаний. В системе в этот момент имеются как остаточные деформации, 

так и остаточные напряжения. 

 

 
а 

 
б 

 

Рис. 6. Затухающие нелинейные колебания стержня-пластины при задании начальной скорости узлам системы по горизонтали: 
а – изменение усилий в трех стержнях; б – большие остаточные перемещения системы в натуральном масштабе 

Figure 6. Damping nonlinear oscillations of the rod-plate when the initial velocity is given to the system nodes horizontally: 
a – change of forces in the three rods; б – large residual movements of the system in the natural scale 

 
Интерес представляет затрата машинного времени на решение. Моделирование одной секунды ди-

намического процесса в последнем примере на обычном компьютере с тактовой частотой 3,2 ГГц со-

ставляет 182 с процессорного времени, причем около половины этого времени тратится на учет внутрен-

него трения. 
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Для всех приведенных решений выполнялся контроль сходимости по временному шагу. В табл. 4 

приведены значения усилия в стержнях 1, 2, 3 в момент времени t = 0,8 с. При последовательном умень-

шении шага интегрирования Δt видно, что сходимость решения хорошая. Сходимость по перемещениям 

традиционно лучше, чем по усилиям. На основании приведенных в табл. 4 данных можно сделать заклю-

чение о том, что интегрирование по времени выполнено правильно и наше исследование представляет 

именно изучение погрешности демпфирования, а не погрешность численного решения. 

 
Таблица 4 

Проверка сходимости решения при уменьшении шага интегрирования 

Δt, с 0,00000059028 0,00000029514 0,000000147572 

Усилие в стержне 1, Н ‒12266,44 ‒12267,65 ‒12267,65 

Усилие в стержне 2, Н ‒11086,16 ‒11086,37 ‒11086,31 

Усилие в стержне 3, Н ‒2974,39 ‒2974,83 ‒2974,80 

 

 

Table 4 

Verification of the solution convergence while reducing the integration step 

Δt, s 0.00000059028 0.00000029514 0.000000147572 

Force in the rod 1, N ‒12266.44 ‒12267.65 ‒12267.65 

Force in the rod 2, N ‒11086.16 ‒11086.37 ‒11086.31 

Force in the rod 3, N ‒2974.39 ‒2974.83 ‒2974.80 

4. Заключение 

Предложен вариант учета внутреннего трения для динамических задач двумерной сплошной среды 

с использованием стержневой аппроксимации по А.Р. Ржаницыну. Рассматриваемая модель является 

частотно-независимой, учитывает сильное изменение сил демпфирования с изменением уровня ампли-

тудных напряжений, применима к линейным и нелинейным задачам, ориентирована на явные численные 

вычислительные схемы решения задач динамики. 

Путем анализа структуры дискретной среды А.Р. Ржаницына рассмотрена изотропность свойств 

демпфирования. Определены восемь направлений, в которых эти свойства будут выполняться точно. 

Путем решения тестового примера выполнено сравнение затухания колебаний в одномерном стержне 

и двумерной пластинке при ее одноосном растяжении. Амплитуды затухающих колебаний имели отли-

чие до 15 %. Предложен приближенный вариант уточнения расчетной модели применительно к пластин-

ке. Продемонстрировано применение модели для физически и геометрически нелинейной задачи. 
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 Аннотация. Современные строительные нормы и правила предписывают 

проводить расчеты бетонных и железобетонных конструкций в нелинейной 

постановке с учетом реальных свойств бетона и арматуры. При этом боль-

шинство отечественных конечноэлементных программных комплексов не 

позволяют выполнять такие расчеты в нелинейной постановке с учетом 

пластических деформаций бетона и арматуры. Для устранения этой про-

блемы разработана методика и построен объемный конечный элемент, адап-

тированный к вычислительному комплексу ПРИНС, позволяющий выполнять 

расчеты железобетонных конструкций с учетом их действительной работы. 

Цель исследования ‒ разработка и реализация методики расчета железобе-

тонных конструкций, находящихся в условиях объемного напряженного 

состояния с учетом как хрупкого разрушения, так и упругопластического 

деформирования бетона. Представлены конечноэлементная методика, алго-

ритм и программа расчета массивных железобетонных конструкций с учетом 

пластических деформаций бетона. В своей основе методика использует 

модифицированный критерий прочности Виллама и Варнке, дополненный 

критерием течения. Рассмотрены две модели объемного деформирования 

бетона: упругая модель при хрупком разрушении и идеально упругопла-

стическая модель. Построен восьмиузловой конечный элемент с линейными 

аппроксимирующими функциями перемещений, реализующий указанные 

модели деформирования. Верификационные расчеты массивной бетонной 

конструкции в условиях трехосного сжатия свидетельствуют о точности и 

сходимости разработанных конечных элементов. Вычислительный комплекс 

ПРИНС может быть эффективно использован инженерами проектных и науч-

ных организаций для решения широкого класса инженерных задач, связан-

ных с расчетами строительных конструкций. 

Ключевые слова: метод конечных элементов, строительные конструкции, 

массивные железобетонные сооружения, физическая нелинейность, пла-

стичность, теория течения, механика деформируемых тел 
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 Abstract. Modern construction standards and regulations prescribe to carry out 

calculations of concrete and reinforced concrete structures in a nonlinear formu-

lation with account of the real properties of concrete and reinforcement. However, 

the most of finite-element program complexes cannot perform such calculations 

in a nonlinear formulation with account of plastic deformations of concrete and 

reinforcement. To solve this problem, a methodology has been developed and 

a solid finite element adapted to the PRINS computing complex has been creat-

ed, which made it possible to perform calculations of reinforced concrete struc-

tures considering their actual work. The aim of the study ‒ development and 

implementation of a method for calculating reinforced concrete structures under 

conditions of a three-dimensional stress state, considering both brittle fracture 

and elastic-plastic deformation of concrete. A finite-element methodology, algo-

rithm, and program for calculation of massive reinforced concrete structures with 

account of plastic deformations of concrete have been presented. The methodology 

is based on the modified Willam and Warnke strength criterion supplemented 

with the flow criterion. Two models of volumetric deformation of concrete have 

been regarded: the elastic model at brittle failure and the ideal elastoplastic model. 

An eight-node finite element with linear approximating functions of displace-

ments implementing the mentioned deformation models is created. Verification 

calculations of a massive concrete structure in three-axial compression testify to 

the accuracy and convergence of the developed finite elements. The PRINS can 

be effectively used by engineers of designing and scientific organizations to 

solve a wide class of engineering problems related to calculations of building 

structures. 

Keywords: finite element method, building structures, solid reinforced concrete 

structures, physical nonlinearity, plasticity, flow theory, mechanics of deform- 

able solids 
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1. Введение 

Современные строительные нормы и правила, принятые в Российской Федерации1 и за рубежом2, 

предписывают проводить расчеты железобетонных конструкций в нелинейной постановке с учетом ре-

альных свойств бетона и арматуры. С одной стороны, проблема разработки методики расчета железобе-

тонных конструкций с учетом трехосного напряженного состояния связана с необходимостью проведения 

дорогостоящих экспериментов [1‒5]. С другой ‒ предпосылки для успешного выполнения таких расчетов 

обусловлены развитием компьютерных технологий и разработкой численных методов строительной ме-

ханики, в первую очередь метода конечных элементов [6‒10]. В результате такого развития нелинейные 

методы расчета были реализованы в ряде компьютерных программ, таких как NASTRAN [11], ANSYS [12], 

ABAQUS [13], ADINA [14], DIANA [15] и др. Общим для всех этих программ является использование 
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шаговых методов. Система нелинейных алгебраических уравнений решается методом Ньютона – Рафсо-

на в полной или модифицированной форме. Уравнения равновесия на этапе нагружения записываются 

в виде 

1,i i i
j j j j

− = −K u P F  (1) 

где i
jK  – матрица касательной жесткости; i

ju  – вектор узловых перемещений; jP  – вектор приложен-

ных извне узловых нагрузок; 1i
j
−

F  – вектор узловых сосредоточенных сил, эквивалентных напряжениям 

элемента; j – номер шага; i – номер итерации. 

Особенностью решения уравнения (1) методом Ньютона – Рафсона является вычисление и факто-

ризация касательной матрицы жесткости на каждой итерации. В случае систем большого порядка такие 

вычисления могут быть довольно дорогостоящими. 

При использовании модифицированного метода Ньютона матрица жесткости вычисляется и фак-

торизуется только один раз в начале шага. Это упрощает вычисления, но требует большего количества 

итераций для достижения указанной точности. Поэтому для ускорения сходимости используются разные 

подходы, основанные на коррекции вектора перемещений на текущей итерации. Сделать это можно 

с помощью энергетических отношений. Такие методы принято называть квазиньютонами [16‒18]. 

Следует, однако, отметить, что расчеты физически нелинейных конструкций в вышеупомянутых 

программах выполняются с использованием физических соотношений, основанных на определенных 

экспериментах, а полученные уравнения для конструкции в целом решаются приближенными методами. 

Для повышения достоверности результатов такие расчеты следует проводить с использованием несколь-

ких программ. Поэтому конструкторы должны иметь в своем арсенале несколько доступных расчетных 

инструментов. В связи с этим разработка альтернативных вычислительных методов и соответствующих 

программ до сих пор остается актуальной задачей. 

2. Материалы и методы 

В данном исследовании рассматривается конечноэлементная методика расчета массивных железо-

бетонных сооружений с учетом трещинообразования в растянутой и пластических деформаций в сжатой 

зонах бетона и в арматуре. Методика реализована в вычислительном комплексе (ВК) ПРИНС.  

Расчет физически нелинейных конструкций с помощью ВК ПРИНС ведется методом конечных 

элементов в приращениях [8] по уравнению 

,NL = K u P  (2) 

где NLK  – полная нелинейная матрица жесткости, связывающая приращения узловых сил и перемеще-

ний; u  и P  – приращения узловых перемещений и узловых сил конечноэлементной модели соответ-

ственно. 

Матрица NLK  в интервале нагружения непрерывно изменяется, поэтому, чтобы получить точное 

решение, необходимо в формуле (2) перейти к интегрированию: 

к

0

,

u

NL

u

d =  K u P  (3) 

где 0u  и кu  – значения перемещений в начале и конце интервала нагружения соответственно. 

Однако вести вычисления по формуле (3) практически невозможно, так как не существует анали-

тического выражения для NLK , а верхняя граница интервала интегрирования неизвестна. Вычисляя выше- 

упомянутый интеграл по правилу трапеций, получаем 
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( )0 1
1

,
2

+  = K K u P  (4) 

где 0K  и 1K  – матрицы жесткости, вычисляемые в начале и конце шага нагружения соответственно. 

Запишем уравнение (4) в виде  

( )0 ,+   = K K u P  (5) 

где ( )1 0
1

.
2

 = −K K K  

Уравнение (5) решается итерационным способом: 

0 1 1,i i i− − =  −  K u P K u  (6) 

где i – номер итерации.  

При достижении сходимости итерационного процесса находятся полные значения перемещений 

и напряжений по формулам 

0 ;= + u u u    0 .= + σ σ σ  (7) 

Приращения напряжений находятся по формуле 

,ep = σ C ε  (8) 

где epC  – упругопластическая матрица характеристик материала.  

На каждом этапе нагружения анализируется напряженное состояние, и при возникновении пласти-

ческих деформаций и трещин производится корректировка напряжений с учетом принятых диаграмм 

деформирования материалов. Это требует проведения процесса уравновешивания конструкции. Равно-

весные итерации выполняются в программе ПРИНС по формуле (1), которая модифицируется к виду 

1.i i
j j j j

− = −K u P F  (1а) 

Различие между формулами (1) и (1а) состоит в том, что в формуле (1) матрица жесткости от ите-

рации к итерации изменяется (имеются в виду итерации равновесия), а в формуле (1а) – не изменяется 

и берется равной матрице жесткости, найденной в конце шага при итерациях по формуле (6). 

Таким образом, в формуле (6) итерируется матрица жесткости, а в формуле (1а) – вектор узловых 

сил, эквивалентный внутренним напряжениям. 

Матрица жесткости K для отдельного конечного элемента находится по формуле [7] 

,T
e

V

d= K B C B V  (9) 

где B – матрица, связывающая компоненты деформаций элемента с компонентами узловых перемещений 

(геометрическая матрица); eC  – матрица, связывающая компоненты напряжений с компонентами де-

формаций (физическая матрица).  

Методика вычисления геометрической матрицы B хорошо известна (см., например, [8]). 

При построении физической матрицы принято две модели деформирования бетона: 

1) упругая модель при хрупком разрушении; 

2) идеально упругопластическая модель. 

Для арматуры принимается гипотеза идеального упругопластического поведения. Ниже приводят-

ся характеристики каждой из рассматриваемых моделей. 

Упругая модель при хрупком разрушении (модель 1). Поведение бетона считается линейно-упругим 

вплоть до достижения поверхности разрушения. 
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Матрица eC  при этом содержит коэффициенты обобщенного закона Гука и имеет следующий вид: 

( )

( )( )
( )

( )

( )

μ μ
1 0 0 0

1 μ 1 μ

μ μ
1 0 0 0

1 μ 1 μ

μ μ
1 0 0 0

1 μ 1 μ1 μ
.1 2μ1 μ 1 2μ 0 0 0 0 0

μ 1 μ

1 2μ
0 0 0 0 0

2 1 μ

1 2μ
0 0 0 0 0

2 1 μ

e

E

 
 − −
 
 
 − −
 
 
− −−  

=  −+ −
 

− 
− 

 −
 

− 
 − 

C  (10) 

В качестве поверхности разрушения принята пятипараметрическая модель, предложенная Вилла-

мом и Варнке [19]. Схематическое изображение поверхности разрушения в пространстве главных 

напряжений показано на рис. 1. На рис. 2 приведено девиаторное сечение этой поверхности, а на рис. 3 – 

главные меридианы растяжения и сжатия. 

Условие прочности определяется формулой 

( ) ( )
( )

τ1
σ ,τ ,θ 1 0,

σ ,θ

m
m m

m b

f f
r R

= = − =σ  (11) 

где σm и τm – средние значения нормальных и касательных напряжений в окрестности точки; θ – угол 

вида напряженного состояния; ( )σ ,θ
5

m
b

r
r

R
=  – радиус-вектор точки на поверхности разрушения 

в девиаторном сечении (рис. 2). 

 

  
Рис. 1. Поверхность разрушения в пространстве главных напряжений: 

d – гидростатическая ось 

Figure 1. Fracture surface in the space of principal stresses: 
d – hydrostatic axis 

Рис. 2. Девиаторное сечение поверхности разрушения: 
rt и rc – меридианы растяжения и сжатия; 

θ – угол вида напряженного состояния 

Figure 2. Deviatoric section of the fracture surface: 
rt and rc – the meridians of tension and compression; 

θ – the angle of the type of the stress state 
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Рис. 3. Меридианы растяжения и сжатия поверхности разрушения: 
Rb и Rbt – пределы прочности бетона на осевое сжатие и растяжение; Rbc – предел прочности бетона на равномерное двухосное сжатие; 

5τ ;mr =  ξ 3σm=  

Figure 3. The meridians of tension and compression of the fracture surface: 
Rb and Rbt – ultimate strength of concrete for axial compression and tension; Rbc – ultimate strength of concrete for uniform biaxial compression; 

5τ ;mr =  ξ 3σm=  

 
Следовательно, при напряжениях, соответствующих разрушению бетона в сжатой зоне, 

( )
τ

σ ,θ .m
m

b

r
R

=  (12) 

Радиус-вектор ( )σ ,θmr  определяется формулой 

( )
( ) ( ) ( )

( ) ( )

1
22 2 2 2 2 2

22 2 2

2 cosθ 2 4 cos θ 5 4
σ ,θ .

4 cos θ 2

c c t c t c c t t t c

m

c t c t

r r r r r r r r r r r
r

r r r r

 − + − − + −
  

=
− + −

 (13) 

Угол вида напряженного состояния θ находится по формуле 

( ) ( ) ( )

1 2 3
1

2 22 2
1 2 2 3 3 1

2σ σ σ
cosθ .

2 σ σ 2 σ σ 2 σ σ

− −
=

 − + − + −
  

 
(14) 

Радиус-векторы tr  и cr  (рис. 2) определяют меридианы растяжения ( )θ 0=  и сжатия ( )θ π 3= . 

В модели Виллама – Варнке эти меридианы представляются квадратными параболами: 

2
,

0 1 2

τ σ σ
;

m t m m
t

b b b

r a a a
R R R

 
= = + +  

 
   

2
,

0 1 2

τ σ σ
.

m c m m
c

b b b

r b b b
R R R

 
= = + +  

 
 (15) 

Коэффициенты 0a , 1a , 2a  и 0b , 1b , 2b  определяются на основе экспериментальных данных для 

конкретных марок бетона. Необходимые данные приведены в табл. 1. 
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Таблица 1 

Определение параметров модели Виллама – Варнке 

Вид напряженного состояния Критерий Напряжения Угол θ  

1. Одноосное сжатие Rb σ3 = ‒Rb; σ1 = σ2 = 0 0 

2. Одноосное растяжение 

Rbt 

σ1 = Rbt;  

σ2 = σ3 = 0; 

bt
bt

b

R
R

R
=  

0 

3. Равномерное двухосное cжатие 

Rbc 

σ1 = σ2 = ‒Rbc; σ3 = 0; 

1, 2
bc

bc

R
R

Rb
= =  

0 

4. Трехосное сжатие в режиме высокой компрессии  

(σ3 < σ1 = σ2, θ = 0)  
σ

ξ ;
m

t

bR
= −  

1ξ 0;  
τm

t

b

r
R

=  

σ1 ≠ 0; σ2 ≠ 0; σ3 ≠ 0; 

1ξ 3, 67*;=  1,59 *tr =  
0 

5. Трехосное сжатие в режиме низкой компрессии  

(σ3 > σ1 = σ2, θ = π/3) 
σ

ξ ;
m

c

bR
= −  

2ξ 0;  
τm

c

b

r
R

=  

σ1 ≠ 0; σ2 ≠ 0; σ3 ≠ 0; 

ξ 3, 67*;c =  1,94 *cr =  
π/3 

 

 

Примечание: * согласно результатам экспериментов Лоне и Гашона [20]. 

 

 

 

Table 1 

Determination of the parameters of the Willam ‒ Warnke model 

Type of stress state Criterion Stresses Angle θ 

1. Uniaxial compression Rb σ3 = ‒Rb; σ1 = σ2 = 0 0 

2. Uniaxial tension 

Rbt 

σ1 = Rbt;  

σ2 = σ3 = 0; 

bt
bt

b

R
R

R
=  

0 

3. Uniform biaxial compression 

Rbc 

σ1 = σ2 = ‒Rbc; σ3 = 0; 

1, 2
bc

bc

R
R

Rb
= =  

0 

4. Triaxial compression in high compression mode 

(σ3 < σ1 = σ2, θ = 0) 
σ

ξ ;
m

t

bR
= −  

1ξ 0;  
τm

t

b

r
R

=  

σ1 ≠ 0; σ2 ≠ 0; σ3 ≠ 0; 

1ξ 3, 67*;=  1,59 *tr =  
0 

5. Triaxial compression in low compression mode 

(σ3 > σ1 = σ2, θ = π/3) 
σ

ξ ;
m

c

bR
= −  

2ξ 0;  
τm

c

b

r
R

=  

σ1 ≠ 0; σ2 ≠ 0; σ3 ≠ 0; 

ξ 3, 67*;c =  1,94 *cr =  
π/3 

 

 

Note: * according to the experimental results of Launay and Gachon [20]. 
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Подставляя, приведенные в табл. 1 значения, отвечающие пяти различным напряженным состоя-

ниям, в первое уравнение (15) для меридиана растяжения (θ = 0), получим систему трех квадратных 

уравнений, решение которой позволяет найти значения параметров 0a , 1a , 2a  для данного меридиана: 

2
0 1 2

2 4 2
;

3 9 15
bc bc bca R a R a R= − +  

( )1 2
1 6

2 ;
3 5 2

bt bc
bc bt

bc bt

R R
a R R a

R R

−
= − +

+
 

 

( ) ( )

( )
2

2

6 6
ξ 2

5 5
.

2 1 2
2 ξ ξ ξ

3 3 9

t bt bc bt bc t bc bt

bc bt t bc t bt t bt bc

R R R R r R R

a

R R R R R R

− − + +

=
 

+ − + − 
 

 (16) 

Вершина поверхности разрушения находится из условия ( )σ 0mr = . Следовательно, 
2

2 1 0ρ ρ 0a a a+ + = . 

Откуда ее координата равна 

2
1 1 0 2

2

4
ρ .

2

a a a a

a

− − −
=  (17) 

Аналогичным образом можно получить значения параметров 0b , 1b , 2b  для меридиана сжатия 

при θ = π/3: 

2
0 1 2ρ ρ ;b b b= − −    1 2

6
3

1 5
ξ ;

3 3ξ 1

c

с
с

r

b b

−
 

= + + 
− 

 
 

( )

( )
2

1 2
ρ ξ ρ

3 15
.

1 1
ξ ρ ξ ρ

3 3

c с

с с

r

b

 
+ − + 

 
=

  
+ − +  

  

 (18) 

Поверхность разрушения является выпуклой, если соблюдаются условия 

0 0;a   0 0;b   1 0;a   1 0;b   2 0;a   2 0b   (19) 

и 

( )

( )

σ 1
.

σ 2

t m

c m

r

r
  (20) 

Идеально упругопластическая модель (модель 2). Поведение бетона считается линейно-упругим 

вплоть до достижения предельной поверхности. В качестве предельной поверхности принимается пяти-

параметрическая поверхность Виллама – Варнке, описанная выше. При достижении этой поверхности 

поведение бетона становится упругопластическим. 
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Если поверхность текучести ассоциирована с предельной поверхностью, то закон пластического 

течения записывается в виде 

λ ,p
f

d


 =


ε
σ

 (21) 

где dλ – положительный скалярный коэффициент, который отличен от нуля при наличии пластических 

деформаций.  

Как известно, приращение упругих деформаций равно 

.e p =  − ε ε ε  (22) 

Согласно обобщенному закону Гука, приращения напряжений связаны с приращением упругих 

деформаций соотношением 

.e e = σ C ε  (23) 

Подставляя (22) в уравнение (23) с учетом соотношения (21), находим вектор приращения напря-

жений: 

( ) ( )λ ,e p e d =  −    −σ C ε ε = ε a  (24) 

где 
f

=


a
σ

 представляет собой вектор нормали к поверхности текучести (вектор течения). 

Для случая идеальной упругопластичности справедливо уравнение 

λ ) 0.

T
T T

e
f

df d
 

=  =  =  − = 
 

σ a σ a C ( ε a
σ

 (25) 

Откуда получим значение множителя dλ: 

λ .
T

e
T

e

d = 
a C

ε
a C a

 (26) 

В этом случае формула (8) принимает вид 

( )  ,
T

e
e p e e epT

e

 
 =  − −  =  

 
 

aa C
σ C ε ε = C C ε C ε

a C a
 (27) 

где 

T
e

ep e e T
e

= −
aa C

C C C
a C a

 (28) 

есть упругопластическая матрица бетона.  

Для вычисления матрицы Cep необходимо определить вектор течения a. 

Таким образом, задача сводится к дифференцированию функции (11). Используя правило диффе-

ренцирования сложных функций, получаем 
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σ τθ
.

σ θ τ

m m

m m

f f r f r f

r r

       
= + +

        σ σ σ σ
 (29) 

Найдем производные, входящие в формулу (29). 

2

τ 1
.m

b

f

r R r


= −


 (30) 

Формулу (13) представим в виде 

( )σ ,θ ,m
s t

r
v

+
=  (31) 

где 

( ) ( )3 2σ ,θ 2 cosθ;m c c ts r r r= −  

( ) ( ) ( )
1

22 2 2 2σ ,θ 2 4 cos θ 5 4 ;m c t c c t t t ct r r r r r r r r = − − + −
  

 

 

( ) ( ) ( )
22 2 2σ ,θ 4 cos θ 2 .m c t c tv r r r r= − + −  (32) 

Тогда 

2

( )
σ σ σ

,
σ

m m m

m

s t vv s t
r

v

     + − +         
=


 (33) 

где 

( )2 22cosθ 3 2 ;
σ σ σ

c t
c t c t

m m m

r rs
r r r r

  
= − − 

   
 (34) 

( ) ( )
1

22 2 2 22 2 4 cos θ 5 4
σ σ σ

t c
c t c c t t t c

m m m

r rt
r r r r r r r r

    = + − − + − +       
  

( ) ( )

( )

2 2 2

1
22 2 2 2

2 ( 8 cos θ 10 4 ) 8 cos θ 4
σ σ

2 4 cos θ 5 4

t c
t c c t t c c t

m m

c t t t c

r r
r r r r r r r r

r r r r r

  
− − + − + − 

  
+

 − + −
  

 (35) 

и 

( ) ( )2 28 sin θ 4 8 cos θ 2 4 .
σ σ σ

t c
t c c c t

m m m

r rv
r r r r r

 
= − + + −

  
 (36) 

Найденные производные – скаляры. 
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Кроме того, 

 
σ 1

1 1 1 0 0 0 .
3

Tmd

d
=

σ
 (37) 

Найдем второе и третье слагаемое формулы (29).  

Для вычисления 
θ

r


 радиус-вектор точки в девиаторной плоскости представим в виде 

( )
( )

( )

θ
θ ,

θ

u
r

v
=  (38) 

где 

( ) ( ) ( ) ( )
1

22 2 2 2 2 2θ 2 cosθ 2 4 cos θ 5 4c c t c t c c t t t cu r r r r r r r r r r r = − + − − + −
  

 
(39) 

и 

( ) ( ) ( )
22 2 2θ 4 cos θ 2 .c t c tv r r r r= − + −  

(40) 

Угол вида напряженного состояния определяется формулой (14): 

( ) ( ) ( )

1 2 3 1 2 3
1

2 22 2
1 2 2 3 3 1

2σ σ σ 2σ σ σ
cosθ

30τ
2 σ σ 2 σ σ 2 σ σ

m

p

q

− − − −
= = =

 − + − + −
  

 
(41) 

при 1 2 3σ σ σ  . 

Производную 
θ

θ

r 

 σ
 представим в виде 

θ θ
.

θ θ

f f r

r

    
=

    σ σ
 (42) 

Производная отношения (38) равна 

( ) ( )
2

θ θ
,

θ

u vv ur

v

 −  
=


 (43) 

где 

( ) ( )
( )

( )

2 2

2 2

1
22 2 2 2

4 cosθsinθ
2 sinθ 2

θ
4 cos θ 5 4

c t

c c t c t c

c t t t c

r ru
r r r r r r

r r r r r

−
= − − − −


 − + −
  

 
(44) 

и 

( )2 28 cosθsinθ.
θ

c t
v

r r


= − −


 (45) 
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Производную θ σ  найдем, используя формулу (41):  

( )

( )

( ) ( )
1 2

2 2

arccosθ 1
.

1

p q q p p q

q
p q

     −    
= = −

 
 −
  

σ σ

σ σ
 

(46) 

Производные в числителе формулы (41) равны 

 2 1 1 0 0 0
Tp

= − −
σ

   и   
6 1

.
5 τm

q
=


s

σ
 (47) 

Причем 

 1 2 3 2 1 3 3 1 2
1

2σ σ σ 2σ σ σ 2σ σ σ 0 0 0 .
3

T
= − − − − − −s  (48) 

Найдем третье слагаемое формулы (29): 

τ 1 1
.

τ 5 (σ ,θ) τ

m

m m b m

f

r R


=

 
s

σ
 (49) 

Таким образом, вектор течения a найден. 

Для реализации поставленной задачи разработана программа, адаптированная к ВК ПРИНС.  

3. Результаты и обсуждение 

В качестве примера рассмотрим расчет на прочность фундаментного блока (рис. 4), подвергнутого 

осевому давлению и находящегося в условиях трехосного напряженного состояния. Расчетная схема блока 

при различных значениях параметра сетки конечных элементов приведена на рис. 5. Материал блока – 

бетон класса В25. Характеристики материала: предел прочности при осевом сжатии Rb = 18,5 МПа, пре-

дел прочности при осевом растяжении Rbt = 1,55 МПа, начальный модуль упругости 
4

0 3 10E =   МПа, 

коэффициент Пуассона μ = 0,2. Интенсивность давления принята равной p = 2 МПа. 

В результате расчета определялась предельная (разрушающая) нагрузка pult = kp, где k – множитель 

(параметр) нагрузки. 

 

 
 

Рис. 4. Расчет фундаментного блока 

Figure 4. Calculation of the foundation block 
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a б 

  

в г 

 

Рис. 5. Конечноэлементные схемы фундаментного блока: 
a – схема 2×4; б – схема 4×8; в – схема 8×16; г – схема 16×32 

Figure 5. Finite element schemes of the foundation block: 
a – scheme 2×4; б – scheme 4×8; в – scheme 8×16; г – scheme 16×32 

 
Расчеты выполнялись шагово-итерационном методом. Коэффициенты к нагрузке на первых семи 

шагах принимались равными 1,00, на последующих шагах – 0,5 и 0,25 соответственно. 

Результаты расчета представлены в табл. 2. 

 
Таблица 2 

Значение параметра критической нагрузки 

Конечноэлементная схема 
Модель деформирования бетона 

1 2 

2×4 14,50 22,25 

4×8 15,50 20,00 

8×16 13,00 19,00 

16×32 12,50 18,50 

 

 

Table 2 

Value of critical load parameter  

Finite-element scheme 
Model of concrete deformation 

1 2 

2×4 14.50 22.25 

4×8 15.50 20.00 

8×16 13.00 19.00 

16×32 12.50 18.50 

 
Как видно из табл. 2, имеет место сходимость результатов при сгущении сетки конечных элемен-

тов, а удовлетворительная точность достигается при размере конечных элементов, равном 1/6 минималь-

ного линейного размера конструкции. При этом предельная нагрузка, составляя 25 МПа при хрупком 

и 37 МПа при пластичном разрушении, оказывается выше предела прочности бетона при осевом сжатии. 
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Полученные данные вполне соответствует многочисленным экспериментам, показывающим увеличение 

прочности бетона при трехмерном напряженном состоянии по сравнению с осевым сжатием3 [21‒24]. 

На рис. 6 представлены равновесные кривые для двух моделей деформирования бетона. 

 

  

а б 
 

Рис. 6. Равновесные кривые «параметр нагрузки – перемещение» для срединного узла верхней поверхности блока: 
a – для модели 1; б – для модели 2 

Figure 6. Equilibrium curves “load parameter – displacement” for the middle node of the upper surface of the block: 
a – for model 1; б – for model 2 

 

В случае хрупкой модели деформирования разрушение конструкции происходит в результате раз-

давливания бетона верхней и средней частей фундаментного блока (рис. 7). 

 

  

  
 

Рис. 7. Схемы разрушения фундаментного блока для модели 1 

Figure 7. Schemes of destruction of the foundation block for model 1 

 
3 Рекомендации по определению прочностных и деформационных характеристик бетона при неодноосных напряженных 

состояниях. М.: НИИЖБ Госстроя СССР, 1985. 72 с. 
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Поля нормальных напряжений σz в момент полного разрушения конструкции (k = 13,00) показаны 

на рис. 8. 

 

 
 

Рис. 9. Поля нормальных напряжений σz, Мпа, для модели 1 в момент полного разрушения фундаментного блока 

Figure 9. Normal stress fields σz, MPa, for model 1 at the moment of complete destruction of the foundation block 

 

Таким образом, ВК ПРИНС может эффективно применяться специалистами проектных и научных 

организаций для решения широкого класса инженерных задач [25‒27]. 

4. Заключение 

Рассматриваемые модели деформирования бетона реализованы в вычислительном комплексе ПРИНС. 

Первая модель ожидаемо показывает заниженное значение предельной нагрузки. Идеально упругопла-

стическая модель деформирования бетона по сравнению с хрупкой моделью разрушения демонстрирует 

увеличение прочности на 40 %, что отвечает результатам многочисленных экспериментов. Поэтому для 

получения достоверных результатов расчета бетонных и железобетонных конструкций, находящихся 

в условиях объемного напряженного состояния, рекомендуется использовать модели деформирования, 

учитывающие пластическое деформирование бетона. 
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 Abstract. One of the main causes for deterioration of reinforced concrete struc-

tures in modern construction is corrosion of reinforcement. Corrosion leads to 

decrease of adhesion between reinforcement and concrete, formation of cracks 

and destruction of the protective layer of concrete. All this reduces the load-

bearing capacity of reinforced concrete structures. The structures of sludge res-

ervoirs exposed to carbon dioxide were used as an object of the study. The char-

acteristic defects and damages revealed by visual inspection were described. 

The verification calculation of the considered construction depending on the pH 

of the medium was performed on the basis of the results of technical inspection 

and study. The degree of carbon dioxide impact on the considered structures was 

determined by the phenolphthalein test method, which is based on the color 

change of acid-base indicator solution on the surface of concrete and reinforced 

concrete depending on the pH value of its medium. The phenolphthalein test 

revealed that pH of the medium is less than 8 for the depth more than the thick-

ness of the concrete protective layer. A verification calculation of the considered 

structure was performed on the basis of the technical inspection results and 

the conducted research. According to the calculation results, a variant of beam 

reconstruction and strengthening using external reinforcement based on carbon 

fibers FibARM 230/150 was proposed. The reconstruction was carried out 

with account of the carbonized concrete layer. 

Keywords: corrosion of reinforcement, technical inspection, calculations of 

building structures, composite materials, strengthening of building structures 
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180   ANALYSIS AND DESIGN OF BUILDING STRUCTURES 

Composite materials have found wide application in bridge and large-span structures, where they are 

used as the basic material for reconstruction. This was facilitated by some advantages that are characteristic of 

composite materials, namely: high corrosion resistance, low weight, high strength (4000 МPa) and tensile 

modulus of elasticity (245 GPa), the ability to take any required shape depending on the shape of the rein-

forced structure [8‒9].  

The world experience of application of composite materials is successful since during service time of rein-

forced elements there have not been revealed any reaching of limit states of the first and second categories in the 

external reinforcement. The considered advantages of the applied material allow its use as a material to strength-

en the structures of the sludge reservoir. 

2. Methods 

To conduct the research, we studied silt reservoir structures, which were exposed to carbon dioxide CO2, 

resulting in the formation of calcite CaCO3 in the body of the structure. This indicates the occurrence of the reac-

tion of carbonization in the body of the reinforced concrete structure (Figure 1) [10‒12]:  

‒ destruction of the protective layer of concrete beams with bare and corrosive damage to the power rein-

forcement in the lower zone and support units; 

‒ failure of the adhesion of the working reinforcement to the concrete due to corrosion of the reinforce-

ment and destruction of the concrete; 

‒ longitudinal cracks in the concrete formed because of reinforcement's corrosion. 

 

 
 

Figure 1. Corrosion of reinforcing bars in a beam 

 

The method of phenolphthalein testing is based on the change in color of the acid-base indicator's solution 

on the surface of concrete and reinforced concrete depending on the pH value of its medium [13]. 

The value of pH of non-carbonized concrete is within the range of 11.5‒12.5. At this value, the medium is 

highly alkaline, which helps protecting the steel reinforcement from corrosion inside the body of the concrete. 

Carbonation leads to the saturation of concrete pores with carbon dioxide from the air, which causes the neutrali-

zation of the main component – “free” calcium hydroxide, according to the reaction: 

Са(ОН)2 + СО2 → СаСО3↓ + Н2О. 
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Phenolphthalein solution is applied to a fresh splinter (saw cut) of concrete made on the structure under 

investigation. In the range of pH values from 8‒10 the color of indicator solution changes from a colorless to 

crimson (pink-purple), which helps to identify centers of carbonization and allows to determine their actual  

depth (Figure 2). The absence of coloring of the indicator solution on the surface of the concrete, without visi-

ble signs of its corrosion damage during visual control, indicates the absence or a small amount of carboniza-

tion [14‒15]. 

 

 
 

Figure 2. The pH range of color change in phenolphthalein solution 

 

The phenolphthalein test revealed that the pH of the medium was less than 8, to a depth greater than 

the thickness of the protective layer of concrete (Figure 3). It was used 1% phenolphthalein solution in ethanol to 

conduct the phenolphthalein assay. 

 

 
 

Figure 3. Absence of visible signs of concrete carbonization from the results of phenolphthalein test 

 

Then a verification calculation of the structure was performed. A plan for restoration of the damaged 

structure was made based on the results of this calculation. 

3. Results and analysis 

The paper proposes the calculation of strengthening of a reinforced concrete beam by canvas based on 

carbon fibers FibArmTape 230/150. The purpose of this calculation is to determine the bearing capacity of 

the beam to evaluate its ability for further operation after restoration works. 

The characteristics of FibArmTape 230/150 composite material are shown in Table. 
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Characteristics of FibArm Tape 230/150 

Type 

of composite material 
Estimated thickness, mm Tensile strength, MPa 

Tensile modulus 

of elasticity, GPa 
Square of a monolayer, mm2 

FibArmTape 230/150 0.128 4000 245 19.2 

 

 

The beam is made of B15 class concrete. The maximum dimensions of the beam are 600×200 mm. 

The beam is subjected to loads from its own weight, roof slabs, as well as the weight of the roof covering pie – 

106.65 kN/m. Figure 4 shows a diagram of bending moments in the beam. 

 

 

 
 

Figure 4. Diagram of bending moments in the beam 

 

 

The estimated value of tensile strength: 

𝑅𝑓 =
γ𝑓1γ𝑓2𝑅𝑓,𝑛

γ𝑓
=  

0,9 ∙ 0,9 ∙ 4000

1.2
= 2700 MPa, 

where 𝑅𝑓,𝑛 ‒ the normative value of the tensile strength of the composite material, MPa; γ𝑓 ‒ the coefficient 

of reliability for the composite material; γ𝑓1 ‒ the coefficient of the operating conditions, depending on the type 

of composite material and operating conditions of the structure; γ𝑓2 ‒ the coefficient of operating conditions 

of the composite material, considering the adhesion of the composite material with the concrete. 

When calculating a strengthened structure considering the existing steel reinforcement, the following con-

dition should be fulfilled: 

𝑅𝑓 ≤ (ε𝑠2 − ε𝑠
0)𝐸𝑓 , 

where ε𝑠2  ‒ a coefficient equal to 0.015; ε𝑠
0 ‒ the initial relative deformation of steel reinforcement before 

reinforcing of the structure; 𝐸𝑓 ‒ the estimated value of modulus elasticity of composite material. 

Rf = 2700 ≤ 1225, the condition is not satisfied, so we take Rf = 1225 MPa. 

ε𝑠
0 =

12.09

0.209 ∙ 71530
27 = 0.02. 

The calculation of strength in cross-sections of bendable elements strengthened by external reinforcement 

from composite materials, should be carried out from the condition: 

𝑀 ≤ 𝑀ult; 

𝑀ult = 𝑅𝑏𝑏𝑥(ℎ0 − 0,5𝑥) + 𝑅𝑠𝑐𝐴𝑠
′ (ℎ0 − 𝑎′) + 𝑅𝑓𝐴𝑓𝑎; 

𝑀 = 120.9 kN ∙ m ≤ 𝑀ult = 131.1 kN ∙ m. 
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The considered approach to the restoration with further strengthening by the composite materials allows to 

increase the lifetime of the structure as well as to provide the required bearing capacity of the structure 

for the purpose of further safe operation of the object. 

Thus, when the destruction of concrete protective layer and corrosion of reinforcement is detected, 

the most probable reason is carbonization of concrete with increased impact of CO2 on the operated structure. 

The use of composite materials for construction and restoration of concrete structures makes it possible to 

minimize the probability of their destruction in the process of their operation. 

On the basis of the test results, repairs and restoration of the damaged areas of the concrete were carried 

out. Removal of the carbonized layer of concrete was performed using a mechanized method. If the depth of car-

bonation exceeds the thickness of the protective layer of concrete, then the damaged concrete is removed behind 

the reinforcement. 

Scrubbing of the reinforcing bars surface from products of corrosion was carried out using manual metal 

brushes with further treatment of the bars using corrosion converter. Docker Nittron's neutral tannite-based cor-

rosion inhibitor was used because it does not cause damage to concrete or cement repair mixtures with acidic 

media, unlike acidic corrosion inhibitors. 
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состава обычного бетона и мелкозернистого карбонатного композита на основе комплексной добавки, 

включающей микродисперсный карбонатный наполнитель и суперпластификатор.  

Несмотря на то, что уровень деформаций и, соответственно, степень деформативности МЗКБ не-

сколько больше, чем для бетона обычного состава, порог трещинообразования МЗКБ оказался существен-

но выше (значения трещинообразующих деформаций и напряжений), благодаря: 

‒ наличию пластического минерального компонента в матрице – комплексной добавки, включаю-

щей микродисперсную часть – карбонатный порошок и суперпластификатор;  

‒ совместному влиянию карбонатного тонкодисперсного микронаполнителя и суперпластификато-

ра на картину распределения микротрещин внутри матрицы МЗКБ (эффект сингулярного воздействия). 

Комбинированно они сдерживают рост упругих макро-, мезо- и микротрещин, лишая их энергии для 

дальнейшего роста, степень которого определяет порог трещинообразования для обоих составов и зави-

сит в основном от соотношения компонентов внутри композита и их дисперсности;  

‒ лучшей упаковке частиц внутри карбонатного композита; 

‒ более плотной структуре матрицы бетона. Бетон обычного состава (эталонный) является менее 

связанным внутренними микрозонами пластичности, уступая тем самым карбонатному мелкозернистому 

бетону. 

Результаты исследования позволяют оценить данный состав как более долговечный и трещино-

стойкий в сравнении с базовым составом. 
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