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 Abstract. New building materials and products in construction and reconstruction, 
which improve the performance and efficiency characteristics of buildings, reduce 
material consumption, cost and labor intensity, are always relevant. A promising 
direction for further development of composite materials is the employment of 
pre-bound aggregate materials. Their production is a two-stage process, which 
involves at first creating an optimal aggregate mix and gluing the grains to each 
other and secondly filling the voids of the obtained aggregate framework with
a high-workability matrix. Presented research is an experimental investigation of 
physical and technical properties of pre-bound aggregate composite materials. 
Composites with complex binders are also considered in this study. In such cases, 
the aggregate framework and the grouting matrix were made of binders of diffe-
rent nature, which are incompatible when the components are mixed ordinarily. 
When studying composites, a complex of physical and mechanical methods was 
used. Improvement of physical and mechanical properties of framework compo-
sites in comparison with composites obtained according to conventional techno-
logy has been established. These advantages are identified primarily for such 
properties as deformability, impact strength, creep. 

Keywords: composites, framework structures, framework, matrix, сompressive 
strength, flexural strength, fracture toughness, deformability 
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 Аннотация. Применение при строительстве и реконструкции зданий и со-
оружений различного назначения новых строительных материалов и изделий, 
обеспечивающих улучшение их эксплуатационных показателей, повышение 
эффективности, снижение материалоемкости, стоимости и трудоемкости 
изготовления, является актуальной задачей. Перспективным направлением 
дальнейшего развития строительных композитов представляется получение 
и внедрение материалов каркасной структуры. Технология их изготовления 
включает предварительное создание оптимальных смесей заполнителей и 
склеивание зерен друг с другом с последующим заполнением пустот полу-
ченного каркаса высокоподвижной матрицей. Исследование посвящено экс-
периментальному изучению физико-технических свойств каркасных компо-
зиционных материалов. В качестве исследуемых объектов рассматривались 
композиты, составленные на различных связующих, в том числе на ком-
плексных. В последнем случае каркас и пропиточная матрица изготавлива-
лись на связующих различной природы, порой несовместимых при обыч-
ном смешивании компонентов. При исследовании композитов использовался 
комплекс физико-механических методов. Установлено улучшение физико-
механических свойств каркасных композитов при сравнении их с компози-
тами, полученными по общепринятой технологии. Данные преимущества 
выявлены в первую очередь для таких свойств, как деформации, ударная 
прочность, ползучесть. 

Ключевые слова: композиционные материалы, каркасные структуры, кар-
кас, матрица, материалы, армированные волокнами, прочность на сжатие, 
прочность на изгиб, ударная вязкость, деформативность 
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Introduction 
From the many types of composite materials for aggressive environment, polymer concrete and other 

polymer-based composites are considered to be the most effective [1–7]. However, despite the growing use of 
polymer concrete, some aspects of its structure formation and mechanical properties are poorly explored [8; 9]. 
The modern technology of polymer concrete production is based on the conventional method of manufacturing 
cement concretes and products, which leads to increased consumption of the expensive synthetic resin. Making 
and casting polymer concrete are still substantially labor-intensive operations, which are especially difficult to 
perform in case of high-viscosity mixtures [10–12]. In this regard, pre-bound aggregate composites have a lot of 
potential. Their production involves two stages: making an optimal mix of coarse aggregate and binding it into 
a framework as a first stage and then filling the voids of the aggregate framework with a high-workability  
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matrix [11; 13–15]. When using pre-bound aggregate technology for floorings, their manufacturing and casting 
is simplified and it is possible to produce other materials with specified properties and products for various pur-
poses on their basis [11]. 

The fundamental theory of pre-bound aggregate composites, which are effective as floorings in buildings 
with aggressive environments, textile industry in particular, is presented in papers [16–20]. 

This article is devoted to experimental investigation of physical and technical properties of pre-bound ag-
gregate composite materials. 

Methods 
A great variety of binders and aggregates allows to obtain pre-bound aggregate composites with different 

physical and mechanical properties. Binders and aggregates of different nature were used for the manufacturing 
of samples. Aggregate size was taken as 5–10 mm. Aggregate was glued into a framework by filler-free binders, 
meanwhile its grouting was performed using filled compounds. Quartz powder was used as filler in the grout 
matrices. The main studied mechanical characteristics of the materials were strength and elasto-plastic proper-
ties. These properties were determined by testing 4×4×16 cm sample pieces according to the modern techniques. 

Results and discussion 
Compression tests of the samples indicate high strength of pre-bound aggregate composites (Figure 1). 

This parameter varies widely depending on the strength, shape and surface roughness of the coarse aggregate. 
Higher compressive strength corresponds to composites based on epoxy binders and granite aggregate. Pre-
bound aggregate composites exhibit high flexural strength. In the tests of beams by a single concentrated force, 
the values of 18.0, 15.0 and 7.2 MPa were obtained for composites based on epoxy, polyester and cement bin- 
ders. The prototypes of pre-bound aggregate composites – composite materials (CM) of regular structure – 
showed 10% lower flexural strength. Higher strength values of pre-bound aggregate composites relative to regu-
lar composites are also observed in tensile tests. The strength of standard briquettes based on polyester binders 
with granite and expanded clay aggregates amounted to 9.0 and 5.9 MPa for the pre-bound aggregate composites 
and 5.2 and 4.54 MPa for the regular composites respectively. Increased strength of pre-bound aggregate compo-
sites is explained by higher adhesion of the grout to the aggregate. 

When comparing the properties of polymer concrete with epoxy and polyester framework and polymer 
concrete obtained with regular mixing of components, the former is apparently at advantage. The polymer con-
crete test-pieces were made according to the procedure in1, but injected with Portland cement instead of quartz 
fine-dispersion filler.  

 

 
Figure 1. Compressive strength of pre-bound aggregate composites versus filler and binder type: 

1 – gypsum; 2 – portland cement; 3 – polymer cement; 4 – urea-formaldehyde resin; 
5 – multipurpose polyester resin (grade PN-1); 6 – epoxy-diane resin (grade ED-20); 7 – EPILOK epoxy resin 

 
Pre-bound aggregate concrete strength may be increased by using complex binders and reinforced frame-

works. Concrete with a complex binder is obtained when the aggregate framework and the matrix are made with 
 

1 Instructions on the technology of preparation of polymer concrete and products made from them. CH 525-80. Moscow: Stroyizdat 
Publ.; 1981.  
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different binder types. For example, gypsym matrix and cement or polymer framework, cement matrix and po- 
lymer cement framework, etc. These kinds of combinations allow to increase the strength and other characteris-
tics of the composites. Thus, the flexural strength of the gypsym and cement concretes with polymer framework 
and granite aggregate rises from 4.0 to 5.2 MPa and from 6.7 to 7.8 MPa respectively. Moreover, the best effect 
is achieved by using polymer compounds, which harden in wet environments, for gluing the framework simulta-
neously with the cement matrix [11]. 

The main parameter that characterizes elasto-plastic properties of materials under external load is the 
modulus of elasticity. Elastic modulus of pre-bound aggregate composites depends on the strength and deforma-
bility of the matrix, framework glue and aggregate. The tests of concrete samples with crushed brick aggregate 
and various binders show higher elastic modulus values for cement materials (Figure 2). Polymer concrete based 
on epoxy resin demonstrates a twice larger value of the elastic modulus relative to the one based on polyester 
resin. Pre-bound aggregate bitumen concrete is characterized by high deformability and has the lowest elastic 
modulus values.  

 

 
 

Figure 2. Elastic modulus of pre-bound aggregate composites based on crushed brick versus binder type 
and of epoxy polymer concretes versus filler type: 

1 – cement; 2 – epoxy-diane resin (grade ED-20); 3 – multipurpose polyester resin (grade PN-1); 
4 – bitumen; 5 – granite framework; 6 – thermolith framework; 7 – expanded clay framework 

 

 
 

Figure 3. Elastic modulus of pre-bound aggregate composites versus aggregate, glue and matrix type: 
1 – cement framework glue, grade ED-20 epoxy-diane resin matrix; 2 – grade PN-1 multipurpose polyester resin framework glue, epoxy-diane resin matrix; 

3 – bitumen framework glue, epoxy-diane resin matrix; 4 – granite aggregate and carbon fiber framework; 5 – granite aggregate and plasticizing binder framework; 
6 – granite aggregate and quartz filled binder framework; 7 – granite aggregate framework, quartz powder filled matrix 

 
Pre-bound aggregate composite is a highly filled concrete. This allows to obtain concretes with different 

modulus of elasticity by controlling the aggregate stiffness. Figure 3 illustrates that the modulus of elasticity de-
creases by more than twice when using expanded clay as coarse aggregate instead of crushed granite aggregate. 
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Deformability is also controlled by the matrix and the glue layer of the framework (Figure 3). Stiff glue al-
lows to obtain composites with increased elastic modulus; viscoelastic glue allows to produce materials with 
a lower modulus of elasticity. This can be observed from the data of epoxy concretes based on cement and bitu-
men frameworks respectively. The stiffness of pre-bound aggregate composites may be increased by introducing 
fiber reinforcement and silica sand into the framework compound and also by adding quartz filler into the ma-
trix. In such case, the best effect is achieved by introducing stiff carbon fiber in the amount of 2.5% from the 
filler mass. By adding plasticizing agents into the framework or matrix, the modulus of elasticity becomes lower. 

The coefficient of lateral deformation has a great practical value in regards to CM. This parameter, similar 
to the modulus of elasticity, describes the material elastic properties. Given the value of the coefficient of lateral 
deformation, one may calculate the change in volume when the material is loaded. Studies of pre-bound aggre-
gate composites showed the relationship between this coefficient and the type of coarse aggregate and binder. 
The coefficients of lateral deformation of the composites based on epoxy binder and granite, thermolith and ex-
panded clay aggregates were 0.32, 0.28 and 0.2 respectively. 

Building materials and products are subjected to dynamic loads when in service, which may lead to, 
for example, early failure of metalworking machine frames, road and fly ground pavements, floors of heavy-duty 
industrial buildings, etc. The conducted tests demonstrate high resistance of pre-bound aggregate composites to 
impact load (Table 1). 

 
Table 1 

Composite impact resistance, kJ/m2 

Aggregate 
Impact toughness of pre-bound aggregate composite

Relative impact toughness 
of regular polymer concrete Epoxy 

framework 
Polyester 

framework
Cement 

framework
Bitumen 

framework
Crushed granite 4.2 2.10 1.90 2.00 1.30 
Expanded clay 4.73 2.31 2.15 2.20 1.45 

 
Impact toughness was taken as the criteria of pre-bound aggregate concrete resistance to impact, which 

was determined by testing 4×4×16 cm sample blocks using a Charpy machine. Impact toughness of pre-bound 
aggregate polymer concrete appeared to be a lot higher than of regular polymer concrete. The best results were 
achieved in the case of expanded clay filler due to its high adhesion with the binder. Increased impact toughness 
of pre-bound aggregate composites arises possibly from the following: polymer concrete framework creates 
an interlinked arrangement of the bound aggregate grains, which redistribute the applied load between each 
other; the structural stress at the filler-binder interface, which leads to microfracturing, decreases. A substantial 
increase of impact toughness is achieved by introducing reinforcement fiber, which improves the combined ac-
tion of the framework and the matrix. 

 

 
 

Figure 4. Damping ability of pre-bound aggregate composite versus compound: 
1 – grade ED-20 epoxy-diane resin and crushed brick; 2 – grade PN-1 multipurpose polyester resin and crushed brick; 3 – cement and crushed brick; 

4 – bitumen and crushed brick; 5 – cement framework glue, crushed brick aggregate, epoxy-diane resin matrix; 6 – multipurpose polyester resin 
framework glue, crushed brick aggregate, epoxy-diane resin matrix; 7 – bitumen framework glue, crushed brick aggregate, epoxy-diane resin matrix; 

8 – granite aggregate and epoxy-diane resin; 9 – expanded clay and epoxy-diane resin; 10 – thermolith and epoxy-diane resin 
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Another dynamic resistance parameter of a building material is damping – the ability to absorb cyclic defor-
mation energy. Materials with high damping ability reduce the vibration amplitude, soften the impact and, hence, 
lead to the decrease of stress in structures [21]. Pre-bound aggregate technology is advantageous in this regard: 
the damping properties are controlled at the micro- and macrostructure levels. The tests of pre-bound aggregate 
concretes based on various binders and fillers were conducted. The damping ability was evaluated by the logarith-
mic decrement, which was calculated based on the resonance peak width of 4×4×16 cm cantilever samples accord-
ing to the common procedure [21]. The concrete compounds and the test results are presented in Figure 4.  

Concrete damping ability depends on the nature and the properties of the matrix and the aggregate; be-
sides, the logarithmic decrement value is mostly affected by the properties of the matrix, which fills framework 
voids, framework glue characteristics, and also the interaction of the aggregate with the glue and the glue with 
the matrix. 

The most optimal filler in terms of damping is thermolith, the next are crushed granite and expanded clay. 
Test results show low ability of cement concrete in absorbing vibration. For this reason, it has little utility for 
making road pavements, which are subjected to impact load. For example, according to the service background 
of roadways, vibration in cement concrete pavements leads to the displacement of the unbound components of 
the road bed, deterioration of pavement slab smoothness and its early failure. Damping efficiency of epoxy po- 
lymer concrete is also poor. Cement concrete and epoxy concrete are brittle materials. Special treatment in terms 
of improving the viscoelastic characteristics needs to be provided for advancing their damping properties [21]. 

Introduction of fillers into polymer compounds led to the decrease of their damping ability. For example, 
by introducing graphite and Portland cement powders into multipurpose polyester resin (grade PN-1), the loga-
rithmic decrement reduced by factors of 1.9 and 1.7 respectively relative to the unfilled compound. Meanwhile, 
EPILOK epoxy resin decreased the damping properties by factors of 1.3 and 1.6 when filled with cement and 
silica sand respectively.   

The tests established that by using polyester and bitumen binders instead of cement and epoxy ones, 
the logarithmic decrement increases by factors of 3.8 and 14.4 respectively. Dynamic properties of pre-bound 
aggregate concrete improve by binding the framework grains with elastic and viscoelastic glues. Thus, by using 
polyester and bitumen glues instead of cement for binding the framework, the damping properties increase by 
factors of 3.6 and 5.3 respectively (Figure 4). 

 

 
 

Figure 5. Ultrasonic velocity difference in pre-bound aggregate composite versus applied stress: 
1 – polymer concrete; 2 – cement concrete; 3 – bitumen concrete 
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Crack resistance is also an important characteristic of composite materials. The reference data for evalua- 
ting crack resistance of CM are the experiments, which demonstrate the change in volume in the loading process. 
This parameter may be used to establish microfracture boundaries. In this regard, tests of pre-bound aggregate 
concrete samples with polymer, cement and bitumen binders and crushed brick were conducted. Ultrasonic 
transmission time was measured in the process of loading the samples (Figure 5).  

The results of the investigation give an idea of compaction and decompaction processes during the loading 
of test samples. Compaction takes place at the load values of 0.3, 0.7 and 0.5 of the failure load for the polymer, 
cement and bitumen composites respectively. By loading to the specified values the ultrasonic velocity increases. 
Higher loads decrease the velocity, which indicates the beginning of the decompaction process, and therefore 
provides evidence of the formation of the first microfailures. This point is referred to by Berg as the first para-
metric point, which defines the lower microfracture boundary (𝑅от). Further load increase causes the ultrasonic 
velocity to decrease to the original value (second parametric point). This point indicates the beginning of volume 
increase and defines the upper microfracture boundary (𝑅ут). According to Berg, stress 𝑅ут establishes the transi-
tion from linear to the non-linear creep. It corresponds to the absolute fatigue limit of concrete subjected to repe- 
titive load [22].  

Material resistance to crack formation and propagation is evaluated with the help of the stress intensity 
factor (K1), the surface energy coefficient (γ) and also the crack width in its blunt end part (). These quantities 
are related by the following expressions: 

2 2
1 1γ ;  δ .

2 σ
К К
Е Е

   

The stress intensity factor depends on the sample size and the initial crack length and it was determined 
according to [18] by the formula 

1
( ) ,PV lК

b h
  

where Р – the failure load; l – the crack width; b – the width of the sample; h – the height of the sample. 
Function V(l) that relates the crack length to the height of the sample has the following form: 

0,5 1,5 2,5 3,5 4,5

( ) 3 1,93 3,07 14,53 25,11 25,8 .l
l l l l l lV
b h h h h h
                        

           
 

The stress intensity factor, the surface energy coefficient and the crack width in its blunt end were deter-
mined experimentally for epoxy composites with crushed granite, thermolith and expanded clay aggregates. 
These composites have the following ultimate strength and elastic modulus values in MPa: 11.5 and 8120 for 
crushed granite, 9.5 and 4750 for thermolith, 9.0 and 4050 for expanded clay respectively. Crack resistance cha- 
racteristics of pre-bound aggregate composites with different coarse aggregates are presented in Table 2.  

 
Table 2 

Crack resistance of pre-bound aggregate composites 

Aggregate type Crack length, mm 
Crack resistance parameters 

К1, MPa∙cm0,5 γ, MPa∙cm γ, cm 

Crushed granite 
10 54.7 0.184 0.032
20 52.1 0.167 0.029

Thermolith gravel 
10 32.9 0.114 0.024
20 32.4 0.110 0.023

Expanded clay 
10 38.3 0.181 0.040
20 32.6 0.131 0.029

 
Analysis of the results indicates that coefficients K1, γ and   depend significantly on the aggregate type 

and the crack length.  
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Conclusion 
The benefits of manufacturing pre-bound aggregate composite building materials are demonstrated. 
The results of the investigation of elastoplastic properties and strength of composites based on various 

binders and aggregates are presented. 
High performance of materials based on polymer binders with crushed granite and expanded clay aggre-

gates was established. 
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 Abstract. Steel-reinforced concrete spans in road bridges have been widely used 
since the late 1950s, in the configuration of large-span bridges built across sig-
nificant water barriers. To date, the issue of the need to reconstruct such span 
structures, including those designed and built according to the project “43282 km” 
developed by TsNIIPSK, is becoming increasingly relevant. The authors analyze 
the stages of the production of works of a particular object, developed for
the implementation of the entire complex of works on its reconstruction using 
the method of force regulation. The presented order of work was successfully 
implemented during construction of the bridge over Kabarga River in Primorsky 
Krai. This made it possible to preserve the existing structure of the span (main 
beams and braces), replacing the worn-out reinforced concrete slab with a new – 
metal orthotropic one, while ensuring that the conditions of strength and stability 
of the flexural-torsional shape of solid-walled beams are met, in the process of 
dismantling the existing roadway slab and constructing a new one. Considering 
that steel-reinforced concrete bridges are built across large water barriers and 
have a very significant cost due to their large length, reconstruction using existing 
supports can significantly reduce the cost of construction, so, the possibility of 
upgrading the existing steel-reinforced concrete span structure is, undoubtedly, 
relevant. Based on the structural and technological measures presented by the authors, 
it is possible to carry out and effectively implement work on the reconstruction 
of the existing steel-reinforced concrete bridges that do not fully meet modern 
requirements for load capacity and throughput. 

Keywords: steel-reinforced concrete span structures, force regulation, flexural-
torsional shape stability, jacking up, temporary supports 

For citation 
Belutsky I.Y., Kudryavtsev S.A., Lazarev I.V. 
Justification of the parameters of regulation of 
forces for steel-reinforced concrete span struc-
tures from project “43282 km” by TSNIIPSK. 
Structural Mechanics of Engineering Con-
structions and Buildings. 2022;18(5):407–416. 
http://doi.org/10.22363/1815-5235-2022-
18-5-407-416 

 
Igor Y. Belutsky, Doctor of Technical Sciences, Professor of the Department of Highways, Institute of Civil Engineering, Pacific National University; 
136 Tikhookeanskaya St, Khabarovsk, 680035, Russian Federation; ORCID: 0000-0002-3881-2050, Scopus Author ID: 6603919071, eLIBRARY SPIN-code: 
4125-7182; mosttogu@mail.ru 
Sergey A. Kudryavtsev, Doctor of Technical Sciences, Professor, Head of the Department of Bridges, Tunnels and Under-Ground Structures, Institute 
of Transport Construction, Far Eastern State Transport University; 47 Serysheva St, Khabarovsk, 680021, Russian Federation; ORCID: 0000-0001-5414-7567, 
Scopus Author ID: 8257641200, eLIBRARY SPIN-code: 3020-7650; mosttogu@mail.ru 
Igor V. Lazarev, Candidate of Technical Sciences, Associate Professor of the Department of Highways, Institute of Civil Engineering, Pacific National 
University; 136 Tikhookeanskaya St, Khabarovsk, 680035, Russian Federation; ORCID: 0000-0002-4677-7478, eLIBRARY SPIN-code: 9542-5057; 
lazarev_igor_v@mail.ru 
 
 
© Belutsky I.Y., Kudryavtsev S.A., Lazarev I.V., 2022 

 
This work is licensed under a Creative Commons Attribution 4.0 International License 
https://creativecommons.org/licenses/by-nc/4.0/legalcode 

 

https://orcid.org/0000-0002-3881-2050
https://orcid.org/0000-0001-5414-7567
https://orcid.org/0000-0002-4677-7478


Belutsky I.Y., Kudryavtsev S.A., Lazarev I.V. Structural Mechanics of Engineering Constructions and Buildings. 2022;18(5):407–416 
 

 

408   ANALYSIS AND DESIGN OF BUILDING STRUCTURES 

Обоснование параметров регулирования усилий сталежелезобетонных 
пролетных строений разработки ЦНИИПСК «43282 км»2 

  
И.Ю. Белуцкий1 , С.А. Кудрявцев2 , И.В. Лазарев1

 
1Тихоокеанский государственный университет, Хабаровск, Российская Федерация 
2Дальневосточный государственный университет путей сообщения, Хабаровск, Российская Федерация 

 lazarev_igor_v@mail.ru 
 
История статьи 
Поступила в редакцию: 7 августа 2022 г.  
Доработана: 13 октября 2022 г. 
Принята к публикации: 14 октября 2022 г. 

 Аннотация. Сталежелезобетонные пролетные строения в автодорожных 
мостах стали широко применяться с конца 1950-х гг. в компоновке схем 
большепролетных мостов, сооружаемых через значительные водные преграды. 
На сегодняшний день все большую актуальность обретает вопрос необходимо-
сти реконструкции отмеченных пролетных строений, в том числе запроек-
тированных и построенных по проекту ЦНИИПСК «43282 км». В исследо-
вании разобраны этапы производства работ конкретного объекта, разработанные 
для реализации всего комплекса работ по его реконструкции с применением 
метода регулирования усилий. Представленный порядок выполнения работ 
успешно реализован на строительстве моста через р. Кабаргу в Примор-
ском крае, что позволило сохранить существующую структуру пролетного 
строения (главные балки и связи), заменив изношенную железобетонную 
плиту на новую – металлическую ортотропную, при обеспечении выполнения 
условий прочности и устойчивости изгибно-крутильной формы сплошно-
стенчатых балок в процессе демонтажа существующей плиты проезжей 
части и устройства новой. Учитывая, что сталежелезобетонные мосты воз-
водятся через большие водные преграды и в том числе из-за большой длины 
имеют значительную стоимость, а реконструкция с использованием суще-
ствующих опор позволяет существенно сократить стоимость строительства, 
актуальность модернизации существующих сталежелезобетонных пролетных 
строений является, несомненно, актуальной. На основании предложенных 
конструктивно-технологических мероприятий возможно проведение и эф-
фективная реализация работ по реконструкции действующих сталежелезо-
бетонных мостов, не в полной мере удовлетворяющих современным требо-
ваниям по грузоподъемности и пропускной способности. 

Ключевые слова: сталежелезобетонные пролетные строения, регулирова-
ние усилий, устойчивость изгибно-крутильной формы, поддомкрачивание, 
временные опоры 
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Introduction 
Span structures developed by TsNIIPSK according to the project “43282 km” with an estimated span of 

42.5 m are widely used in the construction of large and medium-sized bridges on the roads of the post-Soviet 
space. On the highways of the Far East, the total length of existing bridges, in the layout of which the spans of 
this project or similar are used, is 2325 meters. This fact emphasizes the need to work out the technology for the 
reconstruction of the designated spans for their restoration and modernization. 

It is a well-known fact that the regulation of efforts in the construction of large-span steel-reinforced con-
crete bridges is an advantageous technique from a technical and economic point of view, because this makes it 

 
Белуцкий Игорь Юрьевич, доктор технических наук, профессор кафедры автомобильных дорог, Инженерно-строительный институт, Тихооке-
анский государственный университет; Российская Федерация, 680035, Хабаровск, ул. Тихоокеанская, д. 136; ORCID: 0000-0002-3881-2050, 
Scopus Author ID: 57215841851, eLIBRARY SPIN-код: 4125-7182; mosttogu@mail.ru 
Кудрявцев Сергей Анатольевич, доктор технических наук, профессор, заведующий кафедрой мостов, тоннелей и подземных сооружений, Ин-
ститут транспортного строительства, Дальневосточный государственный университет путей сообщения, Российская Федерация, 680021, Хаба-
ровск, ул. Серышева, д. 47; ORCID: 0000-0001-5414-7567, Scopus Author ID: 8257641200, eLIBRARY SPIN-код: 3020-7650; olgakudr56@mail.ru 
Лазарев Игорь Витальевич, кандидат технических наук, доцент кафедры автомобильных дорог, Инженерно-строительный институт, Тихооке-
анский государственный университет, Российская Федерация, 680035, Хабаровск, ул. Тихоокеанская, д. 136; ORCID: 0000-0002-4677-7478, 
eLIBRARY SPIN-код: 9542-5057; lazarev_igor_v@mail.ru 

https://orcid.org/0000-0002-3881-2050
https://orcid.org/0000-0001-5414-7567
https://orcid.org/0000-0002-4677-7478


Белуцкий И.Ю., Кудрявцев С.А., Лазарев И.В. Строительная механика инженерных конструкций и сооружений. 2022. Т. 18. № 5. С. 407–416 
 

 

РАСЧЕТ И ПРОЕКТИРОВАНИЕ СТРОИТЕЛЬНЫХ КОНСТРУКЦИЙ  409 

possible to reduce the consumption of steel and to use better the strength properties of the materials of the sup-
porting elements of the span structures. The classification of these methods, the experience of their application in 
the construction of new bridges is also covered in [1–5]. 

Basic preconditions 
The experience gained by the department “Bridges, Grounds and Foundations” (now the department “Au-

tomobile Roads”) of PNU shows the possibility of successfully implementing the restoration of consumer prop-
erties of span structures of steel-reinforced concrete bridges with the extension of their service life using the op-
tion of regulating forces and creating on the basis of the existing structure a new span structure, which will meet 
the modern requirements for throughput and carrying capacity [6; 7]. 

Based on the above, the choice of the object of study is predetermined by the following: 
1) the wide distribution of span structures according to the TsNIIPSK project “43282 km” which was is-

sued in 1959; 
2) real opportunities for their renovation in order to adapt to the loads A14, H14 in accordance with 

GOST 329601 (State Standard of Russian Federation) while providing the required dimensions in accordance 
with the requirements of CR 35.13330.20112 (Russian Code of Rules); 

3) the embodiment of specific constructive and technological proposals implemented on the real objects of 
the existing transport infrastructure, according to the suggestions of the PNU [6; 7]; 

4) the prospect of integrating the proposed force regulating scheme with a low-cost and safe technology 
for performing work on replacing the passage slab on the spans of steel-reinforced concrete bridges. 

The authors of [8] noted a characteristic detail of the projects for the reconstruction of steel-reinforced 
concrete bridges, presented in the developments of the department “Bridges, Grounds and Foundations” of 
the TOGU, in which the key condition is the installation of temporary supports [8] under the last assembly joints 
in the span structures developed by TsNIIPSK “43282 km” project. This position of temporary supports divides 
the span into three parts of almost equal length. 

 

 
Figure 1. Plan of the upper and lower chords, and facade of the main beam 

 
In each of the spans of the newly formed scheme (after the installation of temporary supports), the geome-

try of the cross sections of the beams ensures the fulfillment of the conditions for the strength and stability of 
the bending-torsional form of solid-walled beams. Thus, favorable conditions are created for the relative freedom 
of maneuver of load-lifting mechanisms and vehicles necessary for the disassembling of sidewalk blocks, rail-

 
1 GOST 32960–2014. Automobile roads of general use. Traffic load models, application of the load models. Moscow: TSNIIS 

Publ.; 2014. 
2 SP 35.13330.2011. Bridges and culverts. Moscow: TSNIIS Publ.; 2011. 
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ings, dismantling and removal of bridge deck clothes, dismantling of concrete of monolithic “windows”, trans-
verse and longitudinal seams of blocks of the passage slab and, accordingly, dismantling of existing road slab 
blocks. In connection with the peculiarity of the formation of the supporting structure of steel-reinforced con-
crete span structures, it is necessary to prevent the loss of stability of the bending-torsional form by solid-walled 
beams and to minimize the risks of this situation [8]. 

Stages of force regulation 

Further, the operations of regulation of efforts are given on the example of the real construction object 
“Bridge across the Kabarga River” (Figure 2). These operations have been developed by the Department of 
Highways of the PNU and were subsequently implemented at the construction site. The order of work with the 
characteristics of technological operations and work of span structures, that satisfy the conditions of strength and 
stability of the flexural-torsional form and create the basis for regulating efforts in order to form a reserve of 
bearing capacity necessary to create a greater load capacity and a developed dimension of the carriageway and 
sidewalks, is presented. This, in turn, also makes the issue of developing a low-cost, efficient and safe technolo-
gy for changing the passage slab on spans of steel-reinforced concrete bridges relevant [8]. 

 

a b
 

Figure 2. Side view of the span structure of the bridge across the Kabarga river: 
a – before overhaul; b – after overhaul, 2020 

 
For a substantive solution of the problem on the designated issue with reference to the stiffness character-

istics of a particular span, the development of TsNIIPSK “43282 km” project was carried out (Figure 1). Within 
the framework of solving the problem, the assessment of the deformed state of the span structure from the loads 
accompanying the formation of the supporting structure of the span structure and reflecting, in the general case, 
the multi-stage nature of its operation was carried out. These loads determine the composition of the calculated 
section of the beam: its own steel section works on the action of loads from its own weight and the weight of 
a reinforced concrete slab; and the combined steel-reinforced concrete section works on the action of the weight 
of clothing and elements of the bridge deck. 

Thus, taking into account the scope of work carried out in the sequence accompanying the formation of 
the bearing structure of the steel-reinforced concrete span structure, the deflection of the beam with a span of 
l = 42.12 m was assessed under the action of: the weight of metal structures, the weight of the reinforced con-
crete slab [9]. The composition of the loads, indications of the nature of the work of the section of the span beam 
are given in Table 1. 

In the technological part of the production of a complex of works aimed at dismantling the existing road-
way slab and installing a new one, three main stages can be distinguished. 

First stage. As part of the first stage, it is planned to jack out the span structure with a reference from 
the existing position to compensate for the action of the second part of the constant loads, which include: the weight 
of clothing, bridge deck elements; weight of barrier and railings. After the installation of temporary supports lo-
cated in the extreme thirds of the span (at the location of the assembly joints), the span is jacked up on temporary 
supports by a value of 3.11 cm, counting from the existing high-rise position of the span. The section in the mid-
dle of the span will move in this case by 3.44 cm (Table 1). 



Белуцкий И.Ю., Кудрявцев С.А., Лазарев И.В. Строительная механика инженерных конструкций и сооружений. 2022. Т. 18. № 5. С. 407–416 
 

 

РАСЧЕТ И ПРОЕКТИРОВАНИЕ СТРОИТЕЛЬНЫХ КОНСТРУКЦИЙ  411 

Table 1 
Name of work, scheme of the span’s operation (the 1st stage) 

Step Description of works Span’s loading scheme, support reactions, displacements, cm

1 Jacking up the beams of the existing 
steel-reinforced concrete span structure 
to compensate for the load 𝑞  from 
clothing and elements of the bridge deck 

2 Dismantling of barrier fences, railings, 
disassembling of the bridge deck over 
the transverse and longitudinal seams 
of the slab blocks 

The sum of support reactions and loads upon 
finishing the works of the 1st and 2nd steps of 
the first stage 

 
Notes:  
– weight of steel structures 𝑞  0,694 tf/m (normative), 𝑞  0,763 tf/m (calculated); 
– weight of reinforced concrete 𝑞 2,171 tf/m (normative), 𝑞 2,388 tf/m (calculated); 
– weight of the bridge deck 𝑞 1,636 tf/m (normative), 𝑞 2,188 tf/m (calculated); 
– in the second step of the first stage ∆𝑞 , a decrease in the constant load is indicated as ∆𝑞 0,348 tf/m (normative), 

∆𝑞 0,411 tf/m (calculated). 
 
The vertical displacements (deflections) of the beam in the sections of setting temporary supports were 

found from loads indicated in the Table. 1. These displacements amounted to 3.11 cm. Thus, if efforts are ap-
plied on temporary supports, which are directed upwards, and the span structure on temporary supports is raised 
by a value of ∆ = 3.11 cm, then the beams of the span structure are released from the action of loads, from which 
a deflection of 3.11 cm was found. So, the probability that solid-walled beams will lose of stability of the bend-
ing-torsional form will be minimized. The value of the support reaction on temporary supports was found from 
the solution of the inverse problem with the known bending stiffness of the beams and the given displacement 
value ∆ = 3.11 cm. 

Solutions for determining vertical displacements from the given loads and for the inverse problem which 
is determining forces (support reactions) for given displacements are made using the Mohr – Maxwell formula, 
taking into account the variable bending stiffness of beams along the length of the span (formulas 1, 2). 
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For a section in the middle of the span: 

𝑓 , 2∑ 𝑑𝑥. (1)

In a section with a temporary support: 

𝑓 .
𝑀 𝑀
𝐸 𝐼

𝑑𝑥
𝑀 𝑀
𝐸 𝐼

𝑑𝑥
𝑀 𝑀
𝐸 𝐼

𝑑𝑥. (2)

A diagram reflecting the main steps of calculations which are necessary to determine the displacements of 
the span are shown in Figure 3. 

 

 
 

Figure 3. Scheme for determining bending moments from a distributed load and concentrated unit forces for implementation (1, 2) 
 
The superstructure at this (first) stage step works with the reduced moment of inertia, while the concrete 

part is endowed with the value of the initial modulus of elasticity  𝐸 , considering the assumption that during 
a relatively short time of jacking out, the unloading of concrete will most likely be accompanied by predomi-
nantly instantaneous deformations without development deformations of elastic consequences. Thus, the values 
of bending stiffnesses of steel-reinforced concrete sections, which have been taken for calculation without 
the effect of manifestation of concrete creep, predetermine a more unfavorable loading of temporary supports. 

The following works are performed at the first stage as can be seen from Table 1: 
– dismantling and removal of barrier and railing fences; 
– disassembly and removal of the pavement clothing over the transverse and longitudinal seams between 

the blocks of the prefabricated slab of the roadway. 
The total dismantling of the bridge deck clothing over the entire area of the road slab has not any funda-

mental importance if the regeneration of old asphalt concrete is not provided for and reduction the weight of 
the dismantled block of the road slab is not required because of the carrying capacity of cranes and vehicles in-
volved in the process of dismantling and removal of the slabs. 
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After the removing the pavement clothing over the slab monolithic seams, the reaction to temporary sup-
ports can be ≈38.4 tf. 

It is possible to carry out the work on disassembling the clothes of the bridge deck and dismantling the en-
closing structures without jacking up the span structure. But application of jacking forces at this stage contributes 
to adaptation of the structure to the action of forces that are opposite in sign to the operational ones, this will 
eliminate the impulsive nature of the change in the composition of the cross sections in the future. 

For efficient dismantling and removal of the slab from the spans, the second stage provides for the dis-
mantling of the transverse and longitudinal seams of the slab blocks and the performance of technological opera-
tions that would exclude further dynamic impact on the span. The distribution of support reactions between the 
main supports and temporary supports is solved by considering a three-span beam under the action of unloading 
loads (Table 2). 

The second stage included the following works: 
– jacking out of the superstructure on temporary supports by 4.00 cm, counting from the height position of 

the superstructure at the first stage (Table 2); 
– the jacking value of 4.00 cm is derived from the determination of the deflection from the action of 

the load from the weight of concrete of the transverse joints of the blocks of the existing roadway slab; 
– dismantling of concrete from the transverse seams of roadway slab blocks. 
 

Table 2 
Name of work, scheme of the span’s operation (the second stage) 

Step Description of works Span’s loading scheme, support reactions, displacements, cm

1 Jacking out of the beams with 
a reference from the height posi-
tion of the 1st step. 
The work of the beam is deter-
mined by the partial participation 
of the slab and is considered 
by the reduced moment of inertia 
for the section 𝐼 , 𝑘 𝐼 , 
with 𝑘 1,2 

2 Disassembling of the transverse 
seams of the roadway slab blocks. 
Reducing the constant load by the 
value ∆qplate (normative – 0.080 tf/m; 
calculated – 0.088 tf/m) 

The sum of the support reactions and 
loads upon completion of works of the 
1st and 2nd steps of the second stage 

 
The value of the support reaction on the temporary support can be ≈ 33.7 tf immediately after jacking out, 

and it can be ≈ 32.5 tf after disassembly of the transverse seams upon completion of the stage. 
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When determining the deformation and force factors, it was accepted: 
– in the area between the extreme stops of adjacent blocks, separated by a transverse seam, the plate is not 

involved in the work; 
– the concrete of the slab in the area between the extreme “windows” in each of the blocks is partially 

included in the work; at the same time, it is understood that the decrease in the effect of joint work is due to 
the greater possibility of mutual displacements of the slab and the upper chord of the beam, which experiences 
deformations opposite in sign to the deformations corresponding to the arrangement of the passage slab; 

– in the aggregate, the partial participation of the slab in joint work with the beam is taken into account 
by the reduced moment of its cross section Jis,red = kredJis where kred = 1,2; 

– due to the transformation of the span structure’s rigidity characteristics and redistribution of the forces of 
the 1st step, the support reactions at this stage, in accordance with the principle of independence of the action of 
forces, are determined from the total displacement of the 1st, 2nd steps and from loads corresponding to the end 
of the 1st step considering the dismantling of the concrete of the transverse seams at the end of this stage. 

Third stage. In the calculation part of the third stage, when determining the support reactions, the follow-
ing were accepted: 

– loads corresponding to the completion of the 2nd step (Table 2); 
– assumptions of the 1st stage regarding the value of bending stiffness and taking into account the total 

displacements of the 1st, 2nd, 3rd steps, which are equal to the following: 
 on a temporary support 𝑓 . . 3,11 4,00 4,27 11,38 cm;  
 in the middle of the span 𝑓 3,44 4,43 4,71 12,58 cm. 
In the technological part, the third stage includes the following: 
– jacking out (final move) of the span structure on temporary supports by 4.28 cm, counting from the 

height position of the span structures at the previous stage; at the same time, the reaction on temporary supports 
is approximately 53.85 tf, due to the fact that the reinforced concrete slab is completely switched off from joint 
work with the metal beams, and the support reactions are redistributed with their decrease on temporary supports 
(Table 3); 

– dismantling of reinforced concrete slab blocks during crane operation according to the “retreating crane” 
scheme after dismantling the longitudinal seams of 2–3 rows of slab blocks and disassembling concrete of mono-
lithic windows on them; direct removal of the block should exclude jerks and dynamic impact on the span and 
curvature of the upper chords of the main beam and auxiliary run. 

The given values of jacking out (Table 3) unload the superstructure from work on the impact of the second 
part of the constant loads and the weight of the slab in the process of its dismantling, and they create precondi-
tions for maintaining the strength and stability conditions of the metal structures. 

The total displacement of the jacking out at the final stage is taken equal to the sum of the deflections from 
the second part of the constant load and the weight of the slab. Thus, after the completion of the dismantling 
works, the reaction of the temporary supports will become equal to zero, but at the same time, the contact of 
the support devices of the temporary supports with the span structure must be ensured so that such a mode of 
operation of the temporary supports endows them with the functions of tracking systems that monitor the height 
position of the beams of the span structures. This state can be taken as a control of the provision incorporated 
in the calculations that the own weight of the metal structures of the span structures (after the dismantling of 
the reinforced concrete slab) when working with a full span is perceived by the cross section of the steel beams. 

The accepted order to produce the works includes the phased jacking out of the span with the correspond-
ing work on the dismantling of the existing (old) slab of the roadway and the clothing of the bridge deck. This 
procedure determines the following composition of cross sections and loads when determining the forces in the 
process and after the installation of a new orthotropic slab of the roadway, in during which the beams of super-
structures perceive these loads: 

– own weight when working with a calculated span L = 42.12 m; 
– the weight of the orthotropic slab when the beam is operating in a continuous pattern (14.93 + 12.26 + 14.93 m), 

temporary supports and support reactions, arising from their side and directed upwardly, are necessary to unload 
the main beams of the span structures and provide the stability condition of a bending and twisted shape. 
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Table 3 
Name of work, scheme of the span’s operation (the third stage) 

Step Description of works Span’s loading scheme, support reactions, displacements, cm 

1 Jacking out by 4.3 cm, which 
is the final move of the beams 
on temporary supports, count-
ing from the height position 
of the 2nd stage 

When the reinforced concrete slab of 
the passage is completely excluded from 
the joint work with steel beams while 
maintaining the height position, cm, 
the distribution of the support reac-
tions is characterized by the follow-
ing scheme 

 
In turn, the following loads act on the beams of spans after they were combined with an orthotropic plate: 
– support reactions of temporary supports after their unloading; 
– the weight of the pavement, the elements of the bridge deck and temporary load; 
– the weight of the orthotropic road slab. 

Conclusion 
Taking into account the fact that steel-reinforced concrete bridges are built across large water barriers and, 

due to their large length, they are very expensive, then reconstruction with usage of the existing supports can 
reduce the cost of construction by an average of 60%, the modernization of existing steel-reinforced concrete 
superstructures is undoubtedly relevant. Based on the presented structural and technological measures, it is pos-
sible to carry out and effectively implement work on the reconstruction of existing steel-reinforced concrete 
bridges that do not fully meet modern requirements for carrying capacity and traffic capacity. 
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 Аннотация. Цель – установление зависимости между напряженным состоянием 
каркаса ребристо-кольцевого купола и степенью оснащения его связями. Мери-
диональные ребра и кольца купольного каркаса приняты металлическими. Ку-
польный каркас состоит из 24 ребер и насчитывает 7 колец. Исследование выпол-
нено для ребристо-кольцевого купола сферической формы пролетом 39,3 м и 
высотой 11,0 м на компьютерных моделях. Разработана исходная компьютерная 
модель каркаса ребристо-кольцевого купола без связей из стальных двутавров. 
На основе исходной модели созданы модели каркаса со связями между меридио-
нальными ребрами в четырех, восьми циклически симметричных секторах и во 
всех секторах. И для исходной модели, и для всех моделей каркаса купола со свя-
зями выполнены компьютерные расчеты на действие нагрузки от собственного 
веса несущих и ограждающих конструкций и двух вариантов снеговой нагрузки. 
В процессе расчетов определены деформации, внутренние усилия и напряжения в 
меридиональных ребрах, верхнем и промежуточных кольцах разных моделей, 
которые сравнивались между собой. Получены графики изменения деформаций 
каркаса, графики и диаграммы изменения внутренних усилий и напряжений в 
меридиональных ребрах, в верхнем и промежуточных кольцах купола в зависи-
мости от степени оснащения купола связями. Дана оценка влияния связей на 
напряженное состояние каркаса ребристо-кольцевого купола. Отмечены особен-
ности влияния разных схем связей на напряженное состояние купольного каркаса. 

Ключевые слова: ребристо-кольцевой купол, металлический каркас, меридио-
нальное ребро, верхнее кольцо, промежуточные кольца, связи, компьютерная 
модель, статический расчет, внутренние усилия, напряжения в элементах 
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the stress state of the ribbed-ring dome framework and the degree of its bracing. 
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  was performed for a ribbed-ring dome of spherical shape with a span of 39.3 m 
and a height of 11.0 m on computer models. The initial computer model of
the framework of a ribbed-ring dome made of steel I-beams without bracing has 
been developed. On the basis of the initial model, additional models were deve-
loped for the frameworks with bracing between meridional edges in four,
eight cyclically symmetric sectors and in all sectors. Both for the initial model 
and for all models of the dome framework with bracing, computer calculations 
were performed for the effect of the load from the own weight of the load-
bearing and enclosing structures, and two variants of the snow load. During
the calculations, deformations, internal forces and stresses in the meridional ribs, 
upper and intermediate rings of different models were determined, which were 
compared with each other. Graphs of changes in deformations of the frame, graphs 
and diagrams of changes in internal forces and stresses in the meridional ribs, in the 
upper and intermediate rings of the dome, depending on the degree of bracing in 
the framework, are obtained. An assessment of the influence of bracing on the stress 
state of the rib-ring dome frame is performed. The peculiarities of the influence 
of different coupling schemes on the stressed state of the dome frame are noted. 

Keywords: ribbed-ring dome, metal framework, meridional rib, upper ring, intermediate 
rings, bracing, computer model, static analysis, internal forces, stresses in the elements 
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Введение 
Купола применяются в качестве покрытий зданий и сооружений, как из-за выразительности своей геомет-

рической формы, так и вследствие надежности своих конструктивных систем. Благодаря пространственной жест-
кости и экономичности расхода металла они занимают ведущее место среди пространственных покрытий [1–3]. 

Геометрические схемы каркасов металлических куполов многообразны, зависят от перекрываемых 
пролетов и назначения сооружения [4; 5]. Даже в ребристо-кольцевых куполах возможны различные геомет-
рические схемы каркасов, например, обусловленные числом секторов или ярусов в каркасе. Другим значи-
мым признаком такого различия в ребристо-кольцевых куполах является наличие связей и их количество. 

Связи устраиваются для повышения пространственной жесткости несущих каркасов ребристо-
кольцевых куполов. Их обычно устанавливают в четырех секторах купола циклически симметрично от-
носительно друг друга между соседними меридиональными ребрами в каждой четырехугольной ячейке 
по всей высоте купола. Добавление связей в каркас купола усложняет его расчетную схему, направлено 
на предотвращение изгибно-крутильных явлений и приводит к изменению работы меридиональных ре-
бер и верхнего кольца. Следовательно, отсутствие или наличие связей в купольном каркасе отражается 
на напряженно-деформированном состоянии его основных конструктивных элементов. 

Наибольшее влияние на напряженно-деформированное состояние каркасов пространственных сооружений 
оказывает несимметричная нагрузка. К такой нагрузке относится второй вариант снеговой нагрузки на купольное 
покрытие1. Именно она определяет необходимые сечения основных несущих элементов купольных каркасов. 

Методы 
С целью выяснения зависимости напряженного состояния каркаса ребристо-кольцевого купола от степени 

оснащения его связями выполнялись компьютерные исследования на разных моделях. При этом создавались ком-
пьютерные модели, соответствующие разной степени оснащения связями. Исследования выполнялись на компь-
ютерных моделях купольных каркасов в программе SCAD как пространственных стержневых систем [6; 7]. Кри-
териями исследований служили деформации f узлов купольного каркаса и напряжения σ в элементах меридио-
нальных ребер, верхнего и промежуточных колец, которые определялись по внутренним усилиям N, Mx, My. 

Аналогичные исследования стержневых систем купольного типа в различных компьютерных программах 
выполнялся многими учеными. Например, анализировалось напряженное состояние купольных каркасов при 
изменении параметров его элементов [8], при разных отношениях высоты купола к диаметру для разных проле-
тов [9], при разных размерах ячеек каркаса ребристо-кольцевого купола и включении в работу ограждения в 
них [10], при разных отношениях высоты купола к диаметру и разных сечениях элементов [11]. Ранее автором 
выполнялись исследования НДС ребристо-кольцевых куполов при различных способах монтажа [12] и при раз-

 
1 СП 20.13330.2016. Нагрузки и воздействия. Актуализированная редакция СНиП 2.01.07–85*. М.: Министерство строи-

тельства и жилищно-коммунального хозяйства РФ, 2016. 102 с. 
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ных высотах его каркаса [13]. Представленный здесь материал автором получен в полном соответствии с обще-
принятыми принципами исследований аналогичных состояний пространственных стержневых систем. 

Объектом исследования служил каркас ребристо-кольцевого купола сферической формы с радиусом кри-
визны 23 м, состоящий из 24 ребер и 7 колец. Диаметр нижнего кольца 39,3 м, диаметр верхнего кольца 5,0 м, 
высота купольного каркаса 11 м. Каркас опирается на короткие стойки высотой 0,5 м (рис. 1, а). На основе при-
ближенного расчета все элементы купольного каркаса приняты в виде прокатных двутавров из стали С245: ме-
ридиональные ребра – I 50Ш1, верхнее кольцо – I 50Ш4, остальные кольца – I 20Ш1, стойки – I 50Ш3. Модель 
этого купольного каркаса без связей являлась исходной для исследования. На основе исходной модели созданы 
модели каркаса со связями между меридиональными ребрами в четырех (рис. 1, б) и восьми (рис. 1, в) цикличе-
ски симметричных секторах, а также со связями во всех секторах (рис. 1, г). Связи приняты из трубы 114×5 мм. 

 

 
 

Рис. 1. Схемы каркасов ребристо-кольцевого купола: 
а – без связей; б – связи в четырех секторах; в – связи в восьми секторах; г – связи во всех секторах 

Figure 1. Schemes of the frames of the ribbed-ring dome: 
а – without bracing; б – bracing in four sectors; в – bracing in eight sectors; г – bracing in all sectors 

 

Все узлы сопряжения элементов купольного каркаса в нормальном направлении жесткие. Сопряжения 
меридиональных ребер с верхним и нижним кольцом, а также промежуточных колец с меридиональными 
ребрами в тангенциальном направлении шарнирные. Сопряжения купольного каркаса со стойками и сопря-
жение диагональных связей в ячейках купольного каркаса с узлами шарнирные в обоих направлениях.  

И для исходной модели, и для всех моделей каркаса купола со связями выполнены компьютерные 
расчеты на действие нагрузок, представленных узловыми силами. Таких нагрузок насчитывалось четыре: 
от собственного веса ограждающих и несущих конструкций, двух вариантов снеговой нагрузки – симмет-
ричной (рис. 2, а) и несимметричной (рис. 2, б). Были составлены две комбинации нагрузок: комбинация 1 – 
постоянная вместе со снеговой симметричной нагрузкой; комбинация 2 – постоянная вместе со снеговой 
несимметричной нагрузкой. Именно несимметричная снеговая нагрузка в сочетании с нагрузкой от соб-
ственного веса всех конструкций вызывает наибольшие внутренние усилия N, Mx, My. 

а б 

в г 
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Рис. 2. Схемы снеговой нагрузки на купольный каркас: 
а – симметричная; б – несимметричная 

Figure 2. Schemes of snow load on the dome framework: 
а – symmetrical; б – asymmetrical 

 

 
 

Рис. 3. Деформации купольного каркаса разных схем при комбинации нагрузок 2: 
а – без связей; б – связи в четырех секторах; в – связи в восьми секторах; г – связи во всех секторах 

Figure 3. Deformations of the dome framework of different schemes with a combination of loads 2: 
а – without bracing; б – bracing in four sectors; в – bracing in eight sectors; г – bracing in all sectors 

а б 

а б 

в г 
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Рис. 4. Максимальные деформации каркаса купола разных схем связей и нагрузок: 
а – комбинация 2 вниз; б – комбинация 2 вверх; в – комбинация 1 

Figure 4. Maximum deformations of the dome frame of different bracing schemes and loads: 
а – combination 2 down; б – combination 2 up; в – combination 1 

 
В процессе компьютерных расчетов определялись деформации, внутренние усилия N, Mx, My  

и напряжения σ в ребрах, верхнем и промежуточных кольцах, которые для разных моделей купольного 
каркаса сравнивались между собой. 

Исследование показало резкое уменьшение вертикальной деформации купольного каркаса для ком- 
бинации нагрузок 2 при установке связей, хотя изменения их общего характера не произошло (рис. 3). 
Наиболее ярко это происходит после установки связей в четырех секторах, когда величина максималь-
ной деформации f вниз уменьшились в 3,9 раза, а вверх – в 7,2 раз (рис. 4). Переход к схеме каркаса со 
связями в восьми секторах от схемы в четырех секторах также снижает деформации в 1,65 раза вниз и 
1,54 раза вверх, и стали эквивалентными 1/2650 и 1/5600 пролета соответственно. Переход к схеме ку-
польного каркаса со связями во всех секторах от схемы в восьми секторах снижает эти незначительные 
деформации еще в несколько раз. В то же время для комбинации нагрузок 1, то есть симметричном за-
гружении, установка связей никак не отражается на величине деформации купольного каркаса. 

Результаты 

Постановка связей в купольном каркасе существенно сказывается на характере изгибающих мо-
ментов Mx в меридиональных ребрах и верхнем кольце (рис. 5). В то же время постановка связей не ока-
зывает влияния на вид эпюр продольных сил N в элементах каркаса. Что касается величин внутренних 
усилий N, Mx, My, то зависимости их от постановки связей в разных элементах каркаса проявляется по-
разному. В меридиональных ребрах постановка связей приводит к резкому снижению моментов Mx, не-
значительному изменению моментов My и небольшому увеличению сил N (рис. 6). В верхнем кольце по-
становка связей в четырех секторах приводит к резкому снижению моментов Mx, повышению моментов My  
и не изменяет силы N (рис. 7). В промежуточных кольцах постановка связей приводит к увеличению сил 
N, а также небольшому повышению моментов Mx (рис. 8). 

Изменение внутренних усилий N, Mx, My при постановке связей в ребристо-кольцевом куполе про-
исходит по-разному, без какой-либо корреляции между собой. Поэтому влияние связей анализировалось 
и по нормальным напряжениям в элементах купольного каркаса, вычисленным по формуле  

σ .x y

x y

M MN
A W W

    

Рассмотрены зависимости напряжений ( )σ N M Mx y   в элементах купольного каркаса, а также влияние 
на них только изгибающих моментов Mx, My – ( )σ M Mx y , и отдельно продольных сил N – ( )σ N  (рис. 9–11). 
Необходимо отметить, что максимальные напряжения ( )σ N M Mx y   на графиках не является суммой напря-
жений ( )σ M Mx y  и ( )σ N , поскольку последние определены для разных сечений (стержней) элементов ку-
польного каркаса. 

Количество секторов купола со связями 
The number of sectors of the dome with bracing 
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Рис. 5. Эпюры моментов Mx купольного каркаса разных схем при комбинации нагрузок 2: 
а – без связей; б – связи в четырех секторах; в – связи в восьми секторах; г – связи во всех секторах 

Figure 5. Diagrams of the moments Mx of the dome framework of different schemes with a combination of loads 2: 
а – without bracing; б – bracing in four sectors; в – bracing in eight sectors; г – bracing in all sectors 

 
 

 
 

Рис. 6. Максимальные усилия N, M в меридиональных ребрах купола разных схем связей 
Figure 6. Maximum forces N, M  in the meridional ribs of the dome for different bracing schemes 
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Рис. 7. Максимальные усилия N, M в верхнем кольце купола разных схем связей 
Figure 7. Maximum forces N, M in the upper ring of the dome for different bracing schemes 

 
 

 
 

Рис. 8. Максимальные усилия N, M в промежуточных кольцах купола разных схем связей 
Figure 8. Maximum forces N, M  in the intermediate rings of the dome for different bracing schemes 

 
 

 
 

Рис. 9. Максимальные напряжения σ в меридиональных ребрах купола разных схем связей: 
а – ( )σ N M M

x y
  ; б – ( )σ M M

x y
 ; в – ( )σ N  

Figure 9. Maximum stresses σ in the meridional ribs of the dome for different bracing schemes: 
а – ( )σ N M M

x y
  ; б – ( )σ M M

x y
 ; в – ( )σ N  
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Рис. 10. Максимальные напряжения σ в верхнем кольце купола разных схем связей: 
а – ( )σ N M M

x y
  ; б – ( )σ M M

x y
 ; в – ( )σ N  

Figure 10. Maximum stresses σ in the upper ring of the dome for different bracing schemes: 
а – ( )σ N M M

x y
  ; б – ( )σ M M

x y
 ; в – ( )σ N  

 

 
 

Рис. 11. Максимальные напряжения σ в промежуточных кольцах купола разных схем связей: 
а – ( )σ N M M

x y
  ; б – ( )σ M M

x y
 ; в – ( )σ N  

Figure 11. Maximum stresses σ in the intermediate rings of the dome for different bracing schemes: 
а – ( )σ N M M

x y
  ; б – ( )σ M M

x y
 ; в – ( )σ N  

 
Графики на рис. 9 показывает, что ведущую роль в максимальных нормальных напряжениях мери-

диональных ребер каркаса без связей играют моменты Mx, My. После постановки связей в четырех секто-
рах и далее роль моментов в напряжениях меридиональных ребер резко снижается и становится сравни-
мой с ролью продольных сил N. Графики на рис. 10 показывают, что изгибающие моменты Mx, My опре-
деляют величины максимальных нормальных напряжениях верхнего кольца как каркаса без связей, так и 
после постановки связей. В каркасе без связей ведущую роль играют моменты Mx, а после постановки 
связей – My. Графики на рис. 11 показывают, что влияние моментов Mx, My и продольных сил N на вели-
чины максимальных нормальных напряжениях промежуточных колец как каркаса без связей, так и со 
связями сопоставимо. 

На рис. 12 представлены сравнительные диаграммы максимальных величин нормальных напряже-
ний в меридиональных ребрах, верхнем кольце и промежуточных кольцах купольного каркаса. Эти диа-
граммы свидетельствуют о значительном влиянии связей в ребристо-кольцевом куполе на напряженное 
состояние всех групп элементов его каркаса.  

Самое значимое влияние связи оказывают на меридиональные ребра, максимальные напряжения в 
которых уже при установке связей в четырех секторах снижаются до уровня 40 % от первоначальных 
значений, а при установке связей в восьми и во всех секторах – до уровней 27 и 19 % от первоначальных 
значений соответственно. В верхнем кольце установка связей в четырех секторах не изменяет макси-
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мальных напряжений из-за роста моментов My, а установка связей в восьми и во всех секторах снижает 
напряжения до уровней 60 и 18 % от первоначальных значений соответственно. Максимальные напря-
жения в отдельных промежуточных кольцах с установкой связей в четырех и восьми секторах повыша-
ются до уровней 208 и 159 % от первоначальных значений соответственно. 

 

 
 

Рис. 12. Максимальные напряжения σ в элементах каркаса купола разных схем связей: 
а – меридиональные ребра; б – верхнее кольцо; в – промежуточные кольца 

Figure 12. Maximum stresses σ in the elements of the dome frame for different bracing schemes: 
а – meridional ribs; б – upper ring; в – intermediate rings 

 
 

 
 

Рис. 13. Вес G каждой группы элементов купольного каркаса без связей 
Figure 13. Weight G for each group of elements of the dome framework without bracing 

 
 

 
 

Рис. 14. Вес G металлических конструкций каркаса купола разных схем связей 
Figure 14. Weight G of metal structures of the dome framework for different bracing schemes 
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Снижение максимальных напряжений в меридиональных ребрах и верхнем кольце каркаса после 
установки связей позволяет уменьшить их сечение и, тем самым, снизить металлоемкость купола. По-
вышение же максимальных напряжений в промежуточных кольцах после установки связей может приве-
сти дополнительным затратам металла. На рис. 13 показаны веса каждой группы конструктивных эле-
ментов как частей купольного каркаса без связей. Меридиональные ребра (Мер. ребра) составляют 76 % 
общего веса каркаса, промежуточные кольца (Пром. кол.) – 20 %, верхнее кольцо (Верх. кол.) – 4 %. По-
этому влияние связей на напряжения в меридиональных ребрах являются определяющим для принятия 
решения о схеме связей в каркасе ребристо-кольцевого купола.  

Установка связей сопровождается добавлением элементов в каркас ребристо-кольцевого купола и, 
следовательно, к увеличению его металлоемкости. Для принятых здесь сечений связевых стержней, 
устанавливаемых в четырех секторах, общий вес каркаса увеличивается на 4 %, а после установки связей 
во всех секторах – на 24 % (рис. 14).  

Сопоставление диаграмм рис. 12 с диаграммами рис. 13 и 14 позволяет сделать обоснованное предпо-
ложение, что несмотря на очевидную эффективность схемы связей в четырех секторах ребристо-кольцевого 
купола, все же предпочтительнее для более рационального использования сечений элементов и для обеспече-
ния жесткости пространственной конструктивной системы является схема связей в восьми секторах из-за 
снижения напряжений в верхнем кольце и меньшими напряжениями в промежуточных кольцах.  

Заключение 
На основании изложенного материала можно сделать следующие выводы: 
– установка связей в ребристо-кольцевом куполе существенно изменяет напряженное состояние 

конструктивных элементов каркаса и повышает пространственную жесткость сооружения в целом, что 
благоприятно сказывается на его надежности;  

– установка связей только в четырех секторах ребристо-кольцевого купола является вполне оправ-
данным и весьма эффективным способом повышения жесткости каркаса и снижения расхода металла из-
за резкого уменьшения напряжений в меридиональных ребрах как основных элементах каркаса;  

– установка связей в восьми секторах ребристо-кольцевого купола предпочтительнее варианта с 
четырьмя секторами как схемы купольного каркаса с более рациональным расходом металла на его кон-
структивные элементы; 

– установка связей во всех секторах ребристо-кольцевого купола приводит к максимальному сниже-
нию напряжений во всех элементах каркаса, но для экономичного расхода металла рекомендуется приме-
нение гибких крестовых связей, стержневые элементы которых будут работать только на растяжение.  
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 Аннотация. Представлены результаты анализа данных натурных наблюдений 
за состоянием фундаментной плиты водоприемника ГАЭС (в том числе за 
напряжениями в арматуре в зонах пересечения с вертикальными межблоч-
ными швами и шириной раскрытия этих швов). Цель исследования заклю-
чалась в контроле состояния железобетонной конструкции фундаментной 
плиты водоприемника гидроаккумулирующей электростанции, а также в раз-
работке мероприятий по усилению низового участка фундаментной плиты 
в зонах вертикальных межблочных швов. В целях контроля напряженно-
деформированного состояния фундаментной плиты водо-приемника ГАЭС 
установлена струнная контрольно-измерительная аппаратура: на арматурных 
стержнях – арматурные динамометры ПСАС, на вертикальных межблоч-
ных швах – датчики перемещений ПЛПС. Данные натурных наблюдений за 
напряженным состоянием арматуры фундаментной плиты водоприемника 
ГАЭС показали, что в арматурных стержнях (направленных вдоль потока), 
пересекающих низовые вертикальные межблочные швы, возникли высокие 
значения растягивающих напряжений, превышающие расчетное сопротив-
ление арматуры класса А500С (435 МПа). Также зафиксирована ширина 
раскрытия вертикального межблочного шва, достигающая 1,28 мм. Возникла 
необходимость усиления низового участка фундаментной плиты водопри-
емника ГАЭС. Для этого были установлены наклонные арматурные стерж-
ни (анкеры), пересекающие низовые вертикальные межблочные швы. Выпол-
нено наращивание выходных участков контрфорсов перекрытия низового 
участка водоприемника до низового парапета. 

Ключевые слова: водоприемники ГАЭС, фундаментная плита, вертикаль-
ные межблочные швы, напряжения, арматура, ширина раскрытия швов, 
усиление фундаментной плиты 
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 Abstract. The authors present the results of the analysis of field observations of 
the condition of the base slab of the water intake structure of hydroelectric power 
plant (including the stresses in the reinforcement in the areas of intersection with 
the vertical joints and the width of the opening of these joints). The aim of the study 
is to control the condition of the reinforced concrete structure of the foundation 
slab of the water inlet of the hydroelectric power plant, as well as to develop 
measures to strengthen the bottom section of the foundation slab in the areas of 
vertical interblock joints. In order to control the stress and strain of the base plate 
of the water intake of hydroelectric power plant, string control and measuring 
equipment was installed: on reinforcement rods – reinforcement dynamometers 
PSAS, on vertical interblock joints – displacement sensors PLPS. The field obser-
vations of the stress state of the reinforcement of the base slab of the water intake 
structure of hydroelectric power station showed that high values of tensile stress-
es, exceeding the design resistance of A500C class reinforcement (435 MPa), 
occurred in the reinforcement rods (directed along the flow), crossing the lower 
vertical interblock joints. There was also fixed the width of opening of the vertical 
interblock joint, reaching 1.28 mm. There was a necessity to strengthen the lower 
section of the foundation slab of the water intake structure of hydroelectric 
pumped storage power plant. For this purpose, inclined reinforcing bars (anchors) 
crossing the lower vertical interblock joints were installed. The outlet sections of 
the buttresses of the slab of the downstream section of the inlet to the down-
stream parapet were increased. 

Keywords: water intakes, hydroelectric power plant, foundation slab, vertical 
interblock joints, stresses, reinforcement, width of joints opening, foundation slab 
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Введение 
Водоприемники являются важнейшими напорными сооружениями гидроузлов [1–6]. От их состоя-

ния зависит безопасность гидроузлов в целом, которая должна обеспечиваться на соответствующем 
уровне1. Однако имеются случаи отклонений в поведении водоприемников ГАЭС от проектных пред- 
посылок, в том числе описанные зарубежными учеными [7; 8]. 

Так, отмечаются случаи высоких значений растягивающих напряжений в арматуре фундаментной 
плиты, направленной вдоль потока, в зонах пересечения с вертикальными межблочными швами. При 
этом в арматуре, расположенной у нижней грани фундаментной плиты, пересекающей низовой верти-
кальный межблочный шов, напряжения достигли предела текучести; а в арматуре, пересекающей сред-
ний шов на низовой половине фундаментной плиты, расположенной как у верхней так и у нижней гра-
ней, растягивающие напряжения достигли расчетного значения сопротивления арматуры (то есть отме-
чается практически центральное растяжение). 

Также отмечается значительная ширина раскрытия вертикальных межблочных швов (между со-
седними блоками бетонирования фундаментной плиты), превышающая предельные величины, установ-
ленные нормами. 
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В этой связи потребовалось проведение мероприятий по усилению фундаментной плиты водопри-
емника в зонах вертикальных межблочных швов. 

Требуется совершенствование конструкции водоприемников ГАЭС, в том числе фундаментной 
плиты. При этом был учтен зарубежный опыт исследований железобетонных конструкций гидросоору-
жений [9–13]. 

Конструктивные особенности водоприемника гидроаккумулирующей электростанции 
Водоприемник ГАЭС расположен перед склоном в восточной части верхнего аккумулирующего 

бассейна и представляет собой неразрезную железобетонную конструкцию, включающую четыре водо-
проводящие галереи и башню управления затворами. Высота водоприемника составляет 48 м, ширина 
вдоль потока 63,15 м, длина поперек потока 78,7 м. В состав сооружений водоприемника также входят: 

– железобетонный понур в верхнем бьефе; 
– подпорные стены подводящего канала I яруса (секции ЛВ, ПВ); 
– сопрягающие подпорные стены II яруса (секции ЛС, ПС); 
– нижние подпорные стены напорных водоводов (секции ЛН, ПН). 
Основанием водоприемника до глубины 30–35 м служат мореные суглинки с прослоями песков и 

песчано-гравийных грунтов. Под толщей морены залегает пачка (25–30 м) внутримореных песков. 
Вид водоприемника в плане представлен на рис. 1. 
 

 
 

Рис. 1. Вид водоприемника ГАЭС в плане 
Figure 1. View of the water intake of the pumped storage power plant 

 
Конструкция водоприемника в вертикальном разрезе вдоль потока представлена на рис. 2. 
Как отмечено выше, конструкция водоприемника – неразрезная. Армирование конструкций водо-

приемника выполнено арматурой класса А500С. Для уменьшения напряжений, возникающих при сезон-
ном колебании температур, стены здания машинного зала вместе с контрфорсами, выше отметки пола 
машзала (246,75 м) и его перекрытие, надрезаны двумя вилочными швами через 24 м. 
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Фундаментная плита водоприемника по длине вдоль потока имеет три зуба, предназначенные для 
увеличения длины контактной фильтрации и повышения сопротивления сдвигу. Между верховым и цен-
тральным зубьями, а также на длине 12 м от низового зуба под фундаментной плитой устроен дренаж-
ный фильтр толщиной 55 см из четырех слоев (сверху вниз): бетонная подготовка М100, гравий диамет-
ром 20–40 мм, гравий диаметром 5–20 мм, песчано-гравийная смесь. В верховом зубе вдоль шва между 
водоприемником и понуром устроена «мокрая» потерна, основным назначением которой является кон-
тролирование шпонок и пьезометрического уровня в основании водоприемника. В центральном зубе 
фундаментной плиты располагается «сухая» потерна. «Мокрая» и «сухая» потерны соединяются между 
собой продольными галереями, расположенными в зубьях, устроенных по краям фундаментной плиты 
вдоль потока. 

Водонепроницаемый понур длиной 47,1 м и толщиной 1,65 м на основной площади предназначен 
для снижения противодавления на фундаментную плиту водоприемника. Железобетонная часть понура в 
зоне прохождения «мокрой» потерны имеет утолщение. 

 

 
 

Рис. 2. Конструкция водоприемника ГАЭС в вертикальном сечении вдоль потока 
Figure 2. Design of the water intake of pumped storage power plant in a vertical section along the flow 

 
Материалы и методы 

Железобетонная конструкция водоприемника ГАЭС изготовлена из обычного тяжелого бетона 
класса В20 и арматуры класса А500С. Основание водоприемника сложено моренными суглинками с про-
слоями песков и песчано-гравийных грунтов. 

 

 
 

Рис. 3. Схема размещения КИА в фундаментной плите с указанием номеров блоков бетонирования 
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Figure 3. Layout of the instrumentation in the foundation slab, showing the numbers of the concreting blocks 
 
Для контроля напряженно-деформированного состояния фундаментной плиты водоприемника в 

ней была установлена струнная контрольно-измерительная аппаратура. 
На арматурных стержнях фундаментной плиты установлены преобразователи силы арматуры 

струнные ПСАС для измерения напряжений в арматуре. На вертикальных межблочных швах установле-
ны преобразователи линейных перемещений струнные ПЛПС для измерения ширины раскрытия швов. 
Схема размещения контрольно-измерительной аппаратуры представлена на рис. 3. 

Результаты 
Ниже приводятся наиболее существенные результаты натурных наблюдений за состоянием фун-

даментной плиты водоприемника. 
Напряжения в арматуре, расположенной вдоль потока у нижней и у верхней граней фундаментной 

плиты водоприемника, преимущественно растягивающие. 
С начала 2011 г. был зафиксирован неуклонный рост растягивающих напряжений (по прибору 

ПСАС 11б43) в продольной арматуре у нижней грани, пересекающей низовой вертикальный шов между 
блоками Б-I-5 и Б-I-7 (рис. 3). После достижения (к началу 2012 г.) напряжений более 400 МПа, прибор 
ПСАС 11б43 перестал давать показания. Расположенный поблизости дублирующий прибор ПСАС 11б44 
после достижения значений 250 МПа в первом квартале 2011 г. перестал давать показания. 

По показаниям приборов ПСАС 11б41 и ПСАС 11б42, расположенных на арматуре вдоль потока у 
верхней грани, пересекающей тот же вертикальный шов между блоками Б-I-5 и Б-I-7 (рис. 4), растягива-
ющие напряжения в арматуре не превышают 100 МПа. 

Таким образом, вертикальный шов между блоками Б-I-5 и Б-I-7 (рис. 3) находится в условиях вне-
центренного растяжения с большим эксцентриситетом, близкого к изгибу. 

В вертикальном шве между блоками Б-I-4 и Б-I-5 (рис. 3) отмечается картина, представленная гра-
фически на рис. 5. 

Максимальные растягивающие напряжения в арматуре вдоль потока зафиксированы по прибору 
ПСАС 11а31, расположенному на арматуре нижней грани фундаментной плиты, и составляют 276,77 МПа. 
По дублирующему прибору ПСАС 11а32 зафиксированы практически такие же показания. 

 

 
 

Рис. 4. Напряжения в арматуре вдоль потока, пересекающей вертикальный шов между блоками Б-I-5 и Б-I-7 
Figure 4. Stresses in the reinforcement along the stream crossing the vertical joint between blocks B-I-5 and B-I-7 
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Рис. 5. Напряжения в арматуре вдоль потока, пересекающей вертикальный шов между блоками Б-I-4 и Б-I-5 
Figure 5. Stresses in the reinforcement along the stream crossing the vertical joint between blocks B-I-4 and B-I-5 

 

 
 

Рис. 6. Ширина раскрытия вертикального шва между блоками Б-I-4 и Б-I-5 на нижней грани фундаментной плиты 
Figure 6. Width of vertical joint opening between blocks B-I-4 and B-I-5 on the bottom face of the foundation slab 

 

 
 

Рис. 7. Ширина раскрытия вертикального шва между блоками Б-I-4 и Б-I-5 на верхней грани фундаментной плиты 
Figure 7. Width of opening of the vertical joint between blocks B-I-4 and B-I-5 on the top edge of the foundation slab 
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Рис. 8. Схема усиления низового участка фундаментной плиты наклонными стержнями (анкерами): 
1 – наклонные стержни (анкеры) из арматуры Ø 40 мм класса А500С 

 

 
 

Figure 8. Scheme of strengthening the bottom section of the foundation slab with inclined rods (anchors): 
1 – inclined rods (anchors) made of reinforcement Ø 40 mm of class A500C 
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По прибору ПСАС 11а29, расположенному на арматуре верхней грани фундаментной плиты, 
напряжения составляют около 150 МПа. 

Таким образом, вертикальный шов между блоками Б-I-4 и Б-I-5 (см. рис. 3) находится в условиях 
растяжения, близкого к центральному. 

Раскрытие межблочных швов фундаментной плиты соответствует сезонному изменению темпера-
туры, однако стоит отметить повышенную ширину раскрытия строительного шва до 1,28 мм на нижней 
грани фундаментной плиты между блоками Б-I-4 и Б-I-5 (см. рис. 3) по состоянию на II квартал 2021 г., 
согласно показаниям прибора ПЛПС 1704 (см. рис. 6). На верхней грани в этом же шве ширина раскры-
тия по показаниям ПЛПС 1703 не превышает 0,3 мм (см. рис. 7). 

В конце 2012 г. был разработан (а в начале 2013 г. был реализован) проект усиления низового 
участка фундаментной плиты водоприемника в зонах низовых вертикальных швов между блоками А-I-5 
и А-I-7, Б-I-5 и Б-I-7, В-I-5 и В-I-7, Г-I-5 и Г-I-7, посредством дополнительных наклонных арматурных 
стержней диаметром 40 мм класса А500С (рис. 8). Также было выполнено наращивание выходных участ-
ков контрфорсов перекрытия низового участка водоприемника до низового парапета с целью повысить 
изгибную жесткость низового участка водоприемника (рис. 9). 

 

 
 

Рис. 9. Схема усиления низового участка водоприемника путем наращивания выходных участков контрфорсов 
 

 
 

Figure 9. Scheme of strengthening the downstream section of the inlet by extending the outlet sections of the buttresses 
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Рис. 10. Растягивающие напряжения в дополнительных наклонных арматурных стержнях (анкерах) 
в зонах швов между блоками А-I-5 и А-I-7, Б-I-5 и Б-I-7, В-I-5 и В-I-7, Г-I-5 и Г-I-7 

Figure 10. Tensile stresses in additional inclined reinforcing bars (anchors) 
in the areas of joints between blocks A-I-5 and A-I-7, B-I-5 and B-I-7, C-I-5 and C-I-7, G-I-5 and G-I-7 

 
 
В дополнительных наклонных арматурных стержнях (анкерах) длиной 4,6 м, установленных для 

усиления фундаментной плиты в зонах швов между блоками А-I-5 и А-I-7, Б-I-5 и Б-I-7, В-I-5 и В-I-7, 
Г-I-5 и Г-I-7 под углом 25°, растягивающие напряжения достигли 70 МПа в 2014–2015 гг. и в 2019 г. сни-
зились до 20–30 МПа, после чего не представлялось возможным снимать показания (рис. 10). 

В целом напряжения в дополнительных наклонных арматурных стержнях (анкерах) растягиваю-
щие – это значит, что наклонные стержни включились в статическую работу фундаментной плиты. 

Анализ данных натурных наблюдений за состоянием фундаментной плиты водоприемника пока-
зал, что имелись определенные недоработки при проектировании водоприемника, что потребовало про-
ведения мероприятий по усилению низового участка фундаментной плиты. Требуется совершенствова-
ние конструкции водоприемника данного типа, в том числе конструкции фундаментной плиты водопри-
емника. 

Заключение 

Данные натурных наблюдений за состоянием фундаментной плиты водоприемника ГАЭС показа-
ли, что в арматуре, направленной вдоль потока (в зонах пересечения вертикальных швов), возникли рас-
тягивающие напряжения, превышающие расчетное сопротивление арматуры класса А500С (435 МПа). 
Имеется опасение, что нижняя арматура, пересекающая низовой шов фундаментной плиты между бло-
ками Б-I-5 и Б-I-7 (см. рис. 3), находится в состоянии текучести. 

Данные натурных наблюдений за состоянием фундаментной плиты водоприемника показали, что 
имеются случаи ширины раскрытия вертикальных швов, достигающей 1,28 мм. 

По данным натурных наблюдений установлено, что вертикальный шов между блоками Б-I-5 
и Б-I-7 (см. рис. 3) находится в условиях внецентренного растяжения с большим эксцентриситетом, 
близкого к изгибу; а вертикальный шов между блоками Б-I-4 и Б-I-5 (см. рис. 3) находится в условиях 
растяжения, близкого к центральному растяжению. 

Состояние фундаментной плиты водоприемника потребовало проведения мероприятий по усиле-
нию низового участка фундаментной плиты водоприемника ГАЭС. 

Конструкция водоприемника ГАЭС (в части фундаментной плиты) нуждается в совершенствовании. 
Рекомендуется выполнить дополнительное усиление низовой половины фундаментной плиты во-

доприемника в зонах вертикальных межблочных швов, направленных поперек потока, предварительно 
напряженной композитной арматурой (например, базальтокомпозитной арматурой). 
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 Abstract. The problem of corrosive destruction of concrete and reinforced con-
crete structures of industrial buildings affected by aggressive environments does 
not lose its relevance, because, despite the abundance of modern methods of 
protection, there are still no radical methods of corrosion control. Corrosive
destruction of building materials leads to a strength and load-bearing capacity 
reduction, loss of aesthetic properties of concrete and reinforced concrete struc-
tures and, consequently, to a decrease in the residual life of buildings and struc-
tures. The biological factor often acts as an intensifier of corrosive destruction. 
In this regard, it is reasonable to search for the possibility of predicting the dura-
bility of concrete and reinforced concrete structures in aggressive liquid mediums, 
taking into account the biofactor effect from the standpoint of mass transfer theory. 
The authors present a model of mass transfer in a concrete structure exposed to 
aggressive environment and biofouling. The proposed physical and mathematical 
model considers the properties of concrete and aggressive environment, as well 
as the kinetics of continuous processes of growth, reproduction and death of 
microorganisms. The results of numerical experiments on the proposed mathe-
matical model are provided. The application of the received solutions will allow 
timely monitoring of biocorrosive destruction of concrete and reinforced con-
crete structures and selecting effective methods of protection. 

Keywords: concrete, reinforced concrete, corrosion, biodegradation, residual 
life, mass transference 
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 Аннотация. Проблема коррозионного разрушения бетонных и железобе-
тонных конструкций производственных зданий, испытывающих влияние 
агрессивных сред, не теряет своей актуальности, поскольку, несмотря на 
обилие современных способов защиты, до сих пор радикальных методов 
борьбы не существует. Коррозионная деструкция строительных материа-
лов приводит к снижению прочности и несущей способности, потере эсте-
тических свойств бетонных и железобетонных конструкций и, следова-
тельно, к снижению остаточного ресурса зданий и сооружений. Интенси-
фикатором коррозионной деструкции нередко выступает биологический 
фактор. В связи с этим рационален поиск возможности прогнозирования 
долговечности бетонных и железобетонных конструкций в агрессивных 
жидких средах с учетом действия биофактора с позиции теории массопере-
носа. Приводится модель массопереноса в бетонной конструкции, подвер-
женной воздействию агрессивной среды и биообрастанию. Предложенная 
физико-математическая модель учитывает свойства бетона и агрессивной 
среды, а также кинетику непрерывных во времени процессов роста, раз-
множения и гибели микроорганизмов. Приводятся результаты численных 
экспериментов по предложенной математической модели. Применение по-
лученных решений позволит осуществлять своевременный мониторинг био-
коррозионных разрушений бетонных и железобетонных конструкций и под-
бирать эффективные методы защиты. 

Ключевые слова: бетон, железобетон, коррозия, биоразрушение, остаточ-
ный ресурс, массоперенос 
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Introduction 
For a long time, they considered that concrete and reinforced concrete structures have an unlimited life, because 

concrete only gains strength over time [1; 2]. However, during operation, building structures are influenced by various 
aggressive environments, which eventually result in their destruction. Thus, corrosive destruction of building materi-
als, including biodegradation, is most often found in of food, chemical and other industries' buildings. Figure 1 shows 
photographic materials from the inspection of corrosively damaged structures of an industrial building. 

Currently, there are no guidelines in the building regulations for the design and calculation of structures taking 
into account corrosive damage. Predicting the life of concrete and reinforced concrete structures, assessing the residu-
al life of their operation is an urgent task, which solution is possible by applying the theory of mass transfer. 

The works of V.P. Selyaev [3; 4], V.T. Erofeev [5; 6], V.I. Rimshin [7], B.V. Gusev [8; 9], N.K. Rosen-
thal [10] and other scientists are devoted to the development of methods for calculating structures exposed to 
corrosive destruction, modeling of biocorrosive damage. 

The most common structural damages during operation in aggressive environments are described in the 
N.K. Rosenthal's works [10]. The article describes in more detail the process of corrosive destruction of concrete 
during biofouling. 
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Figure 1. Corrosion damage to the coating of an industrial building in Moscow 
 
Nowadays, it has been established that biocorrosive destruction of concrete and reinforced concrete struc-

tures in its pure form is rare, most often it develops in aggregate with other types of corrosion [11–13]. Addition-
al impact of the bioaggressive environment results in an even greater increase in the material porosity, intensifi-
cation of diffusion processes in the body of concrete and, as a consequence, stimulation of corrosion destruction 
in general. Building structures operated in an aquatic environment or an environment of high humidity are par-
ticularly often subjected to biocorrosive destruction. 

When examining operated concrete and reinforced concrete structures, it is usual to determine their residual 
life. By mathematical modeling of the corrosion destruction of concrete, taking into account the biofactor, it is pos-
sible to establish the essence of the exchange processes occurring between cement stone and biota, predict this ex-
change and formulate ways to prevent such corrosion damage, thereby saving an impressive amount of money. 

Methods 
The development of a mathematical description of the biocorrosive destruction of concrete was carried out 

from the standpoint of the theory of mass transfer. The “concrete – biofilm – liquid” system, which is typical for the 
case of biofouling of a concrete structure exposed to an aquatic environment during operation, was considered. This 
system consisted of two unlimited plates in contact with each other. Each of the plates was characterized by the size 
and properties of the simulated object. The task was to determine the concentration change of the transferred com-
ponent (Ca(OH)2) over time by the thickness of the concrete structure. A mass transfer model in an unlimited two-
layer plate was compiled in the form of a system of partial differential equations of the parabolic type with bounda-
ry conditions of the second kind at the boundary of concrete with liquid and of the fourth kind at the boundary be-
tween concrete and biofilm [14]. The boundary condition of the second kind characterizes the absence of a flow of 
matter. The boundary condition of the fourth kind is characteristic for the case of equality of concentrations of the 
transferred component (Ca(OH)2) and mass flows at the phase boundary. In order to solve the boundary value prob-
lem for differential equations, the Laplace integral transformation method was used [15]. 

Discussion and results 
As a result of mathematical modeling, a system of equations (1)–(8) was compiled. 
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where C1(x, τ) – a concentration of the transferred component in the body of concrete, kg of CaO/kg of concrete; 
C2(x, τ) – a concentration of the transferred component in the biofilm, kg of CaO/kg of biomass; k1,2 – mass 
conductivity ratios, m2/s; δ1 – a concrete structure thickness, m; δ2 – a biofilm thickness, m; C1,0 – an initial 
concentration of the transferred component, kg of CaO/kg of concrete; C2,0 – a initial concentration of the trans-
ferred component, kg of CaO/kg of biomass; ρcon, ρbiom – concrete and biomass densities, kg/m3; qn(τ) – a density 
of the mass flow leaving the biofilm into the liquid flow, m is a Henry's equilibrium constant, kg of biofilm/kg 
of concrete. 

The previously published works of the authors [13; 16] describe in detail the process of solving this sys-
tem of differential equations. By replacing the functions of real variables with their images, that are connected 
via the Laplace operator, a complex system of differential equations has been reduced to the simplest algebraic 
operations. The solution of the system in general has taken the form: 
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1 𝑁𝐾 𝐾𝑖∗ 𝑥 𝐹𝑜 𝐾 𝐾 𝑁𝐾𝑖∗ φ 𝐾 , 𝑁, 𝐾  

1 𝐾 𝑥
2

2
𝐽

μ ψ/ μ
μ sin μ cos μ 𝐾 𝐾 𝑥  

μ

𝐾
sin μ 𝐾 𝐾 𝑁 cos μ cos μ 𝐾 𝑥 

𝐽

𝐾
sin μ sin μ 𝐾 𝑥  

𝐾𝑖∗ 𝑁 cos μ cos μ 𝐾 𝑥
1

𝐾
sin μ sin μ 𝐾 𝑥 exp μ 𝐾 𝐹𝑜 .  (10)
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δtgμ tg(μ ),m k m kN K K K   (13)

where Z1(x̅, Fom) – a dimensionless concentration of the transferred component over the thickness of the concrete 
structure; Z2(x̅, Fom) – a dimensionless concentration of the transferred component over the thickness of the bio-
film; x̅ = x/δ1 – a dimensionless coordinate; Kk = k2 / k1, Kδ = δ2 / δ1, N – a ratio that considers the characteristics 
of the phases; Fom = (k1τ) / 2

1δ  – the Fourier criterion; μm – the roots of the characteristic equation; 𝐾𝑖∗  –  
the Kirpichev mass-exchange criterion.  

During the vital activity of microorganisms, the biofilm density changes over time as a result of the 
growth, reproduction and death of biota [17; 18]. This fact was considered in the mathematical model by intro-
ducing the ratio 𝑁 ρ 𝑘 / ρ 𝑘 𝑚 . 

The correctness of the proposed mathematical model was verified by conducting numerical experiments, 
those results illustrate the influence of similarity criteria (Fourier, Kirpichev) on the dynamics of concrete bio-
degradation process (Figures 2 and 3). The calculated data obtained had a high similarity with the experimental 
data received by the authors in earlier studies [15; 19]. 

Large gradients of the concentrations of the transferred component as a result of changes in the values of 
the Kirpichev mass-exchange criterion are observed in Figure 2. Figure 3 shows the curves of changes in dimen-
sionless concentrations of the transferred component at different values of the Fourier mass transfer criterion. 

 

 

 
Figure 2. Profiles of dimensionless concentrations 

of the transferred component over the thickness 
of concrete and biofilm at Kk = 1, Kδ = 0.1, N = 1; Fom = 1 

with different values 𝐾𝑖∗ : 
1 = –0.5; 2 = –1; 3 = –1.5; 4 = –2; 5 = –2.5; 6 = –3

 
Figure 3. Profiles of dimensionless concentrations 

of the transferred component over the thickness 
of concrete and biofilm at Kk = 1, Kδ = 0.1, N = 1, 𝐾𝑖∗  = 0.5 

with different values Fom: 
1 = 0.5; 2 = 1; 3 = 1.5; 4 = 2; 5 = 2.5; 6 = 3

 
Conclusion 

The obtained solutions (9)–(13) provide for determining the concentration values of the transferred com-
ponent over the thickness of both the concrete structure and in the biofilm itself, at any time. At the same time, 
the obtained relationships make it possible to predict the numerical value of the transferred component over the 
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thickness of the concrete structure according to the available experimental data. The generality of the mathema- 
tical model allows us to extend it to predict the durability of various types of concrete. Based on this, it becomes 
possible to determine the residual life of building structures during operation in aggressive environments. 
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 Аннотация. Рассмотрены конечно-элементные модели большепролетного 
здания с цилиндро-плитным покрытием как большой пространственной 
механической системы с разными граничными условиями. Первая модель 
представляет конструкцию надземной части здания с жесткой заделкой на 
уровне основания. У второй модели конструкция надземной части опирается 
на подземную часть, включающую свайный фундамент и грунтовое осно-
вание с разными физико-механическими свойствами. Цель исследования – 
сравнительно-численный анализ НДС большепролетного здания с разными 
граничными условиями. В ходе численного исследования выявлено влияние 
конструктивных особенностей подземной части здания, а также физико-
механических свойств грунта на напряженно-деформированное состояние 
большепролетного покрытия и здания в целом. Численный статический 
анализ пространственных конечно-элементных моделей большепролетного 
здания проводился в программном комплексе САЕ класса Femap NX 
Nastran. Результаты статического анализа продемонстрировали существен-
ное структурное влияние подземной части большепролетного здания на 
характеристики его НДС. В следующей статье предполагается провести 
модальный анализ для указанных моделей здания. 

Ключевые слова: метод конечных элементов, расчетная модель, система, 
здание, сооружение, большепролетное здание, пространственное покрытие, 
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 Abstract. The authors consider finite element models of a large-span building 
with a cylinder-and-slab roof as a large spatial mechanical system with different 
boundary conditions. The first model represents the superstructure of the buil-
ding with a fixed-end at the soil base level. In the second model, the superstruc-
ture is based on the substructure, which includes a pile foundation and a soil base 
with different physical and mechanical properties. The purpose of the study is
a comparative numerical analysis of the stress-strain state of a large-span buil-
ding with different boundary conditions. The numerical study revealed the influ-
ence of the structural features of the substructure of the building, as well as
the physical and mechanical properties of the soil base on the stress-strain state 
of the long-span roof and the building as a whole. Numerical static analysis of 
spatial finite element models of a large-span building was carried out in the СAE 
class Femap NX Nastran software package. The results of the static analysis 
demonstrated a significant structural influence of the substructure of a large-span 
building on the characteristics of its stress-strain state. In the next article, it is 
proposed to conduct a modal analysis for these building models. 

Keywords: finite element method, system, building, structure, large-span buil-
ding, cylindrical roof, cylindrical-and-slab roof, pile, rammed pile, bored pile, 
cone-shaped pile, conical pile, cone-shaped pile 
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Введение 
Большепролетные здания сложны и разнообразны1 [1–14]. Учитывая значительные размеры в 

плане, их относят к гибким системам. Согласно требованиям действующих нормативных документов2 
расчет здания необходимо выполнять с учетом фундамента и грунтового массива, что приводит к суще-
ственному усложнению расчетной модели. На практике трудоемкость ее построения и анализа становит-
ся весьма значительной, особенно в случае использования пространственных конечно-элементных сеток, 
которые обеспечивают наиболее полную информацию о напряженно-деформированном состоянии 
(НДС) проектируемого здания с учетом совместной работы фундамента и грунтового основания. Поря-
док подобных моделей определяется не только большим числом конечных элементов (КЭ) простран-
ственной модели здания и фундамента, но и в значительной мере исключительно большим числом со-
пряженных КЭ грунтового массива [15].  

Расчет пространственной модели «здание ‒ фундамент ‒ основание» осложняется необходимостью 
учета физико-механических характеристик грунта на разных глубинах заложения в соответствии с геоло-
гическим отчетом на площадке строительства3. Если при этом дополнительно учитываются упругопла-
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стические свойства грунта, то подобный расчет необходимо выполнять итерационным методом, значи-
тельно осложняющим вариантные исследования расчетной модели всего здания [15].  

В отечественных и зарубежных исследованиях рассматриваются модели высотных зданий каркас-
ного типа, основными материалами которых являются железобетон и сталь [16–24]. Следует отметить 
также статьи, посвященные сохранению объектов культурного наследия – исторических строительных 
объектов с разнообразными архитектурными формами, конструктивными решениями и строительными 
материалами [24–36]. В данных статьях авторы приводят результаты мониторинга, а также численные 
расчеты указанных объектов на различные внешние воздействия с учетом влияния фундаментов и грун-
тового основания. Особый интерес проявлен к исследованию железобетонных и каменных минаретов и 
колоколен [24–36]. Подобные комплексные исследования для большепролетных зданий отсутствуют. 

В предлагаемой статье приведены результаты численного (статического) анализа различных расчет-
ных моделей на примере большепролетного здания с цилиндро-плитным (ЦП) покрытием. Результаты чис-
ленного (модального) анализа указанных расчетных моделей будут представлены в следующей статье.  

Цель исследования состояла в обосновании необходимости учета подземной части при определе-
нии НДС надземной части большепролетного здания с ЦП покрытием. Задачами исследований являются:  

– создание пространственных конечно-элементных моделей большепролетного здания с разными 
граничными условиями; 

– исследование влияния граничных условий на напряженно-деформированное состояние надзем-
ной части большепролетного здания;  

– сравнительный анализ НДС моделей с разными физико-механическими свойствами грунтового 
основания. 

Общая характеристика большепролетного здания с цилиндро-плитным (ЦП) покрытием 
Надземная часть здания (рис. 1, а). Центральная часть здания представляет собой прямоугольник 

в плане с размерами 40(B) × 84(L) м, по контуру которого расположены колонны (поз. 1) квадратного 
сечения с шагом 6 м, высота которых в продольном направлении (по длине здания) принята 12 м, а в по-
перечном направлении (по ширине) ‒ 16 м. Пространственным покрытием центральной части служит 
монолитная железобетонная цилиндрическая оболочка нулевой гауссовой кривизны (поз. 2), высотой 
h = 4 м, толщиной δ = 0,15 м и радиусом кривизны R = 52 м. Бортовыми элементами цилиндрической 
оболочки являются две торцевые железобетонные арки и продольные балки прямоугольного сечения с 
размерами b = 0,5 м, h = 0,8 м. По бокам с двух сторон центральной части здания расположены двух-
этажные помещения с плитами плоского покрытия. Высота каждого этажа равна 6 м. Толщины железо-
бетонных плит покрытий и перекрытий (поз. 3) приняты t = 0,2 м. Плиты опираются на колонны (поз. 1), 
установленные с шагом и высотой H = 6 м. В продольном и поперечном направлениях в центре и по тор-
цам здания расположены диафрагмы жесткости в виде монолитных железобетонных стен (поз. 4). 
Их толщина равна 0,5 м, длина 6 и 12 м. В крайних блоках расположены лифтовые шахты с монолитными 
железобетонными стенами толщиной 0,5 м, а также лестничные клетки. Толщина монолитных железобе-
тонных лестничных площадок составляет t = 0,2 м, а толщина лестничных маршей – t = 0,22 м [37; 38]. 

Подземная часть здания (рис. 1, б) представляет собой грунтовый массив (поз. 5), повторяющий 
параметры и форму большепролетного здания. Под каждой колонной (поз. 1) устроены отдельно стоя-
щие монолитные железобетонные свайные фундаменты в форме конуса с боковыми и нижними щебне-
выми образованиями (поз. 6), оригинальность и новизна, которых подтверждена патентной экспертизой4. 
Под железобетонными блоками (поз. 4), состоящими из диафрагм (стен), лифтовых шахт и лестничных 
клеток расположены кусты из указанных свай. В [39‒43] содержится описание технологии изготовления 
свайной конструкции. Там же представлены прочностные и деформационные характеристики свайной 
конструкции с учетом разных физико-механических свойств грунта. Приводится сравнение напряженно-

 
России, ГУП ЦПП, 2005. 72 с.; СП 11-102-97. Инженерно-экологические изыскания для строительства. М.: Госстрой России, 
ГУП ЦПП, 2001. 38 с.; СП 47.13330.2012. Инженерные изыскания для строительства. Основные положения. Актуализированная 
редакция СНиП 11-02-96. М.: Министерство регионального развития Российской Федерации, 2012. 115 с. 

4 Патент РФ № 157 318.2015. Конструкция монолитной железобетонной сваи конической формы / Кужахметова Э.Р., Са-
пожников А.И. 2015. Бюл. № 33. 7 с.; Патент РФ № 154795.2015. Конструкция соединения верхнего строения эстакады с моно-
литной сваей-оболочкой / Сапожников А.И., Кужахметова Э.Р. 2015. Бюл. № 25. 7 с. 
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деформированного состояния указанной сваи с другими видами и формами свай и методы их расчета5. 
В ходе расчетного исследования приняты следующие геометрические параметры сваи: общий верхний 
диаметр свайной конструкции 1,2 м, нижний ее диаметр 0,6 м. Нижнее щебневое расширение выполнено 
в форме шара диаметром D размером около 2 м. Длина ствола сваи L = 10 м. Высота массива грунта при-
нята H = 16 м. 

 

а б 
 

Рис. 1. Конечно-элементные модели большепролетного здания с цилиндро-плитным (ЦП) покрытием: 
а – модель 1 «Здание ‒ жесткая заделка»; б – модель 2 «Здание ‒ свайный фундамент ‒ грунтовое основание»; 

надземная часть: 1 – колонны, 2 – цилиндрическая оболочка нулевой гауссовой кривизны, 3 – продольные и поперечные диафрагмы, 
4 ‒ плиты плоского покрытия и перекрытия; подземная часть: 5 – грунтовое основание, 6 – свайный фундамент (условно не показаны) 

Figure 1. Finite element models of a large-span building with a cylinder-and-slab roof: 
a ‒ model 1 “Superstructure ‒ fixed-end”; b ‒ model 2 “Superstructure ‒ pile foundation ‒ soil base”; 

superstructure: 1 ‒ columns, 2 ‒ cylindrical shell of zero Gaussian curvature, 3 ‒ longitudinal and transverse diaphragms, 
4 ‒ flat slabs and floor slabs; substructure: 5 ‒ soil base; 6 ‒ pile foundation (conditionally not shown) 

Материалы исследования 
Надземная часть. Цилиндро-плитное покрытие и каркас здания выполнены из тяжелого бетона 

класса В25. Расчетные характеристики бетона приняты в соответствии с СП 63.13330.20116. Плотность 
тяжелого бетона ρ = 2500 кг/м3 (п. 6.1.1). Начальный модуль упругости тяжелого бетона В25 при сжатии и рас-
тяжении Eb = 30×103 МПа принят по таблице 6.11, модуль сдвига бетона Gb = 0,4Eb = 0,4×30×103 = 12×103 МПа 
(п. 6.1.15). Коэффициент Пуассона (коэффициент поперечной деформации) бетона допускается прини-
мать ν = 0,2 (п. 6.1.17). Коэффициент линейной температурной деформации тяжелого бетона при измене-
нии температуры от –40º до +50º принимают αbt = 1·10–5 ºС–1 (п. 6.1.18). Нормативное и расчетное сопро-
тивление тяжелого бетона на осевое сжатие класса В25 для предельного состояния второй группы 
Rb,n = Rb,ser = 18,5 МПа (табл. 6.7). Расчетное сопротивление тяжелого бетона на осевое сжатие класса В25 
для предельного состояния первой группы Rb = 14,5 МПа (табл. 6.8).  

Подземная часть. Материалом для монолитной железобетонной сваи конической формы принят 
тяжелый бетон класса В15. Все характеристики бетона приняты по СП 63.13330.2011. Расчетное 
сопротивление бетона для предельных состояний первой группы при классе бетона В15 по прочности на 
сжатие Rb = 8,5 МПа (табл. 6.8); расчетное сопротивление бетона для предельных состояний второй 
группы при классе бетона В15 по прочности на сжатие Rb,ser =11 МПа (табл. 6.7). Модуль упругости бе-
тона принят равным Eb = 24×103 МПа (табл. 6.11). Значение модуля сдвига бетона принято равным 
Gb = 0,4Eb = 0,4×24×103 = 9,6×103 МПа (п. 6.1.15) и коэффициент Пуассона ν = 0,2 (п. 6.1.17). Под ниж-
ним концом сваи расположен щебневый шар диаметром D = 2 м. Щебень группы А по ГОСТ 8267–937 
с модулем упругости Е = 350 МПа (табл. 3.2)8 и коэффициентом Пуассона ν = 0,3.  

 
5 Сапожников А.И., Кужахметова Э.Р. Способы погружения, прочностные и деформационные расчеты свай. Б. и., 2015. 

71 с. URL: https://rucont.ru/efd/314524 (дата обращения: 19.09.2022). 
6 СП 63.13330.2012. Бетонные и железобетонные конструкции. Основные положения. Актуализированная редакция 

СНиП 52-01-2003 с изменением 1. М., 2015. 
7 ГОСТ 8267–93. Щебень и гравий из плотных горных пород для строительных работ. Технические условия. М.: 

Госстрой России, 1993. 
8 Методические рекомендации по повышению качества дорожных оснований из щебня различных пород. М.: СоюзДОРНИИ, 

1980. 
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Для иллюстрации численного анализа выбраны два типа однородных грунта. Их расчетные 
характеристики приняты по СП 22.13330.20119:  

 вариант 1 – грунт однородного основания ‒ песок четвертичного отложения, средней плотности 
(коэффициент пористости е = 0,45) с модулем деформации Е1 = 50 МПа, углом внутреннего трения φ1 = 40°, 
удельным сцеплением с1 = 3 кПа (табл. Б.1) и коэффициентом Пуассона ν = 0,35 (табл. 5.10); 

 вариант 2 – грунт однородного основания ‒ песок четвертичного отложения, пылеватый (коэф- 
фициент пористости е = 0,45) с модулем деформации Е2 = 11 МПа, углом внутреннего трения φ = 26°, 
удельным сцеплением с = 2 кПа (табл. Б.1) и коэффициентом Пуассона ν = 0,35 (табл. 5.10).  

Внешние вертикальные (постоянные и временные, включая снеговые) нагрузки на цилиндро-плитное 
покрытие большепролетного здания приняты из [37; 38] и определены в соответствии с СП 17.13330.2017 
и СП 20.13330.201610.  

Методы исследования 
Численное исследование пространственной модели большепролетного здания (сооружения) с ци-

линдро-плитным покрытием, как большой механической системы выполнено в ПК Femap NX Nastran, 
реализующем метод конечных элементов. На геометрию здания наложены сетки конечных элементов 
рекомендованной длины, формы и конфигурации [44‒47]. 

Надземная часть. Основными конечными элементами для надземной части большепролетного здания 
служили элементы типа Plate, Beam и Bar [44‒47]. При расчете большепролетного здания работу строительных 
материалов (бетона, железобетона) можно задать как в упругой стадии, так и в упруго-пластичной стадии. Диа-
граммы состояния бетона используют при расчете железобетонных элементов по нелинейной деформационной 
модели, изложенной в СП 63.13330.2012 и научно-технических источниках [48]. В качестве рабочих диаграмм 
состояния тяжелого вида бетона используют двухлинейную и трехлинейную диаграммы Прандля.  

Подземная часть. Основными конечными элементами для свайного фундамента и грунтового 
основания приняты Volume Elements типа Solid [44‒47; 49]. По законам теоретической и строительной 
механики модель грунта представляет собой сплошное, твердое, изотропное, линейно-деформированное 
тело, подчиняющееся обобщенному закону Гука11 [49]. В таком случае расчет осадки фундамента 
определяется методом послойного суммирования по СП 22.13330.2011. Однако существуют упруго-
пластичная и пластичная модели грунта, где критерий пластичности Кулона – Мора используется для 
анализа несущей способности грунта. Посколько грунт воспринимает только сжимающие и сдвигающие 
напряжения, то в данных моделях определяющей прочностной характеристикой грунтового основания 
является сдвиг (касательные напряжения). Расчет большепролетного здания с упруго-пластичными и 
пластичными моделями планируется представить в последующих статьях. 

Результаты 
В ходе исследовании анализировались пространственные конечно-элементные модели большепро-

летного здания с разными граничными условиями: модель 1 «Здание ‒ жесткая заделка» и модель 2 
«Здание ‒ свайный фундамент ‒ грунтовое основание». В модели 2 рассмотрено грунтовое основание 
двух вариантов: 1 – с модулем деформации Е1 = 50 МПа (модель 2, а); 2 – с модулем деформации 
Е2 = 11 МПа (модель 2, б). Модель 1 включает 30 348 конечных элементов и 30 469 узлов их соединения 
(общий порядок разрешающей системы уравнений 30 467); модель 2 – 1 421 208 элементов и 1 989 717 уз- 
лов (общий порядок системы уравнений 5 600 292).  

В табл. 1 приведены результаты напряженного состояния большепролетного здания с разными 
граничными условиями. 

Эквивалентные напряжения σэкв, Н/м2, в элементах вычисляются в соответствии с гипотезой энер-
гии формоизменения фон Мизеса (Von Mises stress):  

       2 2 2 2 2 2
экв

1σ σ σ σ σ σ σ 6 τ τ τ ,
2 x y y z z x xy yz xz                                              (1) 

 
9 СП 22.13330.2011. Основания зданий и сооружений. Актуализированная редакция СНиП 2.02.01-83*. 
10 СП 17.13330.2017. Кровли. Актуализированная редакция СНиП II-26-76. М., 2017; СП 20. 13330.2016. Нагрузки и воз-

действия. Актуализированная редакция СНиП 2.01.07-85*. М., 2016. 
11 Цытович Н.А. Механика грунтов (краткий курс). 2-е изд. М.: Высшая школа, 1973. 280 с. 
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где σx, σy, σz – нормальные напряжения в точке на площадках, перпендикулярных к координатным осям 
X, Y, Z; τxy, τyz, τxz – касательные напряжения в точке на площадках, перпендикулярных к координатным 
осям X, Y, Z.  

Для плоского напряженного состояния оболочки, где σz = 0, τyz = 0, τzx = 0 выражение имеет вид 

2 2 2
эквσ σ σ σ σ 3τ .x y x y xy                                                                          (2) 

 
Таблица 1 / Table 1 

Результаты напряженного состояния моделей / The results of the stress state of the models 

Элементы / 
Elements 

Максимальные эквивалентные напряжения σэкв, Н/м2, для моделей / 
Maximum Von Mises stress σ, N/m2, for the models 

Модель 1 / 
Model 1 

Модель 2, а (Е1 = 50 МПа) / 
Model 2, a (E1 = 50 MPa) 

Модель 2, б (Е2 = 11 МПа) / 
Model 2, b (E2 = 11 MPa) 

σэкв 
в верхних 
волокнах 

пластины / 
Plate top 

Von Mises 
stress 

 

σэкв 
в нижних 
волокнах 

пластины / 
Plate bot 

Von Mises 
stress 

 

σэкв 
в объемных 
элементах / 

Solid 
Von Mises 

stress 

– 

 
В табл. 2 приведены результаты расчета деформированного состояния большепролетного здания с 

разными граничными условиями. По результатам статического расчета максимальные (полные) переме-
щения для модели 1 с жесткой заделкой составили Δ1 = 0,0105 м. Для моделей 2 с учетом свайного фун-
дамента и грунтового основания получены следующие максимальные перемещения: для модели 2, а 
с максимальным модулем деформации песка четвертичного отложения Е1 = 50 МПа – Δ2 = 0,0267 м, 
а для модели 2, б с минимальным модулем деформации песка четвертичного отложения Е1 = 11 МПа – 
Δ3 = 0,0319 м. 

На данный результат влияют расчетные усилия, возникающие в вертикальных элементах с учетом 
их закрепления. Для модели 1 «Здание ‒ жесткая заделка» максимальные изгибающие моменты железо-
бетонных колонн в плоскости ХУ составили Мmax = 57 590 Нм и Мmin = –44 669 Нм (рис. 2, а). Макси-
мальные изгибающие моменты в плоскости XZ колонны составили Мmax = 16 762 Нм и Мmin = –16 743 Нм 
(рис. 2, б). Крутящие моменты – Мmax = 806,7 Нм и Мmin = –806 Нм (рис. 2, в). 

На рис. 3 приведены продольные силы стержневых элементов (колонн) Nmax = 5438 Н и Nmin = –309 377 Н. 
Максимальные перерезывающие (поперечные) силы в плоскости XY Qmax = 9154 Н и Qmin = –9407 Н  
и в плоскости XZ Qmax = 2317 Н и Qmin = –2322 Н. 
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Таблица 2 / Table 2 
Результаты деформированного состояния моделей / Results of the strain state of the models 

Полные перемещения Δi, м, моделей / Total translation Δi, m, of the models 

Модель 1 / Model 1 Модель 2, а (Е1 = 50 МПа) / 
Model 2, a (E1 = 50 MPa)

Модель 2, б (Е2 = 11 МПа) / 
Model 2, b (E2 = 11 MPa)

Δ1 = 0,0105 м Δ2 = 0,0267 м Δ3 = 0,0319 м 

 

– 

 
 

 
а б в 

 
Рис. 2. Деформированная модель 1 «Здание ‒ жесткая заделка»: 

а ‒ изгибающий момент стержневого элемента (колонны)12 в плоскости ХУ, Нм;  
б ‒ изгибающий момент стержневого элемента (колонны) в плоскости XZ, Нм; в ‒ крутящий момент в стержневом элементе (колонне), Нм 

Figure 2. Model 1 “Superstructure ‒ fixed-end”: 
а ‒ Bar EndA Plane1 moment/Bar EndB Plane1 moment13, Nm;  б ‒ Bar EndA Plane2 moment/Bar EndB Plane2 moment, Nm; 

в ‒ Bar EndA torque/Bar EndB torque, Nm 
 

Для модели 2, а «Здание ‒ свайный фундамент ‒ грунтовое основание» (Е1 = 50 МПа) максималь-
ные изгибающие моменты в плоскости ХУ колонны составили Мmax = 142 812 Нм и Мmin = –142 280 Нм. 
Максимальные изгибающие моменты в плоскости XZ колонн составили Мmax = 22 081 Нм и Мmin = –22 215 Нм. 
Крутящие моменты: Мmax = 6,067 Нм и Мmin = –5,979 Нм (рис. 4).  

Максимальные значения продольной силы стержневых элементов (колонн) Nmax = 37 969 Н  
и Nmin = –522 205 Н и перерезывающих (поперечных) сил в плоскостях XY– Qmax = 24 106 Н  
и Qmin = –24 251 Н и XZ – Qmax = 4605 Н и Qmin = –3244 Н изображены на рис. 5. 

 
12 Для наглядности усилий в деформированной модели пластинчатые горизонтальные элементы типа Plate в виде цилин-

дрической оболочки нулевой гауссовой кривизны, плит плоского покрытия и перекрытия не показаны. 
13 For clarity of forces in the deformed model, plate horizontal elements of the Plate type in the form of a cylindrical shell of zero 

Gaussian curvature, flat roof slabs and floors are not shown. 
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Рис. 3. Деформированная модель 1 «Здание ‒ жесткая заделка»: 

а ‒ продольная сила в стержневом элементе (колонны), Н; б ‒ перерезывающая (поперечная) сила в плоскости XY 
стержневого элемента (колонны), Н; в ‒ перерезывающая (поперечная) сила в плоскости XZ стержневого элемента (колонны), Н 

Figure 3. Model 1 “Superstructure ‒ fixed-end”: 
а ‒ Bar EndA axial force/Bar EndB axial force, N; б ‒ Bar EndA Pl1 shear force/Bar EndB Pl1 shear force, N; 

в ‒ Bar EndA Pl2 shear force/Bar EndB Pl2 shear force, N 
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Рис. 4. Деформированная модель 2, а «Здание ‒ свайный фундамент ‒ грунтовое основание Е1 = 50 МПа»: 

а ‒ изгибающий момент стержневого элемента (колонны) в плоскости ХУ, Нм;  
б ‒ изгибающий момент стержневого элемента (колонны) в плоскости XZ, Нм; в ‒ крутящий момент в стержневом элементе (колонне), Нм 

Figure 4. Model 2, a “Superstructure ‒ pile foundation ‒ soil base Е1 = 50 MPа”: 
а ‒ Bar EndA Plane1 moment/Bar EndB Plane1 moment, Nm;  

б ‒ Bar EndA Plane2 moment/Bar EndB Plane2 moment, Nm; в ‒ Bar EndA torque/Bar EndB torque, Nm 
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Рис. 5. Деформированная модель 2, а «Здание ‒ свайный фундамент ‒ грунтовое основание Е1 = 50 МПа»: 
а ‒ продольная сила в стержневом элементе (колонны), Н; б ‒ перерезывающая (поперечная) сила в плоскости XY 

стержневого элемента (колонны), Н; в ‒ перерезывающая (поперечная) сила в плоскости XZ стержневого элемента (колонны), Н 
Figure 5. Model 2, a “Superstructure ‒ pile foundation ‒ soil base Е1 = 50 MPа”: 

а ‒ Bar EndA axial force/Bar EndB axial force, N; б ‒ Bar EndA Pl1 shear force/Bar EndB Pl1 shear force, N; 
в ‒ Bar EndA Pl2 shear force/Bar EndB Pl2 shear force, N 

 
Для модели 2, б «Здание ‒ свайный фундамент ‒ грунтовое основание» (Е1 = 11 МПа) максимальные 

изгибающие моменты в плоскости ХУ колонны равны Мmax = 156 413 Нм и Мmin = 155 720 Нм. Макси-
мальные изгибающие моменты в плоскости XZ колонн составили Мmax = 34 696 Нм и Мmin = –34 829 Нм. 
Крутящие моменты: Мmax = 6,366Нм и Мmin = –6,3 Нм (рис. 6).  
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Рис. 6. Деформированная модель 2, б «Здание ‒ свайный фундамент ‒ грунтовое основание Е2 = 11 МПа»: 
а ‒ изгибающий момент стержневого элемента (колонны) в плоскости ХУ, Нм;  

б ‒ изгибающий момент стержневого элемента (колонны) в плоскости XZ, Нм; в ‒ крутящий момент в стержневом элементе (колонне), Нм 
Figure 6. Model 2, b “Superstructure ‒ pile foundation ‒ soil base Е2 = 11 МПа”: 

а ‒ Bar EndA Plane1 moment/Bar EndB Plane1 moment, Nm; б ‒ Bar EndA Plane2 moment/Bar EndB Plane2 moment, Nm; 
в ‒ Bar EndA torque/Bar EndB torque, Nm 
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Рис. 7. Деформированная модель 2, б «Здание ‒ свайный фундамент ‒ грунтовое основание Е2 = 11 МПа»: 
а ‒ продольная сила в стержневом элементе (колонны), Н; б ‒ перерезывающая (поперечная) сила в плоскости XY 

стержневого элемента (колонны), Н; в ‒ перерезывающая (поперечная) сила в плоскости XZ стержневого элемента (колонны), Н 
Figure 7. Model 2, b “Superstructure ‒ pile foundation ‒ soil base Е2 = 11 МПа”: 

а ‒ Bar EndA axial force/Bar EndB axial force, N;  
б ‒ Bar EndA Pl1 shear force/Bar EndB Pl1 shear force, N; в ‒ Bar EndA Pl2 shear force/Bar EndB Pl2 shear force, N 

 
На рис. 7 приведены продольная сила Nmax = 20 231 Н и Nmin = –555 720 Н и перерезывающие (по-

перечные) силы в плоскости XY – Qmax = 25 668 Н и Qmin = –25 869 Н и в плоскости XZ – Qmax = 5794 Н 
и Qmin = –5169 Н стержневых элементов (колонн). 

Обсуждение 
В последние годы при проектировании зданий и сооружений все чаще используются большепро-

летные конструкции различных типов. В качестве примера можно привести здания с большепролетным 
цилиндро-плитным и цилиндро-плитно-вантовым покрытием14 [37; 38]. Разнообразные конструктивные 
решения зданий указанных типов требуют глубокого инженерного анализа. Большое внимание уделяется 
их НДС под действием эксплуатационных статических нагрузок, а также поведению под действием сил, 
меняющихся во времени. Речь, в частности, идет о расчетном проектировании объектов, предназначен-
ных для строительства в сейсмических районах. В проектных расчетах необходимо учесть работу под-
земной части здания, состоящей из фундамента (мелкого или глубокого заложения), взаимодействующе-
го с грунтовыми массивами различной реологии. Особую сложность представляет экспериментальная 
оценка диссипативных (демпфирующих) свойств грунта, имеющего многослойную структуру15 [50–52]. 

 
14 Патенты РФ № 2740506 и № 2705689. 
15 Патент на полезную модель № 184676 U1 Российская Федерация, МПК G01N 19/00. Устройство для определения ко-

эффициента демпфирования сыпучих материалов и жидкостей / Сутырин В.И., Кужахметова Э.Р., Шинкаренко И.А.; заявитель 
Балтийский федеральный университет имени Иммануила Канта. № 2018125340; заявл. 10.07.2018; опубл. 02.11.2018; Патент 
№ 2646540 C1 Российская Федерация, МПК G01M 7/04, G01N 3/32. Экспериментальная установка (стенд) для изучения много-
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Исследования, выполняемые авторами, направлены на решение указанных инженерных задач. Опыт по-
казывает, что эффективным инструментом комплексного инженерного анализа могут служить простран-
ственные конечно-элементные модели зданий в системе с основанием и фундаментом. 

Заключение 
Расчеты показали, что упрощенное представление граничных условий опорных колонн больше-

пролетного здания в виде жесткой заделки на уровне основания может привести к серьезным вычисли-
тельным ошибкам. Конструктивные особенности фундамента, а также физико-механические характери-
стики конструкционных материалов и грунтов оказывают существенное влияние на напряженно-
деформированное состояние (НДС) надземной части большепролетного здания с цилиндро-плитным по-
крытием.   

В частности, расчетом выявляется существенное влияние перераспределения изгибающих момен-
тов в опорной части каркаса (колонн) на общий прогиб и напряженное состояние цилиндрической обо-
лочки покрытия конструкции здания в системе с основанием и свайным фундаментом.  

Существенным фактором является также распределение физико-механическими свойств реологи-
ческих слоев грунта в соответствии с геологическими изысканиями. В ходе численного исследования 
было выявлено, что уменьшение модуля деформаций грунта Еi, МПа, приводит к увеличению характеристик 
НДС надземной части большепролетного здания с цилиндро-плитным покрытием. Таким образом, на проч-
ность здания существенно влияют не только жесткостные свойства фундамента, но и физико-механические 
свойства грунтового основания. Степень указанного влияния указывает на недопустимость априорных 
упрощений граничных условий. 
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 Abstract. Geometers have proposed more than 600 analytical surfaces for im-
plementation. The largest number of these surfaces is used in architecture and 
mechanical engineering. Although digital architecture and free form architecture 
are now increasingly influencing the design of long-span shell structures and 
curved buildings, the research and application of analytical surfaces continues on 
an increasing scale. The purpose of the research is to study the state of affairs in 
the application of analytical surfaces in the construction and engineering indus-
tries and to clarify the classes of surfaces that have found application in the study 
of physical phenomena or in solving purely mathematical problems, but not used 
in other areas of human activity. Another goal is to find analytical surfaces 
promising for application in architecture and mechanical engineering, which are 
still little known to architects and engineers. It has been established that, as be-
fore, designers take new analytical surfaces to implement their creative ideas 
from well-studied classes of surfaces of revolution, transfer and umbrella, mini-
mal, ruled, wavy surfaces. 

Keywords: analytical surfaces, surface classification, thin shells, shell architec-
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 Аннотация. Геометры предложили для внедрения более 600 аналитиче-
ских поверхностей, из них наибольшее число применяется в архитектуре и 
машиностроении. Несмотря на то что сейчас значительное влияние на про-
ектирование большепролетных оболочечных структур и искривленных 
зданий оказывают числовая архитектура и архитектура свободных форм, 
исследования и применение аналитических поверхностей продолжают уве-
личиваться. Цель исследования – изучение положения дел в применении 
аналитических поверхностей в строительной и машиностроительных от-
раслях и выяснение классов поверхностей, нашедших применение в иссле-
довании физических явлений или в решении чисто математических задач, 
но не используемых в других отраслях деятельности человека. Определя-
ются перспективы применения в архитектуре и машиностроении аналити-
ческих поверхностей, пока малоизвестных архитекторам и инженерам. 
Установлено, что дизайнеры по-прежнему берут новые аналитические по-
верхности для реализации своих творческих замыслов из хорошо изучен-
ных классов поверхностей вращения, переноса и зонтичных, минимальных, 
линейчатых, волнообразных поверхностей. 

Ключевые слова: аналитические поверхности, классификация поверхно-
стей, тонкие оболочки, архитектура оболочек, оболочки, машиностроение, 
параметрическая архитектура, перспективы применения 
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Introduction 
Spatial structures covering large areas without intermediate supports have been known to man since an-

cient times [1; 2]. Until the 20th century, shells were used in various technological structures: vertical shafts, 
horizontal and inclined tunnels, pipelines, furnaces, and defensive and religious buildings. In most cases, cylin-
drical structures with vertical and horizontal axes and shells of rotation, in particular domes were used. 

Then, in connection with the development of analytical and experimental methods for studying shells and 
shell structures, the shapes of the structures used became more complicated. They began to meet the ever-
increasing demands of architects and engineers and found application where structures with a frequent grid of 
columns, with numerous walls, or composite low-span buildings were previously used. 

The greatest enthusiasm for thin-walled shells continued until the 1980s [3], then interest in them began to 
decrease [4], but due to the demands of society at the beginning of the 21st century, their wider rational use be-
gan in small-sized housing construction, in industrial and public buildings [5; 6]. This was caused by the advent 
of refined numerical methods for calculating strength, stability, and seismicity, the creation of new building ma-
terials [7], and a large proposal from geometers of new forms of middle analytical surfaces of thin-walled 
shells [8] and rod shell structures [9]. In 1970, R. Buckminster Fuller received a gold-medal for his development 
of the geodesic dome. Eco Camp Patagonia was the world’s first geodesic hotel, it was built in 2001. Nowadays 
geodesic domes are almost everywhere. 
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However, builders have changed their attitude to the building construction materials used. Reinforced 
concrete was rarely used. Only through understanding why concrete shells' loss in popularity over the course of 
modern history can designers be equipped with the skills to create and apply this type of construction. Through 
modifications to design processes, construction stages, material understanding and relevant formwork improve-
ments will architects and designers be able to meet the demands of the 21st century [4]. 

Analytic surfaces are most fully presented and mathematically described in [8]. Here, more than 600 sur-
faces are divided into 38 classes, which in turn consist of subclasses, groups and subgroups. Analytical surfaces 
are well represented in electronic libraries.1 

Many works are devoted to the use of analytical surfaces in architecture [1] and mechanical engineer- 
ing [10–13], apparently, for the first time tried to find out the analytical surfaces most often used by architects 
and to establish cases of a single application in practice of some well-known analytical surfaces to geometers. 

Commonly used analytical surfaces 
The leaders, of course, are cylindrical, conical surfaces, ruled surfaces of negative Gaussian curvature 

(K < 0), as well as surfaces of revolution [14]. 
Ruled surfaces, including torso surfaces (K = 0), cylindroids (K < 0), cylindrical helical strips and cylin-

drical surfaces with aerodynamic profiles, rotative and spiroidal surfaces with straight generatrices are often used 
in mechanical engineering, shipbuilding and aircraft construction. 

Transfer surfaces, especially direct transfer surfaces, are taken as the basis for the formation of median 
surfaces of hundreds of thin shells on rectangular plans. They can be seen in any city in developed countries. 

Umbrella shells and shells of the umbrella type are actively used to block markets, business centers, cir-
cuses, religious buildings and to protect the radar [15]. Radar umbrella shells are operated at many airports 
around the world. 

The next class of surfaces according to the frequency of their use in the national economy can be consi- 
dered the class of cyclic surfaces [16]. They are used in the shaping of civil, industrial, and agricultural struc-
tures. They have found the same wide application in mechanical engineering. 

Seventeen algebraic surfaces of the second order are usually distinguished into a separate class, but almost 
all of these surfaces can be distributed among other classes [8; 17]. All surfaces of the second order, except 
for imaginary ones, can be seen in the outlines of many architectural structures [18] and machine-building pro- 
ducts [19]. Many shells, described with analytical functions, such as quadric surfaces, have certain geometric 
properties that allow for more feasible construction techniques. For example, a shell form based on a hyperbolic 
paraboloid can be built from straight elements, and a spherical dome has constant Gaussian and mean curvatures, 
minimizing the number of the components. 

From the class of helical surfaces, the group of ruled and circular helical surfaces is most often used. 
In mechanical engineering, there are examples of the use of helical surfaces of variable pitch [20]. The surface of 
the screw pillar and the surface of St. Elijah can often be seen in the outlines of the supporting columns of an-
cient buildings. The tubular helical surface is well known and widely used both in architecture and in mechanical 
engineering (coils). 

More and more architects support the idea of using minimal surfaces in architecture [21]. A new architec-
tural direction, Minimal Surface Architecture, has emerged. However, most of the ideas are implemented only in 
projects. 15 minimal surfaces are known that have a parametric form of the assignment. There are descriptions of 
real thin-walled shell structures built in the form of a minimum surface of revolution (catenoid), a minimum 
ruled surface (straight helicoid) and a minimum transfer surface (the first Sherk surface). The Olympic Stadium 
in Munich was built in 1972 using minimal surfaces close to the Schwartz surface. 

Rarely used analytical surfaces 
Very rarely, objects in the form of one-sided surfaces are used. Known for a dozen installations and sculp-

tures in the form of a Mobius strip. There are several wire art objects imitating the Klein surface. Mathematical 
model of the Boy's surface with a size of 2 × 2 m is available at Smith College, McConnell Hall. 

The torso coverings of public buildings, obtained by parabolic bending of a steel sheet, have already been 
used in several cases (Figure 1). Their shape is not an analytical surface, since they are built experimentally on 

 
1 Parametrische Flächen und Körper. Available from: www.3d-meier.de/tut3/seite0.html (accessed: 21.06.2021); Weisstein E.W. 

Wolfram. Available from: http://mathworld.wolfram.com (accessed: 21.06.2021). 
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two edge curves. The possibility of obtaining the equation of a torso surface containing two predetermined 
curves was proved by G. Monge, but only about a dozen torso surfaces containing two predetermined plane 
curves lying in parallel planes are described in the scientific literature [8]. Torso surfaces are used in shipbuild-
ing and in agricultural engineering for shaping plows and augers. 

 

 
Figure 1. Hotel Marques de Riscal, Spain, arch. Frank Gerhy 

(Available from: ru.pinterest.com) 

 
Figure 2. The gently sloping reinforced concrete pavement 

of the Nekrasovsky market in St. Petersburg, 1960 
(Available from: www.g2p.ru) 

 
Velaroidal shells are rarely found on a flat rectangular plan. Their median surfaces are outlined along the 

direct transfer surface with a generating curve, which changes its curvature during movement [22] and becomes 
a straight line on the contour. The efficient materialization of velaroidal (funicular) shells is particularly difficult. 
This hinders their application [23]. There is a well-known velaroidal shell for covering an industrial workshop, 
designed by M. Mihailescu [24], a sloping reinforced concrete velaroidal shell erected over the Nekrasovsky 
market in St. Petersburg in 1960 (Figure 2) and a fragment of the covering of the Cultural Center in Muscat 
(Oman) [25]. The group “Velaroidal surfaces” is often included in the class of transfer surfaces. 

Surfaces with a spherical directrix curve have a line lying on a sphere as a directrix curve. Of the many 
surfaces proposed by geometers, only a cylindrical-spherical strip was found on the playground (Figure 3). 
 

 
 

Figure 3. Object in the form of a strip
with a directrix curve on a sphere 

(photo by M. Gil-Oulbe) 

 
Figure 4. The surface of a ship's hull 
formed by a family of lines parallel 

to the waterline [8]

 
Figure 5. The Pavilion Purr, used as a visitor’s center,

Amsterdam’s historic defense line, 2012 
(Available from: archdally.com)

 
The class of continuous topographic surfaces is defined by the continuous frame of its horizontals (level 

lines) [8]. Surfaces of revolution are also included in this class, but it is generally accepted to single them out 
in a separate class. Algebraic surfaces given in explicit form z = z(x, y), Catalan surfaces (K < 0), surfaces of 
the same slope (K = 0) can also be considered continuous topographic surfaces. Continuous topographic surfaces 
are mainly used in topography, mining, landscape architecture and shipbuilding. In shipbuilding, they are called 
hydrodynamic surfaces [26] or algebraic surfaces for ship hulls (Figure 4). In the construction business, they are 
used very rarely, and they are not intended for use in the construction industry. 
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Spiral surfaces on circular cones are usually used to form spiral chambers [27]. Architects have found 
use for a cylindrical-conical spiral strip (second building of the German Historical Museum in Berlin), a spiral 
conical strip, for example, The Pavilion Purr by Emma Architecten Towers with Wooden Wonder (Figure 5) and 
a tubular spiral surface. 

Spiral surfaces are often confused with spiral surfaces, but spiral surfaces can have any spiral on any sur-
face as a guide curve, and the generating curve can change its shape in the process of movement. An example is 
a spherical spiral strip (Figure 3) and architectural structures in the form of shells. One of the buildings with 
a lined spiral roof is given in the article [13]. 

Surfaces from the “Carved surfaces” class are fully included in the “Surfaces of congruent sections” class. 
Carved surfaces include circular helical surfaces and helical surfaces with arbitrary flat generating curves. 
If we take into account all groups of surfaces with rigid flat generating curves that are included in the class of 
surfaces of congruent sections, then we must assume that these surfaces are popular with architects, especially 
since all geometric problems for them have already been solved. The author of [28] gives an example of a real 
structure with congruent curves. 

Analytical surfaces that have not found application in practice 
Wavy, wavy and corrugated surfaces are very widely represented in architecture, but they are all made in 

the style of digital architecture, i.e. the surfaces were built according to the given reference points and are not 
analytical surfaces (Figure 6). 

Velaroidal surfaces on a circular plan cannot be included in the wrapping surface class. In [29] they are 
called velaroidal surfaces. There are several projects of sports facilities and light surfaces (Figure 7), the geome-
try of these surfaces is well developed, but no real structures of this form have been found. 

Architects and machine builders were not interested in surfaces of constant Gaussian curvature (K = const). 
If we do not take into account the sphere with K = R2 = const, then the remaining surfaces of constant positive 
Gaussian curvature have not found application in various branches of human activity. Only the Sievert sur- 
face (Figure 8) with certain geometric parameters becomes similar to a self-intersecting umbrella-type surface, 
which can attract architects. Among the surfaces of the subclass “Surfaces of constant negative Gaussian curva-
ture” the pseudosphere is the best known. This surface has found application in garden and park architecture. 
Several large-scale mathematical models of a pseudosphere made of steel wire, plywood, and aluminum have 
been made [25; 30]. 

 

 
 

Figure 6. I. Viner-Usmanova Sports Palace in Luzhniki, Moscow 
(photo by L.A. Alborova) 
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Figure 7. Structure in the form of several 
identical velaroidal surfaces on a flat circular 

plan with a singular point in the center 
(the figure by L. Alborova)

 
Figure 8. One of the forms of the Sievert surface [8] 

 
Figure 9. Tooth surface 

of the 4th order [8] 

 
Algebraic surfaces above the second order may have a good architectural future [8]. The shape of some 

existing curvilinear structures in the world can be easily approximated by these surfaces. Surfaces such as the 
parabolic surface of Schroda, Goursat, Euler, the tooth surface (Figure 9), surfaces with two and three double 
straight lines, T. Nordstrand’s surface “Chair”, all of the 4th order; an 8th order surface with a 4th order Lame 
curve, a 4th order Lame curve and an ellipse in 3 principal coordinate sections [8] can easily be used in architec-
ture, or they can be used to solve various technical problems in mechanical engineering. 

Among the surfaces of constant mean curvature, the best known are the sphere (H = R), the cylindrical 
surface of revolution (H = R / 2), and the minimal surfaces (H = 0). These surfaces have found application 
in both architecture and mechanical engineering. Less well-known are nodoid and unduloid surfaces of revolu-
tion, which attract close attention from mathematicians who develop questions of conjugation of two surfaces of 
revolution [31]. 

The study of scientific, popular scientific and reference literature, materials contained on the Internet 
showed that some classes of surfaces have not yet found application in the construction and engineering indus-
tries. These are helical and pseudo-minimal [32] surfaces, most of the surfaces from the classes “Athene-minimal 
surfaces”, “Peterson surfaces”, except for the transfer surfaces of second-order curves, “Bonnet surfaces”, “Blu-
tel surfaces”, except for second-order surfaces, “Surfaces Hoshimoto” [33], “Weingarten surfaces”, except for 
surfaces of revolution. These surfaces are used to study some physical processes, solve purely mathematical 
problems and to determine surfaces isometric to surfaces of revolution. 

Possibilities of using new analytical surfaces in engineering structures 
The analysis carried out in [34] showed that architects and engineers used only about 5% of more than 

600 analytical surfaces proposed by geometer mathematicians. They are used mainly by architects working in 
the styles of “Parametric architecture”, “Geometric high-tech” and “Industrial architecture”. 

In the 21st century, shell structure design has become dominated by free-form, parametric, and organic ar-
chitectures. Some architects support this current [35], others doubt its usefulness [36]. E.V. Ermolenko [36] from 
Moscow Architectural Institute notes: “…postmodernism, deconstructivism, parametric architecture oversaturat-
ed the space of human life, a stylistic crisis arose.” 

Apparently, the architects have already exhausted the set of existing surface classes. Taking into account 
the demand of society for large-span structures and public buildings of an unusual shape, surfaces from well-
studied classes of surfaces of revolution, transfer, umbrella, minimal, ruled and undulating (Figure 6) surfaces 
will be used. Basically, shell structures will be designed taking into account environmental [37], energy-saving 
requirements and transforming structures. 

Passion for shell structures should not grow into an end in itself. I.A. Bondarenko [38] warns “that in this 
case one should not slide into populism. It is necessary to observe a sense of proportion in everything. Unfortu-
nately, today all the successes and failures of architects are based mainly on their personal business and human 
qualities. Individualism and hypertrophied – ‘breakthrough’ – creative creativity are encouraged too much. <…> 
This leads to the fact that something untenable can be presented as a professional achievement, as a senseless 
design originality as an architectural innovation.” 
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Conclusion 
In presented paper, it is demonstrated that a number of classes and groups of analytical surfaces used in 

national economy is increasing in the 21st century. 
The authors show that study and information on new analytical surfaces can give impetus to architects and 

industrial designers for their realization in real shell structures 
Voluminous literature containing 40 titles is presented. New surfaces and examples of their single applica-

tions are given. For example, a fragment of the covering of the Cultural Center in Muscat (Oman), a cylindrical-
spherical strip on child playgrounds in Moscow (Russia), the second building of the German Historical Museum 
in Berlin in the form of the cylindrical-and-conic spiral strip, and so on are mentioned. 

Commonly used classes of analytical surfaces and rarely used analytical surfaces are described. Analytical 
surfaces that have not found application in practice for the present but having great potential in future are pointed 
out too. 

CAD was already available in the 1970s and 1980s but its use only became common practice starting in 
the late 1980s with the availability of personal computers. This process greatly facilitated some of the tasks of 
designing curvilinear structures and attracted young researchers to their design. Materials and information con-
taining in this paper can help to consider a problem on possible wide using of computer modelling of shapes in 
connection with needs of parametrical, digital, generative, evolutionary, and bionic architecture. 
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 Аннотация. Среди тонкостенных конструкций, в том числе строительных 
конструкций и сооружений, эффективными по своим жесткостным и проч-
ностным характеристикам являются оболочки сложной геометрии, которые 
выделяются архитектурной гармоничностью. Для более широкого приме-
нения оболочек сложной геометрии необходимо достоверно оценивать их 
напряженно-деформированное состояние. При этом составной частью рас-
чета является этап параметризации срединной поверхности оболочек слож-
ной геометрии. Различают оболочки сложной геометрии канонической и 
неканонической формы. Для оболочек неканонической формы срединная 
поверхность не может быть задана аналитическими формулами. При этом 
возникают трудности на этапе задания (параметризации) формы срединной 
поверхности. Задача усложняется, когда у фрагмента оболочки сложный 
контур и одна или несколько точек поверхности имеют фиксированные 
координаты. Для строительных конструкций это, например, наличие допол-
нительных внутренних опор. Представлена информация о сплайновом вариан-
те МКЭ. Отмечены некоторые известные способы параметризации. Рас-
смотрен подход параметризации минимальной поверхности сложной формы, 
ограниченной четырьмя криволинейными контурами и заданной (фиксиро-
ванной) координатой одной внутренней точки поверхности. Описан алго-
ритм построения пространственной сети, а также определения координат, 
компонент метрического тензора и символов Кристоффеля, необходимых 
при решении задач параметризации в сплайновом варианте метода конеч-
ных элементов. 

Ключевые слова: сложная геометрия, фиксированная точка поверхности, 
параметризация, алгоритм построения сети, пространственные координаты, 
компоненты метрического тензора, символы Кристоффеля 
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 Abstract. Among thin-walled structures, including building structures and con-
structions, shells of complex geometry are effective in their rigidity and strength 
characteristics, which are also distinguished by architectural harmony. For a wider 
application of shells of complex geometry, it is necessary to reliably assess their 
stress-strain state. In this case, an integral part of the calculation is the parametri-
zation stage of the median surface of shells of complex geometry. There are shells 
of complex geometry of canonical and non-canonical forms. For shells of non-
canonical shape, the median surface cannot be defined by analytical formulas.
At the same time, difficulties arise at the stage of specifying (parameterizing)
the shape of the median surface. The task becomes more complicated when
the shell fragment has a complex contour and one or more surface points have 
fixed coordinates. For building structures, this is, for example, the presence of 
additional internal supports. Information about the spline version of the FEM
is presented. Some well-known parametrization methods are noted. The ap-
proach of parametrization of a minimal surface of a complex shape bounded
by four curved contours and a given (fixed) coordinate of one inner point of
the surface is considered. An algorithm for constructing a spatial network,
as well as determining coordinates, metric tensor components and Christoffel 
symbols necessary for solving parametrization problems in the spline version of 
the finite element method is described. 

Keywords: complex geometry, fixed surface point, parametrization, network 
construction algorithm, spatial coordinates, metric tensor components, Christof-
fel symbols 
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Введение 
Оболочки, сочетающие легкость с высокой прочностью, находят широкое применение. Среди них 

особенно эффективными по своим характеристикам являются оболочки сложной геометрии [1; 2]. Наря-
ду с малым весом они имеют высокие механические характеристики по жесткости и прочности. Варьи-
руя форму поверхности, можно создавать легкие, высокопрочные и архитектурно выразительные кон-
струкции. 

Для более эффективного использования оболочек сложной геометрии необходимо научиться опре-
делять их физико-механические качества, оценивать напряженно-деформированное состояние и устой-
чивость под действием различных нагрузок. Среди трудностей, связанных с более широким распростра-
нением оболочек сложной геометрии, следует отметить сложность технологии их изготовления. В связи 
с бурным развитием 3D-печати здесь открываются большие возможности в решении этой проблемы. 

Для расчета напряженно-деформированного состояния (НДС) оболочек сложной геометрии и 
структуры используют различные методы и модели, в частности модификации метода конечных разно-
стей, методы коллокации, метод граничных элементов, экспериментальные методы, вариационные мето-
ды, теоретико-экспериментальные методы, метод конечных элементов [3–25]. Интенсивно разрабатыва-
ются варианты метода конечных элементов, в частности, сплайновый вариант метода конечных элемен-
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тов, базирующийся на синтезе идеи параметризации поверхности сложной геометрии и метода конечных 
элементов [18–23]. 

Различают оболочки сложной канонической геометрии, когда срединная поверхность описывается 
аналитическими формулами, и оболочки сложной неканонической геометрии, когда срединная поверх-
ность не описывается аналитическими формулами, а задается точечно. При рассмотрении оболочек 
сложной неканонической геометрии, возникают трудности на этапе задания параметров поверхности – 
трудности этапа параметризации. 

Сплайновый вариант метода конечных элементов 

Сплайновый вариант метода конечных элементов для расчета напряженно-деформированного со-
стояния тонкостенных конструкций сложной геометрии представляет собой синтез идеи параметризации 
и метода конечных элементов [18–23]. Область, занимаемая срединной поверхностью оболочки парамет-
ризуется координатами единичного квадрата таким образом, чтобы прямоугольной сетке в области еди-
ничного квадрата соответствовала криволинейная сетка. При этом должны удовлетворяться следующие 
условия: 1) радиус-вектор должен описывать контурные линии рассматриваемой области при движении 
вдоль контурных линий единичного квадрата; 2) пропорциональному шагу на единичном квадрате 
должны соответствовать пропорциональные длины дуг на криволинейной координатной линии, рассмат-
риваемой области. Если рассматриваемая область не задана аналитически, то задача построения сетки 
сводится к решению нелинейной задачи методом последовательных приближений. 

Каждый участок поверхности представляется двумерными кубическими интерполяционными 
сплайнами. Параметры сплайна определяются из условия непрерывности сплайна и его первых двух 
производных во всех внутренних узлах сетки и краевых условий для сплайна. 

Проведя параметризацию рассматриваемой области и выразив все векторные и тензорные величи-
ны в построенном базисе, задача определения напряженно-деформированного состояния сводится к 
классическому виду – вместо заданной сложной области, рассматривается каноническая область в виде 
единичного квадрата. Единичный квадрат разбивается на прямоугольные  области, решение в каждом из 
которых представляется в виде Эрмитового бикубического сплайна двух переменных. Для вывода раз-
решающих уравнений используется вариационный принцип Лагранжа. 

В традиционном МКЭ при рассмотрении оболочек сложной геометрии трудно обеспечить нераз-
рывность конечных элементов. Также возникает проблема обеспечения непрерывности искомых функ-
ций, не говоря уже о первых производных этих функций между элементами. В сплайновом варианте 
применение параметризации и представление решения в каждом из прямоугольников в виде кубического 
сплайна обеспечивают непрерывность функции перемещений и их первых производных во всей рассмат-
риваемой области, что является одним из условий сходимости к точному решению при уменьшении раз-
меров прямоугольников. Таким образом, удалось получить совместные элементы на базе гипотез 
Кирхгоффа – Лява для оболочек сложной формы. На базе разработанного метода были решены ряд важ-
ных прикладных задач. 

Известные способы параметризации 
Известны способы измерения горизонтальных неровностей1 и определения кривизны и уклонов 

профиля поверхности2, которые не позволяют формировать линии и поверхности сложной геометрии и 
определять неровности двумерных объектов. Известен экспериментальный способ параметризации ми-
нимальных поверхностей, основанный на решении двухмерного уравнения Лапласа3, который не позво-
ляет получать непрерывные и гладкие контуры произвольной конфигурации, свободно ориентированные 
в пространстве. Известны также способ параметризации минимальных поверхностей со сложным конту-
ром4 и способ параметризации трехмерных тел сложной геометрии5 [24], в которых не предусмотрена 
возможность задания координаты конкретной внутренней точки поверхности. 

 

 
1 Патент РФ № 2276216. Способ измерений горизонтальных неровностей (рихтовки) и кривизны в плане рельсовых нитей. Приоритет. 2004.  
2 Патент РФ № 2114391. Способы определения кривизны и уклонов профиля поверхности дорожного покрытия в двух различных 

направлениях. Приоритет. 1996. 
3 Патент РФ № 2121166. Устройство для решения двухмерного уравнения Лапласа. 1998. 
4 Патент РФ № 2374697. Экспериментальный способ параметризации минимальных поверхностей со сложным контуром. 2009. 
5 Патент РФ № 2665499. Экспериментальный способ параметризации трехмерных тел сложной геометрии. 2017. 
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Вариант параметризации поверхности сложной неканонической формы 
Рассмотрен вариант параметризации поверхности сложной неканонической формы, ограниченной 

четырьмя криволинейными контурами Г1, Г2, Г3 и Г4 и заданной координатой конкретной внутренней 
точки A поверхности (рис. 1). 

Параметризация минимальной поверхности сложной формы, ограниченной четырьмя криволиней-
ными контурами и заданной координатой внутренней точки поверхности. В начале изготавливаем про-
странственный каркас из криволинейных формообразующих ребер a–b, b–c, c–d и d–a, совпадающих с 
контурами Г1, Г2, Г3 и Г4 (рис. 1). На этих ребрах делаем метки в соответствии с заданным типом разбив-
ки. Изготавливаем двумерную сеть в виде единичного квадрата из эластичных (например, резиновых) 
нитей 1, которые соединены в узлах 2 (рис. 2). На каркас натягиваем пространственную двумерную сеть. 
Каркас фиксируем на координатной плоскости в точках a, b, c, d относительно базисного основания при 
помощи опор. Затем, натягиваем узел сети, соответствующей точке А, до координаты заданной для точки 
А, и фиксируем этот узел установкой дополнительной опоры (рис. 3). При этом координаты узлов дву-
мерной сети соответствуют минимальной поверхности. 

Далее, для всех узлов двумерной сети (рис. 3) замеряем координаты в декартовой системе x, y, z 
при соответствующих параметрах t1 и t2 единичного квадрата, то есть получаем координаты x(t1, t2), 
y(t1, t2), z(t1, t2) и определяем радиус-векторы в узлах сетки по формуле 

1 2 1 2 1 2( , ) ( , ) ( , ) ,r x t t i y t t j z t t k                                                         (1) 

где , ,i j k  – единичные орты в декартовой системе координат. 
 

 
 

Рис. 1. Поверхность сложной геометрии 
Figure 1. Surface of complex geometry 

 

 
Рис. 2. Сеть из эластичных нитей 

Figure 2. A network of elastic threads 

 
Рис. 3. Каркас с сетью на опорах и в точке А 

Figure 3. A frame with a network on supports and at point A
 
Дифференцируя выражение (1) по t1 и t2, определяем координатные векторы r̅1 и r̅2 для каждой точ-

ки сети: 
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, 1 , 1 , 1 , 1 , 1 , 1
2 2 2 2 2 2 2 2

1 1 1 1 1 1
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где i, j – идентификационные номера узловых точек по соответствующим направлениям координатных 
осей. 

Далее, исходя из (2), нетрудно определить для каждой точки сети ковариантные а11, а12, а22: 

2 2 2
1, 1, 1, 1, 1, 1,

11 1 1 1 1 1 1 1 1
1 1 1 1 1 1

;i j i j i j i j i j i j

i i i i i i

x x y y z z
a r r

t t t t t t
     

     

       
               

 

1, 1, 1, 1,
12 1 2 1 1 1 1

1 1 1 1

i j i j i j i j

i i i i

x x x x
a r r

t t t t
   

   

    
         

 

1, 1, , 1 , 1 1, 1, , 1 , 1
1 1 2 2 1 1 2 2

1 1 1 1 1 1 1 1

;i j i j i j i j i j i j i j i j

i i i i i i i i

y y y y z z z z
t t t t t t t t
       

       

         
                

                               (3) 
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фундаментальный определитель а: 

2 2 2 2
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                          (4) 

и контравариантные а11, а12, а22 компоненты первого основного метрического тензора: 
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2 2 2
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t t t t t t
     

     

        
                 

 

Далее, используя (2) и (4), определяем вектор единичной нормали m̅ для каждой точки сети: 
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                          (6) 

Исходя из (3), определяем символы Кристоффеля второго рода Г , Г , Г , Г , Г , Г  для каж-
дой точки сети: 

1 122 11 12 11 11 22
11 12 12 22 121 1 2 2 1

1 1; ;
2 2 2

a a a a a aa a a a a
t t t t t

                       
 

1 12 22 12 22
22 22 2 1 2

1 ;
2 2

a a a aa a
t t t

          
 2 12 11 12 11

11 11 1 2 1
1 ;
2 2

a a a aa a
t t t

          
                  (7) 

2 222 11 11 22 12 22
12 11 12 22 121 2 2 2 1

1 1; .
2 2 2

a a a a a aa a a a a
t t t t t

                       
 

Таким образом, определяем координаты, компоненты метрического тензора и символов Кристоф-
феля для каждой точки сети, необходимые при решении задачи параметризации поверхности сложной 
геометрии в сплайновом варианте метода конечных элементов [18–22].  

Заключение 
Оболочки сложной геометрии выделяются высокими жесткостными и прочностными характери-

стиками и архитектурной гармоничностью. Для более широкого применения оболочек сложной геомет-
рии необходимо достоверно оценивать их напряженно-деформированное состояние. 

Эффективным методом расчета оболочек сложной геометрии является сплайновый вариант метода 
конечных элементов, составной частью которого является этап параметризации срединной поверхности. 

Разработан способ параметризации минимальной поверхности сложной неканонической геомет-
рии, ограниченной четырьмя криволинейными контурами и одной фиксированной координатой внут-
ренней точки поверхности.  

Описан алгоритм построения пространственной сети, а также определения координат, компонент 
метрического тензора и символов Кристоффеля, необходимых при решении задач параметризации в 
сплайновом варианте метода конечных элементов. 

Подход может быть расширен для случаев параметризации поверхности сложной неканонической 
формы, когда фиксируется на поверхности несколько точек. 
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 Аннотация. Приведены результаты научно-исследовательской и опытно-
конструкторской работы на тему податливости винтовых муфтовых соеди-
нений арматуры класса Ав500П. Цель исследования – получение экспери-
ментальных данных для изучения влияния винтового муфтового соединения 
арматуры на податливость (деформативность) соединения и учет характери-
стик соединения при проектировании конструкций. Проведены исследования 
прочности и деформативности образцов муфтовых соединений арматуры диа-
метром 16, 25 и 40 мм с инновационным четырехсторонним (четырехрядным) 
винтовым профилем класса Ав500П по методике международных и россий-
ских норм. Образцы изготавливались с различными моментами затяжек контр-
гаек и анкерно-клеевыми составами внутри соединения. Результаты показали, 
что данные муфтовые соединения инновационной четырехрядной винтовой 
арматуры класса Ав500П удовлетворяют требованиям международных и рос-
сийский норм при приложении к затягиваемым контргайкам определенного 
момента затяжки, зависящий от диаметра стыкуемой арматуры и применении 
анкерно-клеевых составов на крупных и средних диаметрах стыкуемой арма-
туры. Полученные в ходе эксперимента диаграммы винтовых соединений мо-
гут использоваться в практике проектирования при расчете железобетонных 
конструкций по деформационной модели. В совокупности это позволяет вне-
сти винтовые соединения в российскую строительную нормативную базу. 

Ключевые слова: винтовая арматура, железобетон, муфтовые соединения, 
резьбоклеевые соединения, податливость, деформативность 
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 Abstract. The authors present the results of R&D on the topic of coupling slip of 
threadbar of class Av500P. The aim of the work was to obtain experimental 
data to study the effect of the threadbar coupling on the slip (deformability) of 
the joint and taking into account the characteristics of the joint in the design of 
structures. The strength and deformability of coupling samples of threadbar with 
a diameter of 16, 25 and 40 mm with an innovative four-sided (four-row) thread 
profile of class Av500P have been studied in accordance with the methodology 
of international and Russian standards. The samples were made with different 
tightening torques of the lock nuts and anchor-adhesive compositions inside
the coupling. Along with the results of the study, it can be concluded that these 
couplings of innovative four-row threadbar of class Av500P meet the require-
ments of international and Russian standards when applying a certain tightening 
torque to the tightened lock nuts, depending on the diameter of the fittings to be 
joined and the use of anchor-adhesive compositions on large and medium diame-
ters of the threadbar to be joined. The diagrams of thread joints obtained during 
the experiment can be used in design practice when design reinforced concrete 
structures according to the deformation model. Together, this makes it possible 
to introduce thread joints into the Russian construction regulatory code. 

Keywords: threadbar, reinforced concrete, coupling joints, thread-adhesive 
joint, slip, deformability 
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Введение 
В 2021 г. ряд зарубежных производителей арматурного проката планирует увеличение производ-

ства арматуры с винтовым профилем. В частности, японская компания Kyoei Steel увеличила в полтора 
раза производство такой арматуры на своих предприятиях в 2020 г. до 1,2 млн т [1–5]. Арматура с винто-
вым профилем в железобетонных конструкциях имеет ряд преимуществ по сравнению с арматурой с 
другими профилями в вопросах соединения между отдельными стержнями с помощью винтовых муфт. 
Такое соединение более металлоемкое и экономичное по сравнению со сварными и менее трудоемкое, 
не требующее дополнительных работ со специализированным оборудованием, по сравнению с обжим-
ными муфтами [6–12]. Следует отметить, что характеристики арматуры с винтовым профилем более це-
лесообразно применять в технически сложных объектах строительства. В настоящее время ряд отече-
ственных производителей России начало производство с запланированным увеличением объема армату-
ры с винтовым профилем. Основным препятствием для применения арматуры с винтовым профилем в 
строительстве является высокая податливость в соединениях с помощью винтовых муфт [13–18]. В ос-
новном зарубежные производители справились с этой задачей с помощью применения клеевых составов 
непосредственно на площадках строительства, меньшим допускам по геометрии, как арматуры, так и 
муфт и более высоким допускам по податливости [19–26]. Исследование указанного выше вопроса, под-
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готовка возможного решения по податливости соединений с учетом отечественных нормативных требо-
ваний и возможностями производства в настоящее время выполнены не в полной мере. 

Тем самым выявлена необходимость в проведении качественной и количественной оценки вариан-
тов соединения с помощью винтовых муфт на предмет податливости наиболее часто применяемой арма-
туры в строительстве класса прочности 500 Н/мм2 отечественных производителей. 

Таким образом, целью работы является получение экспериментальных данных для исследования 
влияния винтового муфтового соединения арматуры на податливость (деформативность) соединения и 
учет характеристик соединения при проектировании конструкций. 

Методы 
Объектом исследования являются муфтовые соединения арматуры класса прочности 500 Н/мм². 
Для оценки основных физико-механических характеристик и податливости винтовых муфтовых 

соединений изготавливались образцы из стержней арматуры винтового профиля с номинальным диамет-
ром 16, 25 и 40 мм класса Ав500П. Выбранные диаметры соответствуют наименьшему, среднему и мак-
симальному диаметру для данного сортамента арматуры, что позволит выполнить оценку всего арматур-
ного проката в целом, а выбранный класс арматуры соответствует наиболее применяемому при проекти-
ровании железобетонных конструкций. 

На основании вышесказанного и в соответствии с программой испытаний были изготовлены и ис-
пытаны образцы винтовых муфтовых соединений арматуры с вариативными факторами, указанными в 
табл. 1. Всего испытано 24 образца. 

 
Таблица 1  

Характеристики образцов винтовых муфтовых соединений арматуры для испытаний на растяжение 

Ø арматуры, мм Примечания Количество образцов, шт. 
16 Без контргаек 3 
16 С затяжкой контргаек 3 
25 С анкерно-клеевым составом 3 
25 С затяжкой контргаек 6 
40 С анкерно-клеевым составом 3 
40 С затяжкой контргаек 6 

 
 

Table 1 
Characteristics of coupling samples of threadbar for tensile testing 

Bar Ø, mm Notes Number of samples, pcs. 
16 Without lock nuts 3 
16 With tightening of the lock nuts 3 
25 With anchor-adhesive composition 3 
25 With tightening of the lock nuts 6 
40 With anchor-adhesive composition 3 
40 With tightening of the lock nuts 6 

 
Образцы соединений с моментом затяжки контргаек не более 350 Нм затягивались с помощью ди-

намометрического ключа (рис. 1), для остальных соединений применялся гидравлический ключ с насос-
ной станцией (рис. 2). Для соединений арматуры диаметром 25 и 40 мм выбраны по двум различных мо-
мента затяжки контргаек, использующиеся при изготовлении соединений аналогичной арматуры. 

В качестве дополнительных мер, помимо различной степени затяжки контргаек, для компенсации 
податливости на среднем (Ø25 мм) и максимальном (Ø40 мм) диаметре соединяемой арматуры применя-
лись анкерно-клеевые составы. По результатам предварительных результатов испытаний для лаборатор-
ных испытаний был выбран анкерно-клеевой состав на цементной основе. Технология заполнения со-
единительной муфты принималась в соответствии с инструкциями производителей состава. Общий вид 
образцов представлен на рис. 3. 
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Рис. 1. Динамометрический ключ 
Figure 1. Torque wrench 

 

 

а б
Рис. 2. Насосная станция: 

а – с гидравлическим ключом; б – для затяжки соединений с моментом до 5000 Нм 
Figure 2. Pumping station: 

a – with hydraulic wrench; б – for tightening connections with a torque of up to 5000 Nm 
 

 

а б в
 

Рис. 3. Образцы винтовых муфтовых соединений арматуры: 
а – без контргаек; б – с затяжкой контргаек без клеевого состава; в – с клеевым составом на цементной основе 

Figure 3. Samples of threadbar couplings: 
a – without lock nuts; б – with tightening of lock nuts without adhesive composition; в – with a cement-based adhesive composition
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В соответствии с требованиями ГОСТ 34278–20171 к муфтовым соединениям арматуры предъяв-
ляются требования при растяжении в соответствии с табл. 2. 

 
Таблица 2  

Свойства механических соединений арматуры при растяжении 

Разрывное усилие Pв, кН, 
не менее 

Деформативность Δ, мм, 
не более

Равномерное относительное удлинение арматуры δр 
после разрушения соединения, %, не менее

σв Аs 0,1 2 
 
Примечание: Аs – номинальная площадь поперечного сечения соединяемой арматуры по нормативным документам на ее 

производство; σв – нормативное значение временного сопротивления соединяемой арматуры по действующим нормативным 
документам на ее производство. 

 
 

Table 2 
Properties of mechanical joints of reinforcement under tension 

Breaking force Pв, kN, 
not less than 

Deformability Δ, mm, 
no more than 

Uniform elongation of the armature δp  
after the destruction of the joint, %, not less than 

σв Аs 0.1 2 
 
Note: As – the nominal cross-sectional area of the connected reinforcement according to the normative documents for its produc-

tion; σb – the normative value of the temporary resistance of the connected reinforcement according to the current normative documents 
for its production. 

 
 

а б
 

Рис. 4. Испытание образца механического соединения на деформативность при растяжении: 
а – схема расположения приборов при испытании на деформативность; б – общий вид образца в испытательной машине 

Figure 4. Testing of a sample of a mechanical joint for tensile deformability: 
а – the layout of the devices during the deformability test; б –the general view of the sample in the testing machine 

 
1 ГОСТ 34278–2017. Соединения арматуры механические для железобетонных конструкций. М.: Стандартинформ, 2017.  
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Рис. 5. База измерения деформаций 

Figure 5. Deformation measurement base 
 

Для определения свойств, указанных в табл. 2, образцы соединений арматуры испытывались на 
растяжение в соответствии с методикой ГОСТ 342272. 

Перед испытанием арматурные стержни размечались с шагом 10 мм для определения равномерно-
го удлинения арматуры δр после разрушения соединения. 

В соответствии с методикой испытаний по ГОСТ 34227 перед определением разрывного усилия 
необходимо выполнить испытания образца на деформативность. Для этого на установленные в захваты 
испытательной машины образцы устанавливались приборы для измерения деформативности (податливо-
сти) часового типа с ценой деления 0,01 мм. Схематичное расположение измерительных приборов для 
определения деформативности показано на рис. 4, а. Фактическое расположение образцов внутри испы-
тательной машины изображено на рис. 4, б. База измерения деформаций L при испытании образцов со-
единений принималась равной длине муфтового соединения, за которую принимается длина муфты плюс 
длины контргаек, плюс расстояние равное не менее одного диаметра и не более трех диаметров соединя-
емой арматуры, отложенных с каждой стороны соединения (рис. 5). 

 

 
 

Рис. 6. Схематичный график определения деформативности Δ механического соединения 
Figure 6. Schematic graph of determining the deformability of a mechanical joint 

 
При испытаниях муфтовых соединений использовался второй способ определения деформативно-

сти по ГОСТ 34227, который может применяться для стыков с муфтой любой длины. Для этого образец 
соединения нагружался до усилия 𝑃∆ 𝐴 0,6σт, после чего производилась его разгрузка до нулевого 
усилия. Деформативность соединения Δ определялась по показаниям измерительных приборов как оста-
точная деформация соединения на базе измерения L. Схематичный график нагружения и разгрузки пока-
зан на рис. 6.  

 
2 ГОСТ 34227–2017. Соединения арматуры механические для железобетонных конструкций. М.: Стандартинформ, 2019. 
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После определения деформативности приборы снимали и образец доводился до разрушения с фик-
сацией максимальной нагрузки.  

После разрушения образца по ранее нанесенным меткам на арматурных стержнях определяли их 
равномерное удлинение δр. 

Для сравнения результатов испытаний были испытаны образцы целых стержней арматуры по ме-
тодике ГОСТ 120043. Образцы целых стержней взвешивались с точностью до 1,0 г, была измерена их 
длина с точностью до 1,0 мм. По результатам взвешивания и измерения длины целых стержней опреде-
лялась фактическая площадь их поперечного сечения.  

Результаты и обсуждения 
Разрушение всех образцов всегда происходило по основному металлу соединяемых стержней (рис. 7). 
На рис. 8 и 9 представлены зависимости деформативности и прочности образцов от диаметров со-

единяемой арматуры. 
 

 
 

Рис. 7. Разрушенные образцы 
Figure 7.  Destroyed samples 

 

 
 

Рис. 8. Зависимость деформативности соединений от диаметра арматуры и вида соединений 
Figure 8. Dependence of the deformability of joints on the diameter of the reinforcement and the type of joints 

 
3 ГОСТ 12004–81. Сталь арматурная. Методы испытания на растяжение. М.: Стандартинформ, 2009. 
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Рис. 9. Зависимость прочности соединений от диаметра арматуры 
Figure 9. Dependence of the strength of the joints on the diameter of the reinforcement 

 
 
Момент затяжки контргаек и анкерно-клеевые составы внутри муфты не влияют на итоговую 

прочность соединений, так как разрушение всегда происходило по основному металлу стержней на всех 
диаметрах. Предел текучести наступал при тех же значениях, что и у цельных стержней (более 500 МПа) 
также на всех диаметрах.  

Равномерное удлинение для всех образцов ≥ 2 %. 
Деформативность соединений значительно увеличивается по мере увеличения диаметра арматуры 

класса Ав500П. Муфтовые соединения из арматуры 16-го диаметра без контргаек имеют значительную 
податливость, но все образцы с моментом затяжки в 350 Нм имеют податливость ≤ 0,1мм. Все соедине-
ния из арматуры 25-го диаметра прошли требование по деформативности ГОСТ 34278, за исключением 
одного образца с моментом затяжки 2000 Нм. Муфтовые соединения из арматуры диаметром 40 мм, 
наоборот, не прошли требования по деформативности в ≤ 0,1мм, за исключением 1-го образца с приме-
нением цементного анкерного состава Master Emaco. Если рассматривать требования ISO 15835-1-20184 с 
максимально допустимой деформативностью соединений 0,2 мм, то соединения из арматуры 40-го диа-
метра с применением цементного анкера имеют деформативность близкую к предельной. 

Заключение 

На основе проведенных испытаний можно заключить, что для муфтовых образцов винтовой арма-
туры класса Ав500П диаметром 16 мм достаточным условием выполнения требования по податливости 
ГОСТ 34278 является относительно небольшой момент затяжки в 350 Нм. Для диаметра 25 мм опти-
мальными решениями уменьшения податливости являются, как и момент затяжки равный 2500 Нм, так и 
применение анкерно-клеевых составов. А для арматуры класса Ав500П диаметром 40 мм единственным 
способом выполнения требований по податливости является применение анкерно-клеевых составов. 

 
 

 
4 ISO 15835-1:2018. Steels for the reinforcement of concrete. Reinforcement couplers for mechanical splices of bars. Part 1. Re-

quirements. 
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