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Основы теории технологии получения, расчета физико-механических свойств
и показателей химико-биологического сопротивления каркасных строительных
композитов1 
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История статьи 
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 Аннотация. Энергосбережение, эксплуатационная надежность зданий и со-
оружений различного назначения определяется долговечностью применяе-
мых при их возведении строительных материалов и изделий. К настоящему 
времени на основе полиструктурной теории разработаны каркасные строитель-
ные композиты. Каркасная технология изготовления строительных изделий 
заключается в предварительном изготовлении каркасов из крупнопористых 
смесей с последующим заполнением пустот в отвердевшем каркасе матрицей – 
пластифицированным связующим, тонкодисперсной или мелкозернистой ком-
позицией, при этом каркасы и матрица могут быть сформированы на различ-
ных связующих. Данная технология дает возможность получать строительные 
материалы и изделия с сочетанием самых различных и даже несовместимых 
вяжущих с заранее заданным комплексом свойств, то есть открывает путь к 
направленному материаловедению. Представлены результаты теоретических 
исследований и расчета технологических и физико-механических свойств 
каркасных композиционных строительных материалов. Выявлены законо-
мерности структурообразования каркасных композитов на уровне формирования 
каркасов и матриц, а также при их объединении. Установлено, что процесс про-
питки каркаса матрицей подчиняется закономерностям движения свободнодис-
персных или связнодисперсных систем. Получены формулы для расчета струк-
турных напряжений в твердеющих каркасных композитах. С феноменологиче-
ских позиций получены аналитические зависимости для расчета коэффициента 
теплопроводности изделий. Для моделей из упорядоченно расположенных за-
полнителей получены выражения для расчета модуля упругости и показана ки-
нетика процессов разрушения каркасных композитов при их нагружении. Уста-
новлены теоретические зависимости для вычисления коэффициента диффузии в 
каркасных композитах от основных структурообразующих факторов. 

Ключевые слова: строительные композиционные материалы, композиты 
каркасной структуры, каркас, матрица, закономерности структурообразо-
вания, наполнители, заполнители, вязкость матриц, структурные напряжения, 
физико-механические свойства, прочность, теплопроводность, механика 
разрушения, долговечность 
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 Abstract. Energy saving, operational reliability of buildings and structures for 
various purposes is determined by the durability of building materials and pro-
ducts used in their construction. To date, frame building composites have been 
developed on the basis of polystructural theory. The frame technology for the manu-
facture of building products consists in the preliminary manufacture of frames 
from coarse-pored mixtures, followed by filling voids in the hardened frame 
with a matrix-plasticized binder, fine-dispersed or fine-grained composition, while 
the frames and matrix can be formed on various binders. This technology makes 
it possible to obtain building materials and products with a combination of the most 
diverse and even incompatible binders with a predetermined set of properties, 
i.e. opens the way to directional materials science. The paper presents the results 
of theoretical research and calculation of the technological physical and mecha-
nical properties of frame composite building materials. The regularities of
the structure formation of frame composites at the level of the formation of 
frames and matrices, as well as when they are combined, are revealed. It is estab-
lished that the process of impregnating the frame with a matrix obeys the laws of 
motion of freely dispersed or connected dispersed systems. Formulas for calcu-
lating structural stresses in hardening frame composites are derived. Analytical 
dependences for calculating the thermal conductivity coefficient of products are 
obtained from phenomenological positions. Expressions for the calculation of
the modulus of elasticity are obtained for models of ordered aggregates and
the kinetics of the processes of destruction of frame composites under their
loading is shown. Theoretical dependences for calculating the diffusion coeffi-
cient in frame composites on the main structure-forming factors are established. 

Keywords: building composite materials, frame structure composites, frame, 
matrix, patterns of structure formation, filler, filling material, matrix viscosity, 
structural stresses, physical properties, mechanical properties, strength, thermal 
conductivity, fracture mechanics, durability 
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Введение 
Создание новых строительных материалов и изделий, обеспечивающих улучшение их эксплуата-

ционных показателей, повышение эффективности, снижение материалоемкости, стоимости и трудоемко-
сти изготовления, является основной задачей в области строительного материаловедения. 

Радикальным способом повышения долговечности композиционных материалов и изделий являет-
ся применение композитов на полимерном вяжущем. Так, к настоящему времени широкое применение 
в строительной отрасли находят полимербетоны на основе синтетических связующих [1–3], композици-
онные конструкционные материалы [4–10], добавочные полимерные композиты к цементным и другим 
бетонам и композитам [11–14]. 

Перспективным направлением дальнейшего развития строительных композитов представляется по-
лучение и внедрение материалов каркасной структуры. Это показано в работах авторов при исследовании 
каркасных композитов на полимерных связующих, стеклощелочных вяжущих, растворимого стекла [15–18], 
а также композитов с организованной макроструктурой на основе синтетических смол [19; 20]. 

Технология их изготовления включает предварительное создание оптимальных смесей заполните-
лей и склеивание зерен друг с другом с последующим заполнением пустот полученного каркаса матри-
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цей. Это позволяет получать высоконаполненные каркасные композиты, облегчается их изготовление и 
укладка, появляется возможность создавать на их основе материалы с заданными свойствами и изделия 
различного назначения. Установлено повышение физико-технических свойств каркасных композитов по 
сравнению с композитами обычной структуры: прочность при сжатии и растяжении выше в 1,2 раза; 
ударная прочность – в 1,5–3,5 раза. При этом усадочные деформации снижаются в 5–7 раз, температур-
ные деформации – в 2,2 раза, а ползучесть – в 1,2 раза. Показано резкое повышение ударной прочности 
(более чем в 3 раза) каркасных композитов, армированных дисперсной арматурой [20]. 

В связи с развитием вычислительной техники резко возросла роль математического моделирования 
как средства изучения явлений и процессов в жидких, газовых, пластичных средах, твердых телах, в том 
числе в бетонах и других композиционных материалах (КМ). Усилия теоретиков сосредоточены на рас-
четах механических и некоторых физико-химических свойств композитов. 

Теоретические исследования многих поколений ученых и инженеров заложили основы проектиро-
вания конструкций и их элементов с учетом обеспечения их прочностных и деформативных характери-
стик. Принятые методы расчета дают возможность оценить состояние элементов конструкции, при кото-
ром произойдет их разрушение или когда деформации превзойдут их допустимую величину. В этой свя-
зи важным является процесс получения численных значений прочности и характеристик деформирова-
ния разных материалов при различных внешних воздействиях. Возможность теоретического подхода 
к исследованию процесса деформирования твердых тел связана с необходимостью принятия некоторой 
модели этих тел. 

Цель исследования состояла в разработке теоретических предпосылок создания каркасных компо-
зитов с улучшенными показателями структуры и физико-технических свойств. 

Задачи исследований: 
– обосновать методы теоретического изучения композиционных строительных материалов каркас-

ной структуры; 
– изучить процессы структурообразования и структуры каркасных композитов; 
– структурные напряжения в каркасных композитах; 
– поведение каркасных композитов при действии внешних нагрузок; 
– химико-биологическое сопротивление каркасных композитов; 
– получить математическую зависимость для оценки термического сопротивления каркасных композитов. 

Материалы и методы 

Структура каркасного композита представляет собой совокупность соприкасающихся, склеенных 
друг с другом зерен крупного заполнителя или волокон, пустоты между которыми заполнены дисперсной 
средой – матрицей. Физико-технические свойства каркасных композитов предопределяются: структурой 
клея каркаса, заполнителей и матрицы; особенностями взаимодействия на границах «заполнитель – клей 
каркаса» и «каркас – матрица»; характером геометрической упаковки заполнителей в каркасе. 

Базовыми методами для проведения теоретических исследований каркасных композитов служили: 
полиструктурная теория композиционных материалов; законы и явления гидродинамики и гидростатики; 
закономерности движения свободнодисперсных и связнодисперсных систем; метод конечных элементов; 
метод обобщенной проводимости; теория химического сопротивления композитов.  

Теоретические предпосылки создания каркасных композитов 
с улучшенными показателями структуры и физико-технических свойств 

Теория структурообразования каркасных композитов 

В научном материаловедении в последние годы утверждается концепция, согласно которой конеч-
ные свойства материалов определяются их структурой. Проблемы управления деформированием струк-
туры (от нано- до макроуровня) композиционных материалов в настоящее время являются приоритетны-
ми. Структуры, создаваемые на масштабных уровнях от нано до макро, обеспечивают основные свойства 
материалов. С этой целью в механике материалов для представительного объема композита часто ис-
пользуются сферические модели ячейки (эффективные и структурные). 

Установлены закономерности структурообразования каркасных композитов. Основными показате-
лями, определяющими качество структуры каркаса, служат пропускная способность, позволяющая за-
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полнить поровое пространство связующим, и адгезия связующего (матрицы) к вяжущему каркаса. Про-
пускная способность каркаса определяется из соотношения размеров заполнителей каркаса и связующе-
го, а также вязкостью последнего [20]. 

Предложено оптимальное соотношение размеров наполнителей матрицы и заполнителей каркаса 
находить из выражения 

 
2

2
к.с0,14 0,9 δ ,r R R                                                                 (1) 

где r и R  радиусы наполнителя и заполнителя; к.с = Vк/S  толщина пленки связующего на зернах кар-
каса; Vк  объем клея каркасной смеси; S  суммарная поверхность заполнителей.  

Размеры зерен и их удельная поверхность рассчитываются по формулам 

3
ср 6 / (πρ )sd m  или ср 1 2d d d  (частиц одной фракции); 

э э
1

lim
N

i i xi
d x d




  (смеси наполнителей);  уд ч6 / ρ (φ / ),s i i iS x d                            (2) 

где m и s – масса и плотность частиц; d1, d2 – линейные размеры отверстий сит, между которыми задержа-
лись частицы; N – число фракций; dэi – средние диаметры зерен; xi – массовые доли отдельных фракций. 

Реологические свойства ненаполненных пропиточных композиций и композиций с наполнителями 
рассчитываются по уравнениям Ньютона, Бингама – Шведова и Кулона: 

 0τ η ,dQ dx   τ η ηm dQ dx   и  τ σtg(φ) η ,m dQ dx                             (3) 

где (dQ/dx)  градиент скорости сдвига;  – нормальное напряжение;  – угол внутреннего трения.  
Процесс пропитки каркаса полимерными связующими следует законам движения жидкости в ка-

нале круглого сечения. По реологическим параметрам пропиточные матрицы разделяются на бесструк-
турные (вязкие) и структурированные (вязкопластические).  

Уравнение гидравлической проницаемости каркаса вязкими матрицами в результате преобразова-
ния известного соотношения Пуазейля получено в виде  

2 2 2
к

в
π П[( 3 0,5π( δ ) / π]η ,

8 [1 0,274(1 П)]
Р R R

Ql
  


 

                                              (4) 

где ηв  вязкость жидкости; ΔP  капиллярное давление; П  пористость каркаса; Q  расход жидкости; 
l  длина капилляра.  

Структурные и технологические параметры процесса пропитки вязкопластическими матрицами на- 
ходятся из уравнения, полученного при преобразовании соотношения Букингема – Рейнера: 

4

Т Т
с в

2 2 2 2
к к

8τ 2τ1η η 1 ,
33 3 0,5π( δ ) / π 3 0,5π( δ ) / π

l l

Р R R Р R R

  
                     

              (5) 

где ηс  структурная вязкость; τТ  предельное напряжение сдвига. 
К пропиточным композициям, содержащим наполнители, необходимо предъявлять требования 

нерасслаиваемости. Наполнители должны находиться в связующем во взвешенном состоянии. Для вы-
полнения этого требования пропиточная композиция должна при введении наполнителя приобретать 
структуру, обладающую некоторой прочностью. В случае если плотность наполнителя больше плотности 
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вяжущего, частицы первого будут оседать. Вяжущее препятствует движению, и в нем возникают каса-
тельные напряжения: 

τ = m / F,                                                                                     (6) 

где m  масса частицы в связующем; F  площадь поверхности частицы. 
Сила сопротивления связующего движению частиц наполнителя вниз, приходящаяся на единицу 

площади, есть статическое напряжение сдвига Θ. Принимая частицы наполнителя шарообразной формы 
диаметром d, определим массу частицы в связующем: 

 
3

c
π γ γ ,
6 r
dm                                                                               (7) 

где γr, γc  плотности наполнителя и связующего соответственно. 
Площадь поверхности частицы шарообразной формы равна 

2π .F d                                                                                    (8) 

Тогда формула (6) после подстановки выражений (7) и (8) будет иметь вид 

 cτ γ γ .
6 r
d

                                                                             (9) 

В реальных условиях для предупреждения осаждения напряжения на поверхности частицы при ее 
движении должны превосходить статическое напряжение сдвига, что учитывается коэффициентом к. 
Его значение зависит от размера частиц и с ростом их диаметра увеличивается. При диаметре частицы  
до 2 мм к = 2,53. Учитывая это, из выражения (9) получим предельный размер частицы, не оседающей 
в связующем: 

d = 6кΘ / (γr – γc).                                                                         (10) 

При заполнении пустот каркаса термопластами необходимо предотвращать застывание расплава во 
время пропитки. Согласно закону сохранения энергии и результатам экспериментальных исследований 
механизма течения в литниковых каналах расплав не охлаждается при течении со скоростью не ниже 

 0 р ф 00,06 / τ ,v t t                                                                   (11) 

где tр и tф  температуры расплава и поверхности канала соответственно; τ0  напряжение сдвига у стенки 
канала.  

Структурные напряжения в каркасных композитах 

Композитам оптимальной структуры соответствуют бездефектные системы, в которых до мини-
мума сведена величина структурных напряжений. 

Известно, что в процессе отверждения бетонов происходит усадка матрицы. Развитию усадочных 
деформаций препятствует заполнитель. Вследствие этого в матрице возникают напряжения, называемые 
структурными, так как они появляются в процессе формирования структуры бетонов. Величина струк-
турных напряжений зависит от усадки матрицы, степени ее наполнения, жесткости заполнителей, модуля 
упругости матрицы, режима отверждения композита.  

Для анализа зависимости усадочных напряжений от свойств элементов структуры бетона предло-
жена простая расчетная модель, которую можно применить и при качественной оценке усадочных 
напряжений в каркасных композитах (рис. 1). Предполагаем, что каркасные композиты, как и обычные, 
состоят из заполнителей цилиндрической формы и матрицы. Их отличительной особенностью является 
то, что в этих бетонах матрица с заполнителями взаимодействует через клеевую прослойку каркаса. По-
этому для бетонов данного типа рассматриваем задачу о напряженном состоянии цилиндра из жесткого 
сердечника с двухслойным покрытием (рис. 2). 
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а б в 
 

Рис. 1. Структурный элемент композита обычной структуры:  
а – расчетная модель: 1 – заполнитель, 2 – матрица; б – расчетная схема; в – перемещения от усадки 

Figure 1. Structural element of a regular structure composite: 
a – theoretical model: 1 – filler, 2 – matrix; б – structural design; в – shifts from shrinkage 

 

 
 

Рис. 2. Структурный элемент композита каркасной структуры:  
1 – заполнитель; 2 – матрица; 3 – клеевой слой 

Figure 2. Structural element of a framed composite: 
1 – filler; 2 – matrix; 3 – glue layer 

 
Получены аналитические выражения для расчета структурных напряжений в твердеющих каркас-

ных композитах, определяющие особенности формирования структуры композитов и пригодные для 
управления процессами структурообразования и получения каркасных материалов с оптимальным ком-
плексом свойств. По полученным формулам получены графические зависимости (рис. 3). 

 

Ст
ру

кт
ур

ны
е 

на
пр

яж
ен

ия
 / 

 
St

ru
ct

ur
al

 st
re

ss
es

 (σ
௧୫
ୟ୶

 / σ
௧ଵ୫
ୟ୶

) 1,3 
 

1,2 
 

1,1 
 

1,0 
 

0,9 
 

0,8  Ст
ру

кт
ур

ны
е 

на
пр

яж
ен

ия
 / 

St
ru

ct
ur

al
 st

re
ss

es
 ሺ𝑟

௧୫
ୟ୶

/𝑟 ௧
ଵ୫
ୟ୶

)  0,9
 

0,8
 

0,7
0,6

 

0,5
 

0,4
 

0,3

        0        0,02              0,04               0,06             0,08                   0        0,02                0,04               0,06            0,08 
            Соотношение модулей упругости клея каркаса и заполнителя /                                    Соотношение модулей упругости клея каркаса и заполнителя / 
              The ratio of the elastic modulus of the adhesive frame and filler                                       The ratio of the elastic modulus of the adhesive frame and filler

 а б 
 

Рис. 3. Изменение структурных напряжений в матрице каркасного композита от толщины клеевого слоя каркаса (c / a) 
и соотношения модулей упругости клея каркаса E3 и заполнителя E1: 

a – окружных; б – радиальных 
Figure 3. The change in structural stresses in the matrix of the frame composite from the thickness of the adhesive layer of the frame (c / a)  

and the ratio of the elastic modulus of the glue of the frame E3 and the filler E1:  
a – circumferential; б – radial 
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Из графиков видно, что структурные напряжения значительно снижаются упругим клеем каркаса, 
при этом оптимальное соотношение модулей упругости клея каркаса и заполнителей при постоянной 
жесткости матрицы находится в пределах от 0,01 до 0,04. 

Исследование поведения каркасных композитов при действии внешних нагрузок 

Теоретически и экспериментально изучено поведение каркасных композитов при действии внешней 
нагрузки. Поведение композиционных материалов при воздействии внешней нагрузки во многом определяется 
напряженно-деформированным состоянием (НДС) в его структурных элементах. Так как компоненты 
композиционных строительных материалов (КСМ) имеют различные упругопрочностные свойства, нагрузка, 
приложенная к композиту, распределяется по объему неравномерно. В структуре материала при значительной 
неоднородности возникают области с концентрацией напряжений, и в них зарождаются микротрещины. Изучив 
влияние структурообразующих факторов на НДС, можно установить, при каких характеристиках компонентов 
концентрация напряжений в структуре будет минимальной. Используя эти данные при проектировании состава 
композитов, можно полнее использовать работу всех его компонентов и улучшить эксплуатационные свойства. 

С целью выяснения влияния структурных факторов на напряженно-деформированное состояние 
КСМ при действии внешней нагрузки целесообразно использовать методы конечных элементов. В них 
рассматриваются плоские и объемные расчетные модели [21]. Бетоны обычно моделируются плоской 
расчетной моделью с одним включением [22–27]. При проведении расчетов модель разбивается на опре-
деленное число элементов конечных размеров, чаще всего треугольной или четырехугольной формы. 
В пределах этих элементов сначала определяют деформации, а затем по закону Гука и напряжения, кото-
рые представляются в виде коэффициентов концентрации напряжений, выражающих отношение макси-
мальных напряжений к интенсивности внешней сжимающей условной нагрузки, определяемой как от-
ношение суммарной внешней узловой силы к длине модели. 

Расчетная модель, составленная для изучения НДС каркасных композитов, показана на рис. 4. 
Она разбивалась на 172 элемента треугольной формы. Ее загружение производилось сжимающей нагрузкой 
по верхней грани в узлах. Для каркасных композитов важным является выяснение влияния на НДС соотно-
шения жесткостей заполнителя, клея каркаса и матрицы, формы заполнителя и толщины клея на его зернах.  

При оптимизации структурных показателей клея каркаса отношение толщины пленки связующего 
к диаметру заполнителя варьировалось в пределах от 0,05 до 0,1, а соотношение модулей упругости клея 
каркаса и заполнителя изменялось от 0 до 0,75. 
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Ratio of elastic modulus E3 / E1 

 
Рис. 4. Разбивка модели каркасного композита 

на треугольные элементы 
Figure 4. Breakdown of the frame composite model 

into triangular elements 

 
Рис. 5. Распределение максимальных напряжений 

в каркасном композите в зависимости от соотношения 
модулей упругости клея и заполнителя при соотношении 
модулей упругости матрицы и заполнителя E3 / E1 = 0,5: 

1 – в матрице; 2 – в заполнителе; 3 – в клее 
Figure 5. Distribution of maximum stresses in the frame composite

depending on the ratio of the elastic modulus of the adhesive 
and the filler with the ratio of the elastic modulus of the matrix 

and the filler E3 / E1 = 0.5: 
1 – in the matrix; 2 – in the filler; 3 – in the glue
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Для изучения напряженного состояния композита каркасной структуры возьмем семь уровней от-
ношений модулей упругости клея к заполнителю: 0; 0,01; 0,05; 0,1; 0,25, 0,5; 0,75. Нулевому уровню со-
ответствуют напряжения в композите обычной структуры, без клеевой пленки на заполнителе. 

Установлено, что изменение концентрации растягивающих напряжений происходит в больших 
пределах. В матрице, например, коэффициент концентрации растягивающих напряжений изменяется от 
0,01 при Е3 / Е1 = 0,1 до 0,25 при Е3 / Е1 = 0,01. Сжимающие напряжения при этом изменяются незначи-
тельно. В заполнителе растягивающие напряжения уменьшаются с увеличением Е3 / Е1 до величины 0,05. 
При соотношении модулей упругости более 0,05 напряжения в заполнителе возрастают (рис. 5). 

 
Влияние формы заполнителя на внутренние напряжения Influence of the filler shape on internal stresses

    

Форма заполнителя 
Условные напряжения в матрице

Placeholder form 
Conditional stresses in the matrix

Растяжение Сжатие Stretching Compression
Диск 1 1 Disk 1 1

16-угольник 1,16 1,02 16-square 1,16 1,02
8-угольник 1,58 1,26 8-square 1,58 1,26

Ромб 2,17 1,37 Rhomb 2,17 1,37
 
Форма зерен реального заполнителя может отличаться от сферы, поэтому были исследованы моде-

ли с различной формой включений. Отношение их объемов к общему объему модели принималось рав-
ным 0,24. Отклонение от круговой формы заполнителя приводит к увеличению 
концентрации напряжений (таблица). Наиболее значительный ее рост по от-
ношению к круговой форме наблюдается в моделях с включением ромбиче-
ских структур, ориентированных большой осью в сторону направления дей-
ствия внешней нагрузки. 

Анализ напряженного состояния каркасного композита позволил опре-
делить его оптимальную структуру, в которой структурные напряжения суще-
ственно снижаются клеевым слоем. С данной точки зрения наиболее рацио-
нально следующее соотношение модулей упругости заполнителя, матрицы и 
клея: 1:0,3 – 0,5:0,05 – 0,1; причем желательно иметь клей каркаса с повышен-
ными значениями прочности на растяжение. Это достигается, например, путем 
дисперсного армирования клея каркаса. 

Модель каркасного композита рассматриваем как двухкомпонентную 
систему из заполнителей и матрицы. Зерна заполнителя в композите находятся 
в непосредственном контакте, а объем матрицы равен объему пустот заполни-
телей. Заменим реальную систему моделью с регулярно расположенными за-
полнителями (рис. 6).  

Расстояния между центрами заполнителей, расположенных вдоль вертикали и горизонтали, в началь-
ном состоянии принимаем одинаковыми. При приложении сжимающих нагрузок расстояние между цен-
трами двух соприкасающихся зерен уменьшится на величину , что будет определяться процессами де-
формирования в зоне контакта при сопряжении частиц (1) и вдавливания их в матрицу (2). 

Для моделей, состоящих из регулярно расположенных заполнителей, получены формулы для рас-
чета модуля упругости при статическом и динамическом нагружении: 

3\2
2 2
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;
(1 μ )δ (1 β )π

2β 2
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E R


 
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1 2
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π ( )
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R x f E E




                           (12) 

где P  нагрузка; l  расстояние между центрами контактирующих заполнителей; h  деформация по 
Герцу;   коэффициент сжатия эпюры, зависящий от параметров шероховатости и сжимающей нагруз-
ки; E2 и 2  модуль Юнга и коэффициент Пуассона матрицы соответственно; x =  – 0 (здесь   сбли-
жение между центрами соприкасающихся зерен при приложении нагрузки; 0  сближение в точке ста-
тического равновесия).  

 

Рис. 6. Модель для расчета 
механических характеристик 
Figure 6. A model for calculating 

mechanical characteristics 
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Термическое сопротивление каркасных композитов 

Широко распространенным методом теоретического исследования теплопроводности композицион-
ных материалов является метод обобщенной проводимости, позволяющий применить для расчета основ-
ные соотношения электростатики и электродинамики. При описании процесса теплопроводности по мето-
ду обобщенной проводимости используют континуальную физическую модель. В континуальных моделях 
отдельные компоненты материала рассматриваются в виде сплошной среды (континуума) и на основании 
феноменологического анализа процесса переноса устанавливается зависимость коэффициента переноса от 
структуры смеси, от коэффициентов переноса отдельных компонентов и от их концентрации. 

Структуру каркасного композита отнесем к системам с взаимопроникающими компонентами. Кон-
тактирующие частицы и матрица между заполнителями образуют непрерывную протяженность запол-
нителей и матрицы во всех направлениях.  

Рассмотрим модель, состоящую из цепочно-связанных в направлении теплового потока заполните-
лей в матрице (рис. 7). 

 

 
а б

 
Рис. 7. Модель для расчета теплопроводности каркасных композиционных материалов: 

а – элементарная ячейка; б – схема составляющих термического сопротивления модели; 
1 – заполнитель; 2 – матрица; 3 – линии теплового потока через контактирующие заполнители; 4 – линии теплового потока по матрице 

Figure 7. A model for calculating thermal conductivity of frame composite materials: 
a – an elementary cell; b – a diagram of the components of the thermal resistance of the model; 

1 – filler; 2 – matrix; 3 – lines of heat flow through contacting fillers; 4 – lines of heat flow through the matrix 
 
С феноменологических позиций с использованием континуальной модели получены аналитиче-

ские зависимости для расчета термического сопротивления изделий из каркасных композитов: 

2 1/3
к обр 1 1 1 гр 1 1 1[100π / (6 ρ )]{[δ ρ /100λ )] {1 (1,45 / )[2 (1 μ }/ ] }R d F d Pd E      

1/3 2
3 гр 1 1 1 обр 1 1 1 м/{2,9λ [2 (1 μ ) / ] }} {100π / [6 (100 ρ )]} {δ (1 ρ /100) / λF Pd E d F        

1/2 1/2
м м[1 (1 0,25π) ] /{2 λ [1 0,25π) / 0,25π] }},F d                                       (13) 

где d  диаметр заполнителя; Fобр и 1 – площадь сечения и толщина образца; 1 – объемная концентра-
ция заполнителя; гр и м – коэффициенты теплопроводности гранул заполнителя и матрицы; P1  кон-
тактное усилие, вызываемое внутренними напряжениями в композите; E1 и 1  модуль Юнга и коэффи-
циент Пуассона матрицы соответственно; Fм = b2

м/4 и F3 = a2
м/4  площади сечения матрицы и запол-

нителей (здесь aм и bм  диаметры условного цилиндрического сечения матрицы в узком и широком про-
ходе соответственно (между четырьмя и восемью шарообразными заполнителями)). 

Значения теплопроводностей заполнителей и ненаполненных матричных композиций являются 
справочными данными. Для расчета теплопроводности наполненных матричных композитов следует 
пользоваться известными соотношениями. Например, теплопроводность полимерных композиций с мел-
кодисперсными наполнителями в [28] предлагается определять по формулам Эйкена: 
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где λм, λс, λн – теплопроводность наполненной композиции (матрицы), связующего и наполнителя соот-
ветственно; γн – объемное содержание наполнителя.  

Химико-биологическое сопротивление каркасных композитов 

Сформулированы предложения по построению количественной теории химического и биологиче-
ского сопротивления каркасных композитов. В каркасных композитах, составленных на плотных (непро-
ницаемых) заполнителях, твердый скелет из заполнителей (каркас) тормозит скорость переноса вещества 
через матрицу, находящуюся в его пустотах. Замедление диффузии обусловлено удлинением пути диф-
фузионного потока вследствие огибания непроницаемых зерен. Получены теоретические зависимости 
коэффициента диффузии в каркасных композитах от основных структурообразующих факторов. Эффек-
тивный коэффициент диффузии каркасного композита предложено подсчитывать по формуле 

м ,
1 0,274(1 П)

DD 
 

                                                                (16) 

где П – пористость каркаса; м 1
aD D
r

   эффективный коэффициент диффузии пропиточной матрицы; 

a  расстояние между наполнителями; r – радиус частиц наполнителя; D1 – коэффициент диффузии свя-
зующего. 

Расстояние между наполнителями определяется по формуле 

  1/3
c c н н

н н

π ρ ρ
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m m

a d
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                                                   (17) 

где mc и mн – массы связующего и наполнителя соответственно; с и н –плотности связующего и напол-
нителя соответственно; d – диаметр наполнителя. 

Практическое значение имеют теоретические и экспериментальные исследования поведения стро-
ительных материалов при воздействии биологических сред в оптимальных для роста микроорганизмов 
условиях, когда происходят максимальное выделение продуктов метаболизма (ферментов) и более быст-
рая деградация материалов. Уравнение биосинтеза ферментов на полимерных субстратах, согласно [29], 
имеет следующий вид 

Ė = XμE –{[E]s + 0,1[E]a}Jn,                                                       (18) 

где X – биомасса микроорганизмов в единице объема; μE – удельная скорость биосинтеза; [E]s – равно-
весная концентрация ферментов в среде, то есть не связанная с субстратом; [E]a – концентрация адсорби-
рованных субстратом ферментов; Jn – удельная скорость инактивации ферментов. 

Рост микроорганизмов подчиняется следующему уравнению [30]: 

X = X̅ (μx – Ax),                                                                   (19) 

где X – предельная критическая биомасса; μx и Ax – удельные скорости роста биомассы и отмирания кле-
ток соответственно. 

Величина согласно [31] определяется при комбинировании уравнений баланса ферментов и изо-
термы адсорбции Лангмюра: 
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[E] = [E]a + [E]s;                                                                           (20) 

1
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E K E




                                                                         (21) 

где E – общая концентрация фермента; E1 – величина предельной адсорбции; S – площадь поверхности 
субстрата; KE – константа адсорбции фермента. 

Подстановка [E]a из (20) в (21) приводит к квадратному уравнению, решение которого дает 

[E]a = 0,5{b – (b2 – 4E1S[E])}0,5,                                                          (22) 

где b = E1S + KE + [E]. 
Координата фронта диффузии продуктов метаболизма в композит может быть оценена по формуле 

(ζ) .a k Dt                                                                          (23) 

В случае же, если некоторые компоненты материала являются источниками питания, то в уравне-
ние необходимо вводить коэффициенты n и k1, характеризующие концентрацию веществ, усваиваемых 
микроорганизмами, и константу скорости взаимодействия веществ с ними соответственно: 

1(ζ) / .a k Dt nk                                                                     (24) 

Деградационные процессы в цементных бетонах при коррозии второго вида могут сопровождаться 
образованием в поверхностных слоях материала продуктов разрушения в виде труднорастворимых со-
единений, обладающих малой прочностью [30], которые затрудняют доступ агрессивной среды во внут-
ренние слои материала и тем самым снижают интенсивность коррозионных процессов. При таком меха-
низме на начальном этапе коррозии, когда слой еще не образовался, ее интенсивность определяется ско-
ростью химических реакций – процесс находится в кинетической области, на втором же этапе, по мере 
роста слоя продуктов коррозии, ее интенсивность определяется диффузией агрессивной жидкости через 
прокорродировавший слой к еще не поврежденному – процесс переходит в диффузионную область. 

Для цементных композитов при таком механизме деградации глубина повреждения определяется 
по уравнению Таммана: 

0* Э ,a D C t                                                                       (25) 

где D* – эффективный коэффициент диффузии агрессивной среды через слой продуктов коррозии; C0 – 
концентрация агрессивного вещества; Э = mMcaо / nMкисл – химический эквивалент, представляющий со-
бой соотношение масс оксида кальция и кислоты, вступающих во взаимодействие; m и n – стехиометри-
ческие коэффициенты; t – время. 

Наряду с диффузионными механизмами деградации при воздействии продуктов метаболизма микро-
организмов возможна реализация чисто гетерогенного механизма разрушения. 

Скорость биокоррозии при гетерогенном механизме деградации экспериментально можно оценить 
по формуле 

1 2 ,P PV
St


                                                                           (26) 

где P1 и P2 – масса образца до и после испытаний соответственно; S – площадь всей поверхности образца. 
Разработаны методы прогнозирования и работоспособности композитов каркасной структуры в 

агрессивных средах. 
Согласно теории химического сопротивления композитов, чтобы установить деградацию композици-

онных материалов, необходимо определить координату фронта переносимой (диффундирующей или филь-
трующей) жидкости и изменение прочностных и упругопластических характеристик композита по сечению. 
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Заключение 
1. Показана перспективность применения в строительстве каркасных строительных композитов, тех-

нология изготовления которых включает предварительное создание оптимальных смесей заполнителей и 
склеивания зерен друг с другом с последующим заполнением пустот полученного каркаса матрицей. 

2. Специфическая структура каркасных композитов и своеобразная технология их изготовления 
позволяют создавать на их основе материалы с заданными свойствами и изделия различного назначения. 

3. Установлены закономерности структурообразования каркасных композитов на уровне формиро-
вания каркасов и матриц, а также при их объединении. 

4. Предложены формулы для расчета количественного содержания составляющих компонентов 
каркасных композитов. Показано, что процесс пропитки каркаса матрицей подчиняется закономерностям 
движения свободнодисперсных или связнодисперсных систем. 

5. Получены аналитические выражения для расчета структурных напряжений в твердеющих кар-
касных композитах, пригодные для получения материалов с оптимальным комплексом свойств. 

6. Методом конечных элементов исследовано влияние основных структурных и механических по-
казателей композитов на их напряженно-деформированное состояние. 

7. С феноменологических позиций с использованием континуальной модели получены аналитиче-
ские зависимости для расчета коэффициента теплопроводности изделий из композитов сплошного и сло-
истого поперечного сечения. 

8. Для моделей, состоящих из упорядоченно расположенных заполнителей получены формулы для 
расчета модуля упругости и показана кинетика процессов разрушения каркасных композитов при их 
нагружении. 

9. Сформулированы предложения по построению количественной теории химического сопротив-
ления каркасных композитов. Получены теоретические зависимости коэффициента диффузии в каркас-
ных композитах от основных структурообразующих факторов. 
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 Аннотация. С целью повышения пластичности при разрушении по на-
клонным сечениям и защиты от прогрессирующего обрушения железобе-
тонных каркасов многоэтажных зданий предложен вариант перекрестного 
армирования ригелей в таких каркасах. Приведены результаты численного 
исследования железобетонного каркаса многоэтажного здания при особом 
воздействии в виде внезапного гипотетического удаления из работы одной 
из колонн. Моделирование деформирования каркаса выполнено в трех ва-
риантах: каркас всего здания в стержневой постановке, фрагмент здания
в зоне удаления колонны и фрагмент зоны возможного локального разру-
шения, примыкающей к удаляемой колонне с применением объемных
конечных элементов. Полученные результаты показали эффективность пред-
ложенного варианта перекрестного армирования ригелей для защиты много-
этажного каркасного здания от прогрессирующего обрушения, а также эф-
фективность использования предложенного варианта уровневых моделей 
для расчета параметров статико-динамического деформирования каркасов 
многоэтажных зданий при рассматриваемых особых воздействиях. 

Ключевые слова: железобетонный каркас, здание, прогрессирующее об-
рушение, армирование, наклонные стержни 
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 Abstract. In order to increase plasticity during destruction along inclined sections 
and to protect against progressive collapse of reinforced concrete frames of multi-
storey buildings, a variant of cross reinforcement of crossbars in such frames is pro-
posed. The results of a numerical study of the reinforced concrete frame of a multi-
storey building with a special impact in the form of an extraordinary hypothetical 
removal from the work of one of the columns are presented. The modeling of
the deformation of the frame is carried out in three versions: the frame of the entire 
building in the rod setting, a fragment of the building in the column removal zone 
and a fragment of crossbars adjacent to the column being removed using volumetric 
finite elements. The obtained results showed the effectiveness of the proposed variant 
of cross-reinforcement of crossbars to protect a multi-storey frame building from 
progressive collapse, as well as the effectiveness of using the proposed variant of 
three-level models for calculating the parameters of static-dynamic deformation of 
the carcasses of multi-storey buildings under the considered special impacts. 
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Введение 
Несмотря на значительное в последние годы улучшение конструктивных систем каркасов зданий 

и сооружений их катастрофические структурные отказы в условиях постоянно возрастающих видов при-
родных и техногенных воздействий остаются печальной реальностью [1–4]. Постоянно увеличивающиеся 
виды и интенсивность таких воздействий требуют совершенствования конструктивных решений, обес-
печивающих защиту от них. 

Внезапное изменение конструктивной системы зданий вследствие разрушения несущей опоры (ко-
лонны) ведет к прогрессирующему обрушению здания и, как результату, аварии и даже потери челове- 
ческих жизней. Данная проблема, судя по все увеличивающемуся потоку публикаций, до сих пор имеет 
острый характер. 

На основе новых теоретических и экспериментальных отечественных [1–9] и зарубежных [10–15] 
научных исследований в настоящее время предложены различные способы защиты зданий и сооружений 
от прогрессирующего обрушения при внезапном выключении из работы одной из несущих конструкций. 
Известны решения, в которых предлагается: увеличить сечения конструктивных элементов несущих си-
стем каркасов зданий [1; 16]; установить в ригелях непрерывное двойное верхнее и нижнее рабочее ар-
мирование [1; 16]; использовать дополнительно косвенное армирование элементов [4]; устанавливать 
предварительно напряженную арматуру, расположенную в двух уровнях [5; 17]; обеспечить надежную, 
с учетом перераспределения силовых потоков, анкеровку арматуры в узлах соединения ригелей с колон-
нами [18] и др. Однако способы защиты железобетонных каркасов зданий от прогрессирующего обруше-
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ния по наклонным сечениям, остаются недостаточно изученными. В то же время разрушение по наклон-
ным сечениям носит хрупкий характер, что создает дополнительную опасность при внезапном изменении 
силовых потоков в сооружении. 

В связи с этим целями работы стали: 1) исследование статико-динамического деформирования же-
лезобетонных каркасов многоэтажных зданий с разрушением по наклонным сечениям ригелей; 2) разра-
ботка предложений по их защите от прогрессирующего обрушения. В соответствии с данными целями 
были сформулированы и решены следующие задачи:  

– предложен вариант армирования приопорных зон ригелей многоэтажной рамы, повышающий их 
пластичность при разрушении по наклонным сечениям; 

– разработан алгоритм расчета с уровневыми расчетными схемами для исследования статико-
динамического деформирования рассматриваемых конструктивных систем; 

– проведены численные исследования и выполнена оценка эффективности перекрестного армиро-
вания приопорных зон ригелей для повышения защиты каркасов многоэтажных зданий от прогрессиру-
ющего обрушения. 

Материалы и методы 
В [19] на простейшей модели железобетонной рамы показана целесообразность перекрестного армиро-

вания приопорных зон ригелей по отношению к традиционно используемой схеме армирования поперечны-
ми стержнями. Предложенный вариант перекрестного армирования существенно повышает силовое сопро-
тивление ригелей рамы при внезапном запроектном воздействии в виде выключения одной из несущих ко-
лонн, когда происходит перераспределение усилий, меняется знак внутренних усилий на отдельных участках 
ригелей и принятый на основании проектного расчета традиционный вариант армирования в виде попереч-
ных или односторонних наклонных стержней становится неэффективным. В связи с этим в работе предложен 
вариант схемы армирования приопорных зон ригелей железобетонных каркасов многоэтажных зданий, кото-
рый позволяет в конструктивно нелинейных системах при изменении силовых потоков обеспечивать их за-
щиту от прогрессирующего обрушения. Представлен вариант схемы перекрестного армирования приопор-
ных зон таких конструктивных систем и проведены численные исследования по оценке эффективности дан-
ного варианта схемы армирования.  

Предлагаемая схема конструктивного решения монолитного железобетонного каркаса и схема ар-
мирования приопорной зоны показаны на рис. 1 и 2. Перекрытия выполнены в виде монолитных ребри-
стых плит, опертых по контуру на монолитные железобетонные ригели. Продольное армирование риге-
лей принято двойной арматурой в верхней и нижней зонах сечения. Поперечное армирование выполнено 
двусторонними перекрестными наклонными стержнями (рис. 2). 

В соответствии с требованиями действующих российских и американских норм1 в качестве особо-
го запроектного воздействия рассмотрен случай удаления из конструктивной системы здания крайней 
колонны первого этажа (см. удаляемый элемент на рис. 1, б). Рассмотрено три варианта моделирования 
каркаса многоэтажного здания.  

В первом варианте расчета моделирование каркаса всего здания выполнялось стержневыми конеч-
ными элементами, армирование задавалось с помощью назначения типов заданного армирования. Сум-
марная равномерно распределенная нагрузка на диск перекрытия составляла 8 кН/м2. 

Во втором варианте производился расчет подконструкции в виде фрагмента первого каркаса зда-
ния с использованием для этого фрагмента объемных конечных элементов с детальной прорисовкой ар-
мирования конструктивных элементов. К рассматриваемой подконструкции дополнительно прикладыва-
лись усилия, полученные по первому варианту расчета каркаса всего здания, и соответствующим спосо-
бом моделировались граничные условия.  

В третьем варианте расчет производился аналогично, с использованием подконструкции в виде од-
ноэтажного фрагмента из объемных элементов, но размеры этой подконструкции определялись установ-
ленными нормами2 – в рассматриваемом случае пролетами, примыкающими к удаляемой колонне. Соот-
ветственно моделировалось на контуре подконструкции действие усилий, полученных из расчета всего 
каркаса здания, и граничные условия. 

 
1 СП 385.1325800.2018. Защита зданий и сооружений от прогрессирующего обрушения. М.: Стандартинформ, 2018; 

GSA. Alternate path analysis & design guidelines for progressive collapse resistance. Washington, 2016. 203 p. 
2 СП 385.1325800.2018. Защита зданий и сооружений от прогрессирующего обрушения. М.: Стандартинформ, 2018. 
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Рис. 1. Конструктивная схема здания: 
а – общий вид каркаса; б – план здания с удаляемой колонной 1; в – схема армирования перекрытия 

Figure 1. Structural scheme of the building: 
a – general view of the frame; б – building plan with column 1 to be removed; в – floor reinforcement scheme 

 
 

 
 

Рис. 2. Схема армирования приопорной зоны ригеля двухсторонними перекрестными наклонными арматурными стержнями 
Figure 2. Scheme of reinforcement of the support area of the crossbar with double-sided cross inclined reinforcing rods 
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Все три варианта расчета проводились в два этапа. На первом этапе в ПК ЛИРА производился рас-
чет конструктивной системы здания на заданную эксплуатационную нагрузку и определялось напряженно-
деформирование состояние в элементах всей конструктивной системы по так называемой первичной 
схеме расчета3 (до выключения колонны). На втором этапе производился расчет по вторичной расчетной 
схеме – при приложении эксплуатационной нагрузки и особого воздействии в виде внезапного удаления 
из каркаса здания крайней правой стойки первого этажа. 

Результаты и обсуждение 
По результатам расчета получены характерные картины перемещений по первичной и вторичной 

расчетным схемам (табл. 1 и рис. 3). 
 

а б 

в г 
 

Рис. 3. Мозаика перемещения элементов каркаса здания при расчете по первому (а, б) и второму (в, г) вариантам 
моделирования каркаса здания до (а, в) и после (б, г) выключения опоры 

Figure 3. Mosaic of moving elements of the building frame when calculating the first (а, б) and second (в, г) variations 
of modeling the building frame before (а, в) and after (б, г) turning off the support 

 

 
3 СП 385.1325800.2018. Защита зданий и сооружений от прогрессирующего обрушения. М.: Стандартинформ, 2018. 
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Таблица 1 
Прогибы по первому, второму и третьему варианту расчета 

Вариант расчета и расчетная схема 
Максимальные прогибы 

центра ригеля, примыкающего
к удаляемой колонне, мм 

Прогиб ригеля 
над удаляемой колонной, мм 

Первый вариант расчета Первичная расчетная схема 3,33  
Вторичная расчетная схема 86,1 

Второй вариант расчета Первичная расчетная схема 3,39  
Вторичная расчетная схема 87,6 

Третий вариант расчета Первичная расчетная схема 3,37  
Вторичная расчетная схема 86,7 

 
Table 1 

Deflections according to the first, second and third calculation options 

Calculation option and calculation scheme 
Maximum deflections of the center

of the crossbar adjacent 
to the removed column, mm

Deflection of the crossbar over
the column to be removed, mm 

The first calculation option Primary settlement scheme 3.33  
Secondary settlement scheme 86.1 

The second calculation option Primary settlement scheme 3.39  
Secondary settlement scheme 87.6 

The third calculation option Primary settlement scheme 3.37  
Secondary settlement scheme 86.7 

 
Из приведенных в табл. 1 максимальных значений перемещений перекрытия над первым этажом, 

полученным при расчете по первому (а, б) и второму (в, г) вариантам моделирования каркаса здания до 
и после особого воздействия, следует, что предложенный вариант моделирования всего здания стержне- 
выми конечными элементами, с использованием объемных конечных элементов и детальной прорисовкой 
армирования конструктивных элементов только для подконструкции в виде одноэтажного фрагмента кар-
каса здания, включающего и зону возможного локального разрушения, практически не снижает точность 
определения перемещений в зоне, примыкающей к удаляемой колонне. Отсюда можно сделать вывод о 
возможности и эффективности комбинированного моделирования нелинейно деформируемых железобе-
тонных каркасов многоэтажных и высотных зданий при их расчете на живучесть методом конечных эле-
ментов с использованием подконструкций, позволяющих значительно снизить время и объем вычислений.  

Расчет по третьему варианту моделирования подконструкции каркаса здания с использованием 
подконструкции в виде одноэтажного фрагмента из объемных элементов, но с размерами этой подконструк-
ции в плане ограниченной пролетами, примыкающими к удаляемой колонне, позволило детализировать 
напряженно-деформированное состояние в бетоне, продольной и поперечной арматуре ригелей каркаса 
в зоне возможного локального разрушения (зоне примыкающей к удаляемой колонне). Приведены ха-
рактерные картины распределения перемещений (рис. 4) продольных напряжений в сжатом бетоне при- 
опорных зон ригеля, картины трещин (рис. 5), напряжения в наиболее напряженных продольных и на- 
клонных стержнях ригеля нижнего этажа каркаса здания (рис. 6). Количественные значения результатов 
этого расчета даны в табл. 2. 

Из анализа полученных продольных напряжений в наиболее напряженных зонах ригеля фрагмента 
можно видеть, что после особого воздействия качественно меняется картина напряженного состояния в 
рассматриваемой зоне.  

Особый интерес представляют картины напряженного состояния в продольной и поперечной арма-
туре в наиболее напряженной приопорной зоне ригеля фрагмента конструктивной системы в плане огра-
ниченной пролетами, примыкающими к удаляемой колонне. Как видно из рис. 6, после особого воздей-
ствия и изменения знака момента в рассматриваемом конструктивном элементе напряженное состояние 
в продольной и поперечной арматуре качественно меняется. В то же время предложенный вариант попе-
речного армирования двусторонними перекрестными наклонными стержнями обеспечивает деформаци-
онные критерии особого предельного состояния, установленные4 и для прогибов, и для предельных де-
формаций бетона и арматуры (см. табл. 2). 

 
4 СП 385.1325800.2018. Защита зданий и сооружений от прогрессирующего обрушения. М.: Стандартинформ, 2018. 
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а б 
 

Рис. 4. Мозаика перемещения здания по третьему варианту расчета: 
а – первичная схема нагружения; б – вторичная схема нагружения 

Figure 4. Mosaic of building movement according to the third calculation option: 
a – primary loading scheme; б – secondary loading scheme 

 
 

 
а б

 
Рис. 5. Картина напряженного состояния в бетоне в приопорных узлах при расчете: 

а – по первичной схеме нагружения; б – по вторичной схеме нагружений 
Figure 5. The picture of the stress state in concrete in the supporting nodes when calculating according to: 

a – the primary loading scheme; б – the secondary loading scheme 
 
 

а б 
 

Рис. 6. Напряжения в наиболее напряженных поперечных и продольных арматурных стержнях  
ригеля нижнего этажа каркаса здания при расчете: 

а – по первичной схеме; б – по вторичной схеме 
Figure 6. Stresses in the most stressed transverse and longitudinal reinforcing bars 

of the crossbar of the lower floor of the building frame when calculated according to: 
а – the primary scheme; б – the secondary scheme 
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Таблица 2 
Максимальные прогибы, напряжения и деформации в бетоне и арматуре ригеля 

до и после удаления угловой колонны 

Наименование 
Комбинированная расчетная модель (вариант 3)

Первичная расчетная схема Вторичная расчетная схема 
Максимальные прогибы, мм 3,37 86,7 
Максимальные напряжения в сжатом бетоне, МПа –14,3 –26,6 

Максимальные напряжения в наклонных стержнях, МПа 17,5 
–17,5

–110 
470 

Относительные деформации в наклонных стержнях 0,0001 
0,0001

0,00055 
0,00235

Максимальные напряжения в продольных стержнях, МПа Верхняя арматура –37,9 
Нижняя арматура –21,6

Верхняя арматура –183 
Нижняя арматура –273

Относительные деформации в продольных стержнях 0,00019 
0,0001

0,001 
0,00136

 
 

Table 2 
Maximum deflections, stresses and deformations in concrete and crossbar reinforcement 

before and after removal of the corner column 

Designation 
Combined calculation model (option 3) 

Primary settlement scheme Secondary settlement scheme 
Maximum deflections, mm 3.37 86.7 
Maximum stresses in compressed concrete, MPa –14.3 –26.6 

Maximum stresses in inclined reinforcement, MPa 17.5 
–17.5

–110 
470 

Relative deformations in inclined reinforcement 0.0001 
0.0001

0.00055 
0.00235

Maximum stresses in longitudinal reinforcement, MPa Upper reinforcement –37.9 
Lower reinforcement –21.6

Upper reinforcement –183 
Lower reinforcement –273

Relative deformations in longitudinal reinforcement 0.00019 
0.0001

0.001 
0.00136

 
 

Заключение 

Предложена схема перекрестного армирования ригелей железобетонных каркасов многоэтажных 
зданий, обеспечивающая сопротивление конструктивной системы железобетонного каркаса много- 
этажного здания при особом воздействии, вызванным удалением одной из несущих конструкций перво- 
го этажа. 

На основе проведенного численного анализа деформирования железобетонных рамных систем 
многоэтажного каркаса здания по трем различным вариантам расчетных схем установлена возможность 
и эффективность комбинированного моделирования нелинейно деформируемых каркасов при их расчете 
на живучесть методом конечных элементов с использованием подконструкций, позволяющих значитель-
но снизить время и объем вычислений. 

Численным анализом деформирования железобетонных рамных систем многоэтажного каркаса 
здания с предложенной схемой армирования приопорных зон ригелей показана целесообразность ис-
пользования такой схемы армирования для защиты от прогрессирующего обрушения при особых и ава-
рийных воздействиях. 
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 Аннотация. Представлены результаты анализа данных комплексных натурных 
исследований вертикальных деформаций приконтактного слоя скального осно-
вания и полных осадок секций бетонной плотины Богучанской ГЭС в целях 
определения состояния контакта подошвы бетонной плотины со скальным осно-
ванием. Цель исследования заключается в контроле состояния контакта подош-
вы бетонной плотины с основанием посредством анализа комплекса натур-
ных наблюдений за вертикальными деформациями приконтактной зоны ос-
нования секций бетонной плотины и полными осадками секций бетонной 
плотины для обоснования устойчивости секций бетонной плотины. В целях 
контроля вертикальных деформаций приконтактной зоны скального основа-
ния установлена струнная контрольно-измерительная аппаратура (датчики 
перемещений ПЛПС-10). Полные осадки секций бетонной плотины измеряются 
с помощью потолочных марок, установленных в цементационной галерее. Анализ 
натурных данных о полных осадках секций бетонной плотины и вертикальных 
деформациях приконтактного участка скального основания показал, что кон-
тактный шов между подошвой секций бетонной плотины и основанием находит-
ся в условиях вертикального сжатия. Результаты анализа имеющихся данных 
комплексных исследований вертикальных деформаций приконтактного слоя 
скального основания и полных осадок секций бетонной плотины позволили 
обосновать устойчивость секций бетонной плотины. 
Ключевые слова: бетонная плотина, скальное основание, приконтактная зона, 
контрольно-измерительные приборы, данные, натурные наблюдения, полные 
осадки, вертикальные деформации, устойчивость, секции, бетонная плотина 
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 Abstract. The results of data analysis from complex field studies of vertical defor-
mations of the rock base near-contact layer and full settling Boguchanskaya HPP 
concrete dam sections in order to determine the state of contact of the foot of
the concrete dam with the rock base are presented. The purpose of the study is to 
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 control the state of the contact of the concrete dam foot with the foundation 
based on the analysis of a set of field studies of the vertical deformations of
the near-contact zone of the foundation of the concrete dam sections and the total 
draft of the sections of the concrete dam to justify the stability of the concrete 
dam sections. In order to control the vertical deformations of the near-contact 
zone of the rock foundation, string control and measuring equipment (displace-
ment sensors PLPS-10) was installed. The total draft of the concrete dam sections is 
measured by means of ceiling marks installed in the grout gallery. Analysis of 
the field data on total drafts of concrete dam sections and vertical deformations 
of the near-contact section of the rock foundation showed that the contact joint 
between the foot of the concrete dam sections and the foundation is in vertical 
compression. The results of the analysis of the available data of complex studies 
of vertical deformations of the near-contact layer of the rock foundation and
the total draft of the concrete dam sections made it possible to substantiate 
the stability of the concrete dam sections. 

Keywords: concrete dam, rock foundation, near-contact zone, instrumentation, 
field observation data, total draft, vertical deformations, stability, concrete dam, 
sections 
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Введение 
Богучанская ГЭС проектной мощностью 3000 МВт расположена в Красноярском крае на р. Ангаре, 

составляя четвертую (нижнюю ступень) Ангарского каскада ГЭС.  
Напорный фронт Богучанской ГЭС имеет общую протяженность 2670,5 м и образован бетонной 

гравитационной и каменно-набросной плотинами. Бетонная плотина имеет протяженность 809,3 м и наи- 
большую высоту 96 м [1–3]. 

Район строительства Богучанской ГЭС характеризуется суровыми климатическими условиями, 
при которых температурные перепады в течение года могут превышать 90 оС. Строительство основных 
сооружений началось в 1979 г., наполнение водохранилища до отметки первой очереди (185 м) происхо-
дило с апреля 2012 г. В середине 2015 г. уровень воды в верхнем бьефе достиг проектной отметки  
208,00 м. В декабре 2017 г. Богучанская ГЭС была введена в промышленную эксплуатацию после завер-
шения строительно-монтажных работ [4]. 

Методы 
Натурные наблюдения за состоянием основания бетонной плотины (в том числе вертикальных де-

формаций приконтактного слоя и полных осадок бетонной плотины) выполняются по приборам дистан-
ционной струнной контрольно-измерительной аппаратуры (КИА), установленным в основании I и III столбов 
секций бетонной плотины, а также геодезической КИА (установленным в цементационной галерее вер-
ховых столбов секций бетонной плотины). При этом учтен отечественный и зарубежный опыт натурных 
наблюдений1 [5; 6]. 

Вертикальные деформации приконтактного слоя основания бетонной плотины на глубину 2 и 5 м 
измеряются струнными датчиками перемещений ПЛПС-10 с удлинителями, заложенными в скважинах 
скального массива перед укладкой бетона в секции плотины. 

Полные осадки секций бетонной плотины измеряются на основе геодезических марок, установлен-
ных в цементационной галерее (по две марки в каждой секции). 

Со стороны верховой и низовой граней плотины приборы ПЛДС-10 размещены в секциях 12, 21, 
28, 31, 34, которые называются створными. В остальных секциях закладная дистанционная КИА уста-
навливалась только со стороны верховой грани плотины (то есть в основании I столба). 

В качестве примера на рис. 1 представлено размещение указанной струнной и геодезической КИА 
в основании секции 12 бетонной плотины Богучанской ГЭС. 

Натурные наблюдения за основанием бетонной плотины включают измерения значений диагно-
стических показателей состояния основания бетонной плотины. 

Согласно Декларации безопасности ГТС Богучанской ГЭС, в состав диагностических показателей 
состояния бетонной плотины Богучанской ГЭС входят количественные диагностические показатели 

 
1 ICOLD. Bulletin 188. Incident database. 2019. 
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напряженно-деформированного состояния (НДС) системы «бетонная плотина – основание», в том числе 
состояние контактного шва «бетон – скала» (по дистанционным щелемерам ПЛПС с базой 2 и 5 м в ос-
новании) (отсутствие раскрытия). При этом критерий К1 соответствует переходу от сжатия контактного 
шва к растяжению (К1 ≥ 0), а критерий К2 не назначается. 

 

 
 

Рис. 1. Размещение струнной и геодезической КИА в основании секции 12 бетонной плотины 
Figure 1. String and geodetic instrumentation placement at the base of the section 12 of the concrete dam 

 
Также имеются критерии безопасности, касающиеся полной осадки створных секций бетонной 

плотины. 
Таким образом, на основе анализа данных комплекса натурных наблюдений осуществляется кон-

троль устойчивости бетонной плотины, так как устойчивость обеспечивается при воздействии верти-
кальных сжимающих напряжений на контакте подошвы плотины с основанием, то есть имеют место вер-
тикальные деформации сжатия (в особенности в верховой части плотины), что также обосновано значи-
тельным объемом исследований состояния контакта бетонных плотин со скальными основаниями [7–17]. 

Результаты 
Анализ данных натурных наблюдений за вертикальными деформациями приконтактной зоны скаль-

ного основания показал, что наибольшие деформации сжатия сформировались к началу наполнения во-
дохранилища (в 2012 г.). На первом этапе водохранилище наполнялось до промежуточного уровня 185 м. 
Под действием взвешивающего влияния воды, наполняющей водохранилище (при уменьшении давления 
секций бетонной плотины на основание), вертикальные деформации сжатия приконтактной зоны осно-



Yuriev S.V. Structural Mechanics of Engineering Constructions and Buildings. 2022;18(4):307–316 
 

 

310   ANALYSIS AND DESIGN OF BUILDING STRUCTURES 

вания стали уменьшаться. При этом возникло опасение, что в процессе дальнейшего подъема уровня 
воды в водохранилище до проектной отметки 208 м (к середине 2015 г.) уменьшение сжимающих де-
формаций может достигнуть такого уровня, что произойдет нарушение контакта подошвы бетонной пло-
тины с основанием (раскрытие контактного шва). При проникновении воды в контактный шов «бетон – 
скала» могло возникнуть вертикальное усилие на подошву секций бетонной плотины от действия проти-
водавления воды, направленное вверх2. 

При раскрытии же контактного шва «бетон – скала», сопровождающимся действием противодав-
ления воды в раскрывшемся шве, направленном вверх, устойчивость бетонной плотины могла не обеспе-
чиваться, так как снижается сопротивление контакта «бетон – скала» сдвигу при снижении его обжатия. 

Тем не менее данные натурных наблюдений в период подъема водохранилища до проектной от-
метки (208 м) показали, что все установленные в основании приборы фиксировали деформации верти-
кального сжатия приконтактной области. При этом с 2016 г. наметилась стабилизация вертикальных де-
формаций приконтактной области основания.  

Вертикальные деформации двухметровой приконтактной зоны основания створных секций 12, 21, 
28, 31, 34 к октябрю 2021 г. составили –2,45…–7,02 мм; пятиметровой приконтактной зоны основания 
–2,69…–8,17 мм.  

Результаты натурных наблюдений за вертикальными деформациями двух- и пятиметровых зон ос-
нования представлены в табл. 1. 

 
 

Таблица 1 / Table 1 

Значения вертикальных деформаций двух- и пятиметровых приконтактных зон основания в характерные периоды времени, мм 
The vertical deformations values of the two- and five-meter near-contact zones of the base in characteristic periods of time, mm 

Секции 
Sections 

№ прибора ПЛПС 
Instrumentation No. 23.09.2012 11.01.2016 23.09.2019 11.10.2021 База прибора, м 

Instrument base, m
12 212с21 –5,68 –5,28 –5,24 –5,22 2 

21 221с21 –6,23 –5,98 –5,91 –5,90 2 

21 221с22 –6,61 –6,44 –6,45 –6,47 2 

21 221с23 –7,48 –7,02 –7,02 –7,02 2 

28 228с21 –5,56 –4,13 –4,20 –4,26 2 

28 228с23 –3,46 –2,45 –2,42 –2,45 2 

28 228с24 –3,67 –3,66 –3,66 –3,66 2 

31 231с22 –3,31 –3,30 –3,28 –3,28 2 

34 234с22 –5,99 –5,34 –5,26 –5,25 2 

34 234с23 –6,91 –6,47 –6,45 –6,49 2 

12 212с51 –8,15 –8,03 –8,03 –8,03 5 

12 212с57 –6,05 –6,08 –6,08 –6,09 5 

21 221с51 –8,19 –8,18 –8,18 –8,17 5 

28 228с52 –2,72 –2,69 –2,69 –2,69 5 

28 228с53 –3,72 –2,80 –2,74 –2,79 5 

31 231с52 –7,47 –7,40 –7,28 –7,25 5 

34 234с51 –5,98 –5,77 –5,71 –5,68 5 

 
 
На рис. 2–6 приведены графики вертикальных деформаций двух- и пятиметровых приконтактных 

зон скального основания секций 12, 21, 28, 31, 34.  
 

2 СП 23.13330.2018. Основания гидротехнических сооружений. Актуализированная редакция СНиП 2.02.02-85. М.: Стандарт- 
информ. 2019. 96 с.; СП 40.13330.2012. Плотины бетонные и железобетонные. Актуализированная редакция СНиП 2.06.06-85. 
М.: ФАУ «ФЦС». 2012. 65 с. 
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Рис. 2. Вертикальные деформации приконтактной зоны основания секции 12 
Figure 2. Vertical deformations of the near-contact zone of the base of section 12 

 
 

 
 

Рис. 3. Вертикальные деформации приконтактной зоны основания секции 21 
Figure 3. Vertical deformations of the near-contact zone of the base of section 21 

 
 

 
 

Рис. 4. Вертикальные деформации приконтактной зоны основания секции 28 
Figure 4. Vertical deformations of the near-contact zone of the base of section 28 
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Рис. 5. Вертикальные деформации приконтактной зоны основания секции 31 
Figure 5. Vertical deformations of the near-contact zone of the base of section 31 

 
 

 
 

Рис. 6. Вертикальные деформации приконтактной зоны основания секции 34 
Figure 6. Vertical deformations of the near-contact zone of the base of section 34 

 
Из представленных графиков следует, что в период интенсивной достройки секций бетонной пло-

тины (2007–2012 гг.) отмечался рост вертикальных деформаций приконтактного слоя скального основа-
ния бетонной плотины. 

Как отмечалось ранее, величина полной осадки секций бетонной плотины контролируется на осно-
ве геодезических марок, установленных в цементационной галерее.  

В табл. 2 приведены полные значения осадок створных секций (12, 21, 28, 31, 34) бетонной плотины. 
Как показал анализ данных, приведенных в табл. 2, максимальная полная осадка створных секций 

бетонной плотины составила 55,3 мм (для секции 28 при К1 = 70 мм, К2 = 80 мм), что не превышает кри-
териальные значения. 

На рис. 7–11 приведены графики полных осадок (мм) секций 12, 21, 28, 31, 34 бетонной плотины. 
Из представленных графиков (рис. 7–11) следует, что в период наполнения водохранилища (2012–

2015 гг.) происходил интенсивный рост осадки секций бетонной плотины вследствие возрастающего 
давления воды в водохранилище на основание. Вместе с тем увеличение полной осадки секций бетонной 
плотины свидетельствует о передаче вертикальной нагрузки от веса секций плотины на основание (то есть 
отмечался полный контакт подошвы секций плотины с основанием).  

Таким образом, в настоящее время при проектной отметке воды в водохранилище 208,0 м долери-
ты основания со стороны верховой грани бетонной плотины остаются в состоянии вертикального сжа-
тия, контактный шов «бетон – скала» остается закрытым и, следовательно, устойчивость плотины обес-
печивается. 
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Таблица 2 / Table 2 
Значения полных осадок секций бетонной плотины по показаниям геодезических марок в характерные периоды времени, мм 

The values of the total settlings of the concrete dam sections according to the geodetic marks indications 
in characteristic periods of time, mm 

Секции 
Sections 

№ прибора 
Instrumentation No. 

Сентябрь / September
2012 

Февраль / February
2016 

Октябрь / October 
2019 

Декабрь / December
2021 

12 МП 12-1 –18,1 –33,1 –34,9 –35,5 
12 МП 12-2 –19,8 –35,0 –37,6 –38,1 
21 МП 21-1 –26,8 –45,4 –47,2 –47,6 
21 МП 21-2 –28,4 –46,7 –48,6 –49,1 
28 МП 28-1 –33,3 –52,3 –54,1 –54,5 
28 МП 28-2 –33,6 –52,2 –54,9 –55,3 
31 МП 31-1 –28,9 –46,1 –48,1 –48,5 
31 МП 31-2 –33,2 –50,0 –52,1 –52,5 
34 МП 34-1 –12,4 –28,4 –30,6 –30,8 

 
 

 
 

Рис. 7. Графики полных осадок секции 12 
Figure 7. Graphs of total draft of section 12 

 
 

 
 

Рис. 8. Графики полных осадок секции 21 
Figure 8. Graphs of total draft of section 21 
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Рис. 9. Графики полных осадок секции 28 
Figure 9. Graphs of total draft of section 28 

 

 
 

Рис. 10. Графики полных осадок секции 31 
Figure 10. Graphs of total draft of section 31 

 

 
 

Рис. 11. График полной осадки секции 34 
Figure 11. Graphs of total draft of section 34 
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Заключение 
Анализ данных натурных наблюдений за вертикальными деформациями приконтактного слоя 

скального основания показал, что наибольшие деформации (–7,48 мм по прибору 221с23 для двухметро-
вой зоны; –8,19 мм по прибору 221с51 для пятиметровой зоны) зафиксированы в 2012 г. перед наполне-
нием водохранилища.  

При наполнении водохранилища происходило уменьшение деформаций сжатия приконтанктного 
слоя скального основания. Так, при наполнении водохранилища до проектной отметки 208 м существо-
вало опасение по поводу уменьшения вертикального сжатия контактного шва «бетон – скала», ввиду вы-
талкивающего действия воды, что могло привести к снижению сопротивления контактного шва сдвигу 
и снижению устойчивости секций бетонной плотины.  

Тем не менее к октябрю 2021 г. вертикальные деформации двухметровой приконтактной зоны ос-
нования створных секций 12, 21, 28, 31, 34 составили –2,45…–7,02 мм; пятиметровой приконтактной зо-
ны основания –2,69…–8,17 мм. То есть контактный шов «бетон – скала» оставался полностью сжатым 
и удовлетворял требованиям критериев безопасности. 

Вместе с тем данные геодезических наблюдений свидетельствуют, что в период наполнения водо-
хранилища (2012–2015 гг.) и в последующий период полная осадка секций бетонной плотины увеличи-
валась, что говорит о вертикальной нагрузке от веса секций плотины на основание (то есть отмечался 
полный контакт подошвы секций плотины с основанием). При этом максимальная величина полной осадки 
створных секций бетонной плотины составила 55,3 мм (для секции 28 при К1 = 70 мм, К2 = 80 мм), что 
не превышает критериальные значения. 

Таким образом, на основе анализа данных комплексных натурных наблюдений обоснована устой-
чивость секций бетонной плотины Богучанской ГЭС. 
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 Аннотация. Предлагается методика оптимизации трехгранных решетчатых 
башенных сооружений из условия максимума критической нагрузки. Рас-
сматриваются башни с поперечным сечением элементов в виде круглых труб. 
Нагрузка представлена горизонтальной сосредоточенной силой на вершине 
башни, моделирующей работу ветроэнергетической установки. Вводится 
ограничение на постоянство массы сооружения. В качестве варьируемых 
параметров выступают ширина башни, которая меняется по высоте, высо-
ты панелей, внешние диаметры поперечного сечения поясов и решетки. 
Решение задачи нелинейной оптимизации выполняется численно в среде 
MATLAB при помощи пакетов Optimization Toolbox и Global Optimization 
Toolbox. В качестве начального приближения принимается башня постоян-
ной ширины. Вычисление критической нагрузки выполняется методом конеч-
ных элементов в линейной постановке путем решения проблемы собствен-
ных значений. Для решения задачи нелинейной оптимизации используется 
метод внутренней точки, метод шаблонного поиска и генетический алгоритм. 
Производится сравнение эффективности перечисленных методов. Установ-
лено, что наибольшей эффективностью обладает метод внутренней точки. 
Критическая нагрузка для оптимальной башни по сравнению с башней по-
стоянной ширины при той же массе возросла в 2,3 раза. 

Ключевые слова: трехгранные решетчатые опоры, оптимизация, устойчи-
вость, метод конечных элементов, критическая нагрузка 
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 Abstract. The study proposes a technique for optimizing trihedral lattice tower struc-
tures from the condition of maximum critical load. Towers with a cross section of 
elements in the form of round pipes are considered. The load is represented by a ho-
rizontal concentrated force at the upper end of the tower, simulating the operation of 
a wind turbine. A constraint on the constancy of the mass of the structure is intro-
duced. The variable parameters are the width of the tower, which varies in height,
the height of the panels, the external diameters of the cross-section of the chords and 
lattice. The solution of the nonlinear optimization problem is performed in the MATLAB 
environment using the Optimization Toolbox and Global Optimization Toolbox 
packages. A tower of constant width is taken as the initial approximation. The calcu-
lation of the critical load is performed by the finite element method in a linear formu-
lation by solving the eigenvalue problem. To solve the nonlinear optimization prob-
lem, the interior point method, the pattern search method and the genetic algorithm 
are used. The efficiency of the listed methods is compared. It has been found that 
the interior point method is the most efficient. The critical load for the optimal tower 
compared to the tower of constant width with the same mass increased by 2.3 times. 

Keywords: trihedral lattice supports, optimization, stability, finite element method, 
critical load 
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Введение 
Решетчатые башенные сооружения широко применяются в практике возведения стальных опор 

линий электропередач [1–5], опор ветрогенераторов [6–10], опор для размещения светосигнального обо-
рудования [11]. При этом опоры с трехгранным поперечным сечением являются более экономичными, 
чем четырехгранные [12; 13]. В [14–16] показывается, что экономическая эффективность башенных со-
оружений существенно зависит от их геометрии, а также формы и размеров поперечного сечения эле-
ментов. В [17] выполняется оптимизация таких геометрических параметров башни, как угол наклона ре-
шетки и ее ширина. При этом ширина башни по высоте остается постоянной, однако целесообразно ее 
уменьшение к вершине. В [18] производится поиск оптимальной формы поперечного сечения поясов 
трехгранной решетчатой башни, но не затрагиваются вопросы оптимизации геометрии самой башни. 
Целью настоящей работы является разработка методики оптимизации трехгранных решетчатых опор, 
в которой в качестве варьируемых величин будут выступать геометрические параметры сооружения, 
включая его ширину и высоту панелей, а также размеры поперечных сечений элементов. 

Материалы и методы 
Рассматривается трехгранная решетчатая башня, ширина которой меняется по высоте (рис. 1). Попе-

речное сечение элементов поясов и решетки – круглые трубы. В качестве варьируемых параметров высту-
пают ширины Bi, а также наружные диаметры поперечного сечения поясов Dp, наклонных элементов ре-
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шетки Dr и горизонтальных элементов решетки Dh. Вводится ограничение на постоянство массы. Высота 
всей опоры постоянна и равна H, количество панелей также постоянно и равно n, высота каждой панели Hi 
варьируется, но вводится ограничение ƩHi = H. Нагрузка представлена горизонтальной сосредоточенной 
силой на вершине башни, которая моделирует расположенную наверху ветроэнергетическую установку. 
Направление силы F определяется углом α. Задача оптимизации решается при фиксированном α. Закрепле-
ние узлов башни в основании – шарнирно-неподвижное. В качестве целевой функции выступает величина 
критической нагрузки F, которая должна достигнуть максимума при неизменной массе сооружения.  

 

 
 

Рис. 1. Расчетная схема башни 
Figure 1. Calculation scheme of the tower 

 
 

 
Рис. 2. Зависимость минимальной толщины стенки круглой трубы от наружного диаметра в соответствии с ГОСТ 8732–78 

Figure 2. Dependence of the minimum wall thickness of a round pipe on the outer diameter in accordance with GOST 8732–78
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При оптимизации по критерию общей устойчивости на величину критической нагрузки существенно 
влияет момент инерции поперечных сечений. В случае круглых труб осевой момент инерции принимает 

максимальное значение при максимальном внешнем диаметре и мини-
мальной толщине стенки. В сортаменте круглых труб наружный диа-
метр меняется не непрерывно, а дискретно, что делает невозможным 
применение при решении задачи оптимизации градиентных методов. 
Для возможности их использования будем считать, что наружный диа-
метр трубы – величина непрерывная. Минимальная толщина стенки t 
круглых труб зависит от наружного диаметра. График этой зависимо-
сти, построенный по ГОСТ 8732-78, показан на рис. 2. Данный график 
хорошо аппроксимируется линейной функцией, уравнение которой 
также приведено на рис. 2. 

Решение задачи оптимизации выполняется в среде MATLAB. Для 
определения критической нагрузки подготовлена целевая функция, вход-
ными параметрами которой выступают размеры Bi, высоты панелей Hi и 
наружные диаметры поперечного сечения Dp, Dr, Dh. Вычисление критиче-
ской нагрузки выполняется при помощи разработанной авторами подпро-
граммы в MATLAB методом конечных элементов. Используются про-
странственные стержневые КЭ с шестью степенями свободы в узле (рис. 3). 

Локальная матрица жесткости данного КЭ имеет вид 
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(1)

где G – модуль сдвига материала; Iy и Iz осевые моменты инерции; Iк – момент инерции при кручении. 
Верхний треугольник матрицы жесткости здесь симметричен нижнему относительно главной диа-

гонали и условно не показан.  

 
 

Рис. 3. Используемый конечный элемент 
Figure 3. Finite element used 
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Анализ устойчивости конструкций выполняется в линейной постановке из условия 

   гλ 0,K K    (2)

где [Kг] – геометрическая матрица жесткости; λ – параметр, показывающий отношение критической 
нагрузки к действующей. 

При определении геометрической матрицы жесткости учитывается потеря устойчивости только от 
продольных сил. Потеря устойчивости от изгибающих моментов (потеря устойчивости плоской формы 
изгиба) и от крутящих моментов не учитывается. В этом случае локальная геометрическая матрица жест-
кости записывается в виде 
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(3)

где N – продольная сила в элементе. 
Переход из локальной в глобальную систему координат осуществляется тремя поворотами при по-

мощи матрицы [L] по формуле 

[ ] [ ] [ ][ ],TK L K L  
(4)

где [ ]K  – матрица жесткости элемента в локальной системе координат; [ ]K  – матрица жесткости эле-
мента в глобальной системе координат. 

Матрица [L] записывается в виде 

 
1 0 0 cosβ 0 sinβ cosα sin α 0
0 cos γ sin γ 0 1 0 sin α cosα 0 ,
0 sin γ cos γ sinβ 0 cosβ 0 0 1

L
     
           
           

 (5)
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где 
 2 1sinβ
z z

l


 , 
   

2 1
2 2

2 1 2 1

sin α ,y y

y y x x




  
 γ – угол чистого вращения (угол между осями y  и y 

или z  и z при совпадении осей x и x ),  1 1 1, ,x y z  и ( 2 2 2, ,x y z ) – координаты узлов конечного элемента. 
При определении критической нагрузки каждый стержень башни разбивается по длине на десять 

конечных элементов. 
Для решения задач нелинейной оптимизации нами использованы модули Optimization Toolbox и Global 

Optimization Toolbox среды MATLAB. В пакете Optimization Toolbox применяется функция fmincon, которая 
находит локальный минимум нелинейной целевой функции нескольких переменных f(x) с ограничениями: 

 
 

0;
0;

· ;
· ;

,

c x
ceq x

A x b
Aeq x beq
lb x ub

 
 


 
  

 (6)

где x – вектор, содержащий варьируемые параметры; A и Aeq представляют собой матрицы; c(x) и ceq(x) – 
нелинейные функции нескольких переменных, возвращающие скаляр; lb и ub – нижние и верхние грани-
цы для варьируемых переменных соответственно.  

Функция fmincon позволяет выбирать один из нескольких доступных алгоритмов решения задачи нелиней- 
ной оптимизации. Нами используется метод внутренней точки, с которым подробно можно ознакомиться в [19]. 

Алгоритмы, заложенные в Optimization Toolbox, позволяют найти локальный минимум в бассейне 
притяжения, которому принадлежит начальная точка поиска1. Если целевая функция имеет несколько 
локальных минимумов, то для нахождения глобального минимума необходимо найти начальную точку в 
бассейне притяжения глобального минимума. Для этого используются заложенные в Global Optimization 
Toolbox функции, генерирующие случайные начальные точки в пределах границ lb и ub. 

Большинство методов нелинейной оптимизации, включая метод внутренней точки, используют для 
поиска оптимальной точки информацию о градиенте целевой функции либо о ее частных производных 
высших порядков.  

Существуют методы оптимизации, не требующие вычисления градиента. Нами применяются два 
таких метода – метод шаблонного поиска и генетический алгоритм.  

Суть метода шаблонного поиска состоит в следующем: формируется набор точек вокруг текущей 
точки, называемый сетью и ищется такая точка, в которой значение ниже, чем в текущей точке. Сеть 
формируется путем сложения координат текущей точки с произведением набора векторов, называемого 
шаблоном, на скаляр, называемый размером сети. Если алгоритм находит точку, в которой значение це-
левой функции лучше, чем в текущей, она становится текущей на следующем шаге. Набор векторов 
(шаблон) может быть фиксированным либо случайно генерируемым. Подробно выбор шаблона описыва-
ется в [20]. В пакете Global Optimization Toolbox этот метод реализован в функции patternsearch. 

Метод шаблонного поиска, как и большинство классических методов, на каждой итерации генерирует 
единственную точку. Генетический алгоритм в отличие от классических подходов создает совокупность то-
чек на каждой итерации. Лучшая точка в популяции приближается к оптимальному решению. Данный алго-
ритм использует четыре основных типа правил на каждом этапе для создания следующего поколения из те-
кущей популяции: наследование, отбор, скрещивание и мутации, имитируя естественный отбор в природе. 
Подробное описание алгоритма и примеры его использования в задачах оптимизации строительных кон-
струкций представлены в [21–23]. В пакете Global Optimization Toolbox этот метод реализован в функции ga. 

Результаты и обсуждение 
В качестве начального приближения нами принималась башня постоянной ширины B = 5 м с оди-

наковыми высотами панелей Hi = 4 м общей высотой H = 40 м. Поперечное сечение поясов в начальном 
приближении – круглые трубы с наружным диаметром 127 мм, решетка – круглые трубы с наружным 

 
1 MathWorks. Local vs. Global Optima. Available from: https://www.mathworks.com/help/optim/ug/local-vs-global-optima.html 

(accessed: 31.07.2022). 
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диаметром 76 мм. Толщины стенок, вычисленные по формуле на рис. 2: 4,1 и 3,3 мм соответственно. 
Угол α, определяющий направление сосредоточенной силы, принимался равным нулю. Критическая 
нагрузка для такой конструкции составила 53,2 кН. Форма потери устойчивости приведена на рис. 4. 
Из представленного рисунка видно, что для башни постоянной ширины потеря устойчивости происходит 
в наиболее нагруженных сжатых элементах пояса. 

 

  
 

Рис. 4. Форма потери устойчивости башни 
постоянной ширины, полученная в авторской программе 

Figure 4. The buckling form of a tower of constant width, 
obtained in the author's program 

 
Рис. 5. Форма потери устойчивости башни 

постоянной ширины, полученная в ПК ЛИРА-САПР 
Figure 5. The buckling form of the tower 

of constant width, obtained in the LIRA-SAPR software
 
Для контроля правильности вычисления критической нагрузки в разработанной авторами программе 

модель башни экспортировалась в программный комплекс ЛИРА-САПР. Для передачи в ПК ЛИРА ав-
томатически генерировался текстовый файл с исходными данными в принятом для данного расчетного 
комплекса формате. При расчете в ПК ЛИРА-САПР критическая нагрузка составила 53,4 кН, что незна-
чительно отличается от авторского решения (рис. 5). 

Верхние и нижние границы ub и lb для варьируемых параметров при решении задачи оптимизации 
представлены в таблице. При проектировании реальных конструкций верхняя граница параметров Bi 
может быть ограничена площадью участка, на котором размещается сооружение, а нижняя граница – 
располагаемым наверху оборудованием. Для параметров Hi приняты такие же границы, как и для Bi. 
Диаметры поперечных сечений, как правило, ограничены существующим сортаментом и ассортиментом 
продукции ближайших производителей труб. 

 
Верхние и нижние границы варьируемых параметров при решении задачи оптимизации 

Upper and lower bounds of variable parameters in solving an optimization problem 

Параметр  
Parameter Bi, м [m] Hi, м [m] Dp, м [m] Dr, м [m] Dh, м [m] 

lb 0,5 0,5 0,05 0,05 0,05
ub 10 10 0,3 0,3 0,3

 
Полученная в результате решения задачи методом внутренней точки оптимальная форма башни 

приведена на рис. 6. Диаметр труб поясов составил 148 мм, наклонных элементов решетки – 74,1 мм, го-
ризонтальных элементов решетки – 62,8 мм. Соответствующие толщины стенок, вычисленные по фор-

Коэффициент 53,4362 
Coefficient 53.4362 
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муле, приведенной на рис. 2: 4,5; 3,2 и 3 мм. Критическая нагрузка по сравнению с башней постоянной 
ширины возросла до 123 кН, то есть в 2,3 раза. Форма потери устойчивости для оптимальной башни по-
казана на рис. 7. Полученное решение экспортировалось в программный комплекс ЛИРА-САПР. При рас-
чете в ПК ЛИРА-САПР критическая нагрузка составила 122,8 кН, что незначительно отличается от ав-
торского решения. Форма потери устойчивости в ПК ЛИРА-САПР с увеличенным масштабом переме-
щений приведена на рис. 8. Из данного рисунка видно, что в оптимальном варианте, в отличие от базового, 
потеря устойчивости происходит одновременно во всех сжатых элементах. 

При проектировании реальной конструкции наружные диаметры труб можно принять равными 
146, 76 и 63,5 мм, а толщины стенок 4,5; 3 и 3 мм соответственно. 

 

 
 

Рис. 6. Оптимальная форма башни,  
полученная на основе метода внутренней точки 

Figure 6. Optimal tower shape based on the interior point method

Рис. 8. Форма потери устойчивости оптимальной башни, 
полученная в ПК ЛИРА-САПР 

Figure 8. The form of stability loss of the optimal tower 
obtained in the LIRA-SAPR software

 

 
 

Рис. 7. Форма потери устойчивости оптимальной башни, полученная в авторской программе 
Figure 7. The form of stability loss of the optimal tower, obtained in the author's program 

Коэффициент 122,799 
Coefficient 122.799 
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При решении с применением метода шаблонного поиска и генетического алгоритма учитывалось 
дискретное изменение толщины стенки труб в зависимости от диаметра по сортаменту, то есть представ-
ленная на рис. 2 формула не использовалась. В начальной точке поиска поперечное сечение поясов при-
нималось в виде круглых труб наружным диаметром 127 мм и толщиной стенки 4 мм, поперечное сечение 
решетки – круглые трубы наружным диаметром 76 мм и толщиной стенки 3 мм. Критическая нагрузка 
для такой башни – 51,3 кН. 

Полученная в результате решения задачи методом шаблонного поиска оптимальная форма башни 
приведена на рис. 9. Эта форма несколько отличается от представленной на рис. 6. Для поясов оптималь-
ный диаметр труб оказался равным 131 мм, для наклонных элементов решетки – 76 мм и для горизон-
тальных элементов решетки – 68 мм. Толщины стенок: 4, 3 и 3 мм соответственно. Критическая нагрузка 
при этом составила 103 кН, что примерно в 2 раза выше по сравнению с начальной точкой поиска. Форма 
потери устойчивости приведена на рис. 10. Из данного графика видно, что потеря устойчивости проис-
ходит во всех сжатых элементах поясов и отдельных элементах решетки. В целом метод шаблонного по-
иска в данной задаче оказался менее эффективным, чем метод внутренней точки. Генетический алгоритм 
проявил себя еще хуже, критическая нагрузка по сравнению с башней постоянной ширины возросла все-
го на 24 %. Форма башни, полученная на основе генетического алгоритма, приведена на рис. 11.  

Аналогичные результаты по эффективности метода шаблонного поиска и генетического алгоритма 
получены нами ранее при оптимизации трехгранных решетчатых опор с линейно меняющейся по высоте 
шириной с использованием критериев минимума потенциальной энергии деформации, минимума пере-
мещения и максимума первой частоты собственных колебаний в [24]. Также в [24] показано, что измене-
ние угла α, определяющего направление сосредоточенной силы, несущественно влияет на получаемую 
оптимальную форму сооружения. 

Отметим, что в полученных решениях не вводилось ограничение на гибкость элементов, и для не-
которых раскосов гибкость превышает предельную по СП 16.13330.2017. Данная задача решалась также 
с учетом ограничения на гибкость. В СП 16.13330.2017 величина предельной гибкости зависит от степе-
ни нагруженности элементов α / (φ γ )y cN AR . Поскольку нами расчет первоначально выполняется на 
действие единичной силы, а критическая нагрузка затем определяется из решения проблемы собствен-
ных значений, определить заранее фактическую величину продольной силы в каждом из элементов не 
представляется возможным. Поэтому для элементов пояса предельная гибкость принималась равной 120, 
а для элементов решетки – 150.  

 
 

 
 
 

Рис. 9. Оптимальная форма башни, 
полученная методом шаблонного поиска 

Figure 9. Optimal tower shape obtained by pattern search method

 
 

Рис. 10. Форма потери устойчивости для башни, 
приведенной на рис. 9 

Figure 10. The buckling shape for the tower shown in Figure 9
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Рис. 11. Форма башни,  
полученная при помощи генетического алгоритма 

Figure 11. The shape of the tower, obtained using a genetic algorithm 

 
Рис. 12. Оптимальная форма башни, полученная 

с учетом ограничения на гибкость элементов 
Figure 12. The optimal shape of the tower, obtained 

taking into account the limitation on the slenderness of the elements
 
Форма башни, полученная с учетом ограничения на гибкость, приведена на рис. 12. Диаметр попе-

речного сечения поясов при этом оказался равным 137 мм, раскосов – 120 мм и горизонтальных элемен-
тов решетки – 106 мм. Данная башня имеет ту же массу, что и конструкция в начальном приближении. 
Критическая нагрузка составила 53,2 кН, что совпадает с результатом в начальном приближении. Однако 
для начального приближения не выполнялось условие по гибкости элементов: гибкость раскосов состав-
ляла 249, что существенно больше допустимой по действующим нормам. После оптимизации при сохра-
нении массы за счет изменения размеров поперечных сечений и параметров Bi, Hi максимальная гибкость 
раскосов снизилась до 111. 

Заключение 
Разработана методика оптимизации трехгранных решетчатых башен переменного профиля с попе-

речным сечением элементов в виде круглых труб по критерию максимума критической нагрузки при по-
стоянной массе. Выполнена оптимизация опоры под ветроэнергетическую установку. В рассмотренном 
примере по сравнению с башней постоянной ширины той же массы удалось повысить критическую 
нагрузку в 2,3 раза. Потеря устойчивости в оптимальной конструкции происходит одновременно во всех 
сжатых элементах. Сравнение эффективности трех методов оптимизации – метода внутренней точки, 
метода шаблонного поиска и генетического алгоритма – показало, что первый из них имеет наибольшую 
эффективность. 

Отметим, что в настоящей статье решение задачи оптимизации по критерию устойчивости выпол-
нялось без учета нагрузки от собственного веса элементов. Для опор ветроэнергетических установок ос-
новной вклад в потерю устойчивости вносит нагрузка от ветрогенератора, а вклад собственного веса 
элементов не столь существенен. В дальнейших исследованиях мы планируем учесть и нагрузку от соб-
ственного веса. 
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 Аннотация. Приведены итоги сопоставительного анализа различных под-
ходов, расчетных моделей, методов расчетного анализа нагруженной кон-
структивной системы, а также полученных результатов такого расчета на 
внезапный отказ одного из несущих элементов. Показано, что методы рас-
чета, рекомендованные российскими и зарубежными нормами, построены 
на одинаковой методологической основе, а рекомендованные варианты вы-
бора вторичных расчетных схем в статической, квазистатической и дина-
мической постановках имеют разную сложность, но дают достаточно близкие, 
приемлемые для практических расчетов результаты. Некоторые различия 
результатов связаны с различными подходами к учету времени перерас-
пределения реакции удаляемого элемента, то есть, по существу, с режимом 
выключения из конструктивной системы удаляемого элемента. Обсуждается 
вопрос о критериях особого предельного состояния. Показана целесообраз-
ность включения в нормативный документы дополнительного критерия для 
учета возможности потери устойчивости элементов конструктивной системы 
при особых воздействиях и, соответственно, положений по защите конструк-
тивных систем от исчерпания несущей способности, связанного с потерей 
устойчивости. В качестве такого критерия может быть принято достижение 
точки предельного равновесия на диаграмме «продольная сила – попереч-
ный прогиб». 

Ключевые слова: прогрессирующее обрушение, расчетная модель, дина-
мический расчет, квазистатический расчет, динамическое догружение, фи-
зическая нелинейность, геометрическая нелинейность, устойчивость 
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 Abstract. The paper provides the conclusions of a comparative analysis of vari-
ous approaches, design models, methods for analysis of a loaded structural sys-
tem and the results of such analysis for a sudden failure of a structural member. 
It shows that the analysis methods recommended by Russian and foreign stan-
dards are based on the same methodology. And the recommended options for 
choosing secondary design schemes in static, quasi-static and dynamic formula-
tions have different complexity, however, give results which are close enough 
and acceptable for practical purposes. Some differences in the results are associ-
ated with different approaches to consider the reaction redistribution time for
the removed structural member, i.e., in essence, with the mode of failure of
this member. The issue of criteria for a special limiting state is also discussed. 
The authors present the expediency of including an additional criterion in regu-
latory documents that considers the second-order effects on the buckling of
the structural elements under accidental impacts and, accordingly, provisions for 
protecting structural systems against the exhaustion of the bearing capacity due 
to the loss of stability. As such criterion, the achievement of the limiting equilib-
rium point on the diagram “axial force vs. transverse deflection” can be adopted. 

Keywords: progressive collapse, design model, dynamic analysis, quasi-static 
analysis, dynamic loading, material nonlinearity, second-order analysis, buckling 
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Введение 
Дискуссии по проблеме прогрессирующего обрушения на страницах российских и зарубежных 

научно-технических журналов вот уже на протяжении более двух десятилетий не ослабевает. Дискуссион-
ными остаются как подходы к постановке самих задач, так и к методам их решения. Неоднозначно сегодня 
специалистами воспринимаются и статьи Федерального закона РФ № 384-ФЗ1, относящиеся к этой про-
блеме, в особенности ст. 16, п. 6 – о необходимости расчета с исключением одной из несущих конструк-
ций. Ст. 5, ч. 2 противоречит ст. 6, ч. 3. В связи с этим в некоторых публикациях, например в [1], а также 
специалистами некоторых проектных организаций и особенно инвесторами предлагается исключить из 
Федерального закона № 384-ФЗ, ст. 6 слова «…а также непосредственно после отказа одной из несущих 
конструкций». При этом даются ссылки (порой голословно) на зарубежный опыт, на возможность защиты 
другими способами, на значительный рост стоимости и даже на невозможность выполнить требования этой 
статьи закона. Как результат, в СП 385.1325800.20182, в пособии «Проектирование мероприятий по защите 
зданий и сооружений от прогрессирующего обрушения»3, в используемых и сертифицированных сегодня 
программных комплексах (например, ПК ЛИРА-САПР [2], ПК SCAD Office [3]) для расчета строительных 
конструкций рекомендованы и рассматриваются различные способы расчета защиты зданий и сооружений 
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от прогрессирующего обрушения и по-разному учитывается динамический характер удаления одной из 
несущих конструкций. Например, в одних случаях предусматривается введение в расчет коэффициента 
динамичности [4; 5], в других предлагается прямой динамический расчет [6; 7], в третьих при удалении из 
конструктивной системы одной из конструкций предлагается простое изменение расчетной схемы путем 
уменьшения ее статической неопределимости без учета динамического воздействия от удаления конструк-
ции [8]. Интересны в этом отношении методики проведения и результаты экспериментальных исследова-
ний живучести конструктивных систем при выключении одного из несущих элементов [9–17]. В ряде экс-
периментальных исследований моделировалось внезапное выключение несущего элемента конструктивной 
системы путем его подрыва [11] или с использованием устройств с индуцируемой геометрической изменя-
емостью [13–16], в других нагружение выполнялось с использованием гидравлических домкратов [9; 10; 17] 
и др., причем в последнем случае скорость изменения давления в гидравлическом прессе, как правило, со-
ответствовала статическим испытаниям. 

В предлагаемой статье приведены результаты сопоставительного анализа различных подходов, 
расчетных моделей и различных методов расчета нагруженной несущей системы на внезапный отказ од-
ного из элементов этой системы. 

Метод 
Сначала рассмотрим простейшую статически неопределимую неразрезную балку из линейно упру-

гого материала с пролетами по 6 м и постоянной по длине жесткостью EJ, нагруженную равномерно 
распределенной нагрузкой с интенсивностью q = 10 кН/м (рис. 1, a). 

 

 
 

Рис. 1. Расчетные схемы и результаты расчета балки: 
а – для статического расчета при нормальном режиме эксплуатации; б – для прямого динамического расчета  

при выключении средней опоры с перераспределением реакции за время t2 = 0.1T = 0.043 c; в – для квазистатического расчета 
на мгновенное выключение средней опоры при моделировании динамического эффекта реакцией отброшенной связи 

с обратным знаком; г – для квазистатического расчета на мгновенное выключение средней опоры 
при моделировании динамического эффекта умножением нагрузки на коэффициент динамичности kd = 2 

Figure 1. Design schemes and analysis results for the beam: 
а – static analysis for normal operation mode; б – linear dynamic analysis for middle support removal scenario 

when reaction decreases up 0 during the time t2 = 0.1T = 0.043 s; в – linear quasi-static pull-down analysis for instantaneous removal 
of the middle support; г – linear quasi-static push-down analysis for the instantaneous removal of the middle support (kd = 2) 

 
Выполним оценку усилий в анализируемой балке на этапе нормальной эксплуатации и при внезап-

ном выключении из работы средней опоры, рассматривая три метода моделирования такого начального 
локального разрушения: а) прямой динамический метод в линейной постановке без учета демпфирова- 
ния (рис. 1, б) при задании времени перераспределения реакции отброшенной связи t2 = 0,1T, где T – период 
собственных колебаний по низшей форме, соответствующей предполагаемому деформированному со-
стоянию конструкции после начального локального разрушения4; б) квазистатический метод в линейной 

 
4 UFC 4-023-03. Design of buildings to resist progressive collapse. 2016; GSA-2013. Alternate path analysis & design guidelines 

for progressive collapse resistance. 2013. 

а б

в г
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постановке с моделированием динамического эффекта статическим эквивалентом в виде реакции отбро-
шенной связи, приложенной с обратным знаком (рис. 1, в), следуя подходу из методического пособия5, 
а также [18; 19]; в) квазистатический метод в линейной постановке с моделированием динамического эф-
фекта путем умножения нагрузки на коэффициент динамичности kd = 2 (рис. 1, г), следуя UFC 4-023-036. 

Для расчета в динамической постановке предварительно был выполнен модальный анализ одно-
пролетной балки (без промежуточной опоры), на основании которого по первой форме колебаний назна-
чено время перераспределения реакции выключаемой связи t2 = 0,1T = 0,043 с. 

Для целей сопоставления рассмотрим также расчет на прогрессирующее обрушение железобетон-
ной рамы пятиэтажного здания (рис. 2, а). Для простоты и большей наглядности при моделировании не 
рассматривается пространственная работа рамы в составе каркаса.  

Пролеты поперечной рамы в осях – 6 м, высота этажей – 3,3 м. Конструкции рам выполнены из бе-
тона класса В30. Размеры поперечных сечений колонн приняты 300×300 мм (рис. 2, б), ригелей – 
300×450 мм (рис. 2, в, г). В качестве продольной рабочей принята арматура А500, для хомутов – А240. 
Параметры армирования подобраны с учетом конструктивных требований СП 63.13330 по результатам 
расчета на основное сочетание нагрузок по СП 20.13330, включающее постоянные и длительные нагруз-
ки, кратковременные нагрузки на перекрытия с нормативным значением 1,5 кН/м2, снеговую нагрузку с 
нормативным значением 1,5 кН/м2, ветровую нагрузку для ветрового района I, типа местности А. 

В качестве аварийной расчетной ситуации рассматривался внезапный отказ колонны первого этажа 
в осях В-1 (рис. 2, а). Оценка динамических догружений рамы выполнялась в линейной и нелинейной 
динамической постановке, а также в линейной и нелинейной постановке с использованием квазистатиче-
ского метода в двух вариантах, изложенных выше. При этом статический эквивалент динамической 
нагрузки принимался с учетом диссипации энергии колебаний за счет развития пластических деформа-
ций. В квазистатическом расчете, при котором динамический эффект моделируется приложением реак-
ции отброшенной связи с обратным знаком, эффект диссипации энергии учитывался путем умножения 
реакции отбрасываемой связи на выражение (kd – 1), где kd – коэффициент динамичности. Во втором 
случае на коэффициент динамичности kd умножались нагрузки, приложенные к перекрытиям и покры-
тию над выключаемым элементом. При этом в обоих случаях коэффициент динамичности kd подбирался 
из условия получения лучшей сходимости результатов квазистатического расчета с результатами нели-
нейного динамического расчета. 

 

 
 

Рис. 2. Железобетонная рама 5-этажного здания: 
a – первичная расчетная схема; б – поперечное сечение и схема армирования колонн; 
в – то же для приопорных участков ригелей; г – то же для ригелей в середине пролета 

Figure 2. Reinforced concrete 5-storey frame: 
a – primary design scheme; б – column cross-section and reinforcement scheme; 

в – the same for a girder end cross-section; г – the same for a girder middle cross-section 
 
На основании предварительно выполненного модального анализа для железобетонной рамы (рис. 2, а) 

найден период собственных колебаний для низшей формы, наиболее похожей на предполагаемое дефор-
 

5 Проектирование мероприятий по защите зданий и сооружений от прогрессирующего обрушения: методическое посо-
бие. М.: Министерство строительства и жилищно-коммунального хозяйства Российской Федерации, 2018. 158 с. 

6 UFC 4-023-03. Design of buildings to resist progressive collapse. 2016; GSA-2013. Alternate path analysis & design guidelines 
for progressive collapse resistance. 2013. 
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мированное состояние рамы после выключения крайней колонны в осях В-1 на первом этаже T = 0,97 c. 
По аналогии с расчетом конструкции балки на основании этих данных принято время перераспределения 
реакции выключаемого элемента t2 = 0,1T = 0,097 c. 

Результаты и обсуждение 
По результатам расчетов получены эпюры изгибающих моментов и поперечных сил для балки 

на стадии нормальной эксплуатации и после внезапного выключения промежуточной опоры (рис. 3), 
для прямого динамического расчета они соответствуют моменту времени t = 0,16 с от начала запроектно-
го воздействия. 

 

 
 

Рис. 3. Результаты расчета балки:  
a – для статического расчета при нормальном режиме эксплуатации; б – для прямого динамического расчета 

при выключении средней опоры с перераспределением реакции за время t2 = 0,1T = 0,043 c; в – для квазистатического расчета 
на мгновенное выключение средней опоры при моделировании динамического эффекта реакцией отброшенной связи 

с обратным знаком, г – для квазистатического расчета на мгновенное выключение средней опоры 
при моделировании динамического эффекта умножением нагрузки на коэффициент динамичности kd = 2 

Figure 3. Analysis results for the beam:  
a – static analysis of statically loaded beam under normal operation; б – linear time-history dynamic analysis of the beam 

under middle support removal scenario for reaction redistribution time t2 = 0.1T = 0.043 s; в – linear quasi-static pull-down analysis 
of the beam under middle support instantaneous removal scenario at dynamic amplification factor kd = 2; 

г – linear quasi-static push-down analysis of the beam under middle support instantaneous removal scenario at dynamic amplification factor kd = 2 

 
Анализ полученных результатов показывает, что метод квазистатического расчета, при котором 

динамический эффект моделируется приложением реакции отброшенной связи с обратным знаком, 
для рассмотренной выше балочной конструкций (рис. 3, в) дает значение максимального изгибающего 
момента в пролете на 14,4 % больше (в запас прочности), чем по результатам динамического расче- 
та (рис. 3, б). Поперечные силы в пролете (в сечении с приложенной реакцией отброшенной связи с об-
ратным знаком) оказались в 8 раз больше, чем по результатам динамического расчета, однако при этом 
они соответствуют значениям поперечных сил по первичной расчетной схеме. Таким образом, отмечен-
ное превышение по поперечной силе в сечениях над выключаемой связью (элементом) не приводит к 
необходимости дополнительных конструктивных мероприятий по усилению данного сечения, поскольку 
такие усилия должны быть учтены при проектировании на основные сочетания нагрузок. Для крайних 
опор значения поперечных сил по рассматриваемому квазистатическому подходу оказались на 4,4 % меньше, 
чем по динамическому расчету, что оценивается не в запас прочности. 

Квазистатический расчет, при котором динамический эффект моделируется путем умножения 
нагрузки на коэффициент динамичности, равный 2 (рис. 3, г), дает максимальный изгибающий момент в 
пролете балки на 1,7 % больше по сравнению с прямым динамическим расчетом с конечным временем 
перераспределения реакции отброшенной связи. При этом для поперечных сил наблюдается превышение 
на 17,6 % в крайних опорах. В середине пролета по квазистатическому методу в рамках данного подхода 
ожидаемо поперечная сила равна нулю. 

а б

в г
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Сопоставление результатов решения динамической задачи во временной области при задании ко-
нечного времени перераспределения реакции в удаляемой связи (конструкции) t2 = 0,1T с результатами 
квазистатического расчета на мгновенное выключение связи показало, что усилия в элементах конструк-
тивной системы меняются незначительно при времени удаления элемента от 0 до 0,1Т. Следовательно, 
значение времени удаления элемента, равное 0,1Т, может рассматриваться в качестве граничного значе-
ния для случаев практически «мгновенного» выключения элементов. 

По результатам расчетов железобетонной рамы определены усилия во вторичной расчетной схеме 
с учетом динамических догружений вследствие внезапного выключения крайней колонны первого этажа 
в осях В-1. Результаты расчетов, выполненных в линейной постановке для динамического и квазистати-
ческих методов, приведены в виде эпюр M, Q, N на рис. 4. Для расчетов в нелинейной постановке резуль-
таты представлены на рис. 5. 

 

 
 

Рис. 4. Результаты расчета железобетонной рамы на прогрессирующее обрушение в линейной постановке: 
a – динамический расчет; б – квазистатический расчет при моделировании динамического воздействия 

умножением нагрузки на перекрытия и покрытие над выключаемым элементом на коэффициент динамичности kd = 2; 
в – квазистатический расчет при моделировании динамического воздействия реакцией отброшенной связи, приложенной с обратным знаком 

Figure 4. Numerical results for progressive collapse behavior of reinforced concrete frame under outer column removal: 
a – linear time-history dynamic analysis; б – linear quasi-static push-down analysis at dynamic amplification factor kd = 2; 

в – linear quasi-static pull-down analysis (removed support reaction multiplied by 1) 
 

Из анализа эпюр усилий, представленных на рис. 4 и 5, видно, что учет физической нелинейности 
ожидаемо приводит к снижению динамических догружений на элементы рассматриваемой рамы. Количе-
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ственное сближение результатов нелинейных квазистатических расчетов с данными нелинейного динами-
ческого расчета достигается при коэффициенте динамичности kd = 1,25, что совпадает с эксперименталь-
ными данными для двухэтажной полномасштабной модели железобетонного каркаса с плоскими перекры-
тиями, подверженного особому воздействию в виде внезапного выключения угловой колонны [12]. 

 

 
 

Рис. 5. Результаты расчета железобетонной рамы на прогрессирующее обрушение в нелинейной постановке: 
a – динамический расчет; б – квазистатический расчет при моделировании динамического воздействия 

умножением нагрузки на перекрытия и покрытие над выключаемым элементом на коэффициент динамичности kd = 1,25; 
в – квазистатический расчет при моделировании динамического воздействия приложением 0,25 реакции отброшенной связи с обратным знаком 

Figure 5. Numerical results for progressive collapse behavior of reinforced concrete frame under outer column removal:  
a – nonlinear time-history dynamic analysis; б – nonlinear quasi-static push-down analysis at dynamic amplification factor kd = 1.25; 

в – nonlinear quasi-static pull-down analysis (removed support reaction multiplied by 0.25) 
 
Так же как и для конструкции балки, время приложения воздействия за t2 = 0,1T при выполнении 

динамического расчета в линейной постановке дает качественно и количественно близкие результаты 
с результатами квазистатических расчетов по двум рассмотренным подходам на мгновенный сценарий 
выключения несущего элемента. При этом наблюдается превышение значений усилий практически для 
всех элементов рамы для результатов квазистатических расчетов по сравнению с динамическим. Осо-
бенности квазистатических подходов, выявленные при расчетном анализе балочной конструкции, на- 
блюдаются и для рамы: приложение реакции отброшенной связи дает наибольшее превышение непо-
средственно над удаленным из конструктивной системы элементом, а умножение нагрузки на коэффици-
ент динамичности – в опорных сечениях вторичной расчетной схемы. Однако для колонны второго этажа 
в осях В-2 наблюдается иная картина. Для нее значения M, Q, N, полученные динамическим расчетом, 
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оказались в 1,5–2 раза больше, чем по данным квазистатических расчетов. Аналогичная картина наблю-
дается и при сравнении результатов расчетов в физически нелинейной постановке. Такое расхождение 
может быть обусловлено неучетом перераспределения поперечной силы и изгибающего момента в квази-
статическом расчете, в то время как при выполнении динамических расчетов в линейной и нелинейной 
постановках это явление учитывалось. В связи с этим дополнительно рассмотрим особенности сопротив-
ления внецентренно сжатых железобетонных элементов при их догружении вследствие перераспределения 
силовых потоков после возникновения в конструктивной системе начального локального разрушения. 

Рассмотрим три Г-образные железобетонные рамы с коротким ригелем (рис. 6) и стойками разной 
длины: 4, 8 и 10 м. Такая конструкция рамы, с одной стороны, была выбрана для простоты анализа ре-
зультатов, с другой – для возможности учета эффекта разгрузки стоек при их деформировании. Коэффи-
циенты расчетных длин стоек вычислены для первых форм потери устойчивости, полученных путем ре-
шения задачи устойчивости в постановке Эйлера в ПК ЛИРА-САПР. Гибкость стоек вычислялась на ос-
нове принятых значений расчетных длин и составила: 10,4; 20,5; 25,5 соответственно. По концевым се-

чениям стоек и ригелей приняты следующие граничные условия: 
нижний конец стойки жестко защемлен; верхний конец стойки об-
разует рамный узел с ригелем (податливая заделка); правый конец 
ригеля закреплен от вертикального смещения и поворота, при этом 
допускает горизонтальное смещение. 

Материалы стойки: бетон класса В30, арматура – 4Ф16 А500, 
установленная в углах сечения на расстоянии 30 мм от граней се- 
чения. Для расчета приняты нормативные значения параметров 
прочности и деформативности. Размер поперечного сечения стойки 
400×400 мм, ригеля – 400×600 мм (ширина × высота). Для бетона 
принята экспоненциальная аппроксимация двухлинейных диаграмм, 
для стали – двухлинейная диаграмма деформирования. При расчете 
учитывалась физическая и геометрическая нелинейность. 

Из результатов расчета рамы со стойками различной гибкости 
на однократное нагружение (рис. 7) следует, что потеря устойчивости 

стойки рамы, при определенной ее гибкости, может наступить раньше исчерпания прочности ее сечений. 
Можно также видеть (рис. 8) картину интенсивного роста прогиба стойки с гибкостью λh = 25,5 после до-
стижения точки предельного равновесия и снижение продольных усилий при нарастающих прогибах. 

В связи с этим при расчете живучести конструктивных систем с внецентренно сжатыми железобетон-
ными элементами с гибкостью λh > 20 следует учитывать эффекты, вызванные геометрической нелинейно-
стью их деформирования. При этом в качестве критерия исчерпания несущей способности можно принимать 
достижение точки предельного равновесия на диаграмме «продольная сила – поперечный прогиб». 

 

 
 

Рис. 7. Результаты расчета Г-образной рамы со стойками различной гибкости на статическое однократное нагружение 
Figure 7. Results of inelastic second-order analysis of Γ-frames under single static loading 

Рис. 6. Расчетная схема стоек Г-образных рам 
Figure 6. Design scheme of Γ-frames 

λh = 0 λh = 20.5 λh = 10.4 λh = 25.5 
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Рис. 8. Диаграмма «продольная сила – характерный прогиб» для стойки гибкостью λh = 25,5 
Figure 8. Diagram of “axial load vs. transverse deflection” for the column of slenderness ratio λh = 25.5 

 
Выполненный расчетный анализ конструктивных систем и их элементов при особом воздействии 

в виде внезапного отказа одного из элементов системы, проведенный по рекомендованным нормативным 
документом СП 385.132580 расчетным схемам, в статической, квазистатической и динамической поста-
новках с учетом и без учета физической и геометрической нелинейности, показал корректность и прием-
лемость использования этих методов для практических расчетов для защиты зданий и сооружений от 
прогрессирующего обрушения. 

Следует заметить, что в некоторых замечаниях, поступивших от научных и проектных организа-
ций на СП 385.132580, и в отдельных публикациях, например в [1], высказаны опасения о том, что при 
буквальном соблюдении требования федерального закона № 384-ФЗ и СП 385.132580 о рассмотрении 
при расчете отказа одной из несущих конструкций реальное проектирование некоторых объектов стано-
вится невозможным и не позволяет проектировщикам предлагать современные, надежные, в том числе 
уникальные технические решения. С этим утверждением сложно согласиться, так как для вновь проекти-
руемых конструкций выполнение этого требования определяется принятием соответствующей именно 
новой, более прогрессивной и наиболее безопасной топологии конструктивных систем, чем, собственно, 
и определяется уникальность сооружения. Сложнее обстоит дело с выполнением этих требований при 
реконструкции уже эксплуатируемых объектов. Однако и здесь, как было показано в [20] на примере ре-
конструкции складчатого большепролетного покрытия ангара в аэропорту «Жуляны» г. Киева, решение 
может быть найдено. 

Еще один важный вопрос, касающийся анализа положений российских7 и зарубежных норм8 по 
защите от прогрессирующего обрушения, – вопрос о критериях особого предельного состояния. В нор-
мативных документах четко прописаны критерии, обусловленные исчерпанием прочности сечений или 
ограничения предельной деформативности элементов конструктивной системы и связанной с этим ее 
геометрической изменяемости. В то же время в ряде случаев, в особенности при расчете реконструируе-
мых объектов, может возникнуть ситуация «запуска» процесса геометрической изменяемости и, соответ-
ственно, прогрессирующего обрушения конструктивной системы вследствие потери устойчивости от-
дельных ее элементов. Это может случиться по разным причинами: износ и повреждение сжатых и вне-
центренно сжатых элементов конструктивной системы, увеличение эксцентриситетов приложения уси-
лий в этих элементах от ползучести или вследствие их коррозии при нелинейном длительном деформи-
ровании и др. В связи с этим, по-видимому, в СП 385.1325800 целесообразно было бы включить крите-
рии для учета возможности потери устойчивости. В качестве таких критериев, например для железобе-
тонных элементов, может быть принята предельная гибкость или достижение точки предельного равно-

 
7 Проектирование мероприятий по защите зданий и сооружений от прогрессирующего обрушения: методическое посо-

бие. М.: Министерство строительства и жилищно-коммунального хозяйства Российской Федерации, 2018. 158 с. 
8 UFC 4-023-03. Design of buildings to resist progressive collapse. 2016; GSA-2013. Alternate path analysis & design guidelines 

for progressive collapse resistance. 2013. 
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весия на диаграмме «продольная сила – поперечный прогиб». Тем более что в п. 5.6 СП 385.1325800 ука-
зывается, что «…проверку несущей способности по прочности и устойчивости элементов конструктив-
ной системы по вторичной расчетной схеме следует проводить по методикам соответствующих сводов 
правил на проектирование с учетом характеристик материалов и критериев особого предельного состоя-
ния». В зарубежных нормах9 отмечается необходимость учета возможности потери устойчивости при 
продольном изгибе. При этом применительно к железобетонным несущим элементам в ACI 318-1910 ука-
зывает на гибкость λ = 22 (λh = 6,3) в качестве минимального значения, при котором требуется учет эф-
фектов, вызванных геометрической нелинейностью деформирования, для внецентренно сжатых элемен-
тов, допускающих горизонтальное смещение концевых сечений относительно друг друга. В ACI 318-19 
вводится ограничение на проектирование внецентренно сжатых элементов, для которых отношение из-
гибающего момента от поперечного изгиба к моменту, вызванному продольным изгибом, превышает 1,4. 
По аналогии с СП 63.13330.2018 нормы ACI 318-19 допускают замену расчета в геометрически нелиней-
ной постановке увеличением расчетных изгибающих моментов, однако применительно к такому случаю 
отсутствуют указания по учету снижения предельной нагрузки на элемент, выявленной, например, в [21]. 

Заключение 
Расчетный анализ конструктивных статически неопределимых систем на особое воздействие – вне-

запный отказ одного из элементов системы – проведенный по рекомендованным нормативным докумен-
том СП 385.132580 расчетным схемам в статической, квазистатической и динамической постановках по-
казал корректность и приемлемость использования этих методов для практических расчетов по защите 
зданий и сооружений от прогрессирующего обрушения. 

Для повышения защиты зданий и сооружений от особых воздействий в алгоритм расчетного ана-
лиза, наряду с принятыми в российских и зарубежных нормативных документах критериями исчерпания 
прочности сечений или ограничения предельной деформативности элементов в запредельных состояни-
ях, целесообразно включить дополнительные критерии, определяющие возможность потери устойчиво-
сти элементов конструктивной системы. 
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 Abstract. The aim of the research – to investigate the behavior of thin-walled 

beam I-section loaded with bending and torsion using theoretical, numerical,  

and experimental approaches. In this paper, the main criteria for consideration of 

the different methods of analysis is the geometric characteristic of the section. 

The results obtained by the finite element method, the numerical method, as well 

as experimental data are compared. The analysis by finite element method by 

considering an additional degree of freedom at a node to include the restrained 

torsion and the dimension of the stiffness matrix is thus 14×14. The results of 

the calculation according to this theory are compared with the numerical solution 

obtained using finite element software, and with the results of the experiment. 

The I-beam section subject to bending with torsion is considered. The deformations, 

strain, and stress distributions of open thin-walled structures subjected to bending 

and torsion are presented using experimental methods. The comparative results 

for the angle of twisting, deformations, and normal stresses in the frame element 

subjected to combined loading are displayed graphically. To evaluate the results, 

a theoretical, numerical, and experimental investigation of I-beam behavior under 

bending and restrained torsion was carried out. As a result of the comparison, 

it was revealed that the results obtained according to the refined theory proposed 

by the authors have good convergence with experimental data and are also quite 

close to the values obtained using commercial software. 

Keywords: experimental study, thin-walled sections, finite element method, 

combined loading, torsion, bending, warping torsion 

For citation 

Gebre T.H., Galishnikova V.V., Lebed E.V. 

Experimental and numerical investigation of 

thin-walled I-section beam under bending and 

torsion. Structural Mechanics of Engineering 

Constructions and Buildings. 2022;18(4): 

341–350. http://doi.org/10.22363/1815-5235-

2022-18-4-341-350 

 

 

 
Tesfaldet H. Gebre, research assistant, Department of Civil Engineering, Academy of Engineering, Peoples’ Friendship University of Russia (RUDN 

University), 6 Miklukho-Maklaya St, Moscow, 117198, Russian Federation; ORCID: 0000-0002-7168-5786, Scopus Author ID: 57212348775, eLIBRARY 

SPIN-code: 2587-8700; tesfaldethg@gmail.com  

Vera V. Galishnikova, Dr.Sc., Professor, Vice-Rector, Moscow State University of Civil Engineering (National Research University), Professor, Depart-

ment of Civil Engineering, Peoples’ Friendship University of Russia (RUDN University), 26 Yaroslavskoye Shosse, Moscow, 129337, Russian Federation; 

ORCID: 0000-0003-2493-7255, Scopus Author ID: 55303553900, eLIBRARY SPIN-code: 2765-7069; galishni@yandex.ru  

Evgeny V. Lebed, Candidate of Technical Science, Associate Professor of the Department of Metal and Wooden Structures, Moscow State University of 

Civil Engineering (National Research University), 26 Yaroslavskoye Shosse, Moscow, 129337, Russian Federation; ORCID: 0000-0003-3926-8701, Scopus 

Author ID: 57197822677, eLIBRARY SPIN-code: 5297-2700; evglebed@mail.ru  

 

 

© Gebre T.H., Galishnikova V.V., Lebed E.V., 2022 

 
This work is licensed under a Creative Commons Attribution 4.0 International License 

https://creativecommons.org/licenses/by-nc/4.0/legalcode 
 

https://orcid.org/0000-0002-7168-5786
https://orcid.org/0000-0003-2493-7255
https://orcid.org/0000-0003-3926-8701


Gebre T.H., Galishnikova V.V., Lebed E.V. Structural Mechanics of Engineering Constructions and Buildings. 2022;18(4):341–350 
 

 

342   ANALYTICAL AND NUMERICAL METHODS OF ANALYSIS OF STRUCTURES 

Экспериментальное и численное исследование тонкостенных балок 
двутаврового сечения при изгибе и кручении2 

 
T.Х. Гебре1 㔐㔑㔒㔓㔔, В.В. Галишникова2 , Е.В. Лебедь2

 
1Российский университет дружбы народов, Москва, Российская Федерация  
2Национальный исследовательский Московский государственный строительный университет, Москва, Российская Федерация 
㔐㔑㔒㔓㔔 tesfaldethg@gmail.com 
 

История статьи 
Поступила в редакцию: 12 апреля 2022 г.  
Доработана: 21 августа 2022 г. 
Принята к публикации: 23 августа 2022 г. 

 Аннотация. Цель работы – исследовать поведение тонкостенной балки I сече-
ния, нагруженной изгибом и кручением, используя теоретические, численные 
и экспериментальные подходы. В данной работе основным критерием для 
рассмотрения различных методов анализа является геометрическая харак-
теристика сечения. Сравниваются результаты, полученные методом конеч-
ных элементов, численным методом, а также экспериментальные данные. 
При анализе методом конечных элементов учитывается дополнительная 
степень свободы в узле для включения повторно деформированного кручения, 
таким образом, размерность матрицы жесткости составляет 14×14. Резуль-
таты расчета по данной теории сравниваются с численным решением, по-
лученным с помощью программы конечных элементов, и с результатами 
эксперимента. Рассматривается двутавровое сечение балки, подверженной 
изгибу с кручением. Представлены деформации, напряжения и распределе-
ния напряжений открытых тонкостенных конструкций, подверженных изгибу 
и кручению, с использованием экспериментальных методов. Сравнитель-
ные результаты для угла закручивания, деформаций и нормальных напря-
жений в элементе рамы, подвергнутом комбинированному нагружению, 
отображены графически. Для оценки полученных результатов проведено 
теоретико-калькуляционное, численное и экспериментальное исследование 
поведения двутавровой балки при изгибе и ограниченном кручении. Выяв-
лено, что результаты, полученные в соответствии с предложенной автора-
ми уточненной теорией, имеют хорошую сходимость с экспериментальны-
ми данными и достаточно близки к значениям, полученным с помощью 
коммерческого программного обеспечения. 

Ключевые слова: экспериментальное исследование, тонкостенные профи-
ли, метод конечных элементов, комбинированная нагрузка, кручение, изгиб, 
деформирующее кручение 
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Introduction 
Thin-walled steel beams used in various engineering structures can be assembled to withstand a combined 

loading situation of bending and torsion. They are well-known for their high strength, high flexibility, ductility, 
quick construction, and effective space partitioning. Various challenges in the use of thin-walled structures 
emerge on a routine basis, and numerous studies are called upon to provide proper solution. Steel beams with 
thin-walled sections are one of the suggested possible solutions in such scenarios because they are commonly 
used in various fields of engineering. When a thin-walled section is subjected to a combined load, they are inef-
fective at resisting, and it leads to reduce the capacity of the beam. Consequently, proper experimental and nu-
merical bearing strength analysis is required to assess it, especially for open sections such as I-profiles. Bending 
results in strain and shear force in common construction practice, but in thin walled sections, normal stresses 
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determine the bearing capacity of the beam because they are the sum of longitudinal force acting, bending mo-

ments of two planes, and bimoment [1; 2]. Considering the analysis of beams loaded for bending and torsion 

by considering its plastic deformations allows for a reduction in steel usage when compared the analysis with 

the elastic range [3]. Considering the plastic deformations in the analysis allows increasing the bearing capacity 

of profile [4; 5]. The significance of elastic behavior is commonly used in experimental studies to assess the be-

havior of thin-walled structures subjected with the combined loading.  

There are different studies which accounts only the elastic behavior of the steel element [6–10]. In sum-

mary, basic structural analysis relies on the well-known Euler – Bernoulli and Vlasov beam theories, which pre-

dict displacements and stresses in the frame element [11]. Occasionally, those theories overlook the shear defor-

mation effect for long span members [12]. Numerical and experimental investigations of thin-walled structures 

subjected to bending and torsion revealed that it is dependent on section properties and that non-uniform torsion 

is influenced by moments [13]. Various studies use section properties as a primary criterion for analyzing finite 

element methods of thin-walled sections with restrained torsion [14–19]. Typically, section properties were used 

as a benchmark for predicting the behavior of open and closed thin-walled sections in those studies [20]. Various 

commercial programs usually consider six degrees of freedom at each node of a member element of a 3D frame, 

neglecting warping effects, as a common approach [12; 21–24]. When the finite element analysis for torsion only 

considers Saint-Venant torsion, the analysis may overlook the torsion in the members, tends to result in an un-

conservative design. Numerous scholars attempted to overcome this inconsistency by developing a 14×14 stiff-

ness matrix that does include warping due to torsion as an additional degree of freedom at each node of a thin-

walled section [25–30]. In addition, there are new findings in finite element methods analysis using quadratic 

and linear approximations methods to develop the stiffness matrixes [31]. 

A theoretical, numerical, and experimental investigation of I-beam behavior under bending and restrained 

torsion should be carried out in this study. As various authors have studied, it is acknowledged that the load car-

rying capacity of an I-section tends to increase as the action of combined loading increases. This study provides 

an analysis of the theoretical, experimental, and numerical calculations that use the section property as the pri-

mary criterion for implementing the theoretical method. The angle of twisting, normal stresses value from bend-

ing, and warping torsion are compared using theoretical, experimental, and numerical calculations. Based on 

the study's findings, the parameters of test specimens and the productive solution of beam angle of twisting, 

normal stresses for I-sections were calculated. 

Method 

To incorporate the warping behavior into the study, a bar element of length L with an I-cross section beam 

is considered. At each node of the element, a seventh degree of freedom is added to the well-known six DOFs of 

the classical three-dimensional frame element to account for warping torsion. In the local coordinate system, 

the nodal displacement and load vector are shown below:  

1 2 3 1 2 3 1,1 1 2 3 1 2 3 1,1

1 2 3 1 2 3 ω 1 2 3 1 2 3 ω

β β β β β β β β
T

e A A A A A A A B B B B B B A

T

m A A A A A A A B B B B B B B

v v v v v v

n n n m m m m n n n m m m m

=

=

v

q

 

The stiffness matrix as it is known, the relationship between the generalized force vector qm and the gene- 

ralized displacement vector vm is established by the stiffness matrix Km of the element. 

.m m m=q K v                                                                              (1) 

The design diagram of the structure under test, which includes a cantilever thin-walled section beam under 

bending and torsion as shown Figure 1. The beam is subjected to a load acting in the vertical plane with eccen-

tricity relative to the longitudinal axis, causing the beam to experience torsional and bending moments at the same 

time. To validate the theoretical calculation of the behavior of a thin-walled section with restrained torsion of 

an I-beam section with a length of 500 mm, a height of 100 mm, a flange thickness of 5.7 mm, a flange width of 

55 mm, and a web thickness of 4.5 mm as shown in Figure 1. A cantilever I-profile is subjected to a combined 
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loading which are torsional moment MT or a point load F with lever arm e is applied at the free end as shown in 

Figure 1. The material properties of the prismatic cantilever steel beam are as follows: Young modulus E = 200 GPa, 

Poisson ration ν = 0.3, and shear modulus G = E/(2(1+ν)) = 76.92 GPa. The maximum applied concentrated 

force is applied gradually, and its magnitude is 91.893 kg including its self-weight.  

 

    
 

Figure 1. Geometry, boundary conditions, loading and cross-section of the beam 

 
Experimental test set-up and instrumentation: the strain is measured using eight LVDT sensors, four of 

which are placed at the fixed end and four at the free end of the specimen as shown in Figure 2. At the top of 

the section, two LVDTs are used, and similarly, at the bottom of the section, two LVDTs are installed in both 

the fixed and endplates. Eight LVDTs sensers are used, of which four LVDTs are placed at fixed end and four 

of them are placed at the free end of the specimen used to measure the strain. Two LVDTs are used at the top of 

the section and similarly two LVDTs are placed at the bottom of the section in both the fixed and endplates.  

 

    
 

Figure 2. The specimen alignment, with measuring systems, and combined loading test stand 

(photos by Tesfaldet H. Gebre) 

 

The specimen is adjusted for creating warping restraints at one end and free at the other end as shown in 

Figure 2. The specimen is carefully placed on the test setup on the fixing plate so that the required loading can be 

applied. The test setup and instrumentation adopted is shown in Figure 2. Three angular rotation measurement 

devices are used to measure the angle of twisting in three different axes as shown in Figure 2.  
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Result and discussion 

The member variables are collected in member displacement vector Vm and member load vector qm and 

the matrices are arranged correspondingly in member stiffness matrix km. 

1 2
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The nonzero elements of the stiffness matrix for the 3D finite element calculation of beam element with 

restraint torsion are given below: 
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Experiments were used to obtain the deformation, angle of twisting, strain data, and stress of the corre-

sponding pointes. The distributions of the experiment's results based on the applied loading conditions are given 

below. The graphs are the comparison between applied loading, angle of twisting and load application point dis-

placement for the three experimental trials as shown in Figures 3–5. 

 

  
 

Figure 3. The distribution of the first experiment's results of 

applied loading, angle of twisting and load application point displacement 

 

Figure 4. The distribution of the second experiment's results 

of applied loading, angle of twisting  

and load application point displacement 

  

 
 

Figure 5. The distribution of the third experiment's results of applied loading, angle of twisting and load application point displacement 
 

During the loading process, the angle of twisting, strain and deflection of beam end-span section were 

measured. Graphs of strains and stress vs the lever arm deformation which is measured experimentally as shown 

in Figure 6. 

As a result of the three tests, the twist angles of the beams were measured and graphically expressed as 

twist angles vs load, as shown in Figure 7. 

Furthermore, using the three-dimensional finite element (FE) model of the thin-walled bar with an open 

cross-section developed in the ANSYS environment, we compared the experimental data with both theoretical 

calculations and numerical simulations, as shown in Figure 8. ANSYS finite element software was also used to 

model the beam. Ansys simulations with beam 189 elements were performed, with an additional degree of free-
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dom considered. A computer program for analysis is created based on the proposed finite element analysis. 

An illustration of the accuracy of the presented method is demonstrated by comparing using experiment and fi-

nite element software. The comparison of various results is presented graphically. A concentrated torque and 

point load are applied to the shear centre of the wall at the free end. 

 

    
 

Figure 6. The strains and stress, MPa vs the lever arm deformation measured experimentally 

 

 

 
 

Figure 7. Applied load vs twisting angle relationships for the three tests 

 

 

 
 

Figure 8. Open thin-walled section beam model and angle of twisting 
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Figure 9 depicts the percentage differences of the experimental tests in comparison to the results of 

the current theory and numerical results. The load-angle dependencies and their correlations for the theoretical, 

experimental, and numerical results are presented graphically as shown in Figure 9. 
 

 
 

Figure 9. Load vs. angle of twisting of the three experimental tests, current theory, and numerical results 

 

      
 

Figure 10. The section's normal stress distribution values using Ansys 

 

 
 

Figure 11. The stresses vs loads results by experimental, theoretical, and numerical 
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The obtained results are displayed for the predefined points on the cross section which is considered dur-

ing the experiment. For typical beams, the stress concentrations at the sensor’s locations of the I-beam thin-

walled section are shown in throughout the span with the applied combined load as shown in Figure 10. 

The graphical expression of the variation in stresses with increasing applied loads as determined by expe- 

rimental, theoretical, and numerical calculations as shown in Figure 10. 

Refereeing Figure 11 of the theoretical, numerical, and experimental normal-stress distribution graphs 

is practically identical to each other. The relative deviation between the three results is estimated to be between 

2.5 and 3.5% 

Conclusion 

The following conclusions could be drawn based on the experimental results and analysis of the I-shape 

thin-walled steel beams under combined bending and torsion loads. 

● The simple geometric properties of the section are used to generate the stiffness matrix for thin-walled 

beam sections with retrained torsion. By considering an additional degree of freedom at each node, the trigono-

metric and approximation solutions of an interpolation function are used to express the 14×14 DOFs stiffness 

matrix for non-uniform torsion.  

● The stiffness matrix for 3D thin-walled sections subjected to combined loading is presented, making ad-

vanced structural analysis bar elements more convenient. This stiffness matrix is more applicable for open thin-

walled sections because the value of characteristics number for open section is very small compared to the closed 

thin-walled sections.  

● An investigation was carried out between the theoretical, experimental, and numerical results of an I-beam 

section under the combined loading conditions of bending and torsion. The behavior of experimental specimens 

has confirmed that beams in bending, and torsion have significant reserves of bearing capacity when compared 

to steel work at the elastic stage.  

● As the experiment is conducted within the elastic range, the rotation angles for the three methods are 

nearly identical. In addition to the experiment results, numerical calculations are commonly used as a compari-

son in engineering design procedures because they allow for the use of a wider range of parameters engineering 

design procedure of beams under combined loading. 

● Experimental, theoretical, and numerical investigations of I-beam profile beams section is carried out. 

The behavior of experimental specimens was analyzed, and it was discovered that beams in bending, and torsion 

have similar results to theoretical results within the elastic stage of steel work. The bearing capacity of 

the spaceman is determined by the distribution of normal stresses in the experiment for the I-beam with re-

strained torsion. When compared to each other, the rotation angles begin to increase smoothly based on the ap-

plied loading and they are similar. 
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 Аннотация. Приведен анализ научных публикаций одного из наиболее 
ярких представителей замечательной плеяды советских и российских уче-
ных второй половины ХХ в., создателя известной научной школы в обла-
сти механики сплошной среды, строительной механики, теории упругости 
и ползучести, теории движения сыпучей среды Г.А. Гениева. Научные пуб-
ликации автора систематизированы по направлениям исследований и охва-
тывают более чем 50-летний период его научного творчества. Анализ охва-
тывает его исследования начиная с кандидатской диссертации по несущей 
способности внецентренно сжатых стержней из упругопластических мате-
риалов до докторской диссертации по динамике сыпучей среды, защищен-
ной им в 28 лет, раскрывает многогранный талант этого крупного ученого. 
Проведенный анализ опирается на метод формализованного описания фак-
тов, определяющих современное развитие научных исследований в рассмат-
риваемой области, сопоставления и систематизации исследуемых фактов. 

Ключевые слова: теоретические исследования, механика сплошных сред, 
теория упругости, пластичность, ползучесть 
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 Abstract. G.A. Geniev, the founder of a scientific school in the field of con-
tinuum mechanics, structural mechanics, the theory of elasticity and creep, and 
the theory of the movement of a granular medium, is presented in an analysis of 
publications from the galaxy of remarkable Soviet and Russian scientists of
the second half of the twentieth century. The author's scientific publications are 
systematized by research areas, and cover more than 50 years of his scientific 
work. The analysis covers his research from his PhD thesis on the load-carrying 
capacity of eccentrically compressed rods made of elastoplastic materials to his 
doctoral dissertation on the dynamics of bulk media, revealing this major scien-
tist's multifaceted talent. The analysis of G.A. Geniev's scientific publications is 
based on the method of formalized description of the facts that determine the cur-
rent development of scientific research in the field under consideration, compari-
son, and systematization of the facts under study. 
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Введение 
В последние два-три десятилетия численные методы и цифровые технологии стали превалирую-

щими в исследованиях и проектировании зданий и сооружений, что отодвинуло на второй план концеп-
ции и методологию комплексных физических явлений в сложных и ответственных сооружениях при по-
стоянно возрастающих видах воздействий на них. Это не может не сказаться на надежности проектиро-
вания строительных конструкций и уводит исследователя от глубинного понимания процессов их де-
формирования и разрушения при таких воздействиях. Особенно пагубно сегодня это отражается на под-
готовке новых поколений инженеров, когда студент, не получив четкого понимания игры сил в сооруже-
нии, пытается проводить расчеты с использованием компьютерных технологий. В этой связи знакомство 
молодых ученых, инженеров с научно-творческим наследием одного из наиболее ярких ученых в обла-
сти механики сплошной среды, строительной механики, теории упругости и ползучести, теории движе-
ния сыпучей среды, доктором технических наук, членом-корреспондентом РААСН, создателем извест-
ной научной школы Георгием Александровичем Гениевым, 95-летие со дня рождения которого отмеча-
ется в этом году, представляется важным и своевременным (рис. 1).  

Анализ теоретических исследований Г.А. Гениева показывает насколько многогранны и разносто-
ронни были научные интересы Георгия Александровича при всей нестандартности, глубине и новизне 
проводимых им исследований. Не утратили своей актуальности созданная Г.А. Гениевым теория прочно-
сти и пластичности бетона, железобетона и других материалов, теория сыпучих и сплошных сред, теория 
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распространения трехмерных волн деформаций в неупругих средах, динамические задачи движения жид- 
костей и газов в трубопроводах, задачи по поперечной устойчивости замкнутых цилиндрических оболо-
чек, исследования по теории прочности и пластичности кирпичной кладки и других анизотропных мате-
риалов и др. Им проведен ряд оригинальных исследований теории теплопроводности и оптимизации раз-
личных процессов и конструкций. Ученики и последователи научной школы Георгия Александровича 
успешно продолжают его дело и во всех отношениях стараются быть достойными своего учителя. 

Анализ научных исследований Г.А. Гениева 
Георгий Александрович Гениев является одним из наиболее ярких представителей замечательной 

плеяды советских и российских ученых второй половины ХХ в. в области теории сооружений строи-
тельной механики, механики железобетона и механики грунтов. Научная деятельность Георгия Алексан-
дровича началась в 1948 г., когда он после окончания Москов-
ского инженерно-строительного института пришел в лабора- 
торию расчета сооружений ЦНИИСК имени В.А. Кучеренко с 
подготовленным для поступления в аспирантуру рефератом на 
тему «Интегрирование дифференциального уравнения упругой 
линии углов закручивания тонкостенных стержней». 

Его настольной книгой в этот период стал «Курс теории 
упругости» М.М. Филоненко-Бородича. В ней он детально 
разобрал все выкладки до полного овладения приемами расче-
тов. Итогом работы в аспирантуре стала защита кандидатской 
диссертации на тему «Теоретическое исследование несущей 
способности внецентренно сжатых стержней из упругопласти-
ческого материала, не работающего на растяжение» 

Первыми его работами в начале 1950-х гг. стали исследо-
вания внецентренно сжатых стержней, в том числе гибких же-
лезобетонных и армокаменных колонн как стержней из упруго-
пластического материала, не работающего на растяжение, а также 
железобетонных колонн с жесткой арматурой и др. 

Материалы своей кандидатской диссертации Г.А. Гениев 
развил затем в ряде теоретических исследований по внецентрен- 
ному сжатию стержней из нелинейного упругопластического 
материала [1; 2], не работающего на сжатие, по расчету связей 
составных металлических сжато-изогнутых стержней [3; 4]; 
по исследованию несущей способности внецентренно сжатых 
железобетонных колонн с жесткой арматурой [5] и др.  

С 1954 г. Георгием Александровичем был начат новый 
большой цикл исследований, которым он посвятил много лет. 
Прежде всего, это работы по теории движения сыпучей сре- 
ды [6–11], перешедшие затем в новые задачи динамики сыпу-
чей среды и теорию пластичности [12–35]. С ними оказались 
связанны задачи об условиях прочности бетона и железобето- 
на [36–42], задачи по исследованию и разработке критериев проч- 
ности различных материалов, характеризующихся нелинейной 
работой под нагрузкой [43–48].  

В последние 10–15 лет своей плодотворной научной дея-
тельности Г.А. Гениев начал цикл теоретических исследований, 
связанных с проблемой безопасности сооружений при особых и аварийных воздействиях, заложив новое 
направление в строительной механике – основы теории живучести физически и конструктивно нелиней-
ных систем зданий и сооружений при так называемых запроектных воздействиях [49–55], которые вме-
сте с другими работами наших крупных ученых легли в основу исследований по обеспечению конструк-
тивной (механической) безопасности зданий и сооружений в запредельных состояниях и по предотвра-
щению прогрессирующего обрушения при выходе из строя одного или нескольких элементов с умень-
шением степени статической неопределимости системы. 

 
Рис. 1. К 95-летию Г.А. Гениева, НИУ МГСУ,

январь 2022 г. (фото из программы научно- 
практического семинара, посвященного 95-летию

Г.А. Гениева) 
Figure 1. To the 95th anniversary of G.A. Geniev,
NRU MGSU, January 2022 (photo from the program
of a scientific and practical seminar dedicated to

the 95th anniversary of G.A. Geniev)
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Следует отметить, что тема исследований сыпучей среды прошла красной нитью через всю его 
научную жизнь [56–78]. Как сам он говорил в ответ на некоторые упреки в том, что он занимается изуче-
нием статики и динамики сыпучих сред, будучи сотрудником Института строительных конструкций, 
а не оснований и фундаментов, многие зависимости и созданный им математический аппарат чрезвы-
чайно легко переносятся на конструктивные системы из любых материалов. Эти исследования легли 
в основу его докторской диссертации «Вопросы динамики сыпучей среды», написанной в 1955 г., когда 
ему было только 28 лет. 

При написании докторской диссертации Г.А. Гениев опирался на фундаментальные и сегодня тру-
ды в области статики и динамики сыпучей среды В.В. Соколовского, А.Ю. Ишлинского, М.С. Берншей-
на, А.Г. Иммермана, В.Г. Березанцева, гидромеханики Н.Е. Кочина и др., на результаты эксперименталь-
ных исследований оснований М.В. Малышева и математическую теорию пластичности С.Г. Михлина. 
Показательно, что список литературы в диссертации включал всего 13 источников, что свидетельствует 
о новизне задачи и исключительно самостоятельном подходе автора к ее решению. 

Одновременно с задачами динамики сыпучей среды Г.А. Гениев в этот же период занимался и дру-
гими вопросами строительной механики как руководитель диссертаций аспирантов, например исследова-
ниями устойчивости пологих и замкнутых цилиндрических оболочек [79–84], задачами расчета пневмо-
конструкций [85–87]. 

Результаты этих исследований Георгий Александрович обнародовал в 1954 г., выступив на не-
скольких крупных и наиболее известных в то время научных форумах: конференции по исследованию 
прочности, пластичности и ползучести строительных материалов в ЦНИПС (ныне ЦНИИСК имени 
В.А. Кучеренко), на совещании по теории упругости, теории пластичности и теоретическим вопросам 
строительной механики в Институте механики АН СССР и МГУ имени М.В. Ломоносова. 

С 1960 г. Георгием Александровичем начинается новый большой цикл работ по исследованиям 
прочности различных материалов. Эти исследования были опубликованы в журнале «Строительная меха-
ника и расчет сооружений» в статье «К вопросу о теоретическом определении динамических диаграмм ра-
боты материалов» и др. Наряду с продолжением исследований по динамике сыпучих тел, в этот же период 
начали появляться работы по взаимодействию деформирующихся оснований с покрытиями и другими кон-
струкциями подземных сооружений, а также работы о действии жесткого штампа на бетонное основание, 
публикации по расчету пневмоконструкций из мягких материалов и по решению задачи о действии давле-
ния в цилиндрической полости бетонного массива или в толстостенной трубе [88]. 

В рамках цикла работ по теории прочности материалов начата разработка теории прочности бетона и 
других материалов с различным сопротивлением растяжению – сжатию. В 1962 г. в журнале «Бетон и же-
лезобетон» опубликована работа «К обоснованию условия прочности бетона» [89] совместно с аспирантом 
В.Н. Киссюком. А в 1963 г. опубликована статья в сборнике «Исследования по расчету оболочек, стержней 
и массивных конструкций» по разработке теории прочности бетона и других материалов с различным со-
противлением растяжению – сжатию. До конца шестидесятых годов продолжалась разработка статики и 
динамики сплошных сред, но одновременно шла уже достаточно глубокая проработка теории сопротивле-
ния бетона и железобетона. Например, в 1966 г. совместно с аспирантом Г.А. Тюпиным опубликованы две 
статьи по теории упругости железобетона при наличии трещин и без них. 

В этот же период (1964–1965 гг.) Г.А. Гениевым опубликованы две статьи, посвященные теории 
пневмооболочек, а в 1966 г. – статья «Прочность и деформативность конструкций с применением пласт-
масс» [90] в коллективе авторов. 

К концу 1960-х гг. была в основном сформирована и приобрела глубокую конкретику деформаци-
онная теории пластичности бетона, получившая отражение книге «Исследование прочности конструкций 
из неупругих материалов» в виде двух глав «Вопросы прочности и деформативности грунтовых сред» 
и «Вопросы прочности массивных конструкций из бетона и каменных материалов» [91; 92]. 

Одновременно продолжалось совершенствование теории пластичности на основе математического 
аппарата, применявшегося в механике грунтов. 

Начало 1970-х гг. стало очень плодотворным в исследовательской деятельности Георгия Алексан-
дровича и главное в разработке теории пластичности бетона и железобетона во всех ее аспектах. В этот 
период опубликованы две новые теоретические статьи: «Динамическая задача теории малых упругопла-
стических деформаций» и «Об уравнениях линий скольжения плоской деформации идеально пластиче-
ской среды» [93; 94] и связанная с ними статья «Некоторые вопросы теории пластичности железобетона» 
совместно с аспирантом Г.А. Тюпиным [95], а также три статьи в сборнике «Строительные конструк-
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ции»: «О закономерностях распространения волн деформаций в бетоне» [96], «Обобщенная плоская за-
дача для деформационной теории пластичности бетона» [97] и «О построении фронта двухмерных волн 
в предварительно напряженно упругопластической среде» [98].  

Дальнейшие исследования по теории пластичности с обобщением их на системы из хрупких мате-
риалов и материалов с конструктивными особенностями (ячеистые бетоны, связные грунты, каменная 
кладка и др.) продолжались вплоть до 1980 г. К этому времени в работах Г.А. Гениева сформировались 
четкая концепция и обоснованные представления о построении критериев прочности различных матери-
алов на единой методологической основе, в том числе и для материалов, имеющих отмеченные особен-
ности. К наиболее важным работами того периода можно отнести следующие. 

Совместно с М.И. Эстриным в 1972 г. вышла монография «Динамика пластической и сыпучей 
сред» [99] и в этом же году в сборнике «Вопросы расчета строительных конструкций» ЦНИИСК вышла 
статья «Пространственная задача теории предельного напряженного состояния бетона» [100]. В 1973 г.  
в журнале «Строительная механика и расчет сооружений» № 1 и 5 вышли две большие статьи совместно 
с В.С. Лейтесом по вопросам деформации идеально пластической и идеально сыпучей сред [101; 102]. 

В 1974 г. в книге «Теория и методы расчета строительных конструкций» опубликована теоретиче-
ская статья «Вопросы динамики физически нелинейных сплошных сред» [103] и там же статья «О нели-
нейном представлении условия прочности бетона» [104]. В этом же году вышла фундаментальная моно-
графия Г.А. Гениева в соавторстве с В.Н. Киссюком и Г.А. Тюпиным «Теория пластичности бетона и 
железобетона» [105] и была опубликована работа «Оценка несущей способности систем из хрупких ма-
териалов на основе теории затвердевающих сред» [106]. 

Во второй половине 1970-х гг. вышли в свет ряд новых интересных работ теоретического характе-
ра. Так, в 1975 г. в журнале «Известия АН СССР. Механика твердого тела» опубликована статья о неко-
торых закономерностях распространения трехмерных волн деформаций в неупругих средах, в 1976 г. 
в сборнике «Исследования по теории сооружений» [107] вышла статья «Пространственная задача теории 
пластического течения при условии пластичности общего вида», а в 1977 г. появилась публикация  
«Об уравнениях трехмерной задачи статики сыпучей среды вне концепции полной пластичности» 
в сборнике «Исследования по теории сооружений»[108]. В 1978 г. в соавторстве с В.Н. Киссюк, 
И.И. Левиным и Г.А. Никоновой [109] вышла в свет новая монография по теории прочности бетонов – 
«Прочность легких и ячеистых бетонов при сложных напряженных состояниях» и появилась статья 
«Теоретическое обоснование критерия прочности асбестоцемента» [110]. А в 1979 г. в развитие тематики 
критериев прочности материалов и статья «О критерии прочности каменной кладки при плоском напря-
женном состоянии» [111].  

В эти же годы Г.А. Гениев уже задумывается над решением других актуальных задач строительной 
механики и теории упругости. В результате появились две довольно интересные статьи в этих областях 
знаний: «О принципе эквиградиентности и его применении к оптимизационным задачам устойчивости 
стержневых систем» [112] и «Вариант волновой теории теплопроводности твердых тел» [113]. 

Начало 1980-х гг. в творчестве Г.А. Гениева характеризовалось продолжением исследований по 
теории прочности материалов. Была опубликована статья «О критериях прочности древесины при плос-
ком напряженном состоянии» [114] и монография «Вопросы механики неупругих тел» [115] (совместно 
с В.С. Лейтесом), а также продолжилась работа по термодинамике – «Об основных физических зависи-
мостях нестационарной термодинамики» [116]. Развивалась и совершенствовалась теория пластичности 
материалов. В журнале «Строительная механика и расчет сооружений» опубликованы две новые статьи: 
«Плоская деформация анизотропной идеально пластической среды» [117] и «О сравнительной оценке 
условий прочности реальных грунтов» [118]. 

Фундаментальные исследования по теории пластичности различных материалов привели автора 
к созданию теорий прочности бетона, древесины, каменной кладки и др., а механика сплошных сред 
продолжала развиваться в сторону усложнения и уточнения расчетных моделей. Отметим лишь некото-
рые характерные работы 1980–1990-х гг., публикации которых осуществлены в основном в журнале 
«Строительная механика и расчет сооружений» и сборниках трудов ЦНИИСК имени В.А. Кучеренко. 
В 1983 г. опубликована статья «Об уравнениях движения и некоторых задачах для совмещенной модели 
сплошной среды с переменной вязкостью [119], а в 1994 г. – статья «Уравнения установившихся движе-
ний анизотропной идеально пластической среды при плоской деформации [120]. Из названий этих работ 
видно направление исследований, приведенных в них, – это уточнение расчетных моделей с введением 
в эти модели ранее не учитываемых факторов. В 1995 г. совместно с аспирантом А.Н. Вороновым опуб-
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ликована статья «О критерии прочности ортотропного материала типа каменной кладки при плоском 
напряженном состоянии» [121]. Ряд идей, положенных в основу названных работ, нашли свое воплоще-
ние в практических приложениях, например в статье «Поперечная устойчивость замкнутых цилиндриче-
ских оболочек при движении в них потока идеального газа» [122] и аналогичной по названию статье [123] 
при движении в них идеальной жидкости. Эта тема нашла продолжение в дальнейших исследованиях 
Г.А. Гениева. Так, в 1986 г. в соавторстве с Р.В. Гоголадзе появилась статья «Установившееся ламинар-
ное движение несжимаемой баровязкой среды по цилиндрическим и призматическим трубам» в сборни-
ке «Механика сплошных сред» [124]. 

Теория пластичности обобщенно и наиболее полно представлена в 1987 г. в статях «Определяю-
щие уравнения и функционалы в теории течения для расширенного класса неупругих сред» [125] и «Фи-
зические зависимости и определяющие уравнения для бароупругой среды» [126]. 

Ряд интересных публикаций, связанных с новой ветвью теории упругости, Г.А. Гениевым были 
опубликованы совместно с С.Ю. Калашниковым: «О построении уравнений плоской задачи инкремен-
тальной теории упругости» [127]; «Полярносимметричная задача инкрементальной теории упругости» [128], 
«Об учете влияния неоднородности напряженного состояния на переход материала в пластическое со-
стояние» [129] и др. 

На основе идей, изложенных в статьях Г.А. Гениева [122; 123], были решены динамические задачи 
движения жидкостей и газов в трубопроводах, которые нашли затем отражение в опубликованных им 
статьях совместно с А.И. Зубковым [125; 130]: «Спектр резонансных частот гибких трубопроводов при 
взаимодействии их с жидкостью» [131], «Вынужденные колебания замкнутых цилиндрических оболочек 
при движении в них пульсирующего потока идеальной жидкости (газа)» [132; 133], «О некоторых вопро-
сах гидроупругости гибких сосудов» [134]. 

Особое место в научной деятельности Г.А. Гениева занимали работы, связанные с исследованием 
прочности анизотропных материалов при сложных напряженных состояниях. Поставленные им задачи и 
начатые теоретические исследования в этой области определили затем целое научное направление, кото-
рое успешно разрабатывалось как самим Георгием Александровичем, так и его многочисленными учени-
ками и последователями. Пожалуй, первой из упомянутого цикла исследований явилась работа «Теоре-
тическое обоснование критерия прочности асбестоцемента» [110], опубликованная в 1978 г., где изложе-
ны основные гипотезы и методология подхода к построению критериев прочности анизотропных мате-
риалов, одним из которых является асбестоцемент. Далее следовали основополагающие работы: «О кри-
терии прочности каменной кладки при плоском напряженном состоянии» [111] и «О критериях прочно-
сти древесины при плоском напряженном состоянии» [114]. Отличительными особенностями этих работ 
стало введение в рассмотрение основанной на экспериментальных данных гипотезы о наличии трех не-
зависимых механизмов разрушения анизотропных материалов (от отрыва, смятия, сдвига)1, а также 
обоснование и использование математического выражения зависимости предела прочности материала 
от угла наклона к волокнам при одноосном растяжении, обобщающее имевшиеся в то время эксперимен-
тальные данные. В результате анализа экстремальных значений функций автором получены аналитиче-
ские выражения для критериев прочности материалов в случае плоского напряженного состояния для 
трех названных механизмов разрушения. 

В дальнейших исследованиях Г.А. Гениева и его учеников развивалось это направление теории 
прочности, связанное с исследованиями прочности анизотропных материалов. Так, в [117], рассмотрена 
задача о плоской деформации анизотропной идеально пластической среды, в [135], решена задача стати-
ки и кинематики анизотропной пластической среды при сопротивлении отрыву, в [136; 137] приведены 
решения динамических задач для анизотропной сжимаемой пластической среды при сопротивлении ее 
сдвигу и отрыву. Особая ценность рассматриваемых моделей видится в том, что эти модели могут быть 
легко экстраполированы для описания поведения различных конструкционных материалов, в частности 
таких широко распространенных строительных материалов, как древесина, каменная кладка, различного 
рода пластики, армированные высокопрочными волокнами. Примером служит то, что Г.А. Гениевым 
совместно с его учениками разработана техническая теория нелинейного деформирования каменной 
кладки при плоском напряженном состоянии [138], а также критерии прочности каменной кладки как 
ортотропного материала при плоском напряженном состоянии (1985 г.). 

 
1 Ранее, еще в 1950-х гг., эта идея для изотропных материалов была использована в схеме критерия Давиденко – Фридмана. 



Пятикрестовский К.П., Федорова Н.В., Колчунов В.И. Строительная механика инженерных конструкций и сооружений. 2022. Т. 18. № 4. С. 351–374 
 

 

АНАЛИТИЧЕСКИЕ И ЧИСЛЕННЫЕ МЕТОДЫ РАСЧЕТА КОНСТРУКЦИЙ  357 

В целях практического использования разработанной теории большое внимание Георгием Алек-
сандровичем уделялось ее экспериментальному обоснованию. Этому посвящен ряд его работ, в числе 
которых «О критериях прочности древесины и их экспериментальном обосновании» [139], «Критерии 
прочности анизотропных материалов, учитывающие различные механизмы разрушения» [140]. В этих 
публикациях приведено сопоставление теоретических данных и результатов, полученных эксперимен-
тальным путем при испытании образцов древесины и каменной кладки при плоском напряженном состо-
янии и различных комбинациях растягивающих и сжимающих напряжений. Показано вполне удовлетво-
рительное согласование теории и экспериментальных данных. Теоретические зависимости, построенные 
для плоского напряженного состояния, в дальнейшем были обобщены автором и на случай объемного 
напряженного состояния. Кроме того, для практической реализации критериев прочности различных ма-
териалов Г.А. Гениевым построен линеаризованный вариант этих критериев как для идеально пластиче-
ского материала, так и для материала, обладающего внутренним трением. 

Важной особенностью научных публикаций Георгия Александровича было чрезвычайно ясное из-
ложению материала о результатах того или иного исследования. Приводимые им решение задач почти 
всегда сопровождалось подробными и понятными широкому кругу специалистов числовыми примерами. 
Сложные задачи он старался решить физической и геометрической интерпретацией полученных резуль-
татов. Из уравнений, определяющих то или иное новое решение Г.А. Гениева, следовало, что в случае 
предельного перехода они превращались в известные теоретические зависимости как частный случай. 

Например, условие сопротивления материала, обладающего внутренним трением, сдвигу при трех-
осном напряженном состоянии, геометрически Георгий Александрович интерпретировал в виде шести-
гранной пирамиды, равно наклоненной к осям координат. При переходе же к идеально пластическому 
материалу, то есть когда коэффициент внутреннего трения равен нулю, пирамида превращается в призму, 
также равно наклоненную к осям координат. Упрощая дальше, при переходе от анизотропного материала к 
изотропному призма превращается в цилиндр, что полностью соответствует критерию прочности Мизеса. 

Обобщающей публикацией по исследованию критериев прочности анизотропных материалов при 
статическом воздействии нагрузки в детерминированной постановке стала книга, написанная Г.А. Гени-
евым и его учениками А.С. Курбатовым и Ф.А. Самедовым, «Вопросы прочности и пластичности анизо-
тропных материалов» [141]. 

Дальнейшие исследования прочности и пластичности анизотропных материалов получили разви-
тие в работах «Вероятностные аспекты теории прочности анизотропных материалов» [142], «О критери-
ях длительной прочности анизотропных материалов» [143], «Несущая способность анизотропных осно-
ваний сооружений с переменным сцеплением и внутренним трением» [144], «О влиянии продолжитель-
ности действия нагрузки на прочность материалов» [145] и др. Методология, принятая автором в этих 
работах, позволила расширить исследовательские горизонты рассматриваемой теории, включая поста-
новки и решения рассматриваемых задач для различных состояний материалов и конструкций. 

В представленном анализе научных работ Г.А. Гениева мы акцентировали и уделили внимание 
только одному из направлений многогранных научных исследований Г.А. Гениева – разработке теории 
прочности анизотропных материалов. В то же время, знакомясь с его научными исследованиями, трудно 
найти какую-либо область механики сплошной среды, находящуюся вне научных интересов Георгия 
Александровича. Его работы отличаются содержательным и цельным характером, начиная от принимае-
мых в исследовании гипотез и заканчивая полученным результатом. В качестве примера можно привести 
следующее. Когда в процессе решения задачи получались зависимости, имеющие несимметричную фор-
му или не инвариантные к преобразованиям координат, то к полученным выражениям автор относился 
с особой тщательностью. Он многократно проверял и перепроверял их путем решения ряда числовых 
примеров. Тем, кому посчастливилось проводить с ним исследования и готовить совместные публика-
ции, чувствовали за собой также большую ответственность, когда представляли Георгию Александрови-
чу полученные результаты. Очень не хотелось, чтобы были обнаружены какие-то ошибки, хотя свои за-
мечания Георгий Александрович всегда высказывал настолько деликатно, что нельзя было понять заме-
чание это или пожелание. Работы Г.А. Гениева можно сравнить с творениями талантливого зодчего, кото-
рый глубоко чувствует характер застройки старого города и все свои творения органично вписывает в него. 

Георгий Александрович тонко чувствовал возможные новые направления в исследуемых им обла-
стях научных знаний. В 1992 г. он опубликовал статью «Об оценке динамических эффектов в стержне-
вых системах из хрупких материалов» [146], которая, как оказалось, стала основой целого направления 
исследований в строительной механике и теории сооружений – живучесть зданий и сооружений и их за-
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щита от прогрессирующего обрушения Здесь исследовалось поведение статически неопределимых кон-
струкций при внезапном выходе из строя одного (или нескольких) наиболее напряженных элементов. 
При этом, что характерно, достаточно строгий расчет проводится без привлечения сложных зависимо-
стей динамики сооружений. 

В том же году статьей «Зависимость прочности бетона от времени» [147] Г.А. Гениевым начат но-
вый цикл работ по теоретическим исследованиям длительной и динамической прочности упругопласти-
ческих тел, который сегодня продолжается в трудах его многочисленных учеников. Отметим некоторые 
наиболее значительные работы этого направления: «Практический метод расчета длительной прочности 
бетона» [148], «Вопросы длительной [149] и динамической [150] прочности анизотропных материа- 
лов» [143], «Расчет пространственных конструкций на статические и динамические запроектные воздей-
ствия» [151], «К оценке резерва несущей способности железобетонных статически неопределимых стерж- 
невых систем после запроектных воздействий» [152], «Вопросы длительной и динамической прочности 
анизотропных конструкционных материалов» [153], «Расчет физически и конструктивно нелинейных 
пластинчато-стержневых пространственных конструкций в запредельных состояниях» [50]; «Вопросы 
длительной прочности сборных железобетонных оболочек» [154]. 

Уместно обратить внимание еще на два цикла оригинальных работ, стоящих, на первый взгляд, 
отдельно в ряду работ Г.А. Гениева и проходящих под общим направлением теории сыпучих и сплош-
ных сред. 

Первый цикл – теория теплопроводности – открывается статьями «Вариант волновой теории теп-
лопроводности твердых тел» [113; 155]. Затем был опубликован целый ряд работ этого цикла, среди ко-
торых «Об основных физических зависимостях нестационарной термодинамики» [116], «О некоторых 
зависимостях между теплофизическими характеристиками тел, анизотропных по своим теплофизическим 
свойствам» [156], «Некоторые вопросы теории теплопроводности термически анизотропных материа-
лов» [157], «О вариационном принципе и определяющем функционале в теории теплопроводности твер-
дых тел» [158], «О некоторых зависимостях между теплофизическими характеристиками анизотропных 
тел» [159], «Тепловой баланс в волновой теории теплопроводности термически анизотропных тел» [160]. 
Две последние работы, написанные Георгием Александровичем, опубликованы посмертно. 

Второй цикл исследований – вопросы оптимизации различных технологических процессов и кон-
струкций. Сюда можно отнести такие работы, как «Вопросы оптимизации структуры неконтактных люд-
ских потоков» [161], «О применении прямых методов математического анализа в задачах оптимизации 
характеристик надежности комбинированных строительных конструкций» [162], «Вопросы оптимизации 
расхода материалов в многоэлементных системах с позиций минимальной вероятности их отказа» [163], 
«О применении прямого метода вероятностного анализа к задачам оптимизации многопролетных балок 
с позиции минимальной вероятности их отказа» [52] (соавторы В.И. Колчунов, А.Н. Дегтярь). 

Отдельно следует отметить ряд исследований, посвященных прикладным задачам строительной 
механики. Сюда можно отнести работы, выполненные в 2002–2004 гг. и опубликованные в виде серии 
статей о циклической прочности бетона, стали и дерева при различных диапазонах и скоростях нагруже-
ния, статьи о несущей способности стальных, железобетонных и деревянных конструкций при повтор-
ных нагружениях, в том числе тина сейсмических, а также статьи об устойчивости стальных и железобе-
тонных элементов при циклических нагружениях. Данные работы выполнены в соавторстве с Г.В. Мама-
евой и К.П. Пятикрестовским [164–171]. При этом использованы экспериментальные результаты, полу-
ченные Г.В. Мамаевой (Беченевой) и другими авторами.  

Значительные исследования проведены Г.А. Гениевым в 2003–2005 гг. с коллективом соавторов 
(В.И. Колчуновым, Н.В. Клюевой (Федоровой) и К.П. Пятикрестовским) по разработке критерия прочности 
льда для сложного напряженного состояния, а также исследованиям прочности ледовых массивов при 
плоской деформации и плоском напряженном состоянии, исследованиям ползучести льда [159; 160; 172–174]. 
Результаты этих исследований представляют сегодня большой интерес в связи с реализацией научных про-
грамм и проектов по проблеме изучения и освоения Российской Арктики. 

Многие аспиранты Г.А. Гениева впоследствии, при его активной поддержке – консультациях и не-
официальном руководстве, стали докторами наук (рис. 2). Однако он никогда не упоминал об этом. 
В частности, в сотрудничестве с М.М. Алиевым Гениевым подготовлены две работы – «Несущая спо-
собность анизотропных оснований сооружений с переменным сцеплением и внутренним трением» [144] 
и «Расчет несущей способности анизотропных оснований сооружений» [175]. 
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Рис. 2. Встречи с Г.А. Гениевым во время общего собрания РААСН: 
а – Казань, 2003 г. (слева направо: Г.А. Гениев, Б.С. Соколов, В.И. Колчунов, Н.В. Федорова); 
б – Нижний Новгород, 2002 г. (слева направо: В.И. Колчунов, Н.И. Карпенко, Г.А. Гениев) 

Figure 2. Meetings with G.A. Geniev during the general meeting of the Russian Academy of Architecture and Construction Sciences: 
a – Kazan, 2003 (from left to right: G.A. Geniev, B.S. Sokolov, V.I. Kolchunov, N.V. Fedorova); 
б – Nizhny Novgorod, 2002 (from left to right: V.I. Kolchunov, N.I. Karpenko, G.A. Geniev) 

 
В последние годы под влиянием своей активной деятельности в РААСН и при поддержке много-

численных единомышленников в доброжелательном коллективе кафедры строительных конструкций 
Орловского государственного технического университета (ныне Орловский государственный универси-
тет имени И.С. Тургенева) Г.А. Гениев выполнил много прикладных и теоретических работ с сотрудни-
ками и аспирантами этого вуза – В.И. Колчуновым, Н.В. Федоровой, Е.Д. Воробьевым, А.Н. Дегтярем, 
А.И. Никулиным, Н.Е. Степашовым, Е.В. Осовских и др. Среди этих работ «Некоторые вопросы теории 
фильтрации анизотропных сред ортогональными главными осями проницаемости» [176] совместно с 
В.И. Колчуновым, «К оценке резерва несущей способности железобетонных статически неопределимых 
стержневых систем после запроектных воздействий» [152] совместно с Н.В. Клюевой (Федоровой) и ряд 
других работ с ее участием [50; 53; 55; 152; 177–179], вплоть до и после защиты ею кандидатской дис-
сертации под руководством Г.А. Гениева, а затем и при работе над докторской по теме «Основы теории 
живучести железобетонных конструктивных систем при запроектных воздействиях», определившейся 
при консультативной поддержке Георгия Александровича. Ряд прикладных исследований выполнен 
Г.А. Гениевым в составе коллектива авторов под руководством В.И. Колчунова по разработке и разви-
тию методов расчета крупноразмерных железобетонных труб многоцелевого назначения [166; 180–186]. 

Талант Георгия Александровича был многогранен. Являясь блестящим ученым, учеником А.Р. Ржа- 
ницина, он писал стихи, прекрасно их декламировал. Многие, кто встречался с ним в первый раз, были 
поражены его артистическим мастерством. Например, прочтение им поэмы Сергея Есенина «Черный че-
ловек» запоминалось всем, кому довелось хоть раз услышать его. При этом в повседневной жизни он 
всегда оставался деликатнейшим и скромнейшим человеком. Он никогда не уклонялся от участия в об-
щественных работах, свойственных советскому образу жизни, когда научных работников нередко при-
влекали к уборке урожая на колхозных полях, погрузке, разгрузке вагонов и переборке овощей и фруктов 
на овощной базе, на очистку прилегающей к институту территории от мусора или снега и льда. 

Он внимательно относился к своим коллегам в институте ЦНИИСК имени В.А. Кучеренко, помнил 
даты рождения многих сотрудников, особенно своих сверстников или подчиненных, всегда поддерживал 
продвижение своих сотрудников по службе, при этом «оставаясь в тени» сам. Он находил теплые слова 
поздравления и нередко делал это в стихотворной форме. Никогда ни о чем не просил руководство ин-
ститута для себя, хотя очень ценил признание, особенно в научной сфере. Ему присвоили почетное зва-
ние заслуженного деятеля науки РФ лишь незадолго до смерти, а ведь он был достоин этого звания по 
крайней мере лет тридцать назад. Георгий Александрович дорожил избранием в члены-корреспонденты 
Российской академии архитектуры и строительных наук, хотя по мнению многих ее членов, несомненно, 
был достоин стать ее действительным членом. Он был искренне благодарен дирекции института за 



Pyatikrestovsky K.P., Fedorova N.V., Kolchunov V.I. Structural Mechanics of Engineering Constructions and Buildings. 2022;18(4):351–374 
 

 

360   ANALYTICAL AND NUMERICAL METHODS OF ANALYSIS OF STRUCTURES 

предоставление ему личного кабинета, где он мог спокойно работать и излагать на бумаге те научные 
мысли, которые не оставляли его и в нерабочее время. Нельзя не отметить, что вся его научная жизнь, 
начиная с поступления в аспирантуру в 1948 г. и до самых последних дней жизни, была связана с един-
ственной организацией – ЦНИИСК имени В.А. Кучеренко, где он проработал 56 полных лет. Надо также 
сказать, что в последние годы своей жизни, несмотря ни на что, несмотря на фактический упадок науч-
ной деятельности в стране, он ежегодно публиковывал по 8–10 научных статей, причем каждая из них 
содержала принципиально новые результаты. 

Научно-творческое наследие Г.А. Гениева, полученные им результаты теоретических и экспери-
ментальных исследований нашли и находят все более широкое применение при проектировании и расче-
те ответственных гражданских и промышленных зданий и сооружений, а также сооружений специально-
го назначения. Он участвовал в проведении проверочных расчетов основания и фундамента Останкин-
ской телевизионной башни в Москве, в оценке прочности покрытия Большой спортивной арены в Луж-
никах, работал в составе комиссии РААСН по научному сопровождению работ по восстановлению храма 
Христа Спасителя и ряде других уникальных зданий и сооружений.  

Обладая огромным научным авторитетом в области механики различных материалов и конструк-
ций, он никогда не навязывал коллеге, собеседнику своего мнения при обсуждении того или иного науч-
ного вопроса. В работе со своими учениками и аспирантами он выбирал стиль сотрудничества. Он дели-
катно высказывал свое мнение, всегда выслушивал мнение собеседника, если не соглашался, то аргумен-
тированно возражал. Такой стиль работы ко многому обязывал. Каждый, кто работал с Георгием Алек-
сандровичем, старался проявить свои лучшие качества и знания. Такой стиль сотрудничества с коллега-
ми, учениками и аспирантами, безусловно, способствовал достижению научных результатов. Он создал 
неформальную, известную в стране и за рубежом научную школу. Его ученики – кандидаты и доктора 
наук – работают во многих регионах страны и в странах зарубежья. Работая в тех областях, где рабо- 
тал Георгий Александрович, или в других, смежных областях, они гордятся, что являются учениками 
Г.А. Гениева, продолжают его дело и во всех отношениях стараются быть достойными своего учителя. 

Заключение 
Приведенный анализ наиболее значимых публикаций Г.А. Гениева показывает, что полученные в 

них результаты чрезвычайно актуальны и сегодня для развития современных теоретических и приклад-
ных исследований в рассмотренных научных направлениях. Безопасность строительных конструкций, 
зданий и сооружений не может быть обеспечена без учета связи вновь создаваемых расчетных моделей 
и развития методов расчета, в особенности численных и численно-аналитических, с фундаментальными 
основами механики твердого деформируемого тела, динамики сооружений, теории упругости, прочности 
и пластичности материалов и другими базовыми положениями деформирования и разрушения материа-
лов, конструкций и конструктивных систем, в том числе и с использованием оригинальных аналитиче-
ских решений, полученных в научных трудах Георгия Александровича Гениева и его научной школы. 
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 Abstract. Works on the study of the stress-strain state of the shell of an equal slope 
with an ellipse at the base have not been widely performed. The present paper is a part 
of a series of articles on the analysis of the geometry and stress state of torses of 
an equal slope with a directrix ellipse by various methods under different loads and 
support conditions. The derivation of the differential equations of equilibrium of the 
momentless theory of shells for determining internal forces in the torse with a directrix 
ellipse under the action of internal pressure is presented. The analytical results are com-
pared with results obtained by the finite element method (FEM) and the variational dif-
ference method (VDM). The advantages and disadvantages of three calculation methods 
are determined, and it is established that VDM results are more accurate compared to 
FEM, but FEM-based software is a more powerful tool to perform the structural analysis. 
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 Аннотация. Исследование напряженно-деформированного состояния обо-
лочки одинакового ската с эллипсом в основании не получило широкого 
распространения. Настоящая работа является частью серии статей, посвя-
щенных анализу геометрии и напряженного состояния торсов одинакового 
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 ската с направляющим эллипсом различными методами при различных
нагрузках и условиях опирания. Представлен вывод дифференциальных 
уравнений равновесия безмоментной теории оболочек для определения 
внутренних сил в торсе с направляющим эллипсом под действием внут-
реннего давления. Аналитические результаты сравниваются с результата-
ми, полученными методом конечных элементов (МКЭ) и вариационно-
разностным методом (ВРМ). Определены преимущества и недостатки трех 
методов расчета и установлено, что результаты ВРМ точнее по сравнению 
с МКЭ, но программное обеспечение на основе МКЭ является более мощ-
ным инструментом для выполнения расчета конструкции. 
Ключевые слова: теория тонких оболочек, аналитическое решение, без-
моментное состояние, торсовая оболочка, поверхность одинакового ската, 
метод конечных элементов, вариационно-разностный метод, вычислитель-
ный комплекс, SCAD Office, система Mathcad 
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Introduction 
The present paper is one more of a series of research articles on the study of the geometry and stress-strain 

state of torses of equal slope with a directrix ellipse by various methods of analysis under different loads and 
support conditions. To date, the authors have reviewed, analyzed, and drawn conclusions on the tensional state 
of the torse under the action of a linear uniformly distributed load directed along the generatrix at the upper edge 
of the shell [1], uniformly distributed load on the middle surface along straight generatrixes [2], and the shell 
self-weight [3]. The works [1–3] study the problem with simple (movable) supports of the ellipse at the base. 
The article [4] considers a rigid (fixed) support under the action of self-weight of the torse. A new structure in 
the shape of a torse of an equal slope is proposed in [5], and new results in geometric studies are shown in [6; 7]. 

The development of modern technologies and innovative structural design and construction methods is 
impossible without scientifically based methods of analysis, and research of mathematical and experimental 
models [8–10]. Along with numerical methods, there are also analytical methods for structures analysis, which 
engineers use, due to their complexity, only for a narrow class of thin-walled structures and elements [11]. 

The finite element method (FEM) is a numerical method for calculating the stress-strain state (SSS) of 
various types of structures. Due to the variety of finite element types and the possibility of modifying their sizes 
and shapes, this method has undeniable advantages for the analysis of structures of complex shapes, with holes 
or with stress concentration zones. The paper [12] proposes a method of shell design using triangular finite ele-
ments to increase the accuracy of the solutions. The work [13] reports an algorithm developed for strength analy-
sis of large span thin-walled structures in the geometric nonlinear formulation. However, the FEM in comparison 
with the variational-difference method (VDM) does not consider the external and internal geometry for the de-
termination of the stress-strain state of thin-shell spatial structures of complex shapes with rapidly changing geo- 
metrical characteristics [14]. 

The variational-difference method [15–17], also known as finite-difference energy method (FDEM) [15; 
18–20], also belongs to the numerical calculation methods [21]. The VDM allows to consider the geometric pa-
rameters of the middle surface of shells for a more accurate determination of the SSS of the thin-shell structures. 
The history of VDM development begins with Courant's proposal in 1943 [15; 22; 23]. Houbolt in 1958 [18; 24], 
Griffin and Varga in 1963 [24; 25], Bushnell in 1973, and Brush and Almroth in 1975 [26] continued the deve- 
lopment of this method. In the early 2000s Professor V.N. Ivanov and his PhD students developed SHELLVRM, 
a computer software based on the VDM for determining the SSS of certain types of plates and shells with middle 
surfaces described by analytical equations [14; 21; 27].  

In 2015, Krivoshapko and Ivanov published the encyclopedia [28], where described over 600 analytical 
surfaces. Among an extensive variety of analytical surfaces, the torse shells of equal slope have a distinctive 
characteristic of unfolding onto a plane without folds [27]. This class of surfaces is used in many areas of indus-
try [29; 30]. 

Method 
Torse shell of equal slope with an ellipse at the base 

A straight line moving in the normal plane of a flat directrix curve with a constant angle of inclination 
to the normal plane of the directrix forms a ruled surface of equal slope. The torse surface of equal slope with 
an ellipse at the base (Figure 1) is formed when the ellipse is set as a flat directrix curve. The basic properties of 
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the surfaces of an equal slope are described in [11; 27]. These surfaces are surfaces of zero Gaussian curvatu- 
re (K = 0) and also belong to the Monge surfaces [27].  

The directrix ellipse is defined by parametric equations [11]: 

𝑥 ൌ 𝑥ሺ𝜈ሻ ൌ 𝑎 cos 𝑣 , 𝑦 ൌ 𝑦ሺ𝜈ሻ ൌ 𝑏 sin 𝑣 .                                                      (1) 

The parameters a and b are the dimensions of the semi-axes of the directrix ellipse, and the parameter 𝑣 is 
within 0 ൑ 𝑣 ൑ 2π. 

 

 
 

Figure 1. Torse shell of equal slope with an ellipse at the base 
 
The parametric equations of the torse of equal slope with an ellipse at the base are [11] 

𝑥 ൌ 𝑥ሺ𝑢, 𝜈ሻ ൌ 𝑎cos𝜈 െ
𝑢𝑏cosαcos𝜈

√𝑎ଶsinଶ𝜈 ൅ 𝑏ଶcosଶ𝜈
; 

𝑦 ൌ 𝑦ሺ𝑢, 𝜈ሻ ൌ 𝑏sin𝜈 െ
𝑢𝑎cosαsin𝜈

√𝑎ଶsinଶ𝜈 ൅ 𝑏ଶcosଶ𝜈
 ;  

𝑧 ൌ 𝑧ሺ𝑢ሻ ൌ 𝑢sinα.  (2)

The coefficients of the basic quadratic forms of this surface and its main curvatures are [11] 

𝐴 ൌ 1;  𝐵 ൌ μଵ/ଶ െ 𝑢
β
μ

;  𝐹 ൌ 0;  𝐿 ൌ 𝑀 ൌ 0; 

𝑁 ൌ 𝐵
𝑎𝑏 sin α

μ
 ;  𝑘ଵ ൌ 𝑘௨ ൌ 0;  𝑘ଶ ൌ 𝑘௩ ൌ

𝑎𝑏 sin α
μ𝐵

 ,  (3) 

where μ ൌ μሺ𝑣ሻ ൌ 𝑎ଶ sinଶ 𝑣 ൅ 𝑏ଶ cosଶ 𝑣; β ൌ 𝑎𝑏 cos α. 
In this research the momentless theory (MLT) of shell analysis, the variational-difference method and 

the finite element method are applied to study a thin torse of equal slope with a directrix ellipse under the action 
of a uniformly distributed load q = 1 kN/m2 directed along the normal to the middle surface of the torse (internal 
pressure) (Figure 2). Consider the torse with the following geometric parameters a = 3 m, b = 2 m, α = 60° and 
u = 2 m. Boundary condition at the level u = 0 m is simple (movable) support and free edge is at the level 
u = 2 m. 



Aleshina O.O., Ivanov V.N., Cajamarca-Zuniga D. Structural Mechanics of Engineering Constructions and Buildings. 2022;18(4):375–386 
 

 

378   ANALYTICAL AND NUMERICAL METHODS OF ANALYSIS OF STRUCTURES 

 
 

Figure 2. Torse under the action of internal distributed surface load 
 
To determine the parameters of the stress state of the torse (Figure 2) the momentless theory of shell ana- 

lysis, the SHELLVRM program based on the VDM and the SCAD Office software based on the FEM are used. 

Differential equations of equilibrium of a momentless torse shell 

To determine the normal and tangential forces under the action of a uniformly distributed load acting 
in the direction normal to the middle surface of the torse (Figure 2), we obtain differential equations of equilibri-
um of the momentless theory in orthogonal curvilinear curvature lines [11]: 

𝜕
𝜕𝑢

ሺ𝐵𝑁௨ሻ െ
𝜕𝐵
𝜕𝑢

𝑁௩ ൅
1
𝐴

𝜕
𝜕𝑣

ሺ𝐴ଶ𝑆ሻ ൅ 𝐴𝐵𝑋 ൌ 0;

𝜕
𝜕𝑣

ሺ𝐴𝑁௩ሻ െ
𝜕𝐴
𝜕𝑣

𝑁௨ ൅
1
𝐵

𝜕
𝜕𝑢

ሺ𝐵ଶ𝑆ሻ ൅ 𝐴𝐵𝑌 ൌ 0;

𝑁௩

𝑅௩
൅

𝑁௨

𝑅௨
െ 𝑍 ൌ 0.

 

(4)

For this type of applied load on the studied torse of equal slope (Figure 2), we have X = Y = 0 and 
Z = q. The differential equations of equilibrium (4) are simplified as follows: 

𝜕
𝜕𝑢

ሺ𝐵𝑁௨ሻ െ
𝜕𝐵
𝜕𝑢

𝑁௩ ൅
𝜕𝑆
𝜕𝑣

ൌ 0;

𝜕𝑁௩

𝜕𝑣
൅

1
𝐵

𝜕
𝜕𝑢

ሺ𝐵ଶ𝑆ሻ ൌ 0;

𝑁௩

𝑅௩
െ 𝑍 ൌ 0.

 

(5)

The forces S, Nu are equal to zero, i.e. S = 0 and Nu = 0 at the level u = 2 m. 
From the third differential equation of the system (5) we obtain an expression for the normal force 𝑁𝑣: 

𝑁௩ ൌ
𝑞

tan α
ቌ

μ
ଷ
ଶ

β
െ 𝑢ቍ .  (6)

From the second differential equation of system (5) we obtain the expression for the tangential force S: 

𝑆 ൌ
1

𝐵ଶ ൤െ න 𝐵ሺ𝑢, 𝑣ሻ
𝜕𝑁௩

𝜕𝑣
d𝑢 ൅ 𝑋ଵሺ𝑣ሻ൨ .  (7)

Here 𝑋ଵሺ𝑣ሻ is an arbitrary function of integration. 
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𝜕𝑁௩

𝜕𝑣
ൌ

3𝑞
2 sin α

φμ
ଵ
ଶ sin 2𝑣 ; φ ൌ

ሺ𝑎ଶ െ 𝑏ଶሻ

𝑎𝑏
;  (8)

න 𝐵ሺ𝑢, 𝑣ሻd𝑢 ൌ 𝑢μ
ଵ
ଶ െ

𝑢ଶ𝐵
2μ

ൌ
𝑢
2

൬𝐵ሺ𝑢, 𝑣ሻ ൅ μ
ଵ
ଶ൰ ൌ

μ
2β

൫μ െ 𝐵ଶሺ𝑢, 𝑣ሻ൯ .  (9)

The arbitrary function of integration 𝑋ଵሺ𝑣ሻ under the boundary condition at the upper edge S = 0 at 
u = ƞ = 2 m must be equal to 

𝑋ଵሺ𝑣ሻ ൌ
3𝑞

4 sin α
φ sin 2𝑣 ൬2ημ െ ηଶβμି

ଵ
ଶ൰ .  (10)

Equation (7) for obtaining values of the tangential forces S taking into account the value of the arbitrary 
integration function 𝑋ଵሺ𝑣ሻ takes the following form: 

𝑆 ൌ െ
1

𝐵ଶሺ𝑢, 𝑣ሻ
3𝑞

4 sin α
φ sin 2𝑣 ൤μ

ହ
ଶβିଵ െ 2ημ ൅ ηଶβμି

ଵ
ଶ െ 𝐵ଶሺ𝑢, 𝑣ሻμ

ଷ
ଶβିଵ൨ .  (11)

From the first equation of the system (5) we obtain an expression for the normal force Nu: 

𝑁௨ ൌ
1

𝐵ሺ𝑢, 𝑣ሻ
ቈන ቆ

𝜕𝐵ሺ𝑢, 𝑣ሻ

𝜕𝑢
𝑁௩ െ

𝜕𝑆
𝜕𝑣

ቇ d𝑢 ൅ 𝑋ଶሺ𝑣ሻ቉ .  (12)

Here 𝑋ଶሺ𝑣ሻ is an arbitrary function of integration. 
Performing the integration by parts of the terms of expression (12) we have 

න
𝜕𝐵ሺ𝑢, 𝑣ሻ

𝜕𝑢
𝑁௩ 𝑑𝑢 ൌ െ

𝑞
tan α

μ
2β

൫μ െ 𝐵ଶሺ𝑢, 𝑣ሻ൯ .  (13)

න
𝜕𝑆
𝜕𝑣

d𝑢 ൌ
3𝑞𝜑

4𝛽 sin 𝛼
൤2 cos 2𝑣 ൬

1
𝐵ሺ𝑢, 𝑣ሻ

𝜉ଵሺ𝑣ሻ ൅ 𝑢𝜇
ଷ
ଶ൰ ൅ 

൅sinଶ2𝑣
ሺ𝑎ଶ െ 𝑏ଶሻ

2
൬

1
𝐵ଶሺ𝑢, 𝑣ሻ

𝜉ଶሺ𝑣ሻ ൅
1

𝐵ሺ𝑢, 𝑣ሻ
𝜉ଷሺ𝑣ሻ ൅ 3𝑢𝜇

ଵ
ଶ൰቉ , 

(14)

where 

𝜉ଵሺ𝑣ሻ ൌ െ ቎
μ

଻
ଶ

β
െ 2μଶη ൅ μ

ଵ
ଶηଶβ቏ ; 

𝜉ଶሺ𝑣ሻ ൌ െ ቈ6μ
ଷ
ଶη െ

3μଷ

β
െ 3ηଶβ቉ ; 

𝜉ଷሺ𝑣ሻ ൌ െ ቎
9μ

ହ
ଶ

β
െ 12μη ൅

3ηଶβ

μ
ଵ
ଶ

቏. 
(15)

The arbitrary function of integration 𝑋ଶሺ𝑣ሻ under the boundary condition Nu = 0 at the upper edge u = 2 m 
must be equal to 
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𝑋ଶሺ𝑣ሻ ൌ
𝑞

tgα
μ

2β
ሺμ െ 𝐵ଶሺη, 𝑣ሻሻ ൅

3𝑞φ
4β sin α

൤2 cos 2𝑣 ൬
1

𝐵ሺη, 𝑣ሻ
ξଵሺ𝑣ሻ ൅ ημ

ଷ
ଶ൰ ൅ 

൅sinଶ2𝑣
ሺ𝑎ଶ െ 𝑏ଶሻ

2
൬

1
𝐵ሺη, 𝑣ሻଶ ξଶሺ𝑣ሻ ൅

1
𝐵ሺη, 𝑣ሻ

ξଷሺ𝑣ሻ ൅ 3ημ
ଵ
ଶ൰቉ . 

(16)

Taking into account the value (16) of the arbitrary integration function 𝑋ଶሺ𝑣ሻ, the equation (12) for calcu-
lating the values of normal forces Nu takes the form 

𝑁௨ ൌ
1

𝐵ሺ𝑢, 𝑣ሻ
൜

𝑞
tgα

μ
2β

൫𝐵ଶሺ𝑢, 𝑣ሻ െ 𝐵ଶሺη, 𝑣ሻ൯ ൅ 

൅
3𝑞φ

4β sin α
൥2 cos 2𝑣 ൭ξଵሺ𝑣ሻ ൬

1
𝐵ሺη, 𝑣ሻ

െ
1

𝐵ሺ𝑢, 𝑣ሻ
൰ ൅ μ

ଷ
ଶሺη െ 𝑢ሻ൱ ൅ 

൅sinଶ2𝑣
ሺ𝑎ଶ െ 𝑏ଶሻ

2
൬ξଶሺ𝑣ሻ ൬

1
𝐵ଶሺη, 𝑣ሻ

െ
1

𝐵ଶሺ𝑢, 𝑣ሻ
൰ ൅ 

൅ ξଷሺ𝑣ሻ ൬
1

𝐵ሺη, 𝑣ሻ
െ

1
𝐵ሺ𝑢, 𝑣ሻ

൰ ൅ 3μ
ଵ
ଶሺη െ 𝑢ሻ൱൩ൡ . 

(17)

To find results of forces Nv (6), S (11) and Nu (17), we use the software Mathcad. 

Stress state investigation of the torse by the FEM and the VDM 

For the first analysis, the SCAD Office computing complex is used. Figure 2 shows the computational 
model of the torse with approximation of the middle surface by quadrangular plane elements with maximum side 
size of 0.228 m. 

For the second analysis, the program SHELLVRM is used. This program also allows us to implement 
the conditions for the momentless state of the shell and the grid is similar to the grid in SCAD. 

Results and discussion 
The results of the analytical analysis (MLT) are compared with the results of two numerical analysis (by FEM 

and VDM) for 11 cross-sections (Figure 3). 
 

 
 

Figure 3. Cross-sections of the torse to compare the results 
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The maximum deviations of the results of normal force Nv by MLT from the results by FEM and VDM in 
section 1-1 are 26.7% (Figure 4), in section 2-2 – 21.7%, in section 3-3 – 28.3%, in section 4-4 – 34.7%, in sec-
tion 5-5 – 22.4%, in section 6-6 – 9.7% (Figure 5), in section 7-7 – 2.6%, in section 8-8 – 2.8%, in section 9-9 – 
4.1%, in section 10-10 – 4.5% and in section 11-11 – 4.7%. It should be noted that the maximum deviations are 
in the nodes with coordinates u = 0 m, u = 1.8 m and u = 2 m, in other nodes the deviations do not exceed 5.7%. 

 

 
 

Figure 4. Comparison of numerical results for normal force Nv in section 1-1 
 

 
 

Figure 5. Comparison of numerical results for normal force Nv in section 6-6 
 

 
 

Figure 6. Comparison of numerical results for tangential force S in section 3-3 
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The values of the tangential force S in sections 1-1 and 11-11 are equal to zero by all calculation methods. 
The maximum deviations of the results of the tangential force S by MLT from the results by FEM and VDM in 
the nodes with coordinates u = 1.4 m, u = 1.6 m and u = 1.8 m are 112.4% in section 2-2, 62.9% – in section 3-3 
(Figure 6), 23.4% – in section 4-4. In the remaining nodes of sections 2-2, 3-3 and 4-4, the deviations do not ex-
ceed 9.0%. The maximum deviations in section 5-5 are 3.2%, 7.4% – in section 6-6, 9.1% – in section 7-7,  
7.7% – in section 8-8, 5.6% – in section 9-9 (Figure 7) and in section 10-10 the maximum deviations are 4.1%. 

 

 
 

Figure 7. Comparison of numerical results for tangential force S in section 9-9 
 

 
 

Figure 8. Comparison of numerical results for normal force Nu in section 5-5 
 

 
 

Figure 9. Comparison of numerical results for normal force Nu in section 11-11 
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The maximum deviations of the results of the normal force Nu by MLT from the results by FEM and 
VDM are 59.0% in section 1-1, 27.1% – in section 2-2, 23.1% – in section 3-3, 32.7% – in section 4-4, 25.8% – 
in section 5-5 (Figure 8), 10.8% – in section 6-6, 11.1% – in section 7-7, 37.6% – in section 8-8, 33.1% – in sec-
tion 9-9, 27.1% – in section 10-10, and 18.6% – in section 11-11 (Figure 9). The concentration of the greatest 
deviations is in the upper zone of the shell in sections 1-1 – 5-5 at the nodes with coordinates u = 1.40 m, 
u = 1.60 m and u = 1.80 m. Also, in sections 8-8 – 11-11, the maximum deviations of the results appear in 
the regions of the transition from the stretched into the compressed zone of the shell. 

The general stress state of the torse shell under the action of internal pressure is shown in Figures 10–12. 
All the contour graphs are obtained in the SCAD Office software. 

 

      
 

Figure 10. Normal stress σ(Nv) by FEM, kN/m2 
 
 

      
 

Figure 11. Tangential stress τ(S) by FEM, kN/m2 
 
 

      
 

Figure 12. Normal stress σ(Nu) by FEM, kN/m2 
 
Comparison of the obtained forces by different analysis methods shows good convergence. The largest 

deviations of the values of the normal forces Nv, Nu and tangential force S are localized at the nodes with coordi-
nates u = 0.00 m, u = 1.80 m and u = 2.00 m. Deviations of the results at the nodes with coordinates u = 0 m 
can be explained by the fact that in the momentless theory only the boundary condition at the upper edge of 
the torse (u = 2 m) is considered. 
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Analytical results of the forces Nu and S under the action of uniform internal pressure at the nodes of all 
sections with coordinate u = 2.00 m should be Nu = 0 and S = 0, which is confirmed by the rules of strength of 
materials. However, the values of forces Nu and S of FEM and VDM are different from zero, at the same time, 
the results of VDM are more accurate as compared to FEM. 

The greatest deviations of the values of normal forces Nv along curvilinear directrixes and Nu along 
straight generatrixes are concentrated in the upper free edge of the torse in sections from 1-1 to 6-6. Similar re-
sults have been obtained in [2–4]. When analyzing the geometry of the middle surface of the torse, we see 
that this region of the shell has the greatest change in the radius of curvature along the curvilinear directrixes. 
As is known, a smooth change in the geometry of the middle surface is one of the conditions for the application 
of the momentless theory. The momentless theory allows us to take into account only normal and tangential 
forces, and transverse forces and moments also affect the overall picture of the stress-strain state. Moreover, 
the correct choice of the finite element size (mesh) affects the accuracy of analysis using FEM and VDM [15]. 
It is noted that comparison of the results of VDM and FEM analysis for identical meshes shows similar accuracy, 
and in some cases VDM gives even more accurate results [14]. Thus, the influence of middle surface geometry 
and choice of finite element dimensions (mesh) are topics for further investigation of the stress-strain state of 
a class of torse shells of equal slope. 

Conclusion 
The application of the analytical method to solve the problem of determining the internal forces in 

the torse under the action of internal pressure turned out to be a labor-intensive task. Comparison of the results of 
the analytical method with two numerical methods (FEM and VDM) shows good convergence, indicating that 
the derived differential equations of equilibrium and expressions for determining the numerical values of forces 
Nu, Nv and S are correct. The SHELLVRM and SCAD programs simplify this task. However, the SHELLVRM 
program is not distributed, and it is difficult to implement the momentless condition of shell in SCAD. In this 
paper, when choosing a method for solving the problem, the preference is the SCAD program, which is most 
universal for solving a research problem. 

The values of normal forces Nu and Nv indicate that this torse shell of equal slope with ellipse at the base 
works mainly in stretching. Taking into account the results of the stress state of torse and the properties of this 
class of surfaces to be unfolded on the plane without folds and breaks, it can help distribute this class of shells 
for the design of various buildings and structures among architects and designers. 
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 Аннотация. Показана возможность преобразования алгебраических поверх-
ностей с главным каркасом из трех суперэллипсов общего вида в линейча-
тые поверхности нескольких видов. Для этого необходимо взять один, два 
или все три суперэллипса в форме ромба, то есть в явных алгебраических 
уравнениях соответствующих суперэллипсов принять показатели степеней 
равными единице. Проиллюстрировано, что, взяв один и тот же главный 
каркас их трех плоских кривых, лежащих в главных координатных плоско-
стях, можно построить три алгебраические поверхности разных порядков. 
Соответственно, можно ввести в практику бесконечное число линейчатых 
поверхностей с предварительно заданным главным каркасом из трех супер-
эллипсов, некоторые из которых принимаются в виде прямых линий. В ре-
зультате получаются пятнадцать форм, то есть пять троек линейчатых алгеб-
раических поверхностей с главным каркасом из трех суперэллипсов, которые 
описываются тремя явными уравнениями или тремя системами параметри-
ческих уравнений. Эти поверхности включают в себя многогранник на ромби-
ческом плане, некоторые виды цилиндроидов и коноидов и линейчатые 
поверхности, не описанные ранее в научной литературе. Все поверхности 
визуализированы на конкретных примерах. Ранее А.В. Коротичем введена 
в обращение новая группа поверхностей, названная линейчатыми квази-
многогранниками из коноидов. Некоторые из представленных в исследова-
нии линейчатых алгебраических поверхностей могут быть включены в эту 
группу линейчатых квазимногогранников. 

Ключевые слова: суперэллипс, алгебраическая поверхность, линейчатая 
поверхность, цилиндроид, главный каркас поверхности 
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 Abstract. An opportunity of conversion of algebraic surfaces with a main frame 
from three superellipses of general type into ruled surfaces of several views is 
shown. It is necessary to take one, two, or all of three superellipses in the form of 
a rhombus, i.e. it is necessary to assume exponents in explicit algebraic equa-
tions of suitable superellipses equal to one. It was illustrated that having taken 
one and the same main frame from three plane curves lying in the main coordi-
nate planes, one can construct three algebraic surfaces of different orders. So,
it is possible to introduce into practice great number of ruled surfaces with
the preliminary given main frame from three superellipses. Some of them must 
be in the form of straight lines. As a result, fifteen shapes, i.e. five threes of ruled 
algebraic surfaces with a main frame from three superellipses were obtained
with the help of three explicit equations or with the help of three systems of pa-
rametric equations. These surfaces contain a polyhedron on given rhombus plane, 
some types of cylindroids and conoids, and ruled surfaces not described in scien-
tific literature before. All surfaces were visualized for concrete examples. Earlier, 
Professor A.V. Korotich introduced into practice a new group of surfaces which 
he called “Ruled quasipolyhedrons from conoids.” Some of the ruled algebraic 
surfaces presented in this paper can be put in this group of ruled quasipolyhedrons. 

Keywords: superellipse, algebraic surface, ruled surface, cylindroid, main frame 
of surface 
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Введение 
Алгебраические поверхности с заданным главным каркасом из трех плоских кривых в основном 

используются на начальной стадии проектирования судовых поверхностей [1]. В [2; 3] в качестве плос-
ких кривых главного каркаса предложено брать суперэллипсы [4], что значительно расширило число 
форм для судовых поверхностей, задаваемых одной формулой. В [5] и [6] впервые предложено приме-
нить поверхности с главным каркасом из суперэллипсов для формообразования строительных оболочек. 

Учитывая, что косые линейчатые поверхности находят довольно широкое применение в архитек-
туре и строительстве [7], рассмотрим возможности преобразования алгебраических поверхностей с глав-
ным каркасом из трех суперэллипсов общего вида в линейчатые поверхности нескольких видов. 

Предположим, что плоские кривые главного каркаса рассматриваемых поверхностей заданы в виде [8]: 
– кривой 1 (ватерлиния в судостроении), расположенной в плоскости z = 0: 

|𝑦|௥ ൌ 𝑊௥ ቀ1 െ
|௫|೟

௅೟ ቁ ;                                                                   (1) 

– кривой 2 (мидельшпангоут в судостроении), расположенной в плоскости x = 0: 

|𝑧|௡ ൌ 𝑇௡ ቀ1 െ
|௬|೘

ௐ೘ ቁ ;                                                                   (2) 

– кривой 3 (килевая линия в судостроении), расположенной в плоскости y = 0: 

|𝑧|௦ ൌ 𝑇௦ ቀ1 െ
|௫|ೖ

௅ೖ ቁ,                                                                    (3) 

где для выпуклых кривых r, t, n, m, s, k > 1; для вогнутых кривых r, t, n, m, s, k < 1. 
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Если принять r = t = 1, n = m =1, s = k = 1, то кривые (1)–(3) вырождаются в прямые линии. 
Используя методику, изложенную в [1–3], можно получить явные уравнения трех алгебраических 

поверхностей с одним и тем же главным каркасом (1)–(3): 
– с образующим семейством сечений x = const: 

|𝑧| ൌ 𝑇൫1 െ |𝑥|௞/𝐿௞൯
ଵ/௦

ൣ1 െ |𝑦/𝑊|௠/ሺ1 െ |𝑥/𝐿|௧ሻ௠/௥൧
ଵ/௡

;                                      (4) 

– с образующим семейством сечений у = const: 

|𝑧| ൌ 𝑇ሺ1 െ |𝑦|௠/𝑊௠ሻଵ/௡ൣ1 െ |𝑥/𝐿|௞/ሺ1 െ |𝑦/𝑊|௥ሻ௞/௧൧
ଵ/௦

;                                     (5) 

– с образующим семейством сечений z = const: 

|𝑦| ൌ 𝑊ሺ1 െ |𝑧|௡/𝑇௡ሻଵ/௠ൣ1 െ |𝑥/𝐿|௧/ሺ1 െ |𝑧/𝑇|௦ሻ௧/௞൧
ଵ/௥

,                                       (6) 

где –L ≤ x ≤ L; –W ≤ y ≤ W; 0 ≤ z ≤ T. 
Явные уравнения поверхностей (4)–(6) можно перевести в параметрическую форму задания: 

x = x(u) = ±uL,   y = y(u, v) = vW[1 – ut]1/r,   z = z(u, v) = T[1 – uk]1/s[1 – |v|m]1/n;                      (4a) 

x = x(u, v) = vL[1 – ur]1/t,   y = y(u) = ±uW,   z = z(u) = T[1 – um]1/n[1 – |v|k]1/s;                        (5а) 

x = x(u, v) = vL[1 – us]1/k,   y = y(u, v) = ±W[1 – un]1/m[1 – |v|t]1/r,   z = z(u) = uT,                       (6а) 

где 0 ≤ u ≤ 1; –1 ≤ v ≤ 1; u, v – безразмерные параметры. 

Линейчатые поверхности как частный случай поверхностей с тремя суперэллипсами 
Во всех случаях построения реальных поверхностей будем принимать L = 5 м, W = 3 м, T = 5 м по 

умолчанию. Следовательно, поверхности имеют длину, вдоль оси x равную 2L = 10 м, ширину, вдоль оси y 
равную 2W = 6 м и стрелу подъема T = 5 м. 

Случай 1. Пусть все кривые (1)–(3) являются прямыми, то есть r = t = n = m = s = k = 1. В этом 
случае поверхности (4)–(6) будут тождественны: 

z = T(1െ |x|/L െ |y|/W).                                                                     (7) 

Параметрические уравнения (4а)–(6а) принимают вид 

x = x(u) = ±uL,   y = y(u, v) = vW[1 – u],   z = z(u, v) = T[1 – u] [1 – |v|] (рис. 1, а);                  (8) 

x = x(u, v) = vL[1 – u],   y = y(u) = ±uW,   z = z(u, v) = T[1 – u][1 – |v|] (рис. 1, б);                  (9) 

x = x(u, v) = vL[1 – u],   y = y(u, v) = ±W[1 – u] [1 – |v|],   z = z(u) = uT (рис. 1, в).               (10) 

На рис. 1 показаны три тождественные поверхности, но с разными криволинейными координатами u, v. 
Представленные на рис. 1 многогранники войдут в отдельную группу поверхностей из класса 

«Многогранники» [8; 9]. 
Случай 2. Пусть суперэллипс (1) вырождается в ромб, то есть r = t = 1, а кривые (2), (3) остаются 

без изменений, тогда имеем три поверхности на плоском ромбическом плане: 

𝑧 ൌ 𝑇൫1 െ |𝑥|௞/𝐿௞൯
ଵ/௦

ሾ1 െ |𝑦/𝑊|௠/ሺ1 െ |𝑥/𝐿|ሻ௠ሿଵ/௡;                                      (11) 
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𝑧 ൌ 𝑇ሺ1 െ |𝑦|௠/𝑊௠ሻଵ/௡ሾ1 െ |𝑥/𝐿|௞/ሺ1 െ |𝑦/𝑊|ሻ௞ሿଵ/௦;                                     (12) 

|𝑦| ൌ 𝑊ሺ1 െ 𝑧௡/𝑇௡ሻଵ/௠ ሾ1 െ |𝑥/𝐿|/ሺ1 െ 𝑧௦/𝑇௦ሻଵ/௞ሿ.                                      (13) 

Параметрические уравнения (4а)–(6а) принимают вид 

x = x(u) = ±uL,   y = y(u, v) = vW[1 – u],   z = z(u, v) = T[1 – uk]1/s[1 – |v|m]1/n (рис. 2, а);          (11a) 

x = x(u, v) = vL[1 – u],   y = y(u) = ±uW,   z = z(u) = T[1 – um]1/n[1 – |v|k]1/s (рис. 2, б);            (12а) 

x = x(u, v) = vL[1 – us]1/k,   y = y(u, v) = ±W[1 – un]1/m[1 – |v|],   z = z(u) = uT (рис. 2, в).          (13а) 

На рис. 2 показаны три поверхности с n = m = 2, s = k = 2/3 с одинаковым главным каркасом из супер- 
эллипсов. 

 
 

 
а б в 

 
Рис. 1. Случай 1: многогранники с четырьмя треугольными фрагментами плоскости и ромбом в основании 

Figure 1. The first case: the polyhedrons with four triangular fragments of plane and on the rhombic base 
 
 

 
а  б в 

 
Рис. 2. Случай 2: поверхности на плоском ромбическом плане 

Figure 2. The second case: surfaces on a plane rhombic base 
 
 
Случай 3. Пусть суперэллипс (1) вырождается в ромб, то есть r = t = 1, суперэллипс (2) вырождает-

ся в прямые линии, то есть n = m = 1, а кривая (3) остается без изменений, тогда имеем три поверхности 
на плоском ромбическом плане: 

|𝑧| ൌ 𝑇൫1 െ |𝑥|௞/𝐿௞൯
ଵ/௦

ሾ1 െ |𝑦/𝑊|/ሺ1 െ |𝑥/𝐿|ሻሿ;                                           (14) 
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|𝑧| ൌ 𝑇ሺ1 െ |𝑦|/𝑊ሻሾ1 െ |𝑥/𝐿|௞/ሺ1 െ |𝑦/𝑊|ሻ௞ሿଵ/௦;                                                (15) 

|𝑦| ൌ 𝑊ሺ1 െ 𝑧/𝑇ሻൣ1 െ |𝑥/𝐿|/ሺ1 െ 𝑧௦/𝑇௦ሻଵ/௞൧.                                              (16) 

Явные уравнения поверхностей (14)–(16) можно перевести в параметрическую форму задания: 

x = x(u) = ±uL,   y = y(u, v) = vW[1 – u],   z = z(u, v) = T[1 – uk]1/s[1 – |v|] (рис. 3, а);            (14a) 

x = x(u, v) = vL[1 – u],   y = y(u) = ±uW,   z = z(u) = T[1 – u] [1 – |v|k]1/s (рис. 3, б);             (15а) 

x = x(u, v) = vL[1 – us]1/k,   y = y(u, v) = ±W[1 – u] [1 – |v|],   z = z(u) = uT (рис. 3, в).            (16а) 

 
 

 
а  б в 

 
Рис. 3. Случай 3: поверхности на плоском ромбическом плане 

Figure 3. The third case: surfaces on a plane rhombic base 
 
 
На рис. 3 показаны три поверхности с s = k = 2 и с одинаковым главным каркасом из суперэллип-

сов. Очевидно, что поверхности (14) и (16) являются цилиндроидами [10]. 
Случай 4. Пусть суперэллипс, расположенный в плоскости xOy, задан в виде (1), а два других 

суперэллипса главного каркаса вырождаются в прямые линии, то есть n = m = s = k = 1, тогда имеем 
три поверхности на овальном плане: 

𝑧 ൌ 𝑇ሺ1 െ |𝑥|/𝐿ሻൣ1 െ |𝑦/𝑊|/ሺ1 െ |𝑥/𝐿|௧ሻଵ/௥൧;                                             (17) 

𝑧 ൌ 𝑇ሺ1 െ |𝑦/𝑊|ሻൣ1 െ |𝑥/𝐿|/ሺ1 െ |𝑦/𝑊|௥ሻଵ/௧൧;                                            (18) 

|𝑦| ൌ 𝑊ሺ1 െ 𝑧/𝑇ሻሾ1 െ |𝑥/𝐿|௧/ሺ1 െ 𝑧/𝑇ሻ௧ሿଵ/௥,                                              (19) 

где –L ≤ x ≤ L; –W ≤ y ≤ W; 0 ≤ z ≤ T. 
Явные уравнения поверхностей (17)–(19) можно перевести в параметрическую форму задания: 

x = x(u) = ±uL,   y = y(u, v) = vW[1 – ut]1/r,   z = z(u, v) = T[1 – u] [1 – |v|] (рис. 4, а);             (17a) 

x = x(u, v) = vL[1 – ur]1/t,   y = y(u) = ±uW,   z = z(u) = T[1 – u] [1 – |v|] (рис. 4, б);               (18а) 

x = x(u, v) = vL[1 – u],   y = y(u, v) = ±W[1 – u] [1 – |v|t]1/r,   z = z(u) = uT (рис. 4, в).             (19а) 

На рис. 4 показаны три поверхности с r = t = 4, но с одинаковым главным каркасом. Очевидно, 
что поверхности (17) и (18) являются цилиндроидами. 



Mamieva I.A. Structural Mechanics of Engineering Constructions and Buildings. 2022;18(4):387–395 
 

 

392   GEOMETRICAL MODELING OF SHELL FORMS 

Случай 5. Пусть два суперэллипса заданы в виде (1) и (3), а суперэллипс (2) вырождаются в пря-
мые линии, то есть n = m = 1, тогда имеем три поверхности на овальном плане: 

– с образующим семейством сечений x = const: 

𝑧 ൌ 𝑇൫1 െ |𝑥|௞/𝐿௞൯
ଵ/௦

ൣ1 െ |𝑦/𝑊|/ሺ1 െ |𝑥/𝐿|௧ሻଵ/௥൧;                                         (20) 

– с образующим семейством сечений у = const: 

𝑧 ൌ 𝑇ሺ1 െ |𝑦/𝑊|ሻൣ1 െ |𝑥/𝐿|௞/ሺ1 െ |𝑦/𝑊|௥ሻ௞/௧൧
ଵ/௦

;                                        (21) 

– с образующим семейством сечений z = const: 

|𝑦| ൌ 𝑊ሺ1 െ 𝑧/𝑇ሻൣ1 െ |𝑥/𝐿|௧/ሺ1 െ 𝑧௦/𝑇௦ሻ௧/௞൧
ଵ/௥

,                                         (22) 

где –L ≤ x ≤ L; –W ≤ y ≤ W; 0 ≤ z ≤ T. 
 
 

 
а  б в 

 
Рис. 4. Случай 4: поверхности на плоском овальном плане 

Figure 4. The forth case: surfaces on a plane oval base 
 
 

 
а  б в 

 
Рис. 5. Случай 5: поверхности на плоском овальном плане 

Figure 5. The fifth case: surfaces on a plane oval base 
 
 
Явные уравнения поверхностей (20)–(22) можно перевести в параметрическую форму задания: 

x = x(u) = ±uL,   y = y(u, v) = vW[1 – ut]1/r,   z = z(u, v) = T[1 – uk]1/s[1 – |v|] (рис. 5, а);           (20a) 

x = x(u, v) = vL[1 – ur]1/t,   y = y(u) = ±uW,   z = z(u) = T[1 – u] [1 – |v|k]1/s (рис. 5, б);             (21а) 

x = x(u, v) = vL[1 – us]1/k,   y = y(u, v) = ±W[1 – u] [1 – |v|t]1/r,   z = z(u) = uT (рис. 5, в),           (22а) 

где 0 ≤ u ≤ 1; –1 ≤ v ≤ 1; u, v – безразмерные параметры. 
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На рис. 5 показаны три поверхности с r = t = 4, s = k = 2, но с одинаковым главным каркасом. 
Очевидно, что поверхность (20) является цилиндроидом [11]. 

Линейчатые поверхности, входящие в группу 5, могут найти применение в висячих покрытиях – 
пилонных арочно-вантовых покрытиях. Так называют висячую систему, которая поддерживается ванта-
ми, подвешенными к системе пилонов – арок. При этом как пилоны, так и ванты, поддерживающие по-
крытие, расположены выше него, то есть на ванты не укладываются ограждающие элементы покрытия. 
Примером таких сооружений стал стадион Durban’s Moses Mabhida Stadium (г. Дурбан, Южная Африка), 
построенный к Чемпионату мира по футболу 2010 г. (рис. 6). Ведущий архитектор – Герхард Ле Ру (Ger-
hard le Roux). Тентовое укрытие для зрителей подвешивается к единственной арке – пилону при помощи 
вант, организованных в сетчатую структуру1. 

 

 
 

Рис. 6. Стадион в г. Дурбан, Южная Африка 
Figure 6. Stadium in Durban, South Africa 

(URL: http://www.wandahennig.com/2012/10/the-man-who-built-durbans-moses-mabhida-stadium/ (дата обращения: 22.04.2022)) 
 

Результаты 
Выше описаны и визуализированы пять случаев образования линейчатых поверхностей с главным 

каркасом из трех суперэллипсов. Это возможно, если взять в формулах одного, двух или трех суперэл-
липсов (1)–(3) показатели степеней, равные единице. В этом случае 
соответствующие суперэллипсы превращаются в ромбы. Наличие в 
формулах (1)–(3) большого числа констант дает возможность полу-
чить неограниченное количество линейчатых поверхностей. 

Количество форм поверхностей можно еще больше увеличить, 
если в формулах (1)–(22) принимать r ≠ t, n ≠ m, s ≠ k, то есть рас-
сматривать не суперэллипсы в качестве кривых главного каркаса, 
а плоские произвольные алгебраические кривые. Например, в случае 
5 можно взять r = t = 4, но s = 1, а k = 2, то есть за кривую (3) при- 
нять квадратную параболу. В этом случае формула (20а) опишет по-
верхность, изображенную на рис. 7. 

Все приведенные формулы получены из уравнений (4)–(6) при 
соответствующих заданных константах. Уравнения некоторых поверх-
ностей с меньшим числом констант могут быть получены из уравне-
ний поверхностей с большим числом констант. Например, принимая 
в уравнениях (20)–(22) s = k = 1, получим уравнения других поверх-
ностей (17)–(19). 

 
1 Hennig W. The man who built Durban’s Moses Mabhida Stadium. 2012. URL: http://www.wandahennig.com/2012/10/the-man-

who-built-durbans-moses-mabhida-stadium/ (accessed: 22.04.2022). 

 
Рис. 7. Цилиндроид на плоском овальном
плане, образованный движением прямой

линии по параболе и опорному овалу 
параллельно плоскости yOz 

Figure 7. A cylindroid on the plane oval base
formed by a moving straight line along 
the parabola and the base oval parallel 

to the yOz plane
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Рассматриваемые поверхности пока не вошли ни в один из известных классов [12; 13]. После изу-
чения предложенных линейчатых поверхностей можно сделать вывод: они входят в класс «Поверхности 
переноса» [14] в подкласс «Велароидальные поверхности» па плоском плане [15], в группу «Линейчатые 
алгебраические поверхности с главным каркасом из трех суперэллипсов» на плоском овальном или ром-
бическом плане. Или, следуя исследованиям А.В. Коротича [16], некоторые из рассмотренных линейча-
тых поверхностей с плоскостью параллелизма можно выделить в новый тип линейчатых квазимного-
гранников [17] из коноидов. 

Заключение 
Показано, как с помощью трех явных уравнений (4)–(6) или с помощью параметрических уравне-

ний (4а)–(6а) можно построить бесконечное число линейчатых поверхностей, предварительно задав глав-
ный каркас из трех суперэллипсов. Линейчатые поверхности отрицательной гауссовой кривизны (косые 
линейчатые поверхности) находят широкое применение в архитектуре и машиностроении. Приведенная 
в статье методика построения линейчатых поверхностей на основе поверхностей с главным каркасом из 
суперэллипсов может быть применена в сооружениях, выполненных в современных архитектурных стилях, 
таких как этноархитектура, нелинейная, генеративная, или эволюционная архитектура. 
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