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 Аннотация. Цель исследования – построение точных аналитических ре-
шений задач статики анизотропных пластин, находящихся под действием 
циклически симметричных воздействий и лежащих на упругом основании. 
Для решения поставленных в работе задач используется метод компенси-
рующих нагрузок, определяются основное и компенсирующие решения. 
Для нахождения решений используется новый прием, связанный с приме-
нением уравнения Нильсена. С помощью метода компенсирующих нагру-
зок впервые получены точные аналитические решения для задач об анизо-
тропных пластинах, очерченных круговым контуром, лежащих на упругом 
основании при различных условиях опирания и при действии циклически 
симметричных нагрузок, распределенных вдоль окружности и по площади 
кольца. Также рассматривается задача о расчете неограниченной пластины, 
лежащей на упругом основании и имеющей круговое отверстие. Решения 
получены в замкнутом виде и выражены в функциях Бесселя. 

Ключевые слова: анизотропные пластины, метод компенсирующих нагрузок, 
упругое основание, функции Бесселя 
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solutions are determined. The new approach, connected with the use of Nielsen’s 
equation for receiving of the solutions, is applied. For the first time by means of 
the method of compensating loads the exact analytical solutions of the cycle sym-
metric flexure of anisotropic circular plates, resting on the elastic subgrade, are re-
ceived. Various boundary conditions and the loads, distributed along circumferences 
and over ring surfaces, are considered. The problem of anisotropic infinite plate with 
the circular opening, resting on the elastic subgrade, is also examined. All the solu-
tions are obtained in the closed form and expressed in terms of Bessel functions. 
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Введение 
Пластины постоянной и переменной толщины, а также оболочки вращения находят широкое при-

менение в различных областях: в строительной технике, машиностроении, авиастроении. В частности, 
фундаментные плиты и междуэтажные перекрытия сооружений, имеющих в плане круговую форму, пред-
ставляют собой круглую или кольцевую плиту переменной или постоянной толщины. Среди подобных 
сооружений следует назвать телевизионные и водонапорные башни, дымовые трубы, цилиндрические 
резервуары. Подобные задачи возникают в машиностроении при расчете турбинных дисков, лопастей 
турбомашин, дисковых пружин. 

При защите сооружений от нежелательного уровня вибраций употребляются тарельчатые вибро-
изоляторы, основными конструктивными элементами являются круглые, а иногда и прямоугольные пла-
стины переменной толщины и их системы. 

Этим вопросам посвящена весьма обширная литература. Назовем, в частности, монографии [1]  
и [2], в которых отражены многие вопросы теории пластин и оболочек. В [3] рассматривается широкий 
круг вопросов расчета ортотропных и изотропных пластин различных очертаний при действии сложных 
нагрузок, применяются точные аналитические методы. 

В настоящее время существуют мощные программные комплексы, позволяющие изучать работу по-
добных конструкций. Широко используются численные методы, в частности метод конечных элементов. 

В [4] исследуются вопросы потери устойчивости ортотропных пластин с различными граничными 
условиями. В [5] изучаются колебания слоистых пластин, в [6] – вопросы вибрации изотропных и орто-
тропных прямоугольных пластин линейно-переменной толщины. 

С помощью численного метода в [7] производится оценка экспериментальных исследований во-
просов устойчивости пологих конических оболочек, находящихся под действием внешнего давления. 

В [8] рассматриваются свободные колебания лопасти переменной толщины при произвольных гра-
ничных условиях. Статья [9] посвящена расчету прямоугольной пластины под действием термомеханиче-
ской нагрузки. С помощью метода конечных элементов в [10] производится оценка работы лопасти ветровой 
турбины. Оболочки из наноматериала изучаются в [11]. Вибрации слоистых пластин – в [12]. 

С помощью приближенного аналитического метода декомпозиции уравнений в [13] исследуются 
некоторые задачи статики, колебаний и устойчивости тонкостенных конструкций. Точные аналитические 
решения задач расчета комбинированных пластин кусочно-переменной толщины получены в [14]. 

Однако многие задачи статики и колебаний анизотропных пластин еще не рассмотрены. В настоя-
щей работе изучается весьма актуальная проблема расчета анизотропных круглых пластин, контактиру-
ющих с упругим основанием при действии на них циклически симметричных нагрузок. Для решения по-
ставленной задачи используется метод компенсирующих нагрузок (МКН); строится основное решение, 
удовлетворяющее разрешающему дифференциальному уравнению, и компенсирующее решение, которое 
в сумме с основным решением удовлетворяет также граничным условиям. Изучается действие разрывных 
нагрузок и различные условия закрепления. Получено решение задачи об анизотропной неограниченной 
пластине с круговым отверстием. 

Разрешающее дифференциальное уравнение задачи о круглой пластине из анизотропного материа-
ла, в отличие от случая изотропной пластины, не распадается на два взаимно сопряженных дифференци-
альных уравнения второго порядка, каждое из которых интегрируется в функциях Бесселя. Ниже исполь-
зуется другой прием, связанный с получением решения в цилиндрических функциях. Вводится в рас-
смотрение уравнение Нильсена, позволяющее получить интеграл определенного дифференциального урав-
нения четвертого порядка в цилиндрических функциях. 
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Постановка задачи 
Рассмотрим задачу о циклически симметричном изгибе круглой анизотропной пластины, лежащей 

на упругом основании. В этом случае деформации в пластине изменяются по законам cos 𝑘 θ или sin 𝑘 θ, 
ሺ𝑘 ൌ 2,3, . . . ሻ. Подобный изгиб вызывается самоуравновешенной контурной и поверхностной нагрузкой 
вида 

𝑄ሺθሻ ൌ 𝑄௞ cos 𝑘 θ, 𝑀ሺθሻ ൌ 𝑀௞ cos 𝑘 θ,                                                    (1) 

𝑞ሺ𝑟, θሻ ൌ 𝑞ଵሺ𝑟ሻ cos 𝑘 θ, ሺ𝑘 ൌ 2, 3, 4, . . . ሻ,                                                 (2) 

где 𝑄ሺθሻ и 𝑀ሺθሻ – интенсивность контурной поперечной силы и контурного изгибающего момента; 
𝑞ሺ𝑟, θሻ – интенсивность распределенных по поверхности поперечных сил; 𝑄௞, 𝑀௞ – постоянные величи-
ны; 𝑞ଵሺ𝑟ሻ – функция только переменной 𝑟.  

Циклически симметричный изгиб может возникнуть, когда на фундаментную плиту нагрузка сверху 
передается через равноотстоящие опоры. 

Приведем дифференциальное уравнение, описывающее циклически симметричную деформацию 
круглой анизотропной пластины, лежащей на упругом основании, свойства которого описываются моде-
лью Винклера. Положим, что материал пластины обладает цилиндрической анизотропией и является ор-
тотропным. При внешней нагрузке, определяемой выражением (2), имеем [3] 

𝐷 ቊ
𝜕ସ𝑊
𝜕𝑟ସ

൅
2
𝑟
𝜕ଷ𝑊
𝜕𝑟ଷ

െ
𝑛ଶ

𝑟ଶ
𝜕ଶ𝑊
𝜕𝑟ଶ

൅
𝑛ଶ

𝑟ଷ
𝜕𝑊
𝜕𝑟

൅
2ሺ𝑐ଵ ൅ σሻ

𝑟ଶ
𝜕ସ𝑊

𝜕𝑟ଶ𝜕θଶ
െ
2ሺ𝑐ଵ ൅ σሻ

𝑟ଷ
𝜕ଷ𝑊

𝜕𝑟𝜕θଶ
൅ 

൅
ଶሺ௖భାσା௡మሻ

௥ర
డమௐ

డθమ
൅

௡మ

௥ర
డరௐ

డθర
ቅ ൅ 𝑘ଵ𝑊 ൌ 𝑞ሺ𝑟, θሻ,                                                 (3) 

здесь 𝐷 – цилиндрическая жесткость; σ – коэффициент Пуассона; 𝑘ଵ – коэффициент постели; параметр 
𝑛ଶ ൌ 𝑛ଵ𝑛ଶ определяется из соотношений [3], [15]. 

𝐸௥ ൌ
ா

௡మ
, 𝐸θ ൌ 𝐸𝑛ଶ, σ௥ ൌ

σ
௡మ
, σθ ൌ σ;                                                      (4) 

сଵ ൌ 2ሺ𝑛ଶ െ σଶሻ𝐺௥θ 𝐸𝑛ଶ⁄ . 

Будем разыскивать решение однородного уравнения, соответствующего (3), в виде 

𝑊ሺ𝑟, θሻ ൌ 𝑤ሺ𝑟ሻ cos 𝑘 θ.                                                                (5) 

Подставляя (5) в (3) и приводя подобные члены, получим 

𝐷𝑛ଶ ቀ
ௗర௪

ௗ௥ర
൅

ଶ

௥

ௗయ௪

ௗ௥య
െ

௡మାଶሺ௖భାσሻ௞మ

௥మ
ௗమ௪

ௗ௥మ
൅

௡మାଶሺ௖భାσሻ௞మ

௥య
ௗ௪

ௗ௥
൅

௡మ௞రିଶሺ௖భାσା௡మሻ௞మ

௥ర
𝑤ቁ ൅ 𝑘ଵ𝑤 ൌ 0.           (6) 

В результате ряда преобразований получим следующее разрешающее уравнение: 

𝑟ସ
𝑑ସ𝑤
𝑑𝑟ସ

൅ 2𝑟ଷ
𝑑ଷ𝑤
𝑑𝑟ଷ

െ ሺ𝑛ଶ ൅ 2ሺ𝑐ଵ ൅ σሻ𝑘ଶሻ ൈ 𝑟ଶ
𝑑ଶ𝑤
𝑑𝑟ଶ

൅ ሺ𝑛ଶ ൅ 2ሺ𝑐ଵ ൅ σሻ𝑘ଶሻ𝑟
𝑑𝑤
𝑑𝑟

൅ 

൅𝑘ଶሺ𝑛ଶ𝑘ଶ െ 2ሺ𝑐ଵ ൅ σ ൅ 𝑛ଶሻሻ𝑤 ൅
௞భ௥ర

஽௡మ
𝑤 ൌ 0.                                              (7) 

Приведем выражения для изгибающих и крутящих моментов, а также поперечных сил для круглой 
ортотропной пластины [16]: 

𝑀௥ ൌ െ𝐷𝑛ଶ ቆ
பమௐ

ப௥మ
൅ σ ቀଵ

௥

பௐ

ப௥
൅

ଵ

௥మ
డమௐ

பθమ
ቁቇ,                                                   (8) 
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𝑀θ ൌ െ𝐷𝑛ଶ ቆσ பమௐ

ப௥మ
൅ 𝑛ଶ ቀ

ଵ

௥

பௐ

ப௥
൅

ଵ

௥మ
பమௐ

பθమ
ቁቇ,                                                   (9) 
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ப
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ቀଵ
௥
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ቁ,                                                           (10) 
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െ
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𝑄θ ൌ െ𝐷𝑛ଶ
ଵ

௥

ப

பθ
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మௐ

ப௥మ
൅
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௥
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ப
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௥
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பθ
ቁ,                             (12) 

где 𝑐 ∗ൌ 𝑐ଵ𝑛ଶ. 
Определим решение дифференциального уравнения (7). Как было указано выше, в отличие от слу-

чаев, рассмотренных ранее в литературе, для решения задач о пластинах, сделанных из изотропного мате-
риала и лежащих на упругом винклеровском основании при действии неосесимметричных нагрузок [9], 
разрешающее уравнение не распадается на два сопряженных уравнения второго порядка, каждое из ко-
торых интегрируется в функциях Бесселя. В работе используется новый прием: коэффициенты разреша-
ющего дифференциального уравнения (7) будем сопоставлять с коэффициентами уравнения Нильсена, 
которое имеет вид [16; 17] 

𝑟ସ
ௗర௪

ௗ௥ర
൅ 𝐴ଷ𝑟ଷ

ௗయ௪

ௗ௥య
൅ 𝐴ଶ𝑟ଶ

ௗమ௪

ௗ௥మ
൅ 𝐴ଵ𝑟

ௗ௪

ௗ௥
൅ 𝐴଴𝑤 ൌ 0,                                       (13) 

здесь 

𝐴ଷ ൌ 6 െ 4𝑎 െ 4𝑐, 

𝐴ଶ ൌ 2ሺ𝑎ଶ െ μଶ𝑐ଶሻ ൅ 4ሺ𝑎 ൅ 𝑐 െ 1ሻଶ ൅ 4ሺ𝑎 െ 1ሻ ൈ ሺ𝑐 െ 1ሻ െ 1, 

𝐴ଵ ൌ ሾ2ሺμଶ𝑐ଶ െ 𝑎ଶሻ െ ሺ2𝑎 െ 1ሻሺ2𝑐 െ 1ሻሿሺ2𝑎 ൅ 2𝑐 െ 1ሻ, 

𝐴଴ ൌ ሺ𝑎ଶ െ μଶ𝑐ଶሻሺ𝑎ଶ ൅ 4𝑎𝑐 ൅ 4𝑐ଶ െ μଶ𝑐ଶሻ െ 𝑏ସ𝑐ସ𝑟ସ௖. 

Как известно, уравнение Нильсена интегрируется в функциях Бесселя [18–20]. В результате сопо-
ставления коэффициентов (7) и (13) имеем 

6 െ 4𝑎 െ 4𝑐 ൌ 2,

2ሺ𝑎ଶ െ μଶ𝑐ଶሻ ൅ 4ሺ𝑎 ൅ 𝑐 െ 1ሻଶ ൅ 4ሺ𝑎 െ 1ሻ ൈ ሺ𝑐 െ 1ሻ െ 1 ൌ െ𝑛ଶ െ 2ሺ𝑐ଵ ൅ σሻ𝑘ଶ,

2ሺμଶ𝑐ଶ െ 𝑎ଶሻ െ ሺ2𝑎 െ 1ሻሺ2𝑐 െ 1ሻ ൈ ሺ2𝑎 ൅ 2𝑐 െ 1ሻ ൌ 𝑛ଶ ൅ 2ሺ𝑐ଵ ൅ σሻ𝑘ଶ,

ሺ𝑎ଶ െ μଶ𝑐ଶሻሺ𝑎ଶ ൅ 4𝑎𝑐 ൅ 4𝑐ଶ െ μଶ𝑐ଶሻ െ 𝑏ସ𝑐ସ𝑟ସ௖ ൌ 𝑘ଶሺ𝑛ଶ𝑘ଶ െ 2ሺ𝑐ଵ ൅ σ ൅ 𝑛ଶሻሻ ൅
௞భ
஽௡మ

𝑟ସ;⎭
⎪
⎪
⎬

⎪
⎪
⎫

         (14) 

отсюда получим следующие значения параметров, при которых решения задачи получаются в цилиндри-
ческих функциях: 

с ൌ 1, 𝑏 ൌ ට
௞భ
஽௡మ

ర
𝑖ଵ/ଶ;                                                              (15) 

𝑎 ൌ 0; μ ൌ 0 или μ ൌ േ2. 
Приведем решение однородного уравнения (7), доставляемое функциями Бесселя. В зависимости 

от значения параметра μ эти решения можно записать следующим образом: 
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– при μ ൌ 0 

𝑤 ൌ ൫𝐶ଵ𝐽଴ሺ𝑏𝑟ሻ ൅ 𝐶ଶ𝑌଴ሺ𝑏𝑟ሻ ൅ 𝐶ଷ𝐼଴ሺ𝑏𝑟ሻ ൅ 𝐶ସ𝐾଴ሺ𝑏𝑟ሻ൯ cos 𝑘 θ;                              (16) 

– при μ ൌ േ2 

𝑤 ൌ ሺ𝐵ଵ𝑢μሺ𝑏𝑟ሻ ൅ 𝐵ଶυμሺ𝑏𝑟ሻ ൅ 𝐵ଷ𝑓μሺ𝑏𝑟ሻ ൅ 𝐵ସ𝑔μሺ𝑏𝑟ሻሻ cos 𝑘 θ.                            (17) 

Далее, используя формулы (8)–(12), определим усилия. 

Метод компенсирующих нагрузок 
Основное решение 

Для решения поставленной задачи применим метод компенсирующих нагрузок. Рассмотрим дей-
ствие различных циклически симметричных нагрузок и ряд условий закрепления контура. Также изу-
чим задачу о расчете неограниченной анизотропной пластины с круговым отверстием при неосесим-
метричной нагрузке. Для использования МКН требуется построить основное и компенсирующее реше-
ния. Основным назовем такое решение, которое удовлетворяет дифференциальному уравнению и од-
новременно имеет необходимые особенности, которые соответствуют внешней нагрузке, действующей 
на пластину. В большинстве случаев основное решение может рассматриваться как решение задачи  
о неограниченной в плане пластине. Однако основное решение не может удовлетворять граничным 
условиям, если рассматривается задача о пластине, которая ограничена тем или иным контуром. Ком-
пенсирующее решение вводится для того, чтобы вместе с основным решением удовлетворять упомя-
нутым граничным условиям [21–23]. 

Введем безразмерную координату 𝑥 ൌ 𝑏𝑟. При загружении ортотропной пластины сосредоточен-
ной силой 𝑃 основное решение имеет вид 

𝑤଴ ൌ
௉

ସ஽௡మ௕మ
𝑓଴ሺ𝑥ሻ.                                                                   (18) 

Приведенное выше выражение является основной функцией влияния при 𝑃 ൌ 1. Для отдельных 
частных задач можно получать основные решения, интегрируя (18). 

Рассмотрим анизотропную неограниченную пластину, находящуюся под действием сил 𝑞 cos 𝑘 θ, 
равномерно распределенных по окружности, концентрической контуру, с приведенным радиусом α. 

Запишем выражение для прогиба в точке с координатами 𝑥, ϕ, пользуясь принципом сложения воз-
действий: 

𝑤 ൌ
௤α

ସ஽௡మ௕య
ൈ ׬ 𝑓଴൫ඥαଶ ൅ 𝑥ଶ െ 2α𝑥 cosሺ θ െ ϕሻ൯ଶπ

଴ cos 𝑘 θ𝑑θ.                                (19) 

Для вычисления вышеприведенного интеграла (19) воспользуемся формулой сложения функций 
Бесселя: 

𝑍଴൫ඥαଶ ൅ 𝑥ଶ െ 2α𝑥 cosሺ θ െ ϕሻ൯ ൌ 2∑ ′𝐽μሺαሻ𝑍μሺ𝑥ሻ cos 𝑘 ሺθ െ ϕሻ∞
௡ୀ଴ ,                        (20) 

здесь знак ' символизирует то, что при 𝑘 ൌ 0 вводится коэффициент 1 2⁄ .  
Указанная формула справедлива при α ൏ 𝑥; если α ൐ 𝑥, то в правой части (20) α и 𝑥 меняются ме-

стами. Положим 

𝑍଴ ൌ 𝐻଴
ሺଵሻ൫√𝑖ඥαଶ ൅ 𝑥ଶ െ 2α𝑥 cosሺ θ െ ϕሻ൯. 

Производя интегрирование и отделяя действительную и мнимую части, получим: 
– при 𝑥 ൑ α 

𝑤଴ ൌ 𝑤ூ ൌ
πα௤

ଶ஽௡మ௕య
ൣ𝑢μሺ𝑥ሻ𝑓μሺαሻെυμሺ𝑥ሻ𝑔μሺαሻ൧ cos 𝑘 θ;                                     (21) 
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– при 𝑥 ൒ α 

𝑤଴ ൌ 𝑤II ൌ
πα௤

ଶ஽௡మ௕య
ൣ𝑢μሺαሻ𝑓μሺ𝑥ሻ െυμሺαሻ𝑔μሺ𝑥ሻ൧ cos 𝑘 θ.                                      (22) 

При использовании вронскиана уравнения Бесселя можно показать, что полученные выше решения 
(21), (22) при 𝑥 ൌ α удовлетворяют условиям сопряжения участков. 

Решим задачу об анизотропной неограниченной пластине, загруженной по закону 

ψሺ𝑥ሻ cos 𝑘 θ, 

где ψሺ𝑥ሻ – заданная функция. 
Для этого потребуется интегрировать выражения (21) и (22). 
Пусть на изучаемую пластину действует нагрузка 𝑞, распределенная по окружности, приведенный 

радиус которой равен α. Разложим указанную нагрузку в ряд Фурье: 

𝑞 ൌ ∑ሺ𝑎௞ cos 𝑘 θ ൅ 𝑏௞ sin 𝑘 θሻ. 

Учитывая (21) и (22), получим следующие выражения: 
– при α ൑ 𝑥 

𝑤଴ ൌ
πα

ଶ஽௡మ௕య
ൈ ൛∑𝑎௞ൣ𝑢μሺαሻ𝑓μሺ𝑥ሻ െ υμሺαሻ𝑔μሺ𝑥ሻ൧ sin 𝑘 ϕ ൅ ∑𝑏௞ൣ𝑢μሺαሻ𝑓μሺ𝑥ሻ െ υμሺαሻ𝑔μሺ𝑥ሻ൧ cos 𝑘 ϕൟ;    (23) 

– при α ൒ 𝑥 

𝑤଴ ൌ
πα

ଶ஽௡మ௕య
ൈ ൛∑𝑎௞ൣ𝑢μሺ𝑥ሻ𝑓μሺαሻ െ 𝜐μሺ𝑥ሻ𝑔μሺαሻ൧ sin 𝑘 ϕ ൅ ∑𝑏௞ൣ𝑢μሺ𝑥ሻ𝑓μሺαሻ െ 𝜐μሺ𝑥ሻ𝑔μሺαሻ൧ cos 𝑘 ϕൟ.    (24) 

Далее построим основное решение для случая нагрузки, изменяющейся по закону 

𝑞 ൌ 𝐹ሺ𝑥, θሻ.                                                                           (25) 

Для этого будем использовать формулы (23) и (24). Представим нагрузку (25) в виде ряда 

𝑞 ൌ ∑ψ௞ሺ𝑥ሻ ሾ𝑎௞ cos 𝑘 θ ൅ 𝑏௞ sin 𝑘 θሿ.                                                    (26) 

В случае, если внешняя нагрузка может быть представлена в виде формулы 

𝑞 ൌ ∑𝑥௞ ሺ𝑎௞ cos 𝑘 θ ൅ 𝑏௞ sin 𝑘 θሻ                                                       (27) 

или 

𝑞 ൌ ∑𝑥ି௞ ሺ𝑎௞ cos 𝑘 θ ൅ 𝑏௞ sin 𝑘 θሻ,                                                     (28) 

процесс интегрирования заметно упрощается. 
Приведем формулы дифференцирования функций Бесселя: 

ௗ

ௗ௭
ሾ𝑧௞𝐽௞ሺ𝑧ሻሿ ൌ 𝑧௞𝐽௞ିଵሺ𝑧ሻ,

ௗ

ௗ௭
ቂ𝑧௞𝐻௞

ሺଵሻሺ𝑧ሻቃ ൌ 𝑧௞𝐻௞ିଵ
ሺଵሻ ሺ𝑧ሻ.

ቑ                                                         (29) 

Положим 𝑧 ൌ 𝑥√𝑖. Произведем интегрирование; отделим действительную и мнимую части, полу-
чим следующие выражения: 
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׬ 𝑥௞ 𝑢௞ିଵሺ𝑥ሻ𝑑𝑥 ൌ
௫ೖ

√ଶ
ሾ𝑢௞ሺ𝑥ሻ ൅ 𝜐௞ሺ𝑥ሻሿ,

׬ 𝑥௞ 𝜐௞ିଵሺ𝑥ሻ𝑑𝑥 ൌ െ
௫ೖ

√ଶ
ሾ𝑢௞ሺ𝑥ሻ െ 𝜐௞ሺ𝑥ሻሿ,

׬ 𝑥௞ 𝑓௞ିଵሺ𝑥ሻ𝑑𝑥 ൌ
௫ೖ

√ଶ
ሾ𝑓௞ሺ𝑥ሻ ൅ 𝑔௞ሺ𝑥ሻሿ,

׬ 𝑥௞ 𝑔௞ିଵሺ𝑥ሻ𝑑𝑥 ൌ െ
௫ೖ

√ଶ
ሾ𝑓௞ሺ𝑥ሻ െ 𝑔௞ሺ𝑥ሻሿ.⎭

⎪⎪
⎬

⎪⎪
⎫

                                                     (30) 

Рассмотрим действие на неограниченную анизотропную пластину нагрузки, распределенной по 
площади кругового кольца с внутренним радиусом αଵ и наружным αଶ, αଵ ൑ 𝑥 ൑ αଶ, и изменяющейся по 
закону (27). Решение можно получить, интегрируя выражения (21) и (22). С этой целью в этих выраже-
ниях предварительно заменим нагрузку 𝑞 элементарной нагрузкой 𝑞଴α௞𝑑𝑧 ൌ 𝑞଴

஑ೖ

௕
𝑑α. При этом появится 

множитель ଵ

௕ర஽௡మ
, равный ଵ

௞భ
. Затем произведем интегрирование указанных выражений в пределах от 

α ൌ αଵ до α ൌ αଶ. 
Запишем решение при 𝑥 ൑ αଵ ൏ αଶ: 

𝑤 ൌ
π𝑞଴

2𝑘ଵ√2
൫൛αଶ௞ାଵሾ𝑓௞ାଵሺαଶሻ ൅ 𝑔௞ାଵሺαଶሻሿ െαଵ௞ାଵሾ𝑓௞ାଵሺαଵሻ ൅ 𝑔௞ାଵሺαଵሻሿൟ𝑢௞ሺ𝑥ሻ ൅ 

൅൛αଶ௞ାଵሾ𝑓௞ାଵሺαଶሻ െ 𝑔௞ାଵሺαଶሻሿ െ αଵ௞ାଵሾ𝑓௞ାଵሺαଵሻ െ 𝑔௞ାଵሺαଵሻሿሽυ௞ሺ𝑥ሻሻ cos 𝑘 ϕ;                     (31) 

– при 𝑥 ൐ αଶ ൐ αଵ имеем 

𝑤 ൌ
π𝑞଴

2𝑘ଵ√2
൫൛αଶ௞ାଵሾ𝑢௞ାଵሺαଶሻ ൅ υ௞ାଵሺαଶሻሿ െαଵ௞ାଵሾ𝑢௞ାଵሺαଵሻ ൅ 𝜐௞ାଵሺαଵሻሿൟ𝑓௞ሺ𝑥ሻ ൅ 

൅൛αଶ௞ାଵሾ𝑢௞ାଵሺαଶሻ െ 𝜐௞ାଵሺαଶሻሿ െαଶ௞ାଵ ൈ ሾ𝑢௞ାଵሺαଵሻ െ 𝜐௞ାଵሺαଵሻሿሽ𝑔௞ሺ𝑥ሻሻ cos 𝑘 ϕ;                  (32) 

– при αଶ ൒ 𝑥 ൒ αଵ решение принимает вид 

𝑤 ൌ
π𝑞଴

2𝑘ଵ√2
൛αଶ௞ାଵሾ𝑓௞ାଵሺαଶሻ ൅ 𝑔௞ାଵሺαଶሻሿ𝑢௞ሺ𝑥ሻ ൅ αଶ௞ାଵሾ𝑓௞ାଵሺαଶሻ െ 𝑔௞ାଵሺαଶሻሿ ൈ 

ൈ υ௞ሺ𝑥ሻ െ αଵ௞ାଵሾ𝑢௞ାଵሺαଵሻ ൅ υ௞ାଵሺαଵሻሿ𝑓௞ሺ𝑥ሻ െ αଵ௞ାଵሾ𝑢௞ାଵሺαଵሻ െ υ௞ାଵሺαଵሻሿ𝑔௞ሺ𝑥ሻ൅2𝑥௞
√௫

π
ቅ cos 𝑘 ϕ. (33) 

Приведенные выше формулы (31)–(33) дают выражения прогибов для 𝑘-го члена ряда (27). Следу-
ет отметить имеющий практическое значение случай, когда 𝑘 ൌ 1. Подобное имеет место при расчете 
фундаментных плит на действие горизонтальных нагрузок. 

Компенсирующее решение 

Далее перейдем к рассмотрению анизотропной пластины, лежащей на упругом основании, ограни-
ченной круговым контуром с различными условиями закрепления. Компенсирующее решение предста-
вим как результат действия двух компенсирующих нагрузок 𝑞ଵ и 𝑞ଶ. Эти нагрузки действуют по концен-
трическим окружностям с приведенными радиусами αଵ и αଶ. Обозначим через β приведенный радиус 
внешнего контура. Компенсирующее решение может интерпретироваться как результат действия неко-
торой системы сил, которая приложена к пластине бесконечного радиуса. 

Будем решать задачу для различных условий закрепления контура. Также изучим задачу о неогра-
ниченной анизотропной пластине с круговым отверстием. 

Сначала рассмотрим круглую анизотропную пластину, лежащую на упругом винклеровском осно-
вании, защемленную по всему контуру. Представим взятые из основного решения при 𝑥 ൌ β прогиб 𝑤଴  
и угол наклона нормали к контуру డ௪బ

డ௫
 в виде 
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𝑤଴ ൌ ∑ሺ𝐴௞ sin 𝑘 ϕ ൅ 𝐵௞ cos 𝑘 ϕሻ,                                                           (34) 

డ௪బ

డ௫
ൌ ∑ሺ𝐶௞ sin 𝑘 ϕ ൅ 𝐷௞ cos 𝑘 ϕሻ.                                                          (35) 

Далее определим компенсирующие нагрузки 𝑞ଵ и 𝑞ଶ, которые на контуре пластины в сумме с ос-
новным решением должны удовлетворять условиям заделки. Указанное требование приводит к решению 
системы уравнений 

αଵ න 𝑞ଵሺθሻ𝑓଴ ቆටαଵଶ ൅ βଶ െ 2αଵβ cosሺ θ െ ϕሻቇ 𝑑θ
ଶπ

଴
൅ αଶ න 𝑞ଶሺθሻ𝑓଴ ቆටαଶଶ ൅ βଶ െ 2αଶβ cosሺ θ െ ϕሻቇ 𝑑θ

ଶπ

଴
൅ 

൅4𝐷𝑏ଷ𝑤଴ ൌ 0;                                                                           (36) 

αଵ න 𝑞ଵሺθሻ
𝜕
𝜕β 𝑓଴ ቆ

ටαଵଶ ൅ βଶ െ 2αଵβ cosሺ θ െ ϕሻቇ 𝑑θ
ଶπ

଴
൅ αଶ න 𝑞ଶሺθሻ

𝜕
𝜕β 𝑓଴ ቆ

ටαଶଶ ൅ βଶ െ 2αଶ𝛽 cosሺ θെ ϕሻቇ 𝑑θ
ଶπ

଴
൅ 

൅4𝐷𝑏ଶ
డ௪బ

డ௫
ൌ 0.                                                                         (37) 

Формулы (36) и (37) отражают равенство нулю прогибов и углов поворота на контуре пластины. 
Для решения этих интегральных уравнений следует разложить функции 𝑞ଵ и 𝑞ଶ в тригонометриче-

ские ряды, использовать формулы сложения цилиндрических функций, выполнить интегрирование.  
Тогда уравнения (36) и (37) перейдут в систему алгебраических уравнений относительно коэффициентов 
этих рядов. Эта система уравнений здесь не приводится. 

Компенсирующее решение при 𝑥 ൏ 𝛼ଵ можно представить в виде 

𝑤௞ ൌ ∑ ሾሺ𝑎௞ sin 𝑘 ϕ ൅ 𝑏௞ cos 𝑘 ϕሻ∞
௞ୀ଴ 𝑢௞ሺ𝑥ሻ ൅ ሺ𝑐௞ sin 𝑘 ϕ ൅ 𝑑௞ cos 𝑘 ϕሻυ௞ሺ𝑥ሻሿ.                    (38) 

Определим коэффициенты ряда (38), используя выражения (36) и (37); в результате получим сле-
дующие системы уравнений: 

𝑎௞𝑢௞ሺβሻ ൅ 𝑐௞υ௞ሺβሻ ൅ 𝐴௞ ൌ 0,

𝑎௞𝑢௞ ′ሺβሻ ൅ 𝑐௞υ௞′ሺβሻ ൅ 𝐶௞
ଵ

௕
ൌ 0;

ቋ                                                         (39) 

𝑏௞𝑢௞ሺβሻ ൅ 𝑑௞υ௞ሺβሻ ൅ 𝐵௞ ൌ 0,

𝑏௞𝑢௞ ′ሺβሻ ൅ 𝑑௞υ௞′ሺβሻ ൅ 𝐷௞
ଵ

௕
ൌ 0.

ቋ                                                        (40) 

В приведенных выше системах первое и второе уравнения связаны с условиями для прогиба и угла 
поворота на контуре соответственно. 

В результате решения указанных систем получим 

𝑎௞ ൌ െ
஼ೖ

భ
್

υೖሺβሻି஺ೖυೖ′ሺβሻ

υೖሺβሻ௨ೖ′ሺβሻି௨ೖሺβሻυೖ′ሺβሻ
,                                                              (41) 

𝑏௞ ൌ െ
஽ೖ

భ
್

υೖሺβሻି஻ೖυೖ′ሺβሻ

υೖሺఉሻ௨ೖ′ሺఉሻି௨ೖሺఉሻυೖ′ሺβሻ
,                                                            (42) 

𝑐௞ ൌ
஼ೖ

భ
್
௨ೖሺβሻି஺ೖ௨ೖ′ሺβሻ

υೖሺβሻ௨ೖ′ሺβሻି௨ೖሺβሻυೖ′ሺβሻ
,                                                              (43) 

𝑑௞ ൌ
஽ೖ

భ
್
௨ೖሺβሻି஻ೖ௨ೖ′ሺβሻ

υೖሺβሻ௨ೖ′ሺβሻି௨ೖሺβሻυೖ′ሺβሻ
.                                                             (44) 
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Для получения компенсирующего решения внесем формулы (41)–(44) в (38). В результате получим 

𝑤௞ ൌ െ෍
1

υ௞ሺβሻ𝑢௞′ ሺβሻ െ 𝑢௞ሺβሻυ௞′ ሺβሻ

∞

௞ୀ଴

൬൜൤𝐶௞
1
𝑏

υ௞ሺβሻ െ 𝐴௞υ௞′ ሺβሻ൨ sin 𝑘 ϕ ൅ 

൅൤𝐷௞
1
𝑏

υ௞ሺβሻ െ 𝐵௞υ௞′ ሺβሻ൨ cos 𝑘 ϕൠ 𝑢௞ሺ𝑥ሻ െ ൜൤𝐶௞
1
𝑏
𝑢௞ሺβሻ െ 𝐴௞𝑢௞

′ ሺβሻ൨ sin 𝑘 ϕ ൅ 

൅ ቂ𝐷௞
ଵ

௕
𝑢௞ሺβሻ െ 𝐵௞𝑢௞′ሺβሻቃ cos 𝑘 ϕቅ υ௞ሺ𝑥ሻቁ.                                               (45) 

Указанным способом можно построить компенсирующие решения для других условий закрепле-
ния изучаемых анизотропных пластин на упругом основании. Рассмотрим случай шарнирного опирания 
по всему контуру. 

Для того чтобы найти решение поставленной задачи, следует разложить в ряд значения на контуре 
прогибов и изгибающих моментов, взятых из основного решения. Прогибы будем раскладывать в ряд, 
пользуясь формулой (34); радиальные изгибающие моменты на контуре могут быть представлены с по-
мощью формулы 

∑ ሺ𝑀௞ sin 𝑘 ϕ ൅ 𝐿௞ cos 𝑘 ϕሻ∞
௞ୀ଴ .                                                     (46) 

Компенсирующее решение в данном случае будет представлено в виде ряда; его коэффициенты 
определяются из систем уравнений 

െ𝑎௞ ቂυ௞ሺβሻ െ
ଵିσ

β
𝑢௞′ሺβሻ ൅ ሺ1 െ σሻ ௞

మ

βమ
𝑢௞ሺβሻቃ െ 𝑐௞ ቂെ𝑢௞ሺβሻ െ

ଵିσ
β

υ௞′ሺβሻ ൅ ሺ1 െ σሻ ௞
మ

βమ
υ௞ሺβሻቃ ൅

ଵ

௕మ஽
𝑀௞ ൌ 0,    (47) 

𝑎௞𝑢௞ሺβሻ ൅ 𝑐௞υ௞ሺβሻ ൅ 𝐴௞ ൌ 0,                                                      (48) 

െ𝑏௞ ቄυ௞ሺβሻ െ
ଵିσ

β
𝑢௞′ሺβሻ ൅ ሺ1 െ σሻ ௞

మ

βమ
𝑢௞ሺβሻቅ െ 𝑑௞ ቄെ𝑢௞ሺβሻ െ

ଵିσ
β

υ௞′ሺβሻ ൅ ሺ1 െ σሻ ௞
మ

βమ
υ௞ሺβሻቅ ൅

ଵ

௕మ஽
𝐿௞ ൌ 0,    (49) 

𝑏௞𝑢௞ሺβሻ ൅ 𝑑௞υ௞ሺβሻ ൅ 𝐵௞ ൌ 0.                                                     (50) 

Вышеприведенные уравнения получаются в результате приравнивания к нулю суммы прогибов и 
суммы радиальных изгибающих моментов на контуре для основного и компенсирующего решений соот-
ветственно. 

Введем для краткости следующие обозначения: 

𝑢௞
ሺெሻሺβሻ ൌ െ𝑢௞ሺβሻ െ

ଵିσ
β
ቂυ௞′ሺβሻ െ

௞మ

β
υ௞ሺβሻቃ,                                            (51) 

υ௞
ሺெሻሺβሻ ൌ 𝜐௞ሺβሻ െ

ଵିσ
β
ቂ𝑢௞′ሺβሻ െ

௞మ

β
𝑢௞ሺβሻቃ,                                             (52) 

𝑓௞
ሺெሻሺβሻ ൌ െ𝑓௞ሺβሻ െ

ଵିσ
β
ቂ𝑔௞′ሺβሻ െ

௞మ

β
𝑔௞ሺβሻቃ,                                            (53) 

𝑔௞
ሺெሻሺβሻ ൌ 𝑔௞ሺβሻ െ

ଵିσ
β
ቂ𝑓௞′ሺβሻ െ

௞మ

β
𝑓௞ሺβሻቃ.                                              (54) 

Далее внесем полученные значения коэффициентов в ряд (38). Получим следующее выражение для 
компенсирующего решения: 
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𝑤௞ ൌ െ෍
1

𝑢௞ሺβሻ𝑢௞
ሺெሻሺβሻ െ υ௞ሺβሻυ௞

ሺெሻሺβሻ

∞

௞ୀ଴

ൈ ൬൜൤𝑀௞
1
𝑏ଶ𝐷

υ௞ሺβሻ ൅ 𝐴௞𝑢௞
ሺெሻሺβሻ൨ sin 𝑘 ϕ ൅ 

൅ ൤𝐿௞
1
𝑏ଶ𝐷

υ௞ሺβሻ ൅ 𝐵௞𝑢௞
ሺெሻሺβሻ൨ cos 𝑘 ϕൠ 𝑢௞ሺ𝑥ሻ െ ൜൤𝑀௞

1
𝑏ଶ𝐷

𝑢௞ሺβሻ ൅ 𝐴௞𝜐௞
ሺெሻሺβሻ൨ sin 𝑘 ϕ ൅ 

൅ ቂ𝐿௞
ଵ

௕మ஽
𝑢௞ሺβሻ ൅ 𝐵௞υ௞

ሺெሻሺβሻቃ cos 𝑘 ϕቅ υ௞ሺ𝑥ሻቁ.                                               (55) 

Найдем компенсирующее решение для случая анизотропной круглой пластины со свободным кра-
ем. В этом случае, как известно, изгибающий момент и приведенная поперечная сила обращаются на 
контуре в нуль. 

Значение приведенной поперечной силы на контуре, взятое из основного решения, разложим в ряд: 

𝑄ଵ െ
ௗுభ
ௗௌ

ൌ ∑ ሺ𝑁௞ sin 𝑘 ϕ ൅ 𝑄௞ cos 𝑘 ϕሻ∞
௞ୀ଴ .                                                (56) 

Пусть изгибающие моменты даны рядом (46). 
Уравнения для определения коэффициентов 𝑎௞, 𝑏௞, 𝑐௞, 𝑑௞ составляются аналогично тому, как это 

было выполнено в предыдущих примерах. 
Введем следующие обозначения: 

𝑢௞
ሾொሿሺβሻ ൌ െ𝑢௞′ሺβሻ െ ሺ1 െ σሻ ௞

మ

βమ
ቂυ௞′ሺβሻ െ

υೖሺβሻ
β
ቃ,                                           (57) 

υ௞
ሾொሿሺβሻ ൌ υ௞′ሺβሻ െ ሺ1 െ σሻ ௞

మ

βమ
ቂ𝑢௞′ሺβሻ െ

௨ೖሺβሻ
β
ቃ,                                            (58) 

𝑓௞
ሾொሿሺβሻ ൌ െ𝑓௞′ሺβሻ െ ሺ1 െ σሻ ௞

మ

βమ
ቂ𝑔௞′ሺβሻ െ

௚ೖሺβሻ
β
ቃ,                                           (59) 

𝑔௞
ሾொሿሺβሻ ൌ 𝑔௞′ሺβሻ െ ሺ1 െ σሻ ௞

మ

βమ
ቂ𝑓௞ ′ሺβሻ െ

௙ೖሺβሻ
β
ቃ.                                            (60) 

Решая системы уравнений для определения коэффициентов 𝑎௞, 𝑏௞, 𝑐௞, 𝑑௞, внесем полученные ре-
зультаты в ряд (38). Учитывая обозначения (57)–(60), после ряда преобразований получим компенсиру-
ющее решение в виде 

𝑤௞ ൌ െ
1
𝑏ଶ𝐷

෍
1

𝑢௞
ሾொሿሺβሻυ௞

ሾெሿሺβሻ െ 𝑢௞
ሾெሿሺβሻυ௞

ሾொሿሺβሻ

∞

௞ୀ଴

ൈ ൜൬൤
1
𝑏
𝑁௞𝑢௞

ሾெሿሺβሻ െ 𝑀௞𝑢௞
ሾொሿሺβሻ൨ sin 𝑘 ϕ ൅ 

൅൤
1
𝑏
𝑄௞𝑢௞

ሾெሿሺβሻ െ 𝐿௞υ௞
ሾொሿሺβሻ൨ cos 𝑘 ϕ൰ 𝑢௞ሺ𝑥ሻ െ ൬൤

1
𝑏
𝑁௞𝑢௞

ሾெሿሺβሻ െ 𝑀௞υ௞
ሾொሿሺβሻ൨ sin 𝑘 ϕ ൅ 

൅ ቂ
ଵ

௕
𝑄௞υ௞

ሾெሿሺβሻ െ 𝐿௞υ௞
ሾொሿሺβሻቃ cos 𝑘 ϕቁ υ௞ሺ𝑥ሻቅ.                                              (61) 

С помощью МКН получим решение задачи об анизотропной неограниченной пластине, лежащей 
на упругом винклеровском основании, с круговым отверстием при произвольной нагрузке. Искомый ре-
зультат может быть представлен в виде суммы основного и компенсирующего решений. Основное реше-
ние получено выше. Соответствующее компенсирующее решение представим выражением 

𝑤௞ ൌ ∑ ሾሺ𝑎௞ ′ sin 𝑘 ϕ ൅ 𝑏௞′ cos 𝑘 ϕሻ∞
௞ୀ଴ 𝑓௞ሺ𝑥ሻ ൅ ሺ𝑐௞′ sin 𝑘 ϕ ൅ 𝑑௞′ cos 𝑘 ϕሻ𝑔௞ሺ𝑥ሻሿ.                      (62) 



Коренева Е.Б. Строительная механика инженерных конструкций и сооружений. 2021. Т. 17. № 2. С. 99–111 
 

 

РАСЧЕТ И ПРОЕКТИРОВАНИЕ СТРОИТЕЛЬНЫХ КОНСТРУКЦИЙ  109 

Примем, что начало координат находится в центре отверстия. В компенсирующее решение будут 
входить только конечные значения функций 𝑓ሺ𝑥ሻ и 𝑔ሺ𝑥ሻ и их производных, поскольку точка 𝑥 ൌ 0, в ко-
торой названные функции имеют особенности, не входит в изучаемую область. 

Для определения компенсирующего решения следует в формулах, полученных выше, всюду заме-
нить функции 𝑢 и υ на 𝑓 и 𝑔. Приведем компенсирующее решение для случая анизотропной неограни-
ченной пластины со свободным круговым отверстием: 

𝑤௞ ൌ െ
1
𝑏ଶ𝐷

෍
1

𝑓௞
ሾொሿሺβሻ𝑔௞

ሾெሿሺβሻ െ 𝑓௞
ሾெሿሺβሻ𝑔௞

ሾொሿሺβሻ

∞

௞ୀ଴

ൈ 

ൈ ൜𝑓௞ሺ𝑥ሻ ൬൤
1
𝑏
𝑁௞𝑓௞

ሾெሿሺβሻ െ 𝑀௞𝑓௞
ሾொሿሺβሻ൨ sin 𝑘 ϕ ൅ ൤

1
𝑏
𝑄௞𝑓௞

ሾெሿሺβሻ െ 𝐿௞𝑓௞
ሾொሿሺβሻ൨ cos 𝑘 ϕ൰ െ 

െ𝑔௞ሺ𝑥ሻ ቀቂ
ଵ

௕
𝑁௞𝑔௞

ሾெሿሺβሻ െ 𝑀௞𝑔௞
ሾொሿሺβሻቃ sin 𝑘 ϕ ൅ ቂଵ

௕
𝑄௞𝑔௞

ሾெሿሺβሻ െ 𝐿௞𝑔௞
ሾொሿሺβሻቃ cos 𝑘 ϕቁቅ.               (63) 

Метод компенсирующих нагрузок можно также применить для расчета анизотропной пластины на 
упругом основании, ограниченной двумя концентрическими окружностями. В этом случае компенсиру-
ющее решение следует представить в виде ряда, коэффициенты которого определяются из уравнений, 
соответствующих существующим граничным условиям. Тогда каждая система будет состоять из четырех 
уравнений, которые здесь не выписываются. 

Заключение 
Впервые получены точные аналитические решения задач об анизотропных пластинах, контактиру- 

ющих с упругим основанием, при действии на них циклически симметричных нагрузок. Решения выра-
жены в функциях Бесселя. Для интегрирования разрешающего дифференциального уравнения четверто-
го порядка с переменными коэффициентами применяется новый прием, связанный с использованием 
уравнения Нильсена. К решению поставленной задачи применяется метод компенсирующих нагрузок. 
Получено основное решение, удовлетворяющее исходному уравнению. Производится учет действия раз-
рывных нагрузок, распределенных по концентрическим окружностям и по площадям колец. Определяет-
ся компенсирующее решение, которое в сумме с основным удовлетворяет граничным условиям. Рас-
сматриваются различные условия закрепления контура. В цилиндрических функциях получено решение 
об анизотропной неограниченной пластине с круговым отверстием. 
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 Аннотация. Цель – рассмотреть задачу о численном моделировании про-
дольных, поперечных и поверхностных волн на свободной поверхности 
упругой полуплоскости. Методы. Для решения нестационарной динамиче-
ской задачи теории упругости с начальными и граничными условиями ис-
пользован метод конечных элементов в перемещениях. С его помощью 
линейная задача с начальными и граничными условиями приведена к ли-
нейной задаче Коши. Предложен квазирегулярный подход к решению си-
стемы линейных обыкновенных дифференциальных уравнений второго по-
рядка в перемещениях с начальными условиями и к аппроксимации иссле-
дуемой области. Методика основана на схемах: точка, линия и плоскость. 
Исследуемая область разбита по пространственным переменным на тре-
угольные и прямоугольные конечные элементы первого порядка. По вре-
менной переменной исследуемая область разбита на линейные конечные 
элементы с двумя узловыми точками. При разработке комплекса программ 
использовался алгоритмический язык Фортран-90. Результаты. Приведена 
информация о численном моделировании упругих волн напряжений в 
упругой полуплоскости при сосредоточенном волновом воздействии в виде 
дельта-функции. Исследуемая расчетная область имеет 12 008 001 узловых 
точек. Решена система уравнений из 48 032 004 неизвестных. Показано 
изменение упругого контурного напряжения на свободной поверхности 
полуплоскости в разных точках. Амплитуда поверхностных волн Релея 
существенно больше амплитуд продольных, поперечных и других волн при 
сосредоточенном вертикальном воздействии в виде треугольного импульса 
на поверхности упругой полуплоскости. После поверхностных волн Релея 
наблюдается динамический процесс в виде стоячих волн. 

Ключевые слова: нестационарный процесс, комплекс программ В.К. Му-
саева, треугольный импульс, задача Лэмба, упругая полуплоскость, кон-
турное напряжение, продольная волна, поперечная волна, волна Релея, сто-
ячая волна 
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 Abstract. The aim of the work. The problem of numerical simulation of longitu-
dinal, transverse and surface waves on the free surface of an elastic half-plane is 
considered. Methods. To solve the non-stationary dynamic problem of elasticity 
theory with initial and boundary conditions, the finite element method in dis-
placements was used. Using the finite element method in displacements, a linear 
problem with initial and boundary conditions was led to a linear Cauchy prob-
lem. A quasiregular approach to solving a system of second-order linear ordinary 
differential equations in displacements with initial conditions and to approximat-
ing the area under study is proposed. The method is based on the schemes: point, 
line and plane. The study area is divided by spatial variables into triangular and 
rectangular finite elements of the first order. According to the time variable, the 
study area is divided into linear end elements with two nodal points. The Fortran-90 
algorithmic language was used in the development of the software package. 
Results. Some information is given about numerical modeling of elastic stress 
waves in an elastic half-plane with a concentrated wave action in the form of a Delta 
function. The estimated area under study has 12 008 001 nodal points. A system of 
equations consisting of 48 032 004 unknowns is solved. The change of elastic con-
tour stress on the free surface of the half-plane at different points is shown. 
The amplitude of Rayleigh surface waves is significantly greater than the ampli-
tudes of longitudinal, transverse, and other waves with a concentrated vertical action 
in the form of a triangular pulse on the surface of an elastic half-plane. After surface 
Rayleigh waves, a dynamic process is observed in the form of standing waves. 

Keywords: nonstationary process, V.K. Musayev software package, triangular 
pulse, Lamb problem, elastic half-plane, contour stress, longitudinal wave, trans-
verse wave, Rayleigh wave, standing wave 

For citation 
Musayev V.K. Mathematical modeling of 
stress waves under concentrated vertical ac- 
tion in the form of a triangular pulse: Lamb’s 
problem. Structural Mechanics of Engi-
neering Constructions and Buildings. 2021; 
17(2):112–120. (In Russ.) http://dx.doi.org/ 
10.22363/1815-5235-2021-17-2-112-120 
 
 

Введение 
Волны напряжений различной природы, распространяясь в деформируемом теле, взаимодействуют 

друг с другом, что приводит к образованию новых областей возмущений. После трехкратного или четы-
рехкратного прохождения и отражения волн напряжений в теле процесс распространения возмущений 
становится установившимся, напряжения и деформации усредняются, тело находится в колебательном 
движении.  

Рассматривается задача о численном моделировании продольных, поперечных и поверхностных волн 
на свободной поверхности упругой полуплоскости при воздействии в виде дельта-функции (задача Лэмба).  

В настоящее время в литературных источниках отсутствуют результаты численного решения зада-
чи Лэмба в напряжениях при воздействии в виде треугольного импульса или дельта-функции. 

В [1–29] приводится информация о постановке и методах решения волновых задач. 
Рассматриваемый численный метод, алгоритм и комплекс программ в задачах переходного процес-

са механики деформируемых тел представлены в [14; 21–25; 27–29]. 
Оценка достоверности и точности рассматриваемого численного метода, алгоритма и комплекса 

программ дана в [14; 21–25]. 
В [21] продемонстрирована практическая реализация метода конечных элементов для решения не-

стационарных волновых задач. Приведены результаты исследований некоторых задач для оценки физи-
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ческой достоверности и математической точности. Рассматриваемые задачи представлены в виде иссле-
дуемого объекта с упругой плоскостью и полуплоскостью. Применяется фундаментальное воздействие в 
виде функции Хевисайда (ступенчатой функции). Основное внимание уделено оценке точности и досто-
верности численного решения нестационарных динамических задач для сложных деформируемых тел 
различной формы. На основе метода конечных элементов разработаны алгоритм и комплекс программ 
В.К. Мусаева для решения нестационарных волновых динамических задач теории упругости при раз- 
личных начальных и граничных условиях, для областей различной формы, для модели уравнений состо-
яния кусочно-неоднородной изотропной среды, подчиняющейся упругому закону Гука, при малых упру-
гих деформациях. Первая задача –о воздействии плоской продольной упругой волны на свободное круг-
лое отверстие в упругой плоскости. Исследуемая расчетная область имеет 1536 узловых точек. Контур 
круглого отверстия аппроксимирован 28 узловыми точками. Расхождение для максимального упругого 
контурного напряжения составляет 6 %. Вторая задача – решение первой задачи для сопоставления с ре-
зультатами эксперимента, то есть динамической фотоупругости. Расхождение для максимального упру-
гого контурного напряжения составляет 2 %. Третья задача – о воздействии плоской продольной упругой 
волны на подкрепленное круглое отверстие в плоскости. Исследуемая расчетная область имеет 1536 уз-
ловых точек. Внутренний контур подкрепления аппроксимирован 28 узловыми точками. По толщине 
круглое подкрепление аппроксимировано двумя узловыми точками. Расхождение для максимального 
упругого контурного напряжения составляет 12 %. Четвертая задача –о воздействии плоской продольной 
упругой волны на Курпсайскую плотину с основанием в виде полуплоскости. Исследуемая расчетная 
область имеет 953 узловых точек. Курпсайская плотина аппроксимирована 224 узловыми точками. Рас-
хождение для максимального упругого контурного напряжения составляет 5 %. Пятая задача – о воздей-
ствии плоской продольной в виде треугольного импульса (дельта-функция) на упругую полуплоскость. 
Решается система уравнений из 59 048 неизвестных. Показано, что точное решение задачи соответствует 
рассматриваемому воздействию для упругих нормальных напряжений и имеется хорошее качественное  
и количественное совпадение с результатами точного решения. Шестая задача – о воздействии плоской 
продольной в виде ступечатой функции (функция Хевисайда) на упругую полуплоскость. Решается си-
стема уравнений из 59 048 неизвестных для нормальных напряжений и имеется хорошее качественное и 
количественное совпадение с результатами точного решения. Анализ численных результатов показывает, 
что метод конечных элементов с успехом применяется для решения нестационарных динамических задач 
механики деформируемого твердого тела. Проведенные исследования сходимости и устойчивости, а также 
сравнение с результатами других методов показали хорошее совпадение.  

В [22] рассмотрена некоторая информация моделирования нестационарных упругих волн в полу-
плоскости при импульсном воздействии в виде «восходящая часть – линейная, нисходящая часть – чет-
верть круга». Для решения поставленной задачи применяются волновые уравнения теории упругости.  
На основе метода конечных элементов разработаны численный метод, алгоритм и комплекс программ 
В.К. Мусаева. Решена задача о распространении нестационарных волн в упругой полуплоскости. Реша-
ется система уравнений из 83 448 неизвестных. Результаты позволяют сделать вывод о физической до-
стоверности и математической точности численного решения.  

В [23] рассмотрена задача о воздействии волны в виде импульсного воздействия «восходящая 
часть – четверть круга, нисходящая – четверть круга» на упругую полуплоскость. Для упругих нормаль-
ных напряжений получено хорошее совпадение с результатами аналитического решения. Сравнение ре-
зультатов нормальных напряжений с результатами аналитического решения, показало хорошее совпаде-
ние. Результаты, полученные с помощью комплекса программ В.К. Мусаева, показали хорошую досто-
верность численного решения распространения упругих волн в деформируемых телах.  

Постановка задачи 

Для решения задачи о моделировании нестационарных упругих волн в деформируемых областях 
сложной формы рассмотрим некоторое тело Г в прямоугольной декартовой системе координат 𝑋𝑂𝑌, ко-
торому в начальный момент времени 𝑡 ൌ 0 сообщается механическое воздействие.  

Предположим, что тело 𝛤 изготовлено из однородного изотропного материала, подчиняющегося 
упругому закону Гука при малых упругих деформациях.  

Точные уравнения двумерной (плоское напряженное состояние) динамической теории упругости 
имеют вид 
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где σ௫, σу и τху – компоненты тензора упругих напряжений; ε௫, εу и γху – компоненты тензора упругих 
деформаций; 𝑢 и 𝑣 – составляющие вектора упругих перемещений вдоль осей ОХ и О𝑌 соответственно;  

ρ – плотность материала; 𝐶௣ ൌ ට
ா

஡ሺଵିఔమሻ
 – скорость продольной упругой волны; 𝐶௦ ൌ ට

ா

ଶρሺଵାఔሻ
 – скорость 

поперечной упругой волны; 𝜈 – коэффициент Пуассона; 𝐸 – модуль упругости; Sሺ𝑆ଵ ∪ 𝑆ଶሻ – граничный 
контур тела 𝛤. 

Систему (1) в области, занимаемой телом 𝛤, следует интегрировать при начальных и граничных 
условиях.  

Для решения двумерной плоской динамической задачи теории упругости с начальными и гранич-
ными условиями (1) используем метод конечных элементов в перемещениях.  

Методика 
Задача решается методом сквозного счета, без выделения разрывов. Чтобы выполнить динамиче-

ский расчет методом конечных элементов, нужно иметь матрицу жесткости и матрицу инерции конечно-
го элемента. 

Принимая во внимание определение матриц и векторов для тела 𝛤, записываем приближенное зна-
чение уравнения движения в теории упругости 

𝐻ሜ Фሷሬሬሬ⃗ ൅ 𝐾ሜ Фሬሬሬ⃗ ൌ 𝑅ሬ⃗ ,     Фሬሬሬ⃗ |𝑡 ൌ 0 ൌ Фሬሬሬ⃗ ଴,     Фሶሬሬሬ⃗ |𝑡 ൌ 0 ൌ Фሶሬሬሬ⃗
଴,                                         (2) 

где 𝐻ሜ  – матрица инерции; 𝐾ሜ  – матрица жесткости; Φሬሬሬ⃗  – вектор узловых упругих перемещений; Φሶሬሬ⃗  – вектор 
узловых упругих скоростей перемещений; Φሷሬሬ⃗  – вектор узловых упругих ускорений; 𝑅ሬ⃗  – вектор узловых 
упругих внешних сил. 

Для интегрирования уравнения (2) конечноэлементным вариантом метода Галеркина приведем его 
к следующему виду: 

𝐻ሜ
ௗ

ௗ௧
Фሶሬሬሬ⃗ ൅ 𝐾ሜ Фሬሬሬ⃗ ൌ 𝑅ሬ⃗ ,     ௗ

ௗ௧
Фሬሬሬ⃗ ൌ Фሶሬሬሬ⃗ .                                                             (3) 

Интегрируя по временной координате соотношение (3) с помощью конечноэлементного варианта 
метода Галеркина, получим двумерную явную двухслойную конечноэлементную линейную схему в пе-
ремещениях для внутренних и граничных узловых точек: 

Фሶሬሬሬ⃗
௜ାଵ ൌ Фሶሬሬሬ⃗

௜ ൅ 𝛥𝑡𝐻ሜ ିଵሺെ𝐾ሜ Фሬሬሬ⃗ ௜ ൅ 𝑅ሬ⃗ ௜ሻ,     Фሬሬሬ⃗ ௜ାଵ ൌ Фሬሬሬ⃗ ௜ ൅ 𝛥𝑡Фሶሬሬሬ⃗
௜ାଵ,                                 (4) 

где Δ𝑡 – шаг по временной координате.  
Шаг по временной переменной Δ𝑡 определяем из соотношения  

Δ𝑡 ൌ 𝑘
୫୧୬ Δ௟೔

஼೛
ሺ𝑖 ൌ 1, 2, 3, . . ., 𝑟ሻ,                                                        (5) 

где Δ𝑙 – длина стороны конечного элемента; r – число конечных элементов. 
Результаты численного эксперимента показали, что при k = 0,5 обеспечивается устойчивость дву-

мерной явной двухслойной конечноэлементной линейной схемы.  
На основе метода конечных элементов в перемещениях разработаны алгоритм и комплекс про-

грамм для решения линейных плоских двумерных задач, которые позволяют решать задачи при нестаци-
онарных волновых воздействиях. При разработке комплекса программ использовался алгоритмический 
язык Фортран-90. Исследуемая область разбивается по пространственным и по временным переменным 
на конечные элементы первого порядка.  
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Результаты и обсуждение 
Рассмотрим задачу о воздействии сосредоточенной волны в виде дельта-функции (рис. 2), перпен-

дикулярной свободной поверхности упругой полуплоскости (рис. 1).  
Расчеты проводились при следующих единицах измерения: килограмм-сила (кгс); сантиметр (см); 

секунда (с). Для перехода в другие единицы измерения были приняты следующие допущения:  
1 кгс/см2 ≈ 0,1 МПа; 1 кгс с2/см4 ≈ 109 кг/м3.  

В точке 𝐵 перпендикулярно свободной поверхности 𝐴𝐵𝐶 приложено упругое нормальное напря-
жение σ௬ (рис. 1), которое при 0 ൑ 𝑛 ൑ 11 (𝑛 ൌ 𝑡/Δ𝑡) изменяется линейно от 0 до 𝑃, а при 11 ൑ 𝑛 ൑ 21 
от 𝑃 до 0 (𝑃 ൌ σ଴, σ଴ ൌ –0,1 МПа (–1 кгс/см2)). 

Граничные условия для контура 𝐶𝐷𝐸𝐴 при 𝑡 ൐ 0 𝑢 ൌ 𝑣 ൌ 𝑢ሶ ൌ 𝑣ሶ ൌ 0. Отраженные волны от конту-
ра 𝐶𝐷𝐸𝐴 не доходят до исследуемых точек при 0 ൑ 𝑛 ൑ 500. Контур 𝐴𝐵𝐶 свободен от нагрузок, кроме 
точки 𝐵, где приложено сосредоточенное упругое нормальное напряжение σ௬.  

Расчеты проведены при следующих исходных данных: 𝐻 ൌ Δ𝑥 ൌ Δ𝑦; Δ𝑡 = 1,39310–6 с;  
𝐸 = 3,1510 4 МПа (3,1510 5 кгс/см2); ν = 0,2; ρ = 0,255104 кг/м3 (0,25510–5 кгс с2/см4); 𝐶௣= 3587 м/с;  
𝐶௦= 2269 м/с.  

 

 
Рис. 1. Постановка задачи  

о воздействии сосредоточенной волны в виде дельта-функции
на свободной поверхности упругой полуплоскости 

Figure 1. Statement of the problem of the effect  
of a concentrated wave in the form of a Delta function  

on the free surface of an elastic half-plane

 
Рис. 2. Воздействие в виде дельта-функции 

Figure 2. The impact in the form of Delta functions 

  

 
Рис. 3. Изменение упругого контурного напряжения σ̄௞  

во времени 𝑡/Δ𝑡 в точке 𝐴1 
Figure 3. The change of elastic contour stress σ̄௞  

in time 𝑡/Δ𝑡 at the point 𝐴1 

 
Рис. 4. Изменение упругого контурного напряжения σ̄௞  

во времени 𝑡/𝛥𝑡 в точке 𝐴2 
Figure 4. The change of elastic contour stress σ̄௞  

in time 𝑡/Δ𝑡 at the point 𝐴2 
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Рис. 5. Изменение упругого контурного напряжения σ̄௞  

во времени 𝑡/𝛥𝑡 в точке 𝐴3 
Figure 5. The change of elastic contour stress σ̄௞  

in time 𝑡/𝛥𝑡 at the point 𝐴3 

 
Рис. 6. Изменение упругого контурного напряжения σ̄௞  

во времени 𝑡/𝛥𝑡 в точке 𝐴4 
Figure 6. The change of elastic contour stress σ̄௞  

in time 𝑡/Δ𝑡 at the point 𝐴4 
 

 
 

Рис. 7. Изменение упругого контурного напряжения σ̄௞ во времени 𝑡/𝛥𝑡 в точке 𝐴5 
Figure 7. The change of elastic contour stress σ̄௞ in time 𝑡/𝛥𝑡 at the point 𝐴5 

 
Исследуемая расчетная область имеет 12 008 001 узловых точек. Решается система уравнений из  

48 032 004 неизвестных.  
На рис. 3–7 показано изменение упругого контурного напряжения σ̄௞ (σ̄௞ ൌ σ௞/|σ଴|) во времени 𝑛 

в точках 𝐴1– 𝐴5 (рис. 1), находящихся на свободной поверхности упругой полуплоскости (расстояние 
между точками 𝐴1 и 𝐴2 равно 𝐻, 𝐴2 и 𝐴3 – 𝐻, 𝐴3 и 𝐴4 – 𝐻, 𝐴4 и 𝐴5 – 𝐻, 𝐴5 и 𝐴6 – 𝐻, 𝐴6 и 𝐴7 – 𝐻,  
𝐴7 и 𝐴8 – 𝐻, 𝐴8 и 𝐴9 – 𝐻, 𝐴9 и 𝐴10 – 𝐻).  

Заключение 
На объекты жизнедеятельности человека оказывают влияние сейсмические нагрузки или воздей-

ствия. Они создают серьезные проблемы своими разрушительными последствиями. В истории человече-
ства первой теорией сейсмической безопасности была статическая. Потом появилась нацеленная на ис-
следование проблемы резонанса спектральная теория, взявшая за основу одномассовый осциллятор.  
Обе теории были предложены в начале XX века. Однако, несмотря на имеющиеся теории сейсмической 
безопасности, здания и сооружения продолжали разрушаться при сейсмических воздействиях. Это было 
связано с тем, что данные теории несовершенны и не отражают реальный физический процесс волнового 
воздействия на объекты жизнедеятельности человека. Тогда ученые располагали ограниченным инстру-
ментарием для исследования, как в области математического, так и физического мониторинга. Хотя ос-
новные уравнения строительной механики (механики деформируемого твердого тела) были получены в 
XIX веке, их решение в нестационарной волновой постановке в начале ХХ века оставалось невозмож-
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ным. Поэтому предпринимались попытки решения частных уравнений и получения некоторых знаний и 
закономерностей волнового напряженного состояния. Были получены знания в области продольных, по-
перечных, конических, релеевских и других волн. До появления электронных вычислительных машин 
удалось накопить некоторые знания в области переходного периода. Например, было установлено, что 
при отражении волны сжатия от свободной поверхности конструкции волна сжатия становится растяги-
вающей и тем самым создается ситуация откольных явлений. В конце ХХ века появились электронные 
вычислительные машины, которые позволили решать многие задачи строительной механики (механики 
деформируемого твердого тела) на нестационарные волновые воздействия. Однако переход от диффе-
ренциальных уравнений с начальными и граничными условиями к системе с конечных числом неизвест-
ных для волновых процессов оказался непростым. Это связано со многими проблемами, в том числе вы-
числительными, а также с моделью физических процессов переходного процесса. В настоящее время 
можно решать волновые задачи, создавая базу знаний как в области фундаментальной, так и прикладной 
науки, а производная от этих знаний обеспечивает развитие производственной науки, то есть норматив-
но-правовой базы. 

В начале ХХ века была поставлена задача Лэмба для изучения закономерностей распространения 
волн напряжений в сплошной деформируемой среде с целью создания базы знаний по сейсмологии и 
сейсмостойкости геообъектов. Известно, что здания и сооружения разрушаются и для их защиты в экс-
плуатационный период нужна информация о сейсмических воздействиях. В первую очередь – это знания 
в области продольных, поперечных и поверхностных волн. Они помогают определить и ранжировать 
сейсмические воздействия на здания и сооружения. В настоящее время эта информация называется баль-
ностью землетрясений. В зависимости от величины бальности землетрясений применяются разные под-
ходы и методы защиты строительных объектов от сейсмических воздействий. Основным в обеспечении 
безопасности строительных объектов является оценка несущей способности. Ее можно осуществить при 
наличии информации о напряженном состоянии. Не зря в методе предельного состояния оценка несущей 
способности занимает почетное первое место, хотя определение напряжений всегда сложнее, чем пере-
мещений и ее производных по времени.  

Дадим некоторую оценку статической и волновой механике грунтов. Если ранжировать по задачам, 
которые рассмотрены в учебниках по механике грунтов, тогда на первое место смело можно поставить за-
дачу Фламана (пока мы рассматриваем двумерную плоскую задачу). Задача Фламана – это сосредоточен-
ное вертикальное воздействие на свободной поверхности полуплоскости. Она полностью повторяет задачу 
Лэмба, различие в том, что задача Фламана применима при статическом воздействии, а задача Лэмба –  
при нестационарном динамическом воздействии. Напрашивается следующий вывод: чем больше мы будем 
знать о физических результатах при решении задачи Лэмба, тем быстрее нестационарная волновая механи-
ка грунтов выделится в научное направление и появится одноименный учебник для студентов и исследова-
телей. Таким образом, можно сказать, что волновая теория сейсмической безопасности находится на за-
ключительном этапе своего формирования.  

На основе метода конечных элементов разработаны методика, алгоритм и комплекс программ для 
линейных двумерных плоских задач, которые позволяют решать сложные задачи при нестационарных 
волновых воздействиях на уникальные объекты. Основные соотношения метода конечных элементов 
получены с помощью принципа возможных перемещений. Матрица упругости выражена через скорость 
продольных и поперечных волн и плотность.  

Линейная динамическая задача с начальными и граничными условиями в виде дифференциальных 
уравнений в частных производных для решения задач при волновых воздействиях с помощью метода 
конечных элементов в перемещениях приведена к системе линейных обыкновенных дифференциальных 
уравнений с начальными условиями, которая решается по явной двухслойной схеме. 

Решена задача о математическом моделировании нестационарных упругих волн напряжений при со-
средоточенном вертикальном воздействии в виде дельта-функции на поверхности полуплоскости. Иссле-
дуемая расчетная область имеет 12 008 001 узловых точек. Решается система уравнений из 48 032 004 неиз-
вестных. Растягивающее упругое контурное напряжение σ̄௞ имеет максимальное значение σ̄𝒌 ൌ 0,18. Сжи-
мающее упругое контурное напряжение σ̄௞ имеет максимальное значение σ̄௞ ൌ –0,24.  

Амплитуда поверхностных волн Релея существенно больше амплитуд продольных, поперечных и 
других волн при сосредоточенном вертикальном воздействии в виде треугольного импульса на поверх-
ности упругой полуплоскости.  

После поверхностных волн Релея наблюдается динамический процесс в виде стоячих волн. 
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 Аннотация. Актуальность. Опыт построенных ячеистых сооружений и 
результаты расчетных и модельных исследований, выполненных в нашей 
стране и за рубежом, по оценке совместной работы сложного комплекса 
«ячеистый каркас – грунт засыпки ячеек – основание» указывают на доста-
точную надежность таких гидротехнических сооружений. Основная слож-
ность при проектировании ячеистых конструкций состоит в воспроизведе-
нии объемной работы комплекса «ячеистый каркас – грунт засыпки – грунт 
основания» для выявления резервов конструкции. Цели. Изучение путем 
проведения лабораторных исследований взаимодействия каркаса, грунта 
засыпки ячейки и основания при различной влажности грунта с учетом 
таких факторов, как гранулометрический состав грунта засыпки, роль по-
верхностного натяжения влаги, содержащейся в грунте, геометрические 
параметры самой конструкции и ряда других. Методы. Эксперименталь-
ные исследования на модели работы ячеистой конструкции без днища на 
нескальном (песчаном) основании на устойчивость при соблюдении крите-
риев подобия, а также исследования ячеек, различающихся геометрией и 
размерами при изменениях влажности и гранулометрического состава грунта 
ячеек. Результаты. По результатам модельных исследований предложена 
зависимость по учету влияния сил поверхностного натяжения принимая 
во внимание гидравлический радиус поперечного сечения ячейки, смочен-
ный периметр, площадь поперечного сечения ячейки и др. Рассмотрено 
взаимодействие ячеистой конструкции с основанием согласно указанным 
выше параметрам. Представлены результаты лабораторных исследований 
по учету взаимодействия каркаса, грунта засыпки ячейки при различной 
влажности заполнителя принимая в расчет гранулометрический состав грун-
та засыпки, поверхностное натяжение влаги, содержащейся в грунте, гео-
метрические параметры самой конструкции и ряд других факторов. 

Ключевые слова: ячеистая конструкция, каркас, грунт засыпки, формула 
Янсена, поверхностное натяжение, влажность грунта засыпки, капиллярное 
сцепление, гранулометрический состав грунта 
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 Abstract. Relevance. The experience of constructed cellular structures and the results 
of computational and model studies carried out in our country and abroad to 
assess the joint work of the complicated complex “cellular frame – soil backfill 
of cells – foundation” indicates the sufficient reliability of such hydraulic struc-
tures. The main difficulty in the design of cellular structures is to reproduce the 
volumetric work of the complex “cellular frame – backfill soil – foundation soil” 
to identify structural reserves. Objectives. To study, through laboratory studies, 
the interaction of the frame and backfill of the cell and the base at different soil 
moisture, taking into account such factors as the granulometric composition of 
the backfill soil, the role of the surface tension of moisture contained in the soil, 
the geometric parameters of the structure itself and a number of other factors. 
Methods. Experimental studies on the model of the operation of a cellular struc-
ture without a bottom on a non-rocky (sandy) foundation for stability, subject 
to the similarity criteria, as well as studies of cells with different geometry 
and sizes with changes in moisture and particle size distribution of the soil of 
the cells. Results. Based on the results of model studies, a dependence is pro-
posed to take into account the effect of surface tension forces, considering 
the hydraulic radius of the cell cross-section, wetted perimeter, cross-sectional area 
of the cell, etc. The interaction of the cellular structure with the base is also ex-
plored, taking into account the above parameters. The results of laboratory studies 
on considering the interaction of the frame and backfill of the cell soil at diffe-
rent moisture content of the aggregate, taking into account the granulometric 
composition of the backfill soil surface tension of moisture contained in the soil, 
geometric parameters of the structure itself and a number of other factors. 

Keywords: cellular structure, frame, backfill soil, Jansen’s formula, surface tension, 
moisture content of backfill soil, capillary adhesion, soil granulometric composition 
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Введение 
Ячеистые конструкции гидротехнических сооружений применяются практически во всех сферах 

водного хозяйства (плотины, здания ГЭС, наплавные блоки ГЭС, ледостойкие стационарные платформы 
(ЛСП), подпорные стенки, металлические и железобетонные ячеистые конструкции молов, набережных, 
причалов, доков и др.). Начиная от деревянных ряжей и до современных тонкостенных причальных со-
оружений ячеистые конструкции подтвердили свою применимость и надежность. Эти конструкции про-
сты по форме, легко вписываются в любой существующий рельеф, для их заполнения применяются лю-
бые местные материалы, что ускоряет сроки строительства и удешевляет их стоимость при достаточной 
прочности и надежности [1]. 

Также самое широкое применение находят ячеистые конструкции в других отраслях, особенно свя-
занных со складированием различных материалов. Эти сооружения имеют много общих проблем с ячеи-
стыми конструкциями гидротехнических сооружений (ГТС), особенно при рассмотрении вопроса об оп- 
ределении давления заполнителя в ячейке. Данный вопрос особенно актуален сегодня с учетом широкого 
применения металлических силосов различной конструкции, имеющих деформируемые под воздействи-
ем засыпки стены, для которых очень важна правильная последовательность их заполнения. 

Но нестандартность технологий, используемых при возведении ячеистых конструкций ГТС, до сих 
пор тормозит их широкое внедрение в строительную практику, и основное тут – качественное и быстрое 
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выполнение бетонного каркаса и решение проблемы стыков для сборных конструкций, а также рацио-
нальное и наиболее выгодное для напряженно-деформированного состояния (НДС) конструкции сочета-
ние бетонных и земляных работ (засыпки ячеек). 

Сложность объемной работы комплекса «ячеистый каркас – грунт засыпки – грунт основания» со-
здает трудности при экспериментальном и расчетном изучении работы комплекса при статических воз-
действиях, изучении устойчивости сооружения на сдвиг, температурных воздействиях с учетом накоп-
ленных к настоящему моменту данных и физических предпосылок о работе таких конструкций. Но оче-
видно, что решение данной задачи, пусть и постепенное, позволит лучше управлять работой ячеистых 
конструкций, усовершенствовать их, выявить резервы, что даст возможность сделать их более конкурен-
тоспособными по сравнению с другими бетонными и грунтовыми плотинами. 

Ячеистая конструкция удачно применена в составе селезащитной плотины (1976 г.) на р. Большая 
Алматинка для защиты г. Алма-Аты. Также в настоящее время рассматриваются проекты селезадержи-
вающих плотин на р. Аксай и Улькен Алматы (железобетонная ячеистая плотина высотой (по селесбро-
су) 37,6 м, шириной 68 м, длиной 127 м) − инженерная защита территории, которая является частью го- 
сударственного национального природного парка Казахстана [2].  

Удачным оказался опыт применения ячеистых подпорных стен на Загорской ГАЭС. Реверсивный 
водоприемник верхнего бассейна решен по схеме руслового здания ГАЭС, то есть непосредственно вос-
принимает напор воды. С обоих сторон к устоям водоприемника примыкают левобережная и правобе-
режная части грунтовой дамбы. Так как ширина дамбы значительно превышает ширину водоприемника 
вдоль потока, то для сопряжения ее с водоприемником с низовой и верховой сторон предусмотрены под-
порные стенки в два яруса.  

Конструкция стенок второго яруса неодинакова, более высокие стенки, расположенные ближе к водо-
приемнику, имеют ячеистую конструкцию. Более низкие стенки имеют уголковый профиль. Максималь-
ная высота стенок 27,5 м, максимальная ширина 28,50 м, максимальная длина немногим более 25,00 м. 
Для отвода профильтровавшейся воды под стенками выполнен горизонтальный дренаж из песчано-
гравийной смеси (ПГС), вода из которого по вертикальным дренажным скважинам выпускается в дренаж 
тела дамбы верхнего бассейна [3]. 

Согласно [4], задача учета давления засыпки на основание и стенки ячеистого каркаса является клас-
сической в механике сыпучих сред. Действующие в настоящее время строительные нормы и правила бази-
руются на решении Янсена 1895 г., в которое вводится ряд поправочных эмпирических коэффициентов.  
В результате численных экспериментов с 3D-моделью авторы приходят к выводу, что «распределение дав-
ления сыпучего материала на дно и стенки емкости зависит не только от удельного веса материала и коэф-
фициентов его внешнего и внутреннего трения, но и от способа засыпки емкости» Также отмечается, что 
при послойной засыпке ячейки с жестким днищем коэффициент бокового давления (распора) является по-
стоянным по величине только при наличии сдвига дна ячейки вниз с постоянной малой скоростью. В слу-
чае перемещения дна ячейки (а это соответствует условиям проведения опытов инженера из Бремена, ко-
торый также засыпал содержимое ячейки порциями и производил измерения в условиях, когда засыпка 
находилась в предельном состоянии) формула Янсена работает достаточно точно.  

Как уже ранее отмечалось [5], существует ряд работ, которые можно разделить на два направле-
ния: 1) об учете взаимодействия засыпки с жестким основанием или же с днищем ячейки; 2) взаимодей-
ствие каркаса и засыпки с нескальным основанием. Наиболее известны работы Л.М. Емельянова и его 
последователя В.В. Алипова [5]. Отмечается, что вследствие вертикальных и горизонтальных нагрузок 
эффект зависания засыпки в ячейках распространяется до определенной глубины, а при врезании каркаса 
в грунт основания в нижней части ячейки трение по стенкам будет направлено в противоположную дви-
жению сторону и ближе к основанию ячейки давление грунта при пассивном состоянии засыпки (то есть 
восприятии ею части веса каркаса) будет больше активного. Согласно нашим исследованиям, важным 
является также учет влияния деформативности стенок каркаса ячеек, которая существенно влияет на ра-
боту тонкостенных конструкций. Необходимо накопление, систематизация и оценка данных для более 
точной оценки работы ячеистых конструкций гидротехнических сооружений на нескальном основании. 
Сегодня расчетные исследования позволяют продвинуть исследования о характере работы ячеистых кон-
струкций и вывести оценку их работы на новый уровень. Обилие таких работ для силосов и бункеров 
подчеркивает важность данного вопроса и сложность их 3D-работы. 

В 1965–1966 гг. в Гипроречтрансе под руководством С.Н. Левачева были проведены лабораторные 
исследования кинематики взаимодействия гравитационных оболочек большого диаметра с грунтом ос-
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нования и внутренней засыпки c «втягиванием» части засыпки в оболочку при сдвиги ее горизонтальной 
силой [6]. Также этот вопрос затронут в руководстве для корпуса инженеров американской армии, где 
даются рекомендации по расчетам устойчивости оболочек большого диаметра, в том числе с учетом вли-
яния фильтрационного потока в ячеистой конструкции в основании [7]. 

Цель настоящего исследований – изучение взаимодействия каркаса, грунта засыпки ячейки и осно-
вания при различной влажности грунта в лабораторных условиях. При этом принимались во внимание 
такие факторы, как гранулометрический состав грунта засыпки, роль поверхностного натяжения влаги, 
содержащейся в грунте, геометрические параметры самой конструкции и ряд других факторов.  

Материалы и методы 
Модельные исследования работы ячеистой конструкции без днища на нескальном (песчаном) ос-

новании на сдвиг проводились для оценки качественной картины протекающего процесса и выявления 
запаса устойчивости системы «ячеистая конструкция – засыпка – основание». 

До настоящего времени ячеистые конструкции рассчитываются на устойчивость против сдвига по 
методике жесткого штампа, согласно СП 23.13330.2011 «Основания гидротехнических сооружений» (ак-
туализированная редакция СНиП 2.02.02–85) (СП является составной частью национальной системы 
стандартизации Российской Федерации и действует на территории РФ). В соответствии с этой методи-
кой, собственный вес сооружения моделируется одной вертикальной силой с заменой сооружения жест-
ким (обычно квадратным) штампом, что не позволяет учесть особенности конкретного сооружения в 
случае работы сооружения без днища и взаимодействия грунта засыпки с основанием.  

В исследованиях система «ячеистый каркас – грунт засыпки – грунт основания» моделируется в пре-
делах существующих физических представлений о поведении таких систем и составляющих ее компонен-
тов (ячеистых сооружений без днища на мягком основании с потерей устойчивости). Исследование прово-
дилось в лаборатории прочности кафедры гидротехнических сооружений Института мелиорации, водного 
хозяйства и строительства имени А.Н. Костякова ФГБОУ ВО РГАУ – МСХА имени К.А. Тимирязева. 

Использовалась методика моделирования, согласно подходу А.Г. Назарова к решению задачи мо-
делирования грунтов и нескальных оснований с доведением до разрушения (αɛ = 1 – строгое подобие). 
Для эксперимента была изготовлена модель плотины высотой 50 мм, что соответствует масштабу αl = 80 
по отношению к натурному сооружению (рис. 1), моделирующая флютбет ячеистой конструкции. 

 

а б 
 

Рис. 1. Схема модели ячеистого штампа с загрузочными устройствами и уровнями приложения сдвигающей силы Р (а) 
и кинематика при сдвиге ячеистого штампа на песчаном основании с песчаной засыпкой при влажности песка 5 % (б): 
а: 1 – анкеры для моделирования собственного веса каркаса ячейки; 2 – анкеры для моделирования собственного веса засыпки ячейки;  

3 – система загружения для моделирования собственного веса штампа; 4 – грунт-основание штампа; P1, P2 – уровни приложения сдвигающей нагрузки P;  
б: 1 – сдвигающий домкрат (создание сдвигающей силы Р2); 2 – индикатор часового типа для измерения перемещений;  

3 – разметка грунта для наблюдения за перемещением грунта при сдвиге; 4 – перемещения грунта при сдвиге 
Figure 1. Schematic of a model of a cellular die with loading devices and levels of application of a shear force (a)  

and kinematics during shear of a cellular die on a sandy base with a sand backfill at a sand moisture content of 5% (б): 
a: 1 – anchor for modeling the dead weight of the cell frame; 2 – anchor for modeling the dead weight of the cell backfill;  

3 – loading system for modeling the dead weight of the stamp; 4 – soil-base of the stamp; P1, P2 – shear load application levels P; 
б: 1 – shearing jack (creating a shear force P2); 2 – dial indicator for displacement measurement;  

3 – marking the ground to observe the movement of the ground during shear; 4 – displacement of soil during shear 

 
Для каркаса модели соотношение модулей упругости материалов каркаса натуры (бетон) и модели 

(оргстекло) ЕК
Н/ЕК

М ൌ
ଶଽ଴଴଴

ହଶହ଴
ൌ 5,5, что соответствует масштабу моделирования ∝Еൌ α஢ ൌ 5,5. 
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Нагрузка системы «каркас – засыпка» моделировалась на основе существующей в лаборатории 
прочности кафедры гидротехнических сооружений методики приложения нагрузок на модели малого 
масштаба с помощью упругих элементов из капроновой нити (лесок) диаметром 0,8–0,1 мм (рис. 1, а). 
Сдвигающая сила прикладывалась к модели на двух уровнях: 25 (опыты серии I – Р1) и 50 мм (опыты 
серии II – Р2) и с помощью двух авиационных (масляных) домкратов, а собственный вес каркаса и за-
сыпки воспроизводился с применением загрузочной системы с использованием упругих элементов и 
жестких металлических элементов для связи лесок нужной длины c двумя загрузочными подвесными 
платформами и воспроизведения заданного усилия. При этом две загрузочные подвесные платформы 
работали отдельно для каркаса и засыпки и нагрузка на них передавалась посредством загрузочных сек-
торов (создавали необходимое плечо) и грузов. [5]. Во время эксперимента загрузочные устройства и 
платформы могли передвигаться вместе с моделью при потере устойчивости на сдвиг. 

В качестве материала засыпки и основания был принят песок с характеристиками γз = 0,016 МН/м3, 
Ез = 28 МПа,  = 28,8°, δ = 20° (углы внутреннего и внешнего трения засыпки и основания соответствен-
но) с целью получения качественной картины сдвига.  

После достижения на модели значения собственного веса G и стабилизации ее состояния, прикла-
дывалась сдвигающая сила ступенями по 0,2Ррасч (Ррасч = Gtg) с фиксированием происходящих измене-
ний с помощью индикаторов часового типа, прогибомеров, фотосъемки и отсыпанной из резиновой 
крошки сетки на контакте со стеклом лотка. Опыты серий I и II отличались между собой высотой прило-
жения сдвигающей силы Р: 25 и 50 мм соответственно (рис. 1).  

При моделировании собственного веса каркаса и засыпки наблюдалась практически совместная ра-
бота каркаса и засыпки и не происходило смещение засыпки вдоль стен каркаса. При учете геометриче-
ского масштаба ∝௟ = 80 мы имеем натурное сооружение – штамп высотой Н = 0,05 × 80 = 4,0 м и внутрен-
ним размером ячейки а = 5,2 м, что дает соотношение Н/а = 0,77 и не происходит развития предельного 
состояния на контакте «каркас – засыпка».  

Так как в опытах I и II визуально при Р = 0,8Ррасч уже было заметно искажение сетки, нанесенной 
для наблюдений за основанием штампов, то расчет устойчивости штампов производился нами по мето-
дике СП 23.13330.2011 «Основания гидротехнических сооружений» (актуализированная редакция СНиП 
2.02.02–85) по схемам глубинного и смешанного сдвигов.  

При этом в обоих случаях при проверке на плоский сдвиг мы имели величину критерия Nσ = σmax/(b·γ) > 3, 
где σmax – максимальное напряжение в основании штампа при Р = 0,7Ррасч, b = 23,3 см – ширина подошвы 
штампа, γ = 0,016 МН/м3 – объемный вес основания штампа, то есть в обоих случаях не выполняется 
критерий по устойчивости штампов на плоский сдвиг и необходима проверка на смешанный сдвиг, что 
совпадает с данными опытов I и II.  

Рассчитывая наши сдвигающие штампы для опытов I и II при Р = 0,7Ррасч (при Р = 0,8Ррасч уже от-
мечен сдвиг), мы получили под обоими штампами начало зоны пластических деформаций, составляю-
щих для опыта I b1 = 0,06b = 1,4 см, а для опыта II b1 = 0,065b = 1,5 см (рис. 1, б).  

Таким образом, под частью b1 подошвы штампа основание перешло в пластическое состояние и  
τ = τпред = σ ∙ tgφ МН/м2. 

Дальнейшее увеличение нагрузки вызывает развитие пластических деформаций в основании моде-
лей и расширение зоны b1 в ширину и по глубине (рис. 1, б). 

С целью расширения представлений о качественной и количественной сторонах явления устойчи-
вости ячеистых конструкций с учетом перечисленных факторов необходимо изучение ячеистых штампов 
с Н/а > 1,5–2, то есть работающих по типу силосов, а также учет большего диапазона изменения момен-
тов сдвигающей силы и, возможно, увеличение масштаба модели.  

Картина, аналогичная зафиксированной С.Н. Левачевым [6] для оболочки большого диаметра,  
была получена нами в опыте с песком влажностью 5 % без загрузки засыпки ячеек собственным весом 
при Р = Ррасч, приложенной на высоте 25 мм от подошвы штампа (рис. 1, б). В этом случае можно отме-
тить, что каркас под действием собственного веса «врезается» в основание и влияет на направление дви-
жения грунта основания и засыпки. 

В процессе эксперимента с одиночными ячейками (рис. 2, а) получены данные о поведении крупно-
зернистого и мелкозернистого заполнителя и мелкого песка разной влажности при высыпании из ячейки, 
свидетельствующие о влиянии высоты ячейки и влажности песка на величину зависания засыпки на стен-
ках ячейки. В опытах рассматривались низкие ячейки с высотой, примерно равной поперечному размеру 
ячейки, и высокие ячейки, в которых высота примерно в 4 раза превосходила поперечный размер. 
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Для этого были собраны ячеистые фрагменты из оргстекла в виде (рис. 2): а – кубика без дна и крыш-
ки: а = 16 см, Н = 16 см (Н/а = 1); б – низкого цилиндра: Ø = 11 см, r = 5,5 см, H = 9,5 см (Н/а = 0,86);  
в – высокого цилиндра: Ø = 11 см, r = 5,5 см, H = 39,5 см (Н/а = 3,59). 

В качестве засыпки использовались три вида материала: крупнозернистый – каменная крошка, 
естественная влажность – 3 %; среднезернистый – каменная крошка, естественная влажность – 3 %; мел-
кий песок, естественная влажность – 3 %. 

 

 
а б в 

 
Рис. 2. Испытания на поднятие ячеек 

Figure 2. Cell lifting tests 
 

 
Мелкий песок естественной влажности 

Fine sand of natural moisture
Мелкий песок, влажность 5 % 

Fine sand, moisture 5%
Мелкий песок, влажность 10 % 

Fine sand, moisture 10%
 

 
Среднезернистый материал естественной влажности 

Medium-grained material of natural moisture 
Среднезернистый материал, влажность 5 % 

Medium grain material, 5% moisture
Среднезернистый материал, влажность 10 % 

Medium grained material, 10% moisture
 

 
Крупнозернистый материал естественной влажности 

Coarse material of natural moisture 
Крупнозернистый материал, влажность 5 % 

Coarse material, 5% moisture
Крупнозернистый материал, влажность 10 % 

Coarse material, 10% moisture
 

Рис. 3. Результаты испытаний на поднятие ячеек 
Figure 3. Cell lifting tests results 

 
В установленную на стенде форму загружался грунт необходимой влажности без какого-либо уплот-

нения. Поднималась ячейка с определенным шагом от поверхности испытательной площадки. В процессе 
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поднятия на фиксированных отметках снимались показания динамометра, измерялся радиус рассыпания 
грунта (рис. 2). 

Благодаря проведенным опытам мы получили графики поведения грунта различной влажности и 
гранулометрического состава при испытании по поднятию ячеек (рис. 3 и 4). Как правило в графиках, 
представленных на рис. 4, самая нижняя ветвь соответствует естественной влажности грунта – запол- 
нителя ячейки, при которой грунт постепенно высыпается из ячеистого фрагмента при его поднятии  
на 1/5–1/3 высоты ячейки. 

 
Форма – куб (Н/а = 1; рис. 2, а)  

Shape – cube (Н/а = 1; Figure 2, а) 
Форма – низкий цилиндр (Н/а = 0,86; рис. 2, б) 
Shape – low cylinder (Н/а = 0.86; Figure 2, б)

Форма – высокий цилиндр (Н/а = 3,59; рис. 2, в)  
Shape – tall cylinder (Н/а = 3.59; Figure 2, в)
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г д е 
  

 
ж з и 

 
Рис. 4. Диаграммы зависимости веса ячейки от высоты ее поднятия  

и влажности засыпки из мелкозернистого песка (а–в), среднезернистого песка (г–е) и крупнозернистого материала (ж–и): 
опыты 1–3 – грунт естественной влажности; опыты 4–6 – влажность грунта 5 %; опыты 7–9 – влажность грунта 10 % 

Figure 4. Diagrams of the dependence of the cell weight on the height of its rise  
and the moisture content of the backfill from fine-grained sand (а–в), medium-grained sand (г–е), and coarse-grained material (ж–и): 

experiments 1–3 – natural moisture; experiments 4–6 – soil moisture 5%; experiments 7–9 – soil moisture 10% 

Результаты и обсуждение 
О существенном влиянии влажности песка на его поведение говорится и в [8]. Авторы представили 

графики зависимости насыпной плотности песка от его влажности, а также зависимость изменения объ-
ема песка от его влажности (рис. 5). 

В [9] путем испытаний для несвязного грунта различной степени влажности (в зависимости от ко-
эффициента водонасыщенности Sr) изучалось изменение прочностных характеристик несвязного грунта 
( и «с» песка) методом одноплоскостного среза – рис. 6.  
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Рис. 5. Зависимость плотности ρ (а) и объема песка ΔV (б) от влажности песка η [8] 
Figure 5. Dependence of density ρ (а) and volume of sand ΔV (б) on sand moisture η [8] 

 

а б 
 

Рис. 6. Зависимости угла внутреннего трения и удельного сцепления грунта от степени влажности Sr [9] 
Figure 6. Dependences of the angle of internal friction and the specific cohesion of the soil on the degree of moisture Sr [9] 
 
Как видно из графиков для Sr, равного примерно 0,15, угол внутреннего трения песка  имеет ми-

нимальное значение, равное 19о, но при этом проявляется связность грунта «с», которая возрастает прак-
тически с нуля до 0,018 МПа. То есть наблюдается максимальное проявление сил сцепления в песке при 
степени влажности грунта Sr ≅ 0,15, что при средней пористости песка 0,40–0,36 [10] соответствует 
влажности песка порядка 5 %.  

Как уже отмечалось авторами в [11] и согласно [12], для сырьевых составов при приготовлении бе-
тона в трехфазных системах с частицами диаметром до 1–2 мм главными являются усилия капиллярного 
взаимодействия и их действием объясняются максимальные зависимости насыпного объема и прочности 
изделий (рис. 7). Как видно из графиков на рис. 5 и 6, при влажности 4–10 % плотность песка наимень-
шая, а объем и пористость песка наибольшие.  

 

 
а б в г 

 
Рис. 7. Капиллярные структуры в смеси Вольского и молотого песка при влажности: 

а – 0 %; б – 3 %; в – 6 %; г – 9 % [12] 
Figure 7. Capillary structures in a mixture of Volsky and ground sand at humidity: 

а – 0%; б – 3%; в – 6%; г – 9% [12] 
 
На любой элемент поверхностного слоя примыкающие к нему соседние участки действуют с си-

лой, стремящейся удержать его в растянутом состоянии. Эти силы направлены вдоль поверхностного 
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слоя и называются силами поверхностного натяжения. И тогда песок при его небольшом увлажнении 
становится связанным и держит вертикальные откосы, о высоте которых в ячеистой конструкции пока 
сложно говорить.  

Мы предлагаем учесть влияние влажности в формуле давления грунта в ячейке Янсена в виде силы 
поверхностного натяжения воды 𝑃௦.௧. (𝐾௦.௧. – переходный коэффициент для силы поверхностного натяже-
ния воды, м2; 𝑅௛. – гидравлический радиус поперечного сечения ячейки, м; U – «смоченный» периметр 
ячейки, м; F – площадь поперечного сечения ячейки, м2): 

𝑃௦.௧. ൌ∙ 𝑅௛.σ௭
ஓ

ξ∙tgδ
𝑅௛. ቆ1 െ 𝑒

ି
ξ∙tgδ
ೃ೓.

 ௓
ቇ ൌ 𝐾௦.௧.𝑅௛.

ଶ σ௭
ஓ

ξ∙tgδ
ቆ1 െ 𝑒

ି
ξ∙tgδ
ೃ೓.

 ௓
ቇ, Н/м                          (1) 

где σz – вертикальное давление в ячейке на глубине Z от действия силы тяжести; γ – объемный вес запол-
нителя ячейки, Н/м3; ξ – коэффициент бокового давления засыпки в ячейке; tgδ – коэффициент трения 
между засыпкой и стенкой ячейки (рис. 8). 
 

 
 

Рис. 8. Схема к расчету по определению давления засыпки в ячейке: 
индекс 1 – данные по варианту 1; индекс 2 – данные по варианту 2 

Figure 8. Scheme for the calculation to determine the backfill pressure in the cell: 
index 1 – data for option 1; index 2 – according to option 2 

 
Основные параметры для расчета давления засыпки в ячейке представлены на рис. 8. Коэффициент 

бокового давления засыпки в ячейке (люберецкого песка) принимаем по зависимости ξ = tgଶሺ45୭ െ φ/2ሻ. 
Для варианта 1 ξ = 0,3333, а для варианта 2 имеем по данной зависимости ξ = 0,7133 (таблица). Величина 
коэффициента внешнего трения tgδ = 0,7002 одинакова для вариантов 1 и 2 с точки зрения используемых 
материалов для засыпки и каркаса. 

Качественное влияние поверхностного натяжения влаги, содержащейся в грунте, представлено на 
рис. 2, а и в, где грунт засыпки ячейки – песок – имеет влажность порядка 5 % по весу. Таким образом, 
для песка, согласно описанным выше свойствам, при влажности 5 % мы имеем явление поверхностного 
натяжения в засыпке, которое наблюдается на некотором расстоянии от дна ячейки для расчетного вари-
анта 2 (до z ≈ 10,0 м) (таблица). Развивается поверхностное натяжение водной пленки, по нашим предпо-
ложениям, до величины 𝑃௦.௧. ൌ∙ 0,073 Н/м (равно величине поверхностного натяжения воды). Величина 
𝑃௦.௧. для расчетного варианта 1 (таблица) превосходит величину поверхностного натяжения воды и грунт 
на всем протяжении засыпки ячейки по высоте не имеет связей между частицами и достаточно быстро 
высыпается при поднятии ячейки (рис. 4, а). 

Предложенная формула отражает факт влияния влажности на давление засыпки в ячейке и на ха-
рактер и величину параметров устойчивости ячеистых конструкций.  
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Таблица 
Расчеты по определению давления засыпки в ячейке 𝛔𝒛  и 𝛔𝒙  

и величине поверхностного натяжения Ps.t. согласно формуле (1) 

Вариант 1 Вариант 2 
Z, m 𝛔𝒛, MPa 𝛔𝒙, MPa 𝑷𝒔.𝒕., Н·м Z, m 𝛔𝒛, MPa 𝛔𝒙, MPa 𝑷𝒔.𝒕., Н·м

𝑅 ൌ 𝐹/𝑈 ൌ 1,04 м –  гидравлический радиус. 
Коэффициент бокового давления засыпки ξ = 0,3333. 

Коэффициент внешнего трения tgδ = 0,7002. 
γଵ ൌ 0,012 𝑀𝑁/мଷ 

 

𝑅 ൌ 𝐹/𝑈 ൌ 1,04 м – гидравлический радиус. 
Коэффициент бокового давления засыпки ξ = 0,7133. 

Коэффициент внешнего трения tgδ = 0,7002. 
γଶ ൌ 0,0115 𝑀𝑁/мଷ 

0,0 0 0 0

 

0,0 0 0 0
2,5 0,0230 0,0077 0,070 2,5 0,0017 0,0012 0,005
5,0 0,0360 0,0120 0,110 5,0 0,0217 0,0155 0,066
7,5 0,0440 0,0147 0,1345 7,5 0,0232 0,0165 0,071

10,0 0,0480 0,0160 0,147 10,0 0,0237 0,0169 0,0725
12,5 0,0510 0,0170 0,156 12,5 0,0238 0,0200 0,073
15,0 0,0520 0,0173 0,159 15,0 0,0239 0,0213 0,073
17,5 0,0529 0,0176 0,162 17,5 0,0239 0,0213 0,073
20 0,0530 0,0177 0,162 20 0,0239 0,0213 0,073

 
Table 

Calculations for determining the backfill pressure in the cell σz and σx 
and the value of surface tension Ps.t. according to formula (1) 

Option 1 Option 2 
Z, m 𝛔𝒛, MPa 𝛔𝒙, MPa 𝑷𝒔.𝒕., N·m Z, m 𝛔𝒛, MPa 𝛔𝒙, MPa 𝑷𝒔.𝒕., N·m

𝑅 ൌ 𝐹/𝑈 ൌ 1.04 m – hydraulic radius. 
Backfill lateral pressure coefficient ξ = 0.3333. 

External friction coefficient tgδ = 0.7002. 
γଵ ൌ 0.012 𝑀𝑁/mଷ 

 

𝑅 ൌ 𝐹/𝑈 ൌ 1.04 m –  hydraulic radius. 
Backfill lateral pressure coefficient ξ = 0.7133. 

External friction coefficient tgδ = 0.7002. 
γଶ ൌ 0.0115 𝑀𝑁/mଷ 

0.0 0 0 0 0.0 0 0 0
2.5 0.0230 0.0077 0.070 2.5 0.0017 0.0012 0.005
5.0 0.0360 0.0120 0.110 5.0 0.0217 0.0155 0.066
7.5 0.0440 0.0147 0.1345 7.5 0.0232 0.0165 0.071

10.0 0.0480 0.0160 0.147 10.0 0.0237 0.0169 0.0725
12.5 0.0510 0.0170 0.156 12.5 0.0238 0.0200 0.073
15.0 0.0520 0.0173 0.159 15.0 0.0239 0.0213 0.073
17.5 0.0529 0.0176 0.162 17.5 0.0239 0.0213 0.073
20 0.0530 0.0177 0.162 20 0.0239 0.0213 0.073

 
О «расхождении экспериментальных и расчетных данных при расчете внутренней засыпки как 

внешней нагрузки (по Янсену) без учета изменений условий взаимодействия оболочки и наполнителя 
при деформировании системы» говорится в [13]. Рассмотренный нами вопрос также может внести вклад 
в рассмотрение проблемы давления засыпки в ячейке и расчеты ячеистых конструкций. 

Также рассматриваемые вопросы могут быть использованы и при анализе работы современных си-
лосов для хранения зерна. 

Заключение 
По полученным данным мы можем сделать следующие выводы. 
1. Установлено, что чем больше влажность грунта – засыпки, тем медленнее происходит процесс 

его высыпания из ячейки, так как при этом возрастает давление на контактную поверхность каркаса 
ячейки, вызванное взаимодействием молекул воды и частиц грунта (возникает дополнительное горизон-
тальное давление – распор). Следовательно, влажность играет значительную роль в этом процессе. Фак-
тически мы имеем три стадии поведения грунта в ячеистой конструкции: а) грунт в сухом состоянии;  
б) грунт в состоянии влажности с проявлением поверхностного натяжения; в) грунт во влажном состоя-
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нии, при котором перестают действовать силы поверхностного натяжения, но усиливается горизонталь-
ное давление грунта на стенки ячейки, так как объем грунта больше, чем у сухого материала, вследствие 
расклинивающего действия воды. 

2. Установлена зависимость поведения грунта различной влажности от его гранулометрического 
состава при взаимодействии с каркасами ячеек, отличающимися по геометрическим параметрам (рис. 4). 

Как правило в графиках, представленных на рис. 4, самая нижняя ветвь соответствует естественной 
влажности грунта – заполнителя ячейки, при которой грунт постепенно высыпается из ячейки при ее 
поднятии. 

Средние ветви соответствуют влажности грунта – заполнителя ячейки – 5 %, что для песка на рис. 5, б 
соответствует максимальному изменению объема и, как мы считаем, величине сил поверхностного натя-
жения в материале засыпки (в песке). Но при этом влияние поверхностного натяжения на поведение мате-
риала в ячейке более полно проявляется там, где мы имеем взаимовлияние стенок ячейки, то есть в тех 
случаях, когда линия сдвига грунта не выходит за пределы ячейки. Для случая круглого ячеистого фраг-
мента с отношением Н/а < 1 засыпка ведет себя скорее как грунт, находящийся за подпорной стенкой. 

3. При воспроизведении работы комплекса «каркас ячейки – грунт засыпки – основание» методами 
численного эксперимента следует учитывать, что применяемые расчетные схемы часто являются до-
вольно далекими от реальных условий работы таких конструкций как при сборе всех нагрузок на ячеи-
стый каркас, так и при моделировании условий контакта стенок ячейки с наполнителем и грунтом осно-
вания [14–19]. Сравнение экспериментальных и расчетных данных часто указывает на несоответствие 
расчетных значений напряжений и перемещений действительным при существующей традиционной ме-
тодике компьютерного моделирования подобных сооружений. Также считаем необходимым отметить, 
что проведение расчетных исследований по современным программным комплексам, например MIDAS 
GТS NX [14], требует изучения характеристик грунта с учетом его пластической работы и приближения 
к реальным условиям работы столь сложной конструкции. В противном случае увеличение точности 
расчета, даже с использованием мощной программы на ЭВМ, является не нужной самоцелью при низкой 
точности исходных данных, не отвечающих физике явления. 
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 Abstract. There are numerous software applications available to analyze and design 
massive projects in short time. Most of the software have 2-dimensional and 3-dimen-
sional tools, while various structural engineers employ the use of the 3D analysis and 
design tools in their day-to-day tasks because of its ease to operate and graphical user 
interface. These tools help in modeling, analyzing, and design of structures much more 
efficient. Despite the availability of numerous software products, there are confusions 
on the software to be used in the analysis and design of specific building structures. 
There is a need of studying the strength and weakness of some of these software tools 
to help structural engineers in the selection of the best application in their daily tasks. 
The aim of this study is to investigate the structural analysis of high-rise building with 
ETABS and RSA software and compare the influences of the structural analysis results 
from the two software in design. The comparison between the axial forces and moment 
from the results of ETABS and RSA software are presented. Case studies are consi-
dered to analyze the structure with the gravitational loads and lateral loads due to wind 
load by the two software applications. The case studies include a thirty-stories rein-
forced concrete building frame. The results of the analysis of the frame are compared 
and their difference is presented. From the analysis, the results show that, the moments 
and forces presented from RSA are bigger than that of ETABS. 
Keywords: ETABS software, robot structural analysis software, wind load, 
high-rise building 
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  Аннотация. Существует множество расчетных программных комплексов, поз-
воляющих быстро и эффективно выполнять расчеты и проектировать масштаб-
ные проекты. Большинство расчетных программ оснащено 2D- и 3D-инструмен-
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  тарием, который благодаря простоте управления и пользовательского графиче-
ского интерфейса дает возможность конструкторам-проектировщикам в процес-
се повседневной проектной работы разрабатывать пространственные расчетные 
модели зданий и сооружений. Применение расчетных программных комплексов 
способствует повышению эффективности моделирования, анализа и проектиро-
вания строительных конструкций. Значительное разнообразие расчетных про-
грамм вызывает сложности при выборе программного обеспечения, наиболее 
подходящего для решения конкретных инженерных задач, возникающих при 
проектировании. Для правильного выбора расчетного программного комплекса 
необходимо иметь четкое представление об основных особенностях, достоин-
ствах и недостатках представленных на рынке программных продуктов. Целью 
работы является исследование структурного анализа высотного здания с помо-
щью программ ETABS и RSA. Представлено сравнение между силами стержня и 
моментом по результатам использования программ ETABS и RSA. Рассмотрены 
тематические исследования для анализа конструкции с гравитационными на-
грузками и боковыми нагрузками из-за ветровой нагрузки двумя программными 
приложениями. Тематические исследования включают тридцатиэтажный желе-
зобетонный каркас здания. Сравниваются результаты анализа кадра и представ-
лено их различие. Установлено, что моменты и силы, представленные RSA 
больше, чем полученные в ETABS. 
Ключевые слова: программный комплекс ETABS, программный комплекс 
RSA, ветровая нагрузка, высотное строительства 
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Introduction 
Creating tall structures first began as an expression of wealth, power and structural engineering advance-

ment. However, with the rapid population growth and expanding urbanization, tall structures remain highly rele-
vant for both commercial and residential construction. This demonstrates that high-rise buildings are profitable 
in terms of economics crisis and recession [1]. As indicated by Willis (2016), structural engineers generally con-
sider skyscrapers with a minimum 1:10 or 1:12 ratio the width of the building’s base to its height to be slender. 
However, many of the newest skyscrapers far exceed this ratio. For instance, ‘111 West 57th Street’ tower in 
New York has a slenderness ratio of 1:24; this is more than twice as slender as what is required to be considered 
‘slender’ [2–5].  

As the height increases the rigidity and stability requirements become more important and they are often 
the dominant factors in design. Different types of structural systems are to be used to resist the effect of lateral 
loads on the buildings. They are rigid frame structures, braced frame structures, shear wall frame structures, out-
rigger systems, and tubular structures. Lateral load resisting systems are structural elements which resist seismic, 
wind and eccentric gravity loads [5]. Any high-rise building should be constructed only after being analyzed  
under wind loads and also seismic loads if required. A building as a shelter represents a physical division of  
the human habitat. Seismic force is the major cause for collapse of many high-rise structures. Seismic zone plays 
an influential role in the earthquake resistant design of building structures [6]. Generally, horizontal loads, such 
as wind loads and seismic loads, vibrate super high‐rise building strongly, threatening its structural serviceability 
and safety [7]. In high rise buildings beam and column dimensions work out to be very large and reinforcement 
at the beam column joints are quite heavy which results in clogging at joints and to remove these kinds of practi-
cal problems we use shear walls as a key element to provide adequate stiffness [8; 9]. 

The exponential growth in computational power in recent years is continuously narrowing the industry aca- 
demia gap by providing the cutting‐edge research and technology to practicing engineers at their doorstep.  
As a result, the structural designers nowadays are equipped with far more aids and tools compared to a couple of 
decades ago. Moreover, recent advancements in nonlinear modeling techniques have also opened a whole new 
research area dealing with constructing computer models with close‐to‐real behaviors. With such a range of op-
tions available, the choice of modeling scheme and the analysis procedure for design decision making often be-
comes a matter of “the more the sweat; the more the reward” for designer [10–12]. With the advent of different 
structural software, in the present situations of construction industry, the buildings that are being constructed are 
gaining significance, in general, those with the best possible outcomes. Those software mainly used for struc-
tures like high-rise buildings, steel and concrete structures [13; 14]. Most researches and specifications conduc- 
ted on the high-rise buildings have focused on the effects of seismic and wind load separately as it respectively 
pertains to the strength and serviceability requirements. The meteorological phenomena indicated that the at-
mospheric pressure varies vastly during earthquakes occurrence. As reported in series of literature strong winds 
were often accompanied by the occurrence of earthquakes [15; 16]. 
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Today, numerous design developments and enhancements arise which include structural design software 
which seeks to promote the capacity of a structural engineer to produce safe designs especially when battling 
with complex building structures. Most of the software applications have diverse and integrated functions,  
like modelling building structures of various materials, structural element analysis, geometrical error detections, 
and report output and graphical files [17]. 

ETABS (Extended Three-Dimensional Analysis of Building Structure) is an integrated building design 
software developed by Computers and Structures Inc., also known as CSI. It is one of the most powerful soft-
ware in structural engineering in the design of high-rise buildings. It is used worldwide due to its features in ra- 
pid modeling of framing systems and in analyzing large and complicated building structures. A big advantage 
ETABS offers is the shear wall design and offers design of composite beam floors and auto-meshing of  
floors [18]. Autodesk Robot Structural Analysis (RSA) Professional software provides structural engineers with 
advanced building simulation and analysis capabilities for large, complex structures. It has BIM-integrated work-
flows by having the ability to exchange data with Revit and other design tools. Robot can be used for wind load 
simulation, static, modal and non-linear analysis of structures, finite element auto-meshing, structural design, 
among others [19]. The aim of this paper is to investigate the structural analysis of high-rise building with 
ETABS and RSA software and to study the influence of the structural analysis results from the two software in 
design. Based on the results of structural analysis on the column elements and the link-beam elements to give  
a clear information that when we can use those software from the practical point of view in design industries. 

Materials and methods 
Structural BIM, being a subset of BIM, can be the fundamental information for structural engineers,  

such as geometry, material properties, sectional properties, loads, load combinations, boundary conditions,  
and so on. Accordingly structural BIM can be utilized for structural analysis for the generation of drawings and 
reports. Structural BIM provides for any engineering project a flexible environment of interoperability and collabo-
ration for relevant areas. Many companies invested in BIM technology. In this field Autodesk is consider as  
the market leader. Autodesk Revit gives direct link with numerous of the common structural analysis software  
such, ETABS, SAP2000, SAFE, PROKON and Autodesk Robot structural analysis (RSA) which is fully compatible 
with Autodesk Revit, and seamless interaction is permitted between the model of BIM and structural model [20; 21]. 

There are some specific points that demonstrate in which the two software differ from each other. For exam-
ple: in ETABS, when we choose a membrane element, applying the area loads to the slab, all loading is trans-
ferred as tributary to the frame object. ETABS will then show the tributary uniform line load to each beam (must 
dump 100% of the loads to the support elements) and it does not consider the relative stiffness of the structural 
elements. But in RSA the concrete slab which is modeled as shell element has out-of-plane stiffness and will 
share some of the load carrying capacity through flexure of the slab that means it considers the relative stiffness 
of the structural elements. In ETABS software shell objects are meshed automatically into elements needed  
for analysis. But in RSA software, different meshing options are available for the shell objects. ETABS software 
automatically generate and apply wind loads to diaphragms or to walls and frames based on the various design 
codes. While in RSA the wind loads simulation option allows to simulate a wind flow around the structure  
and generate wind loads automatically. The program uses the flow simulation results to trigger the automatic 
load generation at the best moment. ETABS has many different link elements available for users to accurately 
represent the behavior of a structure. Link elements include linear, multi-linear elastic, multi-linear plastic,  
gaps, hooks, dampers, friction isolators and rubber isolators. RSA, in contrast, doesn’t have those link elements. 
In ETABS the link-beam is considered as a bar elements with two nodes, but in RSA it is considered as shell  
and meshed that has more than two nodes. 

A three-by-three bays of thirty stories high-rise building was considered in this study. A 3D model was pre-
pared in Autodesk Revit structural, and then the model was exported to Robot structural analysis for the structural 
analysis. To understand the integration process between Revit and structural analysis software and on how to obtain 
the best benefits from this process in terms of time and effort, it is necessary before modeling to understand the con-
cept of physical and analytical representations of structure. The physical model (Figure 1) is the true model that con-
tains all information, and this is what was modeled inside Revit and its used for coordination as well as documenta-
tion, while analytical model is transfers just the information needed by structural engineer, and then it was modeled 
automatically in the background of physical model inside Revit. The analytical model is what the structural analysis 
software deals with it. It is used for structural analysis and design where structural loads, load combinations and 
boundary conditions that can be easily added with in Revit, that model is only exported for structural analysis to RSA.  
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Figure 1. 3D model in Revit 

 
Figure 2. Link-beam in Revit 

  

 
Figure 3. 3D model in Robot 

 
Figure 4. Floor plan in ETABS 

  

 
 

Figure 5. 3D model in ETABS 
 

Figure 6. Link-beam in ETABS 
 
Exporting the model to Robot Structural Analysis was performed using Revit Extension. Then, the model 

was directly opened at RSA as in Figure 3. Another with the same geometrical shape of 3D model was also pre-
pared in ETABS software and structurally analyzed. The floor plans in ETABS (Figure 4) and the 3D model (Figu- 
re 5) has the same geometrical shape and characteristics, the only difference is that they are modeled in two dif-
ferent software and structural analyzed in two different software. 

These building models from the two software are characterized by reinforced concrete structure moment 
resisting frame with provision of shear wall at the central lift core connected each other with a link-beam.  
A square plan (Figure 4) with 21×21 m was considered with 3 bays in longitudinal direction and 3 bays in trans-
verse direction. The total heights is 97.30 m, with equal story heights of 3.20 m except the first storey, which is 
4.5 m high. A link-beam (Figures 2 and 6) with (450×700) mm throughout the building height and that of co- 
lumn with (1500×1500) mm for the storeys (1–10), (900×1000) mm for the storeys (11–20) and (600×600) mm 
for the storeys (21–30) were provided. Slab with thickness of 250 mm and shear wall with thickness of 300 mm 
were taken.  
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The frame was loaded with gravity load and lateral (wind) loads while the end supports of columns are consi- 
dered as pinned. The un-factored dead loads including self-weight and live loads are taken as 10.30 and 5.0 kN/m2 
respectively. The building has been designed in accordance with ACI-381-14. The cross-section capacities have 
been computed by considering a characteristic strength of 24 N/mm2 for concrete and a characteristic yield strength 
of 420 N/mm2 for both longitudinal and transverse steel. All the models were analyzed for gravity loads and la- 
teral (wind) loads as per ACI-381-14 standards and to have consistency, the results were taken from the same 
load combination. Design data taken for the wind load pattern according to ASCE-7-16, are: wind speed = 90 mph, 
exposure type – gound elevation factor – 1.0, topographical factor – 1.0, gust factor – 0.85, directionality factor – 
0.85, windward coefficient Cpw – 0.80 and leeward coefficient .Cpl – 0.50. 

Results and discussion 
Comparison of maximum bending moment and axial force in the columns. In complex and high-rise buil- 

ding design, usually the design process is done by structural analysis and design software. Especially in con-
struction industrial company using those software is a common way of design. The design process is started after 
completing the analysis. From that point of view we can understand that the structural analysis results govern  
the amount of steel area required (bar diameter, number and spacing between bars) with the sufficient cross-
sectional size of the structural elements (column, beams, walls and slabs). So the accuracy of the analysis results 
are very important for our structural design. 

The case study considered the maximum force values, from the output results of same load combination 
used in both software, as per ACI381-14. The magnitude of maximum axial force calculated using ETABS  
and RSA software were compared in the edge columns of the building. A comparison was made by taken magni-
tude of the columns force for the base edge columns, middle story edge columns and top story edge columns.  
As shown in Table 1 the results of RSA in the vertical forces (axial forces) are larger, at the base, at the middle 
and at the top of the story, than the results from ETABS software.  

 
Table 1 

Comparative result of axial forces from ETABS and RSA software for the edge columns 

Height, m 
Axial force, kN 

Difference in results, % 
ETABS results RSA results 

At base 15379.31 16724.72 8.75 
At the middle (49.3 m) 6917.86 7381.78 6.71 
At the top (97.3 m) 368.36 390.90 6.12 

 
Similarly for the corner columns, as displayed in Table 2, the axial forces of RSA are larger, at the base,  

at the middle and at the top of the storey, than the results of ETABS software. In all the axial forces of the struc-
tural system, RSA results are bigger than ETABS results for the different heights of the building columns. How-
ever, in both tables the relative differences in the results decrease with increasing level height of the storeys.  

 
Table 2 

Comparative result of moments from ETABS and RSA software for the corner columns 

Height, m 
Axial force, kN 

Difference in results, % 
ETABS results RSA results 

At base  11385.14 12427.75 9.24 
At the middle (49.3 m) 4793.44 5087.07 6.13 
At the top (97.3 m) 221.81 235.03 5.96 

 
Comparison of maximum bending moment in the link-beams. In high-rise building design, the main pur-

pose of the link-beam is a lateral force resistant component of a structure. Link-beam is mainly used effectively 
when two shear wall or any other elements that are used to withstand combined lateral loads. This consequently 
decrease the overturning effects and improve overall stiffness of a system. From that points we can understand 
that the link-beam has a great role in the stiffness of the structure, so the analysis results are necessary for desig- 
ning the link-beams with its capacity that can resist the proposed loads. The study again, considered the maximum 
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moment values, from the output results of same load combinations used in both software, as per ACI381-14.  
A comparison was made among the magnitudes of the link-beams moment and shear force for the base storey, 
middle storey and top storey. As summarized in Tables 3 and 4 the results of RSA in the link-beams moments 
and shear forces are bigger than the results from ETABS software. In those structural elements, the differences in 
percentage are a bit bigger than the differences observed earlier in the column elements. The reason for that dif-
ferences in the results are, in ETABS the link-beam is consider as a bar elements with tow nodes, but in RSA it 
is consider as a mesh shell elements with more than two nodes.  

 
Table 3 

Comparative result of shear force from ETABS and RSA software for the link-beams 

Height, m 
Shear force, kN 

Difference in results, % 
ETABS results RSA results 

At base  42.72 48.86 14.37 
At the middle (49.3 m) 45.64 50.98 11.70 
At the top (97.30 m) 38.53 42.61 10.59 

 
Table 4 

Comparative result of moment from ETABS and RSA software for the link-beams 

Height, m 
Moment, kNꞏm 

Difference in results, % 
ETABS results RSA results 

At base  32.36 41.68 28.80 
At the middle (49.3 m) 37.25 44.79 20.24 
At the top (97.30 m) 31.53 37.81 19.96 

 
Conclusion 

This paper presents the results of the structural analysis of high-rise reinforced concrete building with  
the two software programs. Considering the structural 3D modelling from Revit exporting to Robot structural 
analysis for the analysis, and the same structure modeled in ETABS and structurally analyzed in ETABS. From 
those results, it is concluded that, the results from RSA is bigger than the results from ETABS software. Alt-
hough all the analyses are generated based on the same inputs and with the same design codes, the results of  
the moments and forces are found to be different. It is observed that from the difference between the two soft-
ware’s results, nonetheless how small it may seem, can still give difference in the design for the amount of rein-
forcement and the cross-sectional size of the structural elements. From this we can concluded that those differ- 
rences are most likely from the way the two software’s considered different way of generating the results.  
RSA is a finite element, its solution is based on generating a finite element mesh and distributing loads on nodes 
of this mesh in which relative stiffness of the structural elements are considered, in contrast, in ETABS the floor 
is treated as diaphragm (rigid connection of nodes for the slabs) in which the relative stiffness of the structural 
elements are not considered. In ETABS the link-beam is considered as a bar elements with two nodes, 
but in RSA it is considered as a meshed shell elements with more than two nodes. In addition to that also  
the way of meshing, that is automatically meshing in ETABS, but different options of meshing in RSA, can be 
affected the final results.  

Finally, this paper recommends further comparative study of those software to investigate overall design 
output differences and material cost impression. 
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 Аннотация. Представлено продолжение оптимизации швеллерных и дву-
тавровых гнутозамкнутых профилей (ГЗП) с трубчатыми полками из ли-
стового проката разных толщин. Такие профили предназначены для легких 
стальных тонкостенных конструкций (ЛСТК), которые отличаются высо-
кими технико-экономическими показателями и массовым спросом в промыш-
ленно-гражданском строительстве, что подтверждает актуальность их даль-
нейшей проработки. Приведены основные итоги расчета оптимальной на 
изгиб компоновки составных сечений двутавровых ГЗП из листовых заго-
товок разных толщин, включая унифицированные по оптимальным пара-
метрам швеллерных ГЗП. Цель исследования – показать, что характеристи-
ки ЛСТК можно дополнительно улучшить при помощи формообразования 
профилей, сочетающего в составном сечении прямые и круглые очертания 
замкнутых и открытых контуров. Методы. Посредством опытно-конструк-
торских проработок, решения оптимизационных задач и вариантного про-
ектирования двутавровых профилей уточнены их составные сечения из 
листовых заготовок разных толщин, в том числе заготовок швеллерных 
профилей. Оригинальность двутавровых и швеллерных ГЗП подтверждена 
патентной экспертизой. Результаты. Двутавровый ГЗП состоит из двух трубча-
тых полок и одной стенки двойной толщины. Расчет оптимальной компо-
новки двутаврового ГЗП из листового проката разных толщин на изгиб 
показал, что несущая способность лимитирована отношением толщин по-
лок и стенки его составного сечения. В частности, когда толщина полок в 
2 раза больше толщины стенки, прочность максимальна при отношении 
размеров ширины и высоты 1/11, а когда толщина полок составляет 0,6 
толщины стенки, прочность максимальна при отношении размеров 1/3,3. 
При отношениях размеров ширины и высоты двутавровых ГЗП 1/2,68…1/3 
и швеллерных ГЗП 1/5,36…1/6 их составные сечения оптимально компоно-
вать из унифицированных заготовок. 

Ключевые слова: стержневые конструкции, тонкостенные конструкции, 
гнутозамкнутые профили, зубчатые крепления, оптимизация сечений, рас-
чет оптимальных параметров 
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 Abstract. The continuation of optimization of channels and I-beams bent closed 
profiles (BCP) with tubular flanges made of rolled sheet of different thicknesses 
is presented. Such profiles are intended for light steel thin-walled structures (LSWS), 
which are distinguished by high technical and economic indicators and massive 
demand in industrial and civil construction, which confirms the relevance of 
their further development. The main results of the calculation of the optimal 
bending arrangement of composite sections of I-beams from sheet blanks of dif-
ferent thicknesses, including channel-type BCPs unified in terms of optimal 
parameters, are also presented. The aim of the study is to show that the charac-
teristics of the LSWS can be further improved by shaping profiles, combining 
straight and round outlines of closed and open contours in a composite section. 
Methods. By means of experimental design studies, solution of optimization 
problems and variant design of I-profiles, their composite sections from sheet 
blanks of different thicknesses, including blanks of channel profiles, have been 
refined. The originality of channels and I-shaped BCP has been confirmed by 
patent examination. Results. The I-shaped BCP consists of two tubular shelves 
and one double thickness wall. Calculation of the optimal layout of an I-shaped 
BCP made of rolled sheet of different thicknesses for bending showed that the 
bearing capacity is limited by the ratio of the thickness of the flanges and the 
wall of its composite section. In particular, when the thickness of the flanges is 
2 times the wall thickness, the strength is maximum at a ratio of width to height 
of 1/11, and when the thickness of the flanges is 0.6 times the wall thickness, 
the strength is maximum at a ratio of 1/3.3. With the ratios of the width and 
height of I-shaped BCP of 1/2.68...1/3 and channel-type BCPs of 1/5.36...1/6, 
their composite sections should be optimally assembled from standardized 
blanks. 

Keywords: bar structures, thin-walled structures, bent-closed profiles, gear fas-
tenings, optimization of sections, calculation of optimal parameters 
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Введение 
В настоящее время и обозримой перспективе двутавр остается одним из наиболее востребованных, 

знаковых профилей для строительной практики и теории, что дает все основания считать его конструк-
тивной формой номер один [1–10]. Эта форма обладает весьма обширной областью рационального при-
менения, где довольно заметное место занято двутавровыми профилями с трубчатыми полками, к числу 
которых можно отнести такие специфические конструкции, как подкрановая балка с ромбовидными пол-
ками (рис. 1, а) [11] или битрубобетонная балка с круглыми полками (рис. 1, б) [12].  

В полной мере приведенное обобщение можно распространить на легкие стальные тонкостенные 
конструкции (ЛСТК), где тонколистовая оцинкованная сталь является основным конструкционным ма-
териалом [13–19], а ее соединения представляют собой резьбовые, заклепочные, замковые и другие виды 
креплений без повреждения антикоррозийного покрытия [20–26]. 

Наличие соосных отверстий позволяет при необходимости вместо заклепок использовать болтовые со-
единения в гнутоклепаных профилях двутавровых очертаний с трубчатыми полками пятиугольной формы и 
таком же профиле швеллерного очертания с трубчатыми полками трапециевидной формы (рис. 2, а) [27]. 
Двутавровый профиль сборно-разборной балки можно компоновать из двух одинаковых заготовок, 
на монтаже вкладываемых друг в друга и фиксируемых в единое составное сечение замковыми крепле-
ниями (рис. 2, б) [28]. Двойным функциональным назначением отличаются длинные винты-саморезы в
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сталебетонной балке, где они обеспечивают цельность составного сечения двутаврового профиля с плоскопа-
раллельными полками из двух гнутых швеллеров и двух горизонтальных полос, а также их сцепление с 
бетоном (рис. 2, в) [29]. Двутавровое сечение поясного элемента из парных сигма-профилей (Σ-образ- 
ной формы), развернутых полками наружу, имеет в своем составе листовую фасонку, характерную для 
ферменных конструкций, и приваренные к ней цилиндрические втулки с отверстиями под болтовые 
крепления (рис. 2, г) [30]. Аналогичные сигма-профили, развернутые внутрь, образуют для рамной кон-
струкции гнутоболтовой двутавровый профиль с трубчатыми полками пятиугольной формы, а также 
парными листовыми накладками и брусчатыми вкладышами, которые снабжены соосными отверстиями 
(рис. 2, д) [31; 32]. 

 

 
а б 

 
Рис. 1. Схемы двутавровых профилей с трубчатыми полками: 

а – ромбовидной формы (подкрановая балка); б – круглой формы (битрубобетонная балка) 
Figure 1. Schemes of I-profiles with tubular shelves: 

а – diamond-shaped (crane girder); б – round shape (bituminous concrete beam) 
 

 
а б в 

 
г д 

 
Рис. 2. Схемы двутавровых гнутых профилей: 

а – с трубчатыми полками, болтовыми и клепаными соединениями; б – с трубчатыми полками и замковыми креплениями; в – с плоскопараллельными 
полками и винтами-саморезами; г – из парных сигма-профилей с плоскопараллельными полками, болтовыми соединениями, втулками и фасонкой;  

д – из парных сигма-профилей с трубчатыми полками, болтовыми соединениями, накладками и вкладышами 
Figure 2. Schemes of I-shaped BCP: 

а – with tubular shelves, bolted and riveted joints; б – with tubular shelves and locks; в – with plane-parallel shelves and self-tapping screws;  
г – from paired sigma profiles with plane-parallel shelves, bolted joints, bushings and gusset; д – from paired sigma profiles with tubular shelves,  

bolted connections, linings and liners 



Марутян А.С. Строительная механика инженерных конструкций и сооружений. 2021. Т. 17. № 2. С. 140–164 
 

 

РАСЧЕТ И ПРОЕКТИРОВАНИЕ СТРОИТЕЛЬНЫХ КОНСТРУКЦИЙ  143 
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Рис. 3. Схемы швеллерных (а, б) и двутавровых ГЗП с трубчатыми (в, г, д, е) и плоскопараллельными (ж, и, к, л) полками 
Figure 3. Schemes of channel (a, б) and I-beams with tubular (в, г, д, е) and plane-parallel (ж, и, к, л) shelves 

 
Приведенный ряд профилей ЛСТК может быть продлен, если к нему приложить гнутозамкнутые 

профили (ГЗП) с замыканиями зубчатых креплений заготовок из листового проката одинаковых толщин 
(рис. 3, а–г), специфика которых раскрыта достаточно подробно в прошлых публикациях [33–35]. Завер-
шая вводную часть, остается обратить внимание на то, что совместное применение наружных заготовок 
швеллерных ГЗП и горизонтальных заготовок из листового проката разных толщин двутавровых ГЗП с 
трубчатыми полками позволяет компоновать такие же ГЗП с плоскопараллельными полками (рис. 3, д–л). 
При этом оптимизация и унификация листовых заготовок разных толщин может привести к существен-
ному росту технико-экономических характеристик рассматриваемых профилей.  

Материалы и методы 
Значения основных параметров в плоскости наибольшей жесткости симметричного двутаврового 

профиля (рис. 4) можно представить с использованием приближенной методики расчета по средней ли-
нии его сечения, достаточно корректной для решения оптимизационных задач и вариантного проектиро-
вания:  

𝑊 ൌ
ሺ௏/௧ೢሻభ/మ஺య/మ

ସ
ሺ2 െ

ଷ

ସ
𝑓ሻ𝑓ଵ/ଶ; 𝐼 ൌ

ሺ௏/௧ೢሻ஺మ

ଵଶ
ሺ3 െ 2𝑓ሻ𝑓; 

𝑖 ൌ
ሺ௏/௧ೢሻభ/మ஺భ/మ

ଶ√ଷ
ሺ3𝑓 െ 2𝑓ଶሻଵ/ଶ; 𝐶 ൌ

ூ௧ೢ

ௌ
ൌ

ଶ஺ሺଷିଶ௙ሻ

ଷሺଶି௙ሻ
𝑓, 

где 𝑉(𝑈) – высота (ширина) по средней линии расчетного сечения; 𝑡௪(𝑡௙) – толщина стенки (полок) рас-
четного сечения; 𝑊 – момент сопротивления; 𝐼 – момент инерции; 𝑖 – радиус инерции; 𝐶 – сопротивле-
ние сечения срезу; 𝑆 – статический момент полусечения; 𝐴 – площадь поперечного сечения профиля; 
𝑓 ൌ ሺ𝑉𝑡௪ሻ/𝐴 [36]. 

Необходимо уточнить, что  

𝑉 ൌ ℎ െ 𝑡௙ или 𝑉 ൌ ℎ௪ ൅ 𝑡௙, 

где ℎ(ℎ௪) – высота двутаврового профиля (высота его стенки); 𝑏 – ширина того же профиля, 𝑏 ൌ 𝑈. 
Для сравнительного анализа удобно использовать удельные характеристики, коими являются рас-

четные параметры профиля с единичной площадью поперечного сечения  
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ଶି௙
𝑓. 

Отличительной особенностью решения оптимизационных задач двутавровых ГЗП с трубчатыми 
полками является не только компоновка в одном и том же составном сечении листовых заготовок разных 
толщин, но и возможность их унификации с точно такими же заготовками для швеллерных ГЗП с труб-
чатыми полками и двутавровыми ГЗП с плоскопараллельными полками, подобными прокатным двутав-
рам с параллельными гранями полок. При этом наружные горизонтальные заготовки гнутозамкнутых 
двутавров могут быть из более тонкого, но прочного материала, что открывает определенные перспекти-
вы для бистальных балок и других, подобных ЛСТК с замыканиями, зубчатых креплений без сварных 
швов. Такие модификации могут улучшить технико-экономические показатели ЛСТК и расширить об-
ласть их рационального применения, поскольку прокат бистальных профилей на рельсобалочных станах 
невозможен, а метод высокочастотной сварки позволяет создавать бистальные двутавры с поясами из 
высокопрочной стали [37]. 

Расчет двутавровых ГЗП с равными параметрами ширины и высоты 

Чтобы определить расчетные параметры гнутозамкнутого двутавра с равными размерами ширины 
и высоты (𝑛 ൌ 𝑈/𝑉 ൌ 1/1), в составном сечении которого пара круглых полуколец имеет одну толщину, 
а пара плоских граней трубчатых полок – другую толщину (рис. 5), необходимо ввести поправочный ко-
эффициент 𝑘, учитывающий разницу этих толщин: 

𝑡௙/𝑡௪ ൌ ሺ𝑡 ൅ 𝑘𝑡ሻ/ሺ2𝑡ሻ ൌ ሺ1 ൅ 𝑘ሻ/2, откуда 𝑘 ൌ 2ሺ𝑡௙/𝑡௪ሻ െ 1, 

где 𝑡௙ – условная толщина полок, 𝑡௙ ൌ 𝑡 ൅ 𝑘𝑡 ൌ 𝑡ሺ1 ൅ 𝑘ሻ; 𝑡௪ – условная толщина стенки, 𝑡௪ ൌ 2𝑡; 𝑡 – 
толщина полукольцевых заготовок; 𝑘𝑡 – толщина плоских заготовок. 

 

 
 а б 
 

Рис. 4. Схема двутаврового профиля 
Figure 4. Scheme of I-shaped profile 

 
Рис. 5. Двутавровый ГЗП с равными параметрами ширины и высоты 

из листовых заготовок разных толщин (а), а также расчетная схема его сечения нетто (б) 
Figure 5. I-shaped BCP with equal parameters of width and height from sheet blanks 

of different thicknesses (а) and design diagram of its net cross section (б)
 
Толщины полок и стенки представлены как условные из-за того, что листовые заготовки, форми-

рующие двутавровый ГЗП, на расчетной схеме его поперечного сечения имеют лишь точечные касания. 
Однако их отношения позволяют уточнить пределы численных значений поправочного коэффициента, 
если для этого за ориентировочные параметры условно принять отношения полок и стенок горячеката-
ных двутавровых профилей из различных сортаментов: 
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– двутавры с уклоном внутренних граней полок по ГОСТ 8239–891: 

𝑡௙/𝑡௪ ൌ 1,483. . .1,696 при 𝑛 ൌ 𝑈/𝑉 ൌ 1/3,158. . .1/1,653; 

– двутавры с параллельными гранями полок по ГОСТ Р 57837–20172: 

𝑡௙/𝑡௪ ൌ 1,0. . .1,80 при 𝑛 ൌ 𝑈/𝑉 ൌ 1/3,030. . .1/0,8852; 

– двутавры с параллельными гранями полок нестандартных размеров по ТУ 24107-016-00186269–20173: 

𝑡௙/𝑡௪ ൌ 1,0. . .1,80 при 𝑛 ൌ 𝑈/𝑉 ൌ 1/3,3687. . .1/0,9804. 

С учетом приведенных параметров представляется целесообразным ограничить величину попра-
вочного коэффициента: 

– в нижнем пределе 

𝑘 ൌ 0,2 при 𝑡௙/𝑡௪ ൌ 0,6; 

– в верхнем пределе 

𝑘 ൌ 3 при 𝑡௙/𝑡௪ ൌ 2, 

где первый из двух пределов допустим, поскольку поправочный коэффициент с нулевым значением (𝑘 ൌ 0 
при 𝑡௙/𝑡௪ ൌ 0,5) соответствует тому, что полки профиля остаются без замыканий зубчатых креплений.  

Приняв поправочный коэффициент и уточнив его предельные (граничные) значения, формулы, апро-
бированные расчетами швеллерных и двутавровых ГЗП из листовых заготовок одной толщины [31; 32], 
можно переписать для более общего случая с разными толщинами: 

𝐴 ൌ ሺ2𝑘 ൅ 3,14ሻ𝑡𝑈; 𝐼௫ ൌ ሺ0,5𝑘 ൅ 0,3925ሻ𝑡𝑈ଷ; 𝐼௬ ൌ ሺ0,1666666𝑘 ൅ 0,177467ሻ𝑡𝑈ଷ. 

Практическое значение имеет уточнение расчетных параметров с добавлением зубчатых крепле-
ний. Для этого в рассмотренном профиле необходимо подобрать размеры элементов зубчатого крепле-
ния (зубцов), которые должны быть не меньше 1/10 габаритного размера сечения согласно Своду правил 
РФ по проектированию стальных тонкостенных конструкций из холодногнутых оцинкованных профилей 
и гофрированных листов4. В данном случае этот размер составляет 0,1𝑈, где 𝑈 – размер гнутозамкнутого 
профиля по ширине.  

В расчетных выкладках параметр зубчатых креплений (размер зубцов) отразится 8-кратным обра-
зом, так как двутавровый ГЗП имеет составное сечение из четырех листовых заготовок с продольными 
кромками зубчатой формы: 

𝐴௚ ൌ 𝐴 ൅ 𝛥𝐴 ൌ 𝐴 ൅ 4 ൈ 2 ൈ 0,1𝑡𝑈 ൌ 𝐴 ൅ 0,8𝑡𝑈. 

Введение поправочного коэффициента для продолжения численных выкладок позволяет сделать 
расчетно-теоретическую предпосылку, допускающую применение констант (𝐴 ൌ const, 𝑡 ൌ const), уже 
принятых при расчете двутавровых ГЗП с равными параметрами по ширине и высоте из листовых заго-
товок одной толщины, повторно для таких же профилей из заготовок разных толщин: 

 
1 ГОСТ 8239–89. Двутавры стальные горячекатаные. Сортамент. М.: Издательство стандартов, 1990. 8 с. 
2 ГОСТ Р 57837–2017. Двутавры стальные горячекатаные с параллельными гранями полок. Технические условия. М.: Стандарт- 

информ, 2017. 32 с. 
3 ТУ 241-016-00186269–2017. Двутавры горячекатаные с параллельными гранями полок нестандартных размеров. Техни-

ческие условия. Нижний Тагил: АО «ЕВРАЗ НТМК», 2017. 16 с.; ОСТ 8239–89. Двутавры стальные горячекатаные. Сортамент. 
М.: Издательство стандартов, 1990. 8 с. 

4 СП 260.132555800.2016. Конструкции стальные тонкостенные из холодногнутых оцинкованных профилей и гофриро-
ванных листов. Правила проектирования. М., 2016. С. 16; У 241-016-00186269–2017. Двутавры горячекатаные с параллельными 
гранями полок нестандартных размеров. Технические условия. Нижний Тагил: АО «ЕВРАЗ НТМК», 2017. 16 с. 
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𝑈 ൌ 𝑉 ൌ ሺ𝐴/𝑡ሻ/ሺ2𝑘 ൅ 3,14ሻ; 𝑈ଶ ൌ ሺ𝐴ଶ/𝑡ଶሻ/ሺ2𝑘 ൅ 3,14ሻଶ; 

𝑊௫ ൌ 2𝐼௫/𝑉 ൌ 2ሺ0,5𝑘 ൅ 0,3925ሻ𝑡𝑈ଷ/𝑈 ൌ ሺ𝑘 ൅ 0,785ሻ𝑡𝑈ଶ ൌ ሺ𝐴ଶ/𝑡ሻሺ𝑘 ൅ 0,785ሻ/ሺ4𝑘ଶ ൅ 12,56𝑘 ൅ 9,8596ሻ. 

Чтобы найти экстремальное значение момента сопротивления 𝑊௫, его выражение необходимо про-
дифференцировать по переменной 𝑘 и, приравняв к нулю производную (𝑑𝑊௫/𝑑𝑘 ൌ 0), получить уравнение  

4𝑘ଶ ൅ 6,28𝑘 ൌ 0 с корнем 𝑘 ൌ െ1,57. 

Из этого результата вытекает, что экстремальное значение момента сопротивления (𝑊௫ ൌ 𝑊௫,୫ୟ୶), 
можно определить, подставив в расчетные формулы граничные (предельные) величины поправочного 
коэффициента: 

– при 𝑡௙/𝑡௪ ൌ 0,6(𝑘 ൌ 0,2) 

𝐴 ൌ ሺ2 ൈ 0,2 ൅ 3,14ሻ𝑡𝑈 ൌ 3,54𝑡𝑈; 𝑈 ൌ 𝑉 ൌ ሺ𝐴/𝑡ሻ/3,54 ൌ 0,2824858𝐴/𝑡; 

𝐼௫ ൌ ሺ0,5 ൈ 0,2 ൅ 0,3925ሻ𝑡𝑈ଷ ൌ 0,4925𝑡𝑈ଷ ൌ 0,4925𝑡ሺ0,2824858𝐴/𝑡ሻଷ ൌ 0,0111018𝐴ଷ/𝑡ଶ; 

𝐼௬ ൌ ሺ0,1666666 ൈ 0,2 ൅ 0,177467ሻ𝑡𝑈ଷ ൌ 0,2108003𝑡𝑈ଷ ൌ 0,2108003𝑡ሺ0,2824858𝐴/𝑡ሻଷ ൌ 0,0047518𝐴ଷ/𝑡ଶ; 

𝑊௫ ൌ 2𝐼௫/𝑉 ൌ 2 ൈ 0,4925𝑡𝑈ଷ/𝑈 ൌ 0,9850𝑡𝑈ଶ ൌ 0,9850𝑡ሺ0,2824858𝐴/𝑡ሻଶ ൌ 0,0786012𝐴ଶ/𝑡; 

𝐴௚ ൌ 𝐴 ൅ 𝛥𝐴 ൌ 3,54𝑡𝑈 ൅ 4 ൈ 2 ൈ 0,1𝑡𝑈 ൌ 4,34𝑡𝑈; 

𝐴/𝐴௚ ൌ 3,54/4,34 ൌ 0,8156682; 

– при 𝑡௙/𝑡௪ ൌ 2(𝑘 ൌ 3) 

𝐴 ൌ ሺ2 ൈ 3 ൅ 3,14ሻ𝑡𝑈 ൌ 9,14𝑡𝑈; 𝑈 ൌ 𝑉 ൌ ሺ𝐴/𝑡ሻ/9,14 ൌ 0,1094091𝐴/𝑡; 

𝐼௫ ൌ ሺ0,5 ൈ 3 ൅ 0,3925ሻ𝑡𝑈ଷ ൌ 1,8925𝑡𝑈ଷ ൌ 1,8925𝑡ሺ0,1094091𝐴/𝑡ሻଷ ൌ 0,0024785𝐴ଷ/𝑡ଶ; 

𝐼௬ ൌ ሺ0,1666666 ൈ 3 ൅ 0,177467ሻ𝑡𝑈ଷ ൌ 0,677467𝑡𝑈ଷ ൌ 0,677467𝑡ሺ0,1094091𝐴/𝑡ሻଷ ൌ 0,0008872𝐴ଷ/𝑡ଶ; 

𝑊௫ ൌ 2𝐼௫/𝑉 ൌ 2 ൈ 1,8925𝑡𝑈ଷ/𝑈 ൌ 3,7850𝑡𝑈ଶ ൌ 3,7850𝑡ሺ0,10940991𝐴/𝑡ሻଷ; 

𝐴௚ ൌ 𝐴 ൅ 𝛥𝐴 ൌ 9,14𝑡𝑈 ൅ 4 ൈ 2 ൈ 0,1𝑡𝑈 ൌ 9,94𝑡𝑈; 

𝐴/𝐴௚ ൌ 9,14/9,94 ൌ 0,9195171, 

где 𝐴 и 𝑡 –площадь сечения и толщина двутаврового ГЗП из листовых заготовок одинаковой толщины 
соответственно, 𝐴 ൌ const и 𝑡 ൌ const. 

Сравнительный расчет показывает, что замена листовых заготовок одной толщины на такие же заготов-
ки разных толщин сопровождается ростом несущей способности гнутозамкнутого двутавра, когда условная 
толщина полок больше условной толщины стенки (𝑡௙/𝑡௪ ൐ 1). В противном случае, когда условная толщина 
полок меньше условной толщины стенки (𝑡௙/𝑡௪ ൏ 1), такая замена листовых заготовок вызывает снижение 
несущей способности. В частном случае, если принять, что сравниваемые профили имеют одинаковые разме-
ры с их постоянным отношением 𝑛 ൌ 𝑈/𝑉 ൌ 1/1, то при 𝑡௙/𝑡௪ ൌ 2 несущая способность может увеличиться 
до 3 ൈ 1,785/3,785 ൌ 1,4 раза, а при 𝑡௙/𝑡௪ ൌ 0,60 – уменьшиться до 5 ൈ 0,985/1,785 ൌ 2,8 раза.  

В целом предлагаемое техническое решение представляется достаточно универсальным и эффектив-
ным для того, чтобы использование в нем листовых заготовок разных толщин обеспечило расширение обла-
сти рационального применения гнутозамкнутых двутавров и швеллеров, включая компоновку их составных 
сечений с наиболее напряженными элементами из высокопрочных материалов по типу бистальных балок. 
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Расчет двутавровых ГЗП с разными параметрами ширины и высоты 

Чем меньше параметр ширины относительно параметра высоты, тем больше контур профиля вытя-
гивается в двутавровую форму, а его изогнутые грани меняют полукруглые очертания на полуплоско-
овальные (рис. 6, а). В противном случае, когда параметр высоты меньше параметра ширины, контур 
профиля сплющивается в Н-образную форму, а его изогнутые грани из полукруглых становятся U-образ- 
ными (рис. 6, в).  

Для определения расчетных параметров двутаврового ГЗП с разными параметрами ширины и вы-
соты (𝑛 ൌ 𝑈/𝑉 ൏ 1/1), в составном сечении которого пара изогнутых граней стенки имеет одну толщи-
ну, а пара плоских граней трубчатых полок – другую (рис. 7), можно еще раз воспользоваться поправоч-
ным коэффициентом, учитывающим разницу этих толщин. При этом очевидно, что обозначение толщи-
ны полок остается условным, а обозначение толщины стенки перестает быть таковым.  

 

 
а б в 

 
Рис. 6. Схемы двутавровых ГЗП с трубчатыми полками: 

а – при 𝑛 ൌ 𝑈/𝑉 ൏ 1/1; б – при 𝑛 ൌ 𝑈/𝑉 ൌ 1/1; в – при 𝑛 ൌ 𝑈/𝑉 ൐ 1/1 
Figure 6. Schemes of I-shaped BCP: 

а – with 𝑛 ൌ 𝑈/𝑉 ൏ 1/1; б – with 𝑛 ൌ 𝑈/𝑉 ൌ 1/1; в – with 𝑛 ൌ 𝑈/𝑉 ൐ 1/1 
 

  
а б

 
Рис. 7. Двутавровый ГЗП с разными параметрами ширины и высоты (а), а также расчетная схема его сечения нетто (б) 

Figure 7. I-shaped BCP with different parameters of width and height (а) and design diagram of its net cross section (б)
 
Тогда еще одно введение поправочного коэффициента позволяет переписать расчетные формулы 

для общего случая в виде 

𝐴 ൌ 𝑡𝑈ሺ2/𝑛 ൅ 2𝑘 ൅ 1,14ሻ; 
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𝐼௫ ൌ 𝑡𝑈ଷሺ0,1666666/𝑛ଷ ൅ 0,285/𝑛ଶ ൅ 0,5𝑘/𝑛ଶ െ 0,0699728/𝑛 ൅ 0,0108234ሻ; 

𝐼௬ ൌ 𝑡𝑈ଷሺ0,1666666𝑘 ൅ 0,1774902ሻ. 

При контрольной проверке полученных формул можно протестировать, подставив в них уже извест-
ные значения переменных (𝑛 ൌ 1/5,2; 𝑛 ൌ 1/1; 𝑘 ൌ 0,2; 𝑘 ൌ 1; 𝑘 ൌ 3), и получить расчетные выкладки, 
приведенные выше.  

Тогда еще одно введение поправочного коэффициента позволяет переписать расчетные формулы 
для общего случая в виде 

𝐴 ൌ 𝑡𝑈ሺ2/𝑛 ൅ 2𝑘 ൅ 1,14ሻ; 

𝐼௫ ൌ 𝑡𝑈ଷሺ0,1666666/𝑛ଷ ൅ 0,285/𝑛ଶ ൅ 0,5𝑘/𝑛ଶ െ 0,0699728/𝑛 ൅ 0,0108234ሻ; 

𝐼௬ ൌ 𝑡𝑈ଷሺ0,1666666𝑘 ൅ 0,1774902ሻ. 

Оптимизация двутавровых ГЗП с разными параметрами ширины и высоты 

Чтобы продолжить оптимизационный расчет двутавровых ГЗП из листовых заготовок разных тол-
щин, целесообразно для первого приближения подставить в расчетные формулы граничные (предельные) 
величины поправочного коэффициента, приняв отношение 𝑛 ൌ 𝑈/𝑉 ൌ 1/5,2, оптимальное для таких же 
профилей из заготовок одной толщины [35]: 

– при 𝑡௙/𝑡௪ ൌ 0,6 (𝑘 ൌ 0,2) 

𝐴 ൌ 𝑡𝑈ሺ2 ൈ 0,2 ൅ 11,58ሻ ൌ 11,98𝑡𝑈; 𝑈 ൌ 0,0834724𝐴/𝑡; 𝑉 ൌ 0,4356137𝐴/𝑡; 

𝐼௫ ൌ 𝑡𝑈ଷሺ13,617187 ൈ 0,2 ൅ 31,095253ሻ ൌ 33,81869𝑡𝑈ଷ ൌ 33,818869𝑡ሺ0,0834724𝐴/𝑡ሻଷ ൌ 0,0196691𝐴ଷ/𝑡ଶ; 

𝐼௬ ൌ 𝑡𝑈ଷሺ0,1666666 ൈ 0,2 ൅ 0,1774902ሻ ൌ 0,2108235𝑡𝑈ଷ ൌ 0,2108235𝑡ሺ0,0834724𝐴/𝑡ሻଷ ൌ 0,0001226𝐴ଷ/𝑡ଶ; 

𝑊௫ ൌ 2𝐼௫/𝑉 ൌ 2 ൈ 33,81869𝑡𝑈ଷ/ሺ5,2186564𝑈ሻ ൌ 12,960688𝑡𝑈ଶ ൌ 12,960688𝑡ሺ0,0834724𝐴/𝑡ሻଶ ൌ 0,0903054𝐴ଶ/𝑡; 

𝐴௚ ൌ 𝐴 ൅ 𝛥𝐴 ൌ 11,98𝑡𝑈 ൅ 4 ൈ 2 ൈ 0,1𝑡𝑈 ൌ 12,78𝑡𝑈; 

𝐴/𝐴௚ ൌ 11,98/12,78 ൌ 0,9374021; 

– при 𝑡௙/𝑡௪ ൌ 2 (𝑘 ൌ 3) 

𝐴 ൌ 𝑡𝑈ሺ2 ൈ 3 ൅ 11,58ሻ ൌ 17,98𝑡𝑈; 𝑈 ൌ 0,0556173𝐴/𝑡; 𝑉 ൌ 0,2902475𝐴/𝑡; 

𝐼௫ ൌ 𝑡𝑈ଷሺ13,617187 ൈ 3 ൅ 31,095253ሻ ൌ 71,946814𝑡𝑈ଷ ൌ 71,946814𝑡ሺ0,0556173𝐴/𝑡ሻଷ ൌ 0,0123777𝐴ଷ/𝑡ଶ; 

𝐼௬ ൌ 𝑡𝑈ଷሺ0,1666666 ൈ 3 ൅ 0,1774902ሻ ൌ 0,6774902𝑡𝑈ଷ ൌ 0,6774902𝑡ሺ0,0556173𝐴/𝑡ሻଷ ൌ 0,0001165𝐴ଷ/𝑡ଶ; 

𝑊௫ ൌ 2𝐼௫/𝑉 ൌ 2 ൈ 71,946814𝑡𝑈ଷ/ሺ5,2186564𝑈ሻ ൌ 27,572924𝑡𝑈ଶ ൌ 27,572924𝑡ሺ0,0556173𝐴/𝑡ሻଶ ൌ 0,0852908𝐴ଶ/𝑡; 

𝐴௚ ൌ 𝐴 ൅ 𝛥𝐴 ൌ 17,98𝑡𝑈 ൅ 4 ൈ 2 ൈ 0,1𝑡𝑈 ൌ 18,78𝑡𝑈; 

𝐴/𝐴௚ ൌ 17,98/18,78 ൌ 0,9574014, 

где 𝐴 и 𝑡 – площадь сечения и толщина двутаврового ГЗП из листовых заготовок одинаковой толщины 
соответственно, 𝐴 ൌ const и 𝑡 ൌ const. 

Результаты первого приближения показывают, что и в этом расчетном случае замена листовых заго-
товок одинаковой толщины на такие же заготовки разных толщин сопровождается ростом несущей спо-
собности гнутозамкнутого двутавра, когда условная толщина полок больше толщины стенки (𝑡௙/𝑡௪ ൐ 1). 
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Когда же условная толщина полок меньше условной толщины стенки (𝑡௙/𝑡௪ ൏ 1), такая замена листовых 
заготовок вызывает снижение несущей способности. В частности, если принять, что сравниваемые про-
фили имеют одинаковые размеры с их постоянным отношением 𝑛 ൌ 𝑈/𝑉 ൌ 1/5,2, то при 𝑡௙/𝑡௪ ൌ 2 не-
сущая способность может увеличиться до 3 ൈ 17,197163/27,67185 ൌ 1,8 раза, а при 𝑡௙/𝑡௪ ൌ 0,60 – умень- 
шиться до 5 ൈ 13,007188/17,197163 ൌ 3,7 раза.  

Для продолжения оптимизационного расчета во втором приближении необходимо определить рас-
четные параметры двутавровых ГЗП из листовых заготовок разных толщин в зависимости от отношения 
их размеров ширины и высоты (𝑛 ൌ 𝑈/𝑉) с учетом граничных значений поправочного коэффициента: 

– при 𝑡௙/𝑡௪ ൌ 0,6 (𝑘 ൌ 0,2) 

𝐴 ൌ 𝑡𝑈ሺ2/𝑛 ൅ 2 ൈ 0,2 ൅ 1,14ሻ ൌ 𝑡𝑈ሺ2/𝑛 ൅ 1,54ሻ; 

𝐼௫ ൌ 𝑡𝑈ଷሺ0,1666666/𝑛ଷ ൅ 0,285/𝑛ଶ ൅ 0,5 ൈ 0,2/𝑛ଶ െ 0,0699728/𝑛 ൅ 0,0108234ሻ ൌ 
ൌ 𝑡𝑈ଷሺ0,1666666/𝑛ଷ ൅ 0,385/𝑛ଶ െ 0,0669728/𝑛 ൅ 0,0108234ሻ; 

𝐼௬ ൌ 𝑡𝑈ଷሺ0,1666666 ൈ 0,2 ൅ 0,1774902ሻ ൌ 0,2108235𝑡𝑈ଷ; 

𝑊௫ ൌ 𝑡𝑈ଶሺ0,3333332/𝑛ଶ ൅ 0,770/𝑛 െ 0,1399456 ൅ 0,0216468𝑛ሻ ൌ 
ሺ𝐴ଶ/𝑡ሻሺ0,3333332/𝑛ଶ ൅ 0,770/𝑛 െ 0,1399456 ൅ 0,0216468𝑛ሻ/ሺ2/𝑛 ൅ 1,54ሻଶ, 

где 𝑈ଶ ൌ ሺ𝐴ଶ/𝑡ଶሻ/ሺ2/𝑛 ൅ 1,54ሻଶ, 𝐴 ൌ const, 𝑡 ൌ const; 
– при 𝑡௙/𝑡௪ ൌ 2 (𝑘 ൌ 3) 

𝐴 ൌ 𝑡𝑈ሺ2/𝑛 ൅ 2 ൈ 3 ൅ 1,14ሻ ൌ 𝑡𝑈ሺ2/𝑛 ൅ 7,14ሻ; 

𝐼௫ ൌ 𝑡𝑈ଷሺ0,1666666/𝑛ଷ ൅ 0,285/𝑛ଶ ൅ 0,5 ൈ 3/𝑛ଶ െ 0,0699728/𝑛 ൅ 0,0108234ሻ ൌ 
ൌ 𝑡𝑈ଷሺ0,1666666/𝑛ଷ ൅ 1,785/𝑛ଶ െ 0,0699728/𝑛 ൅ 0,0108234ሻ; 

𝐼௬ ൌ 𝑡𝑈ଷሺ0,1666666 ൈ 3 ൅ 0,1774902ሻ ൌ 0,677490𝑡𝑈ଷ; 

𝑊௫ ൌ 𝑡𝑈ଶሺ0,3333332/𝑛ଶ ൅ 3,570/𝑛 െ 0,1399456 ൅ 0,0216468𝑛ሻ ൌ 
ൌ ሺ𝐴ଶ/𝑡ሻሺ0,3333332/𝑛ଶ ൅ 3,570/𝑛 െ 0,1399456 ൅ 0,0216468𝑛ሻ/ሺ2/𝑛 ൅ 7,14ሻଶ, 

где 𝑈ଶ ൌ ሺ𝐴ଶ/𝑡ଶሻ/ሺ2/𝑛 ൅ 7,14ሻଶ, 𝐴 ൌ const, 𝑡 ൌ const. 
Чтобы найти экстремальные значения моментов сопротивления 𝑊௫, их выражения необходимо про- 

дифференцировать по переменной 𝑛 и, приравняв к нулю производные (𝑑𝑊௫/𝑑𝑛 ൌ 0), получить уравне-
ния четвертой степени: 

– при 𝑡௙/𝑡௪ ൌ 0,6 (𝑘 ൌ 0,2) 

0,0513375𝑛ସ ൅ 0,2666884𝑛ଷ െ 2,4284352𝑛ଶ െ 2,7006308𝑛 ൅ 1,0266675 ൌ 0 

с корнями 

𝑛ଵ ൌ െ9,5487614; 𝑛ଶ ൌ െ1,2987014; 𝑛ଷ ൌ 0,3013557; 𝑛ସ ൌ 5,3513002; 

– при 𝑡௙/𝑡௪ ൌ 2 (𝑘 ൌ 3) 

1,1035452𝑛ସ ൅ 1,2364652𝑛ଷ െ 185,73426𝑛ଶ െ 35,10594𝑛 ൅ 4,760004 ൌ 0 

с корнями 

𝑛ଵ ൌ െ13,453334; 𝑛ଶ ൌ െ0,2801120; 𝑛ଷ ൌ 0,0914105; 𝑛ସ ൌ 12,521588. 

Из найденных корней практический интерес представляют третьи, значения которых можно округ-
лить до: 
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– при 𝑡௙/𝑡௪ ൌ 0,6 (𝑘 ൌ 0,2) 

𝑛 ൌ 0,3013557 ൌ 1/3,3183377 ൎ 1/3,3; 

– при 𝑡௙/𝑡௪ ൌ 2 (𝑘 ൌ 3) 

𝑛 ൌ 0,0914105 ൌ 1/10,939662 ൎ 1/11. 

Тогда расчетные параметры профилей, оптимизированных на изгиб, составят: 
– при 𝑡௙/𝑡௪ ൌ 0,6 (𝑘 ൌ 0,2) 

𝐴 ൌ 𝑡𝑈ሺ2/0,3013557 ൅ 1,54ሻ ൌ 8,1766755𝑡𝑈; 

𝑈 ൌ 0,122299𝐴/𝑡; 𝑉 ൌ 0,4058293𝐴/𝑡; 

𝐼௫ ൌ 𝑡𝑈ଷሺ0,1666666/0,3013557ଷ ൅ 0,385/0,3013557ଶ െ 0,0699728/0,3013557 ൅ 
൅0,0108234ሻ ൌ 10,117862𝑡𝑈ଷ ൌ 10,117862𝑡ሺ0,3013557𝐴/𝑡ሻଷ ൌ 0,0185079𝐴ଷ/𝑡ଶ; 

𝐼௬ ൌ 0,2108235𝑡𝑈ଷ ൌ 0,210835𝑡ሺ0,122299𝐴/𝑡ሻଷ ൌ 0,0003856𝐴ଷ/𝑡ଶ; 

𝑊௫ ൌ 𝑊𝑥ଷଶ
௫,୫ୟ୶ ൌ 6,0981508𝑡ሺ0,122299𝐴/𝑡ሻଶ ൌ 0,0912103𝐴ଶ/𝑡; 

𝐴௚ ൌ 𝐴 ൅ 𝛥𝐴 ൌ 8,1766755𝑡𝑈 ൅ 4 ൈ 2 ൈ 0,1𝑡𝑈 ൌ 8,9766755𝑡𝑈; 

𝐴/𝐴௚ ൌ 8,1766755/8,9766755 ൌ 0,9108801; 

– при 𝑡௙/𝑡௪ ൌ 2 (𝑘 ൌ 3) 

𝐴 ൌ 𝑡𝑈ሺ2/0,0914105 ൅ 7,14ሻ ൌ 29,019324𝑡𝑈; 

𝑈 ൌ 0,0344597𝐴/𝑡; 𝑉 ൌ 0,3769774𝐴/𝑡; 

𝐼௫ ൌ 𝑡𝑈ଷሺ0,1666666/0,0914105ଷ ൅ 1,785/0,0914105ଶ െ 0,0699728/0,0914105 ൅ 
൅0,0108234ሻ ൌ 431,07016𝑡𝑈ଷ ൌ 431,07016𝑡ሺ0,0344597𝐴/𝑡ሻଷ ൌ 0,0176393𝐴ଷ/𝑡ଶ 

𝐼௬ ൌ 0,6774902𝑡𝑈ଷ ൌ 0,6774902𝑡ሺ0,0344597𝐴/𝑡ሻଷ ൌ 0,0000204𝐴ଷ/𝑡ଶ; 

𝑊௫ ൌ 𝑊𝑥ଷଶ
௫,୫ୟ୶ ൌ 78,808679𝑡ሺ0,0344597𝐴/𝑡ሻଶ ൌ 0,0935830𝐴ଶ/𝑡; 

𝐴௚ ൌ 𝐴 ൅ 𝛥𝐴 ൌ 29,019324𝑡𝑈 ൅ 4 ൈ 2 ൈ 0,1𝑡𝑈 ൌ 29,819324𝑡𝑈; 

𝐴/𝐴௚ ൌ 29,019324/29,819324 ൌ 0,9731717. 

Для завершения оптимизационного расчета остается воспользоваться аналогичными вычисления-
ми расчетных параметров профилей, оптимизированных на изгиб с шагом 0,1 в пределах всего обозна-
ченного интервала (0,6 ൑ 𝑡௙/𝑡௪ ൑ 2), и их основные результаты систематизировать более развернуто в 
табличной форме (табл. 1). 

Как видно из основных итогов оптимизационного расчета двутавровых ГЗП на изгиб, в пределах 
всего интервала изменения отношения толщин полок и стенок 𝑡௙/𝑡௪ ൌ 0,6. . .2,0 моменты сопротивления 
их расчетных сечений максимальны, когда отношения размеров ширины и высоты составляют от 
𝑛 ൌ 𝑈/𝑉 ൌ 1/11 до 𝑛 ൌ 𝑈/𝑉 ൌ 1/3,3. При этом чем больше отношение толщин полок и стенок, тем 
меньше относительное значение оптимальной ширины расчетного сечения нетто, а относительное значе-
ние оптимальной высоты изменяется малозаметно.  
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Таблица 1 
Расчетные параметры двутавровых ГЗП, оптимизированных на изгиб 

Table 1. Design parameters of I-shaped BCP optimized for bending 

𝒕𝒇/𝒕𝒘	 𝟏/𝒏 ൌ 𝑽/𝑼	 𝑼, 𝑨/𝒕	*	 𝑽, 𝑨/𝒕	 𝑨/𝑨𝒈	 𝑰𝒙, 𝑨𝟑/𝒕𝟐	 𝑰𝒚, 𝑨𝟑/𝒕𝟐	 𝑾𝟐𝒙,𝐦𝐚𝐱	

0,6 3,3183377 0,1222990 0,4058293 0,9108801 0,0185079 0,0003856 0,0912012 

0,7 3,7169042 0,1066802 0,3965200 0,9213667 0,0182365 0,0002964 0,0919827

0,8 4,1841599 0,0933853 0,3907390 0,9304850 0,0180642 0,0002259 0,0924617

0,9 4,6896198 0,0825134 0,3869564 0,9380768 0,0178418 0,0001746 0,0927329

1,0 5,2186564 0,0736522 0,3843655 0,9443567 0,0178643 0,0001375 0,0929547

1,1 5,7633067 0,0663719 0,3825216 0,9495796 0,0178087 0,0001103 0,0931121

1,2 6,3239506 0,0602849 0,3812387 0,9539909 0,0177129 0,0000900 0,0929228

1,3 6,8825256 0,0552332 0,3801439 0,9576832 0,0177365 0,0000784 0,0933146

1,4 7,4520757 0,0509057 0,3793531 0,9608590 0,0177123 0,0000629 0,0933816

1,5 8,0262554 0,0471864 0,3787301 0,9636239 0,0177513 0,0000536 0,0937411

1,6 8,6040674 0,0439596 0,3782313 0,9660270 0,0176780 0,0000462 0,0934771

1,7 9,1848028 0,0411360 0,3778260 0,9681396 0,0176675 0,0000401 0,0935218

1,8 9,7679048 0,0386461 0,3774914 0,9700102 0,0176552 0,0000352 0,0935396

1,9 10,352963 0,0364352 0,3772122 0,9716773 0,0176466 0,0000311 0,0935632

2,0 10,939662 0,0344597 0,3769774 0,9731717 0,0176393 0,0000204 0,0935830

 
Примечание: * A = const, t = const. 
Note: * A = const, t = const. 

Оптимизация унифицированных листовых заготовок разных толщин 

Гнутые швеллеры и швеллерные ГЗП с трубчатыми полками при отношении параметров ширины и 
высоты 1/2, а также двутавровые ГЗП с трубчатыми и плоскопараллельными полками при отношении 
параметров ширины и высоты 1/1 скомпонованы из одинаковых листовых заготовок одной и разных 
толщин, имеющих сечения гнутых швеллеров и круглых полуколец (рис. 8, а, б, в), что позитивно влияет 
на технико-экономические характеристики этих профилей и конструкций из них. При отношениях пара-
метров ширины и высоты, отличных от 1/2 и 1/1, применение одинаковых листовых заготовок одной и 
разных толщин вполне возможно за счет повышения степени их унификации (рис. 8, г, д, е). 

 

 
а б в 

 
г д е 

 
Рис. 8. Аксонометрии листовых заготовок швеллерных и двутавровых ГЗП  

при 𝑛 ൌ 𝑈/𝑉 ൌ 1/2 (а), 𝑛 ൌ 𝑈/𝑉 ൌ 1/1 (б, в) и 𝑛 ൌ 𝑈/𝑉 ൏ 1/2 (г, д, е) 
Figure 8. Axonometry of sheet blanks of channel and I-shaped BCP  

with 𝑛 ൌ 𝑈/𝑉 ൌ 1/2 (а), with 𝑛 ൌ 𝑈/𝑉 ൌ 1/1 (б) and with 𝑛 ൌ 𝑈/𝑉 ൏ 1/2 (г, д, е) 
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Для оптимизационного расчета унифицированных заготовок целесообразно еще раз вернуться к 
задаче по раскрою гнутого швеллера с наибольшей прочностью на изгиб (рис. 9, а), решение которой 
полностью совпало с приближенным расчетом по средней линии его тонкостенного сечения [34]: 

𝑛 ൌ 𝑈/𝑉 ൌ 1/6; 𝑈 ൌ 0,125𝐴/𝑡; 𝑉 ൌ 0,750𝐴/𝑡; 𝑥଴ ൌ 0,015625𝐴/𝑡; 

𝐼௫ ൌ 0,0703125𝐴ଷ/𝑡; 𝐼௬ ൌ 0,0018807𝐴ଷ/𝑡ଶ; 𝑊௫ ൌ 𝑊2௫,୫ୟ୶. 

Очевидно, что это решение обеспечивает максимальную несущую способность на изгиб не только 
швеллерному профилю. С таким же успехом (за исключением абсциссы 𝑥଴) его можно распространить и 
на другие профильные формы из листового проката одной толщины (𝑡௙/𝑡௪ ൌ 1), где пара горизонталь-
ных граней (полок) соединены вертикальной гранью (стенкой), например зетовые (Z-образные) и двутав-
ровые (рис. 9, б). Более того, оптимизационная задача имеет продолжение, представляющее определен-
ный практический интерес для случая с полками двойной толщины при 𝑡௙/𝑡௪ ൌ 2 (рис. 9, в).  

 

  
а б в 

 
Рис. 9. Схемы профилей и их заготовок с полками одинарной (а, б) и двойной (в) толщины  

Figure 9. Schemes of blanks with shelves of single (а, б) and double (в) thickness 
 
Решение оптимизационной задачи для профилей с полками двойной толщины методом приближенного 

расчета по средней (срединной) линии их тонкостенного сечения можно представить следующим образом: 

𝑛 ൌ 𝑈/𝑉; 𝐴 ൌ 𝑡𝑈ሺ1/𝑛 ൅ 4ሻ; 

𝐼௫ ൌ 𝑡𝑈ଷሺ0,0833333/𝑛 ൅ 1ሻ/𝑛ଶ; 𝐼௬ ൌ 0,6666666𝑡𝑈ଷ;𝑊௫ ൌ 𝑡𝑈ଶሺ0,1666666/𝑛 ൅ 2ሻ/𝑛, 

где 𝐴 – площадь расчетного сечения; 𝐼௫(𝑊௫) – момент инерции (момент сопротивления) того же сечения 
в плоскости наибольшей жесткости.  

С учетом заданных размеров стальной полосы (листовой заготовки), принятых в качестве постоян-
ных величин, выражение момента сопротивления можно переписать: 

𝑊௫ ൌ ሺ𝐴ଶ/𝑡ሻሺ0,1666666/𝑛ଶ ൅ 2/𝑛ሻ/ሺ1/𝑛 ൅ 4ሻଶ, 

где 𝑈ଶ ൌ ሺ𝐴ଶ/𝑡ଶሻ/ሺ1/𝑛 ൅ 4ሻଶ, 𝐴 ൌ const, 𝑡 ൌ const. 
Чтобы найти экстремальное значение момента сопротивления 𝑊௫, его выражение необходимо про-

дифференцировать по переменной 𝑛 и, приравняв к нулю производную (𝑑𝑊௫/𝑑𝑛 ൌ 0), получить уравне-
ние второй степени:  

𝑛ଶ ൅ 0,1666666𝑛 െ 0,0208333 ൌ 0 с корнями 𝑛ଵ ൌ െ0,25 и 𝑛ଶ ൌ 0,0833333. 

Из найденных корней практический интерес представляет второй, значение которого можно округ- 
лить до 𝑛 ൌ 0,0833333 ൌ 1/12,000004 ൎ 1/12, получив следующие расчетные параметры: 

𝑡௙/𝑡௪ ൌ 2; 𝑛 ൌ 𝑈/𝑉 ൌ 1/12; 𝑈 ൌ 0,0625𝐴/𝑡; 𝑉 ൌ 0,750𝐴/𝑡; 

𝐼௫ ൌ 0,0703125𝐴ଷ/𝑡; 𝐼௬ ൌ 0,0001627𝐴ଷ/𝑡ଶ; 𝑊௫ ൌ 𝑊2௫,୫ୟ୶. 
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Полученный результат показывает, что у тонкостенных профилей с полками одинарной толщины 
(𝑡௙/𝑡௪ ൌ 1) и полками двойной толщины (𝑡௙/𝑡௪ ൌ 2) оптимальные высоты имеют одинаковый размер, 
составляющий 3/4 ширины стальной полосы. Одинаковы при этом также расчетные параметры момен-
тов инерции и сопротивления сечения в плоскости наибольшей жесткости, а в плоскости наименьшей 
жесткости расчетные параметры момента инерции уменьшаются более чем на целый порядок: 
0,0018807/0,0001627 ൌ 11,56.  

Применительно к ГЗП с трубчатыми полками разница между оптимальными отношениями разме-
ров ширины и высоты их расчетных сечений нетто от оптимальных параметров раскроя стальной полосы 
составила: 

– для швеллерных при 𝑡௙/𝑡௪ ൌ 1  

100ሺ6 െ 5,68ሻ/ሺ6. . .5,68ሻ ൌ 5,3. . .5,6 % [31]; 

– для двутавровых при 𝑡௙/𝑡௪ ൌ 1 

100ሺ6 െ 5,2ሻ/ሺ6. . .5,2ሻ ൌ 13,3. . .15,4 % [32]; 

– для двутавровых при 𝑡௙/𝑡௪ ൌ 2 

100ሺ12 െ 10,939662ሻ/ሺ12. . .10,939662ሻ ൌ 8,8. . .9,7 %. 

В последнем расчетном случае оптимальные параметры разнятся между собой в 1,5 раза меньше, 
чем в предыдущем, вероятно, из-за того, что с ростом толщины горизонтальных граней, сопровождае-
мым укорочением их ширины, уменьшаются оба замкнутых контура трубчатых полок двутавровых ГЗП, 
которые в пределе стремятся к плоскопараллельным очертаниям.  

 
Таблица 2 

Расчетные параметры ГЗП из унифицированных заготовок 

Профиль 𝒏 ൌ 𝑼/𝑽 * 𝑼, 𝑽 𝑨, 𝒕𝑽 
𝑰𝒙, 𝒕𝑽𝟑

𝑰ሜ𝒙, 𝑽𝟐  
𝑰𝒚, 𝒕𝑽𝟑

𝑰ሜ𝒚, 𝑽𝟐  
𝑾𝒙, 𝒕𝑽𝟐

𝑾ሜ 𝒙, 𝑽
 

Швеллер 1/2 0,50 3,570 
0,5295833
0,1483426

 
0,0919103
0,0257451

 
1,0591666
0,2966853

 

Двутавр 1/1 1,0 5,140 
0,89250

0,1736381
 

0,3441340
0,0669521

 
1,7850

0,3472762
 

Швеллер 1/5,68 0,1760563 2,5540512 
0,3012541
0,1179514

 
0,0057893
0,0022667

 
0,6025082
0,2359029

 

Двутавр 1/2,84 0,3521126 3,1081024 
1,9519776
0,6280287

 
0,0150245
0,0048339

 
3,9039552
1,2560574

 

 
Примечание: * V = const, t = const. 

 
Table 2 

Design parameters of BCP from standardized blanks 

Profile 𝒏 ൌ 𝑼/𝑽 * 𝑼, 𝑽 𝑨, 𝒕𝑽 
𝑰𝒙, 𝒕𝑽𝟑

𝑰ሜ𝒙, 𝑽𝟐  
𝑰𝒚, 𝒕𝑽𝟑

𝑰ሜ𝒚, 𝑽𝟐  
𝑾𝒙, 𝒕𝑽𝟐

𝑾ሜ 𝒙, 𝑽
 

Channel 1/2 0,50 3,570 
0,5295833
0,1483426

 
0,0919103
0,0257451

 
1,0591666
0,2966853

 

I-shaped 1/1 1,0 5,140 
0,89250

0,1736381
 

0,3441340
0,0669521

 
1,7850

0,3472762
 

Channel 1/5,68 0,1760563 2,5540512 
0,3012541
0,1179514

 
0,0057893
0,0022667

 
0,6025082
0,2359029

 

I-shaped 1/2,84 0,3521126 3,1081024 
1,9519776
0,6280287

 
0,0150245
0,0048339

 
3,9039552
1,2560574

 

 
Note: * V = const, t = const. 
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Из полученных результатов также следует, что выявленная разница оптимальных параметров с пере-
ходом от швеллерных ГЗП к двутавровым увеличилась более чем вдвое, поскольку вторые компонуются из 
пар первых за вычетом швеллерных стенок. Если принять, что оставшиеся швеллерные грани плоскооваль-
ных очертаний имеют оптимальные размеры в пределах 𝑉ሾ ൌ ሺ5,68 േ 0,32ሻ𝑈ሾ ൌ ሺ5,36. . .6,0ሻ𝑈ሾ, где несущая 
способность на изгиб приближена к своему максимуму, то в двутавровой компоновке эти размеры сокра-
тятся вдвое: 𝑉 ൌ ሺ2,84 േ 0,16ሻ𝑈 ൌ ሺ2,68. . .3,0ሻ𝑈. Тогда полученные отношения размеров двутавровых 
ГЗП окажутся приближенными к оптимальным параметрам наиболее грузоподъемных прокатных дву-
тавров балочного типа из стандартных сортаментов. Если развить компоновку составных сечений дву-
тавровых ГЗП по высоте до их оптимальных на изгиб размеров 𝑉 ൌ ሺ5,2 േ 0,8ሻ𝑈 ൌ ሺ4,4. . .6,0ሻ𝑈, то ли-
стовые заготовки швеллерных очертаний сузятся вдвое, достигая тех граничных пределов, где трубчатые 
полки условно трансформируются в сплошные: 𝑉ሾ ൌ ሺ10,4 േ 1,6ሻ𝑈 ൌ ሺ8,8. . .12,0ሻ𝑈ሾ. Поэтому для унифи-
кации предпочтительнее те из листовых заготовок, которые обеспечивают максимум положительного 
эффекта в составных сечениях швеллерных и двутавровых, а в перспективе и других конструктивно-
компоновочных форм ГЗП. В частности, следует добавить, что швеллерные заготовки с ортогональными 
сопряжениями вертикальных и горизонтальных граней, бесполезные для двутавровых ГЗП с трубчатыми 
полками, в следующих проработках являются формообразующими для двутавровых ГЗП с плоскопарал-
лельными гранями полок и Н-образных ГЗП. Поскольку расчетные параметры таких профилей с исполь-
зованием унифицированных заготовок могут представлять практический интерес, основные их значения 
можно свести вместе, приняв в качестве постоянных величин толщину и размер по высоте. Для большей 
наглядности кроме абсолютных величин геометрических (статических) характеристик расчетных сече-
ний нетто можно также показать в знаменателях их удельные (приведенные) значения, соотнесенные с 
площадями этих сечений (табл. 2). 

Результаты и обсуждение 
Реализация двутавровых ГЗП с равными параметрами ширины и высоты 

Пример реализации предлагаемого технического решения можно привести, если продолжить рас-
четные выкладки двутаврового ГЗП с 𝑛 ൌ 𝑈/𝑉 ൌ 1/1 и трубчатыми полками из листового проката одной 
толщины (𝑡௙/𝑡௪ ൌ 1) [35], дополнив их такими же выкладками с листовыми заготовками разных толщин 
(рис. 10):  

– при 𝑡௙/𝑡௪ ൌ 0,6 (𝑘 ൌ 0,2) 

𝑡 ൌ 𝐴௚/ሺ4,34𝑈ሻ ൌ 3,20/ሺ4,34 ൈ 10,0ሻ ൌ 0,0737327 ൎ 0,07 см; 

𝑘𝑡 ൌ 0,2 ൈ 0,07 ൌ 0,014 см; 

𝐴௚ ൌ 4,34 ൈ 0,07 ൈ 10,0 ൌ 3,038 см2 (94,94 %); 

𝐴 ൌ 3,54𝑡𝑈 ൌ 3,54 ൈ 0,07 ൈ 10,0 ൌ 2,478 см2 (93,16 %); 

𝐼௫ ൌ 0,0111018𝐴ଷ/𝑡ଶ ൌ 0,0111018 ൈ 2,478ଷ/0,07ଶ ൌ 34,47 см4 (86,18 %); 

𝐼௬ ൌ 0,0047518𝐴ଷ/𝑡ଶ ൌ 0,0047518 ൈ 2,478ଷ/0,07ଶ ൌ 14,76 см4 (114,3 %); 

𝑊௫ ൌ 2𝐼௫/𝑉 ൌ 2 ൈ 34,47/10,0 ൌ 6,894 см3 (86,18 %); 

– при 𝑡௙/𝑡௪ ൌ 2 (𝑘 ൌ 3) 

𝑡 ൌ 𝐴௚௥/ሺ9,94𝑈ሻ ൌ 3,20/ሺ9,94 ൈ 10,0ሻ ൌ 0,0321931 ൎ 0,032 см; 

𝑘𝑡 ൌ 3 ൈ 0,032 ൌ 0,096 см; 

𝐴௚ ൌ 9,94 ൈ 0,032 ൈ 10,0 ൌ 3,181 см2 (99,41 %); 
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𝐴 ൌ 9,14𝑡𝑈 ൌ 9,14 ൈ 0,032 ൈ 10,0 ൌ 2,925 см2 (110,0 %); 

𝐼௫ ൌ 0,0024785𝐴ଷ/𝑡ଶ ൌ 0,0024785 ൈ 2,925ଷ/0,032ଶ ൌ 60,57 см4 (151,4 %); 

𝐼௬ ൌ 0,0008872𝐴ଷ/𝑡ଶ ൌ 0,0008872 ൈ 2,925ଷ/0,032ଶ ൌ 21,68 см4 (167,9 %); 

𝑊௫ ൌ 2𝐼௫/𝑉 ൌ 2 ൈ 60,57/10,0 ൌ 12,114 см3 (151,4 %). 

 

 
а б в 

 
Рис. 10. Схемы тонкостенных профилей: 

а – составного сечения двутавровой формы; б – швеллерного типа; в – двутаврового ГЗП 
Figure 10. Schemes of bent profiles: 

а – composite section of I-shaped; б – channel type; в – I-shaped BCP 
 

Таблица 3 
Расчетные параметры гнутых и гнутозамкнутых профилей с равными параметрами ширины и высоты 

Профили 
Характеристики сечений

𝑨, см2 𝑨𝒈, см2 𝑨/𝑨𝒈 𝑰𝒙, см4 𝑰𝒚, см4 𝑾𝒙, см3 
][102×99 
(2ПГС100Ш) 
t = 0,8 мм  

2,66 
100 % 

3,20 
100 % 0,831 40,0 

100 % 
12,91 
100 % 

8,0 
100 % 

ГЗП 100×100 
t = 0,5 мм  
kt = 0,5 мм  

2,584 
97,14 % 

2,970 
92,81 % 0,865 45,36 

113,4 % 
17,49 

135,5 % 
9,08 

113,5 % 

ГЗП 100×100 
t = 0,7 мм  
kt = 0,014 мм  

2,478 
93,16 % 

3,038 
94,94 % 0,816 34,47 

86,18 % 
14,76 

114,3 % 
6,894 

86,18 % 

ГЗП 100×100 
t = 0,32 мм  
kt = 0,96мм  

2,925 
110,0 % 

3,181 
99,41 % 0,920 60,57 

151,4 % 
21,68 

167,9 % 
12,114 

151,4 % 

][102×99 
2ПГС100Ш 
t = 0,9 мм  

3,04 
100 % 

3,60 
100 % 0,844 45,0 

100 % 
14,54 
100 % 

9,0 
100 % 

ГЗП 100×100 
t = 0,6 мм  
kt = 0,6 мм  

3,101 
102,0 % 

3,564 
99,0 % 0,865 54,44 

121,0 % 
20,99 

144,4 % 
10,89 

121,0 % 

ГЗП 100×100 
t = 0,8 мм  
kt = 0,016 мм  

2,847 
93,65 % 

3,472 
96,44 % 0,816 40,03 

88,96 % 
17,13 

117,8 % 
8,01 

89,0 % 

ГЗП 100×100 
t = 0,36 мм  
kt = 0,108 мм  

3,292 
108,3 % 

3,578 
99,39 % 0,920 68,23 

151,6 % 
24,42 

168,0 % 
13,65 

151,7 % 
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Окончание табл. 3 

Профили 
Характеристики сечений  

𝑨, см2 𝑨𝒈, см2 𝑨/𝑨𝒈 𝑰𝒙, см4 𝑰𝒚, см4 𝑾𝒙, см3 
][102×99 
(2ПГС100Ш) 
t = 1,0 мм  

3,44 
100 % 

4,0 
100 % 0,860 50,0 

100 % 
16,22 
100 % 

10,0 
100 % 

ГЗП 100×100 
t = 0,65 мм  
kt = 0,65 мм  

3,359 
97,65 % 

3,861 
96,53 % 0,865 58,95 

117,9 % 
22,73 

140,1 % 
11,79 

117,9 % 

ГЗП 100×100 
t = 0,9 мм  
kt = 0,018 мм  

3,203 
93,11 % 

3,906 
97,65 % 0,816 45,04 

90,08 % 
19,28 

118,9 % 
9,01 

90,10 % 

ГЗП 100×100 
t = 0,4 мм  
kt = 1,2 мм  

3,658 
106,3 % 

3,976 
99,40 % 0,920 75,82 

151,6 % 
27,14 

176,3 % 
15,16 

151,6 % 

 
 

Table 3 
Design parameters of bent and bent closed profiles with equal parameters of width and height 

Profiles 
Cross section characteristics

𝑨, sm2 𝑨𝒈, sm2 𝑨/𝑨𝒈 𝑰𝒙, sm4 𝑰𝒚, sm4 𝑾𝒙, sm3 
][102×99 
(2ПГС100Ш) 
t = 0,8 mm 

2,66 
100% 

3,20 
100% 0,831 40,0 

100 % 
12,91 
100% 

8,0 
100% 

BCP 100×100 
t = 0,5 mm 
kt = 0,5 mm 

2,584 
97,14% 

2,970 
92,81% 0,865 45,36 

113,4% 
17,49 

135,5% 
9,08 

113,5% 

BCP 100×100 
t = 0,7 mm 
kt = 0,014 mm 

2,478 
93,16% 

3,038 
94,94% 0,816 34,47 

86,18% 
14,76 

114,3% 
6,894 

86,18% 

BCP 100×100 
t = 0,32 mm 
kt = 0,96 mm 

2,925 
110,0% 

3,181 
99,41% 0,920 60,57 

151,4% 
21,68 

167,9% 
12,114 
151,4% 

][102×99 
2ПГС100Ш 
t = 0,9 mm 

3,04 
100% 

3,60 
100% 0,844 45,0 

100% 
14,54 
100% 

9,0 
100% 

BCP 100×100 
t = 0,6 mm 
kt = 0,6 mm 

3,101 
102,0% 

3,564 
99,0% 0,865 54,44 

121,0% 
20,99 

144,4% 
10,89 

121,0% 

BCP 100×100 
t = 0,8 mm 
kt = 0,016 mm 

2,847 
93,65% 

3,472 
96,44% 0,816 40,03 

88,96% 
17,13 

117,8% 
8,01 

89,0% 

BCP 100×100 
t = 0,36 mm  
kt = 0,108 mm 

3,292 
108,3% 

3,578 
99,39% 0,920 68,23 

151,6% 
24,42 

168,0% 
13,65 

151,7% 

][102×99 
(2ПГС100Ш) 
t = 1,0 mm 

3,44 
100% 

4,0 
100% 0,860 50,0 

100% 
16,22 
100% 

10,0 
100% 

BCP 100×100 
t = 0,65 mm 
kt = 0,65 mm 

3,359 
97,65% 

3,861 
96,53% 0,865 58,95 

117,9% 
22,73 

140,1% 
11,79 

117,9% 

BCP 100×100 
t = 0,9 mm 
kt = 0,018 mm 

3,203 
93,11% 

3,906 
97,65% 0,816 45,04 

90,08% 
19,28 

118,9% 
9,01 

90,10% 

BCP 100×100 
t = 0,4 mm 
kt = 1,2 mm 

3,658 
106,3% 

3,976 
99,40% 0,920 75,82 

151,6% 
27,14 

176,3% 
15,16 

151,6% 
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Продолженный расчет показывает, что при еще одной замене профиля базового объекта на двутав-
ровый ГЗП расход конструкционного материала уменьшается, а геометрические (статические) характе-
ристики расчетного сечения увеличиваются. Исключением является профиль с условной толщиной по-
лок, меньшей условной толщины стенки (𝑡௙/𝑡௪ ൌ 0,6), у которого эти характеристики в плоскости мак-
симальной жесткости ниже, чем у профиля базового объекта. Практический интерес представляют рас-
четные выкладки, где для базового объекта приняты две менее тонкостенные пары ПГС100Ш сечениями 
102 ൈ 49 ൈ 0,9 мм и 102 ൈ 49 ൈ 1,0 мм [34; 38], а основные результаты сведены в табл. 3.  

Как видно, расчетный переход от составных двутавров из гнутых профилей швеллерного типа к 
двутавровым ГЗП сопровождается с одной стороны уменьшением расхода конструкционного материала, 
а с другой стороны увеличением геометрических (статических) характеристик, и как следствие, ростом 
несущей способности. Снижением несущей способности в плоскости конструкции отличаются только 
двутавровые ГЗП с условной толщиной полок, меньшей условной толщины стенки (𝑡௙/𝑡௪ ൌ 0,6). Выяв-
ленное снижение рационально компенсировать за счет использования в листовых заготовках повышен-
ной тонкостенности более прочного конструкционного материала. В целом же полученные результаты 
можно принять в качестве достаточно корректного обоснования перспективности предлагаемых профи-
лей для их дальнейшей проработки, оптимизации и применения в строительных конструкциях.  

Реализация двутавровых ГЗП с разными параметрами ширины и высоты 

Еще один пример реализации предлагаемого технического решения можно привести, если продол-
жить расчетные выкладки двутаврового ГЗП с 𝑛 ൌ 𝑈/𝑉 ൌ 1/5,2 (оптимальной компоновки) и трубчаты-
ми полками из листового проката одной толщины (𝑡௙/𝑡௪ ൌ 1) [35], дополнив их такими же выкладками с 
листовыми заготовками разных толщин (рис. 11):  

– при 𝑡௙/𝑡௪ ൌ 0,6 (𝑘 ൌ 0,2) 

𝑛 ൌ 𝑈/𝑉 ൌ 0,3013557 ൌ 1/3,3183377 ൎ 1/3,3; 𝑉 ൌ 30,0 см (100 %); 

𝑈 ൌ 𝑛𝑉 ൌ 0,3013557 ൈ 30,0 ൌ 9,040671 ൎ 9,04 см (56,50 %); 

𝑡 ൌ 𝐴௚௥/ሺ8,9766755𝑈ሻ ൌ 20,03/ሺ8,9766755 ൈ 9,04ሻ ൌ 0,2468294 ൎ 0,246 см; 

𝑘𝑡 ൌ 0,2 ൈ 0,246 ൌ 0,0492 см; 

𝐴௚ ൌ 8,9766755 ൈ 0,246 ൈ 9,04 ൌ 19,96 см2 (99,65 %); 

𝐴 ൌ 8,1766755𝑡𝑈 ൌ 8,1766755 ൈ 0,246 ൈ 9,04 ൌ 18,18 см2 (156,3 %); 

𝐼௫ ൌ 0,0185079𝐴ଷ/𝑡ଶ ൌ 0,0185079 ൈ 18,18ଷ/0,246ଶ ൌ 452,07 см4 (60,02 %); 

𝐼௬ ൌ 0,0003856𝐴ଷ/𝑡ଶ ൌ 0,0003856 ൈ 18,18ଷ/0,246ଶ ൌ 38,287 см4 (26,70 %); 

𝑊௫ ൌ 2𝐼௫/𝑉 ൌ 2 ൈ 452,07/30,0 ൌ 30,138 см3 (92,17 %); 

– при 𝑡௙/𝑡௪ ൌ 2 (𝑘 ൌ 3) 

𝑛 ൌ 𝑈/𝑉 ൌ 0,0914105 ൌ 1/10,939662 ൎ 1/11; 𝑉 ൌ 30,0 см (100 %); 

𝑈 ൌ 𝑛𝑉 ൌ 0,0914105 ൈ 30,0 ൌ 2,742315 ൎ 2,74 см (17,13 %); 
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𝑡 ൌ 𝐴௚/ሺ29,819324𝑈ሻ ൌ 20,03/ሺ29,819324 ൈ 2,74ሻ ൌ 0,2451503 ൎ 0,245 см; 

𝑘𝑡 ൌ 3 ൈ 0,245 ൌ 0,735 см; 

𝐴௚ ൌ 29,819324 ൈ 0,245 ൈ 2,74 ൌ 20,018 см2 (99,94 %); 

𝐴 ൌ 29,019324𝑡𝑈 ൌ 29,019324 ൈ 0,245 ൈ 2,74 ൌ 19,597 см2 (168,5 %); 

𝐼௫ ൌ 0,0176393𝐴ଷ/𝑡ଶ ൌ 0,0176393 ൈ 19,597ଷ/0,245ଶ ൌ 2211,7 см4 (293,6 %); 

𝐼௬ ൌ 0,0001165𝐴ଷ/𝑡ଶ ൌ 0,0001165 ൈ 19,597ଷ/0,245ଶ ൌ 14,607 см4 (10,18 %); 

𝑊௫ ൌ 2𝐼௫/𝑉 ൌ 2 ൈ 2211,7/30,0 ൌ 147,4 см3 (450,8 %), 

где в качестве эталонных (100-процентных) значений приняты расчетные параметры двутаврового про-
филя базового объекта (табл. 4), скомпонованного из парных сигма-профилей (Σ-образной формы) сече-
нием 300 ൈ 161 ൈ 2,0 мм [35; 39]. 
 

 

 

 
а б в 

 
Рис. 11. Схемы тонкостенных профилей: 

а – составного сечения двутавровой формы; б – Σ-образного типа; в – двутаврового ГЗП 
Figure 11. Schemes of bent profiles: 

а – composite section of I-shaped; б – channel type; в – I-shaped BCP 
 

Таблица 4 
Расчетные параметры гнутых и гнутозамкнутых профилей с разными параметрами ширины и высоты 

Профили 
Характеристики

𝑨, см2 𝑨𝒈, см2 𝑨/𝑨𝒈 𝑰𝒙, см4 𝑰𝒚, см4 𝑾𝒙, см3 
][300×161 
(2Σ 300×80) 
t = 2,0 мм  

11,63 
100 % 

20,03 
100 % 0,581 753,25 

100 % 
143,42 
100 % 

32,70 
100 % 

ГЗП 300×57,5 
t = 2,4 мм  
kt = 2,4 мм  

18,74 
161,1 % 

19,84 
99,06 % 0,945 2041,14 

271,0 % 
15,676 

10,93 % 
136,076 
416,1 % 

ГЗП 300×90,4 
t = 2,46 мм  
kt = 0,492 мм  

18,18 
156,3 % 

19,96 
99,65 % 0,911 452,07 

60,02 % 
38,287 

26,70 % 
30,138 

92,17 % 

ГЗП 300×27,4 
t = 2,45 мм  
kt = 7,35 мм  

19,597 
168,5 % 

20,018 
99,94 % 0,979 2211,7 

293,6 % 
14,607 

10,18 % 
147,4 

450,8 % 

ГЗП 300×106 
t = 1,96 мм  
kt = 1,96 мм  

18,324 
157,6 % 

19,987 
99,79 % 0,917 2325,36 

308,7 % 
80,334 

56,01 % 
155,02 

474,1 % 
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Окончание табл. 4 

Профили 
Характеристики 

𝑨, см2 𝑨𝒈, см2 𝑨/𝑨𝒈 𝑰𝒙, см4 𝑰𝒚, см4 𝑾𝒙, см3 
ГЗП 300×106 
t = 2,35 мм  
kt = 0,470 мм  

17,985 
154,6 % 

19,978 
99,74 % 0,9002 1885,07 

250,3 % 
59,007 

41,14 % 
125,67 

384,3 % 

ГЗП 300×106 
t = 1,38 мм  
kt = 4,140 мм  

18,753 
161,2 % 

19,923 
99,47 % 0,941 2962,91 

393,3 % 
111,35 

77,64 % 
197,5 

604,1 % 

ГЗП 300×161 
t = 1,62 мм  
kt = 1,62 мм  

17,910 
154,0 % 

19,996 
99,83 % 0,896 2490,86 

330,7 % 
232,66 

162,2 % 
166,06 

507,9 % 

ГЗП 300×161 
t = 2,05 мм  
kt = 0,410 мм  

17,383 
149,5 % 

20,023 
99,97 % 0,868 1963,84 

260,7 % 
180,36 

125,8 % 
130,92 

400,4 % 

ГЗП 300×161 
t = 1,06 мм  
kt = 3,18 мм  

18,545 
159,5 % 

19,910 
99,40 % 0,931 3135,90 

416,3 
299,7 

208,9 % 
209,1 

639,3 % 

 
Table 4 

Design parameters of bent and bent closed profiles with different parameters of width and height 

Profiles 
Cross section characteristics 

𝑨, sm2 𝑨𝒈, sm2 𝑨/𝑨𝒈 𝑰𝒙, sm4 𝑰𝒚, sm4 𝑾𝒙, sm3 
][300×161 
(2Σ 300×80) 
t = 2,0 mm 

11,63 
100% 

20,03 
100% 0,581 753,25 

100% 
143,42 
100% 

32,70 
100% 

BCP 300×57,5 
t = 2,4 mm 
kt = 2,4 mm 

18,74 
161,1% 

19,84 
99,06% 0,945 2041,14 

271,0% 
15,676 
10,93% 

136,076 
416,1% 

BCP 300×90,4 
t = 2,46 mm 
kt = 0,492 mm 

18,18 
156,3% 

19,96 
99,65% 0,911 452,07 

60,02% 
38,287 
26,70% 

30,138 
92,17% 

BCP 300×27,4 
t = 2,45 mm 
kt = 7,35 mm 

19,597 
168,5% 

20,018 
99,94% 0,979 2211,7 

293,6% 
14,607 
10,18% 

147,4 
450,8% 

BCP 300×106 
t = 1,96 mm 
kt = 1,96 mm 

18,324 
157,6% 

19,987 
99,79% 0,917 2325,36 

308,7% 
80,334 
56,01% 

155,02 
474,1% 

BCP 300×106 
t = 2,35 mm 
kt = 0,470 mm 

17,985 
154,6% 

19,978 
99,74% 0,9002 1885,07 

250,3% 
59,007 
41,14% 

125,67 
384,3% 

BCP 300×106 
t = 1,38 mm 
kt = 4,140 mm 

18,753 
161,2% 

19,923 
99,47% 0,941 2962,91 

393,3% 
111,35 
77,64% 

197,5 
604,1% 

BCP 300×161 
t = 1,62 mm 
kt = 1,62 mm 

17,910 
154,0% 

19,996 
99,83% 0,896 2490,86 

330,7% 
232,66 
162,2% 

166,06 
507,9% 

BCP 300×161 
t = 2,05 mm 
kt = 0,410 mm 

17,383 
149,5% 

20,023 
99,97% 0,868 1963,84 

260,7% 
180,36 
125,8% 

130,92 
400,4% 

BCP 300×161 
t = 1,06 mm 
kt = 3,18 mm 

18,545 
159,5% 

19,910 
99,40% 0,931 3135,90 

416,3 
299,7 

208,9% 
209,1 

639,3% 

 
Как видно, расход конструкционного материала уменьшается, а геометрические (статические) ха-

рактеристики расчетного сечения нетто увеличиваются в плоскости максимальной жесткости и умень-
шаются в плоскости минимальной жесткости соразмерно сужению ширины трубчатых полок двутавро-
вого ГЗП оптимальной компоновки при неизменной высоте (𝑉 ൌ const). Продолжить оптимизационный 
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расчет можно применительно к двутавровым ГЗП с 𝑛 ൌ 𝑈/𝑉 ൌ 1/2,84 и трубчатыми полками из унифи-
цированных заготовок с размерами, оптимальными для швеллерных ГЗП. Очевидно, что полученные ре-
зультаты аналогичны предыдущим (табл. 4), однако степень снижения расчетных характеристик в плос-
кости минимальной жесткости уменьшилась из-за расширения трубчатых полок двутаврового ГЗП уни-
фицированной компоновки при неизменной высоте (𝑉 ൌ const). Завершить расчетные выкладки целесо-
образно для двутавровых ГЗП с теми же размерами ширины и высоты, что и у профиля базового объекта 
(𝑈 ൌ const и 𝑉 ൌ const). На этот раз материалоемкость двутавровых ГЗП также уменьшается, а геомет-
рические (статические) характеристики их расчетных сечений нетто увеличиваются как в плоскости мак-
симальной жесткости, так и минимальной.  

Заключение 
Расчетные параметры двутавровых ГЗП с трубчатыми полками из листового проката разных тол-

щин и основные результаты их оптимизации более наглядны на графиках в зависимости от отношения 
толщин их полок и стенки (рис. 12), где обозначения с единицей в индексе относятся к параметрам гну-
тозамкнутых двутавров, имеющих одинаковые размеры ширины и высоты: 𝑛 ൌ 𝑈/𝑉 ൌ 1/1. По оси ор-
динат для единиц измерений использованы обозначения площади сечения и толщины листовой полосы, 
подлежащей зигзагообразному резу на четыре заготовки: 𝐴 ൌ const, 𝑡 ൌ const.  

 

 
 

Рис. 12. Графики расчетных параметров двутавровых ГЗП в зависимости от отношения толщин их полок и стенки 
Figure 12. Graphs of the design parameters of I-shaped BCP in depending on the ratio of the thicknesses of their shelves and wall 
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Итоговые графики позволяют сделать некоторые выводы и обобщения.  
1. Двутавровый ГЗП с двойной стенкой и двумя трубчатыми полками из листовых заготовок раз-

ных толщин имеет составное сечение, момент сопротивления которого максимален при отношении раз-
меров ширины и высоты, изменяемом в зависимости от изменения отношения толщин его полок и стен-
ки. В частности, когда толщина полок в 2 раза больше толщины стенки, момент сопротивления максима-
лен при отношении размеров ширины и высоты 1/11 по средней линии расчетного сечения, а когда тол-
щина полок составляет 0,6 толщины стенки, момент сопротивления максимален при отношении разме-
ров ширины и высоты 1/3,3 по средней линии расчетного сечения. 

2. Если отношение размеров ширины и высоты двутаврового ГЗП составляет 1/1 по средней линии 
расчетного сечения, внутренние грани его стенки и полок имеют в разрезе форму круглого полукольца. 
Размерные параметры такого профиля обладают фиксированными значениями, при которых ширина 
равна радиусу, высота – диаметру полукольцевой грани, а абсолютные величина этих параметров зависят 
от отношения толщин его полок и стенки. Если развивать профиль в ширину при постоянной высоте, 
равной диаметру, то его двутавровое очертание трансформируется в Н-образное. В случае развития про-
филя по высоте при постоянной ширине, равной радиусу, увеличивается его сходство с прокатными и 
сварными двутаврами. 

3. При отношениях размеров ширины и высоты двутавровых ГЗП в пределах от 1/2,68 до 1/3 их со-
ставные сечения можно компоновать с использованием унифицированных заготовок, заимствованных у 
швеллерных ГЗП, оптимизированных на изгиб. Расчетные параметры таких двутавровых профилей при-
ближены к оптимальным параметрам наиболее грузоподъемных прокатных двутавров балочного типа. 

4. Двутавровые ГЗП с трубчатыми полками из листового проката равной и разных толщин по но-
вому техническому решению достаточно рациональны и эффективны. Их можно считать вполне пригод-
ными для использования в легких тонкостенных конструкциях зданий и сооружений. В частности, про-
слеживается определенная перспективность их дальнейших проработок применительно к стержням и балкам 
с перфорированными стенками, включая профили с плоскопараллельными полками. 
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 Abstract. The article discusses new kinematic surfaces that can be attributed to 
the class of surfaces of congruent cross sections. The surfaces of congruent cross 
sections were first identified in a separate class by Professor I.I. Kotov. Circular, 
elliptical and parabolic cylinders are taken as the guiding surfaces, and circles 
and parabolas are taken as generating plane curves, which can be located in the 
plane of the generating curve of the guiding cylinder or in a plane parallel to its 
longitudinal axis. The introduction of a new independent parameter helped to 
solve the set geometric problems. The analytical formulas are presented in gen-
eralized form, so the shape of the flat generatrix curve can be arbitrary. Two 
types of surfaces are considered: 1) when the local axes of the generating curves 
remain parallel during their movement; 2) when these axes rotate. The resulting 
surfaces can be of interest to architects, or can find application in machine-
building thin-walled structures or in the study of the trajectories of bodies during 
their oscillatory-translational motion. 

Keywords: computer aided design, pendulum type surface, surface of congruent 
cross sections, helical movement, kinematic surface, free form architecture 
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 Аннотация. Рассматриваются новые кинематические поверхности, которые 
можно отнести к классу поверхностей конгруэнтных сечений. Поверхности 
конгруэнтных сечений впервые были выделены в отдельный класс профес-
сором И.И. Котовым. В качестве направляющей поверхности принимаются 
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круговой, эллиптический и параболический цилиндры, а за образующие 
плоские кривые – окружности и параболы, которые могут быть расположе-
ны в плоскости образующей кривой направляющего цилиндра или в плос-
кости параллельной его продольной оси. Решению поставленных геомет-
рических задач помогло введение нового независимого параметра. Форму-
лы приведены в обобщенном виде, поэтому форма плоской образующей 
кривой может быть произвольной. Рассматриваются два типа поверхно-
стей: когда местные оси образующих кривых остаются параллельными при 
движении и когда они поворачиваются. Полученные поверхности могут 
быть интересны архитекторам, найти применение в машиностроительных 
тонкостенных конструкциях или при изучении траекторий движения тел 
при их колебательно-поступательном движении. 

Ключевые слова: компьютерное проектирование, поверхность маятнико-
вого типа, поверхность конгруэнтных сечений, винтовое движение, кине-
матическая поверхность, архитектура свободных форм 
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Introduction 
The surface of congruent cross sections is a surface that carries a continuous one-parameter family of plane 

lines [1]. Such a surface is obtained by movement of a flat line (generator). 
The selection of the surfaces under consideration in a separate class simplified the presentation of methods 

for constructing these surfaces by means of computer graphics and descriptive geometry of surfaces. The sim-
plest types of surfaces of congruent sections are surfaces of plane-parallel transfer relative to the projection plane. 
Surfaces of revolution can also be assigned to the class of surfaces of congruent sections [2]. Monge carved sur-
faces fit the definition of congruent section surfaces [3]. All cyclic surfaces with a generating circle of constant 
radius can be included in the class of surfaces of congruent sections [4]. Rotative surfaces are included in one of 
the groups of surfaces of congruent sections [5]. Ordinary helical surfaces are formed by the helical movement 
of any rigid line. Hence, they can be included in the class of surfaces of congruent cross sections on a circular 
cylinder [6]. Full information about all the surfaces listed above can be found in the encyclopedia [7]. 

Purpose of the study 
In this era of innovative ideas, the existing well-studied analytical surfaces are no longer sufficient for  

the implementation of the creative ideas of architects and engineers [8–10]. Architects and mechanical engineers 
require the creation and study of new shapes and surfaces described by analytical equations in order to introduce 
them into various branches of science and technology. Therefore, the authors had the idea to expand the class of 
surfaces of congruent cross sections adding surfaces of pendulum type on a circular cylinder with congruent cir-
cles [11]. The present paper will submit for consideration additional surfaces of congruent pendulum-type cross 
sections on circular, elliptical and parabolic cylinders. These surfaces, perhaps, will satisfy some of the archi-
tects’ needs in new forms and will allow mechanical engineers to study the process of oscillatory motion of  
bodies of the considered forms in space. 

Methodology of the study 
Methods of analytical and differential geometry are used to study the declared analytical surfaces. To vi- 

sualize these surfaces, the MathCad and AutoCad systems are used. For one family of plane coordinate lines of 
the surfaces under consideration, the rigid generating curves themselves are taken, and the other family of curvi-
linear coordinates is the trajectories of points of congruent generating curves [12]. 

Surfaces of congruent cross sections of pendulum type on a circular cylinder 

We assume that the center of a circle of constant radius r moves in the coordinate plane xOy along a fixed 
circle of radius R, and at the same time, it moves along the axis z (Figure 1). The cyclic surface with the paralle- 
lism plane xOy formed in such a way can be called a right circular helical surface on the cylinder (Figure 2). 
The parametric equations of this right circular surface on a cylinder were obtained in a paper [11]. 

Let's slightly change the conditions of the problem. Suppose that the generating circle lies in a plane which 
is parallel to the yOz coordinate plane (Figure 3). In this case, the parametric equations of the surface of congru-
ent cross sections of the pendulum type take the form 
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x = x(t) = Rsinα = Rsin(c + bsint), 

y = y(t, β) = Rcosα + rcosβ = Rcos (c + bsint) + rcosβ, 

z = z(t, β) = at + rsinβ.                                                                     (1) 

Here 

α = c + b sint,                                                                            (2) 

where α is the angle varying according to a given law (Figure 3); β is the central angle of the generatrix circle, 
which is measured from the y-axis towards the z-axis, 0 ≤ β ≤ 2π; t is a variable parameter; a is a constant that 
determines the length of the cyclic surface in the direction of the z axis; b is the amplitude of the sinusoid, ac-
cording to the law of which the angle α changes (Figure 3); с is a constant that determines the position of  
the sinusoid α = α(t) = с + bsint in the direction of the α axis.  

 

 
 

Figure 1. A method of forming 
of surface of congruent circular cross sections 

of pendulum type on circular cylinder 

 
Figure 2. A surface  
of congruent circular  

cross sections of pendulum type
on a circular cylinder 

 
Figure 3. A method of forming of surface  

of congruent cross sections of pendulum type  
on circular cylinder with constant circular generatrixes

which are disposed in the planes parallel  
to the yOz coordinate plane

   

 
Figure 4. A diagram of changing of the central angle α 

 
Figure 5. A surface of congruent cross sections 

of pendulum type on circular cylinder  
with the constant circular generatrixes  

which are disposed in the planes parallel  
to the yOz coordinate plane 

 
According to Figure 4 we have 

αmax = c + b, αmin = c – b.                                                               (3) 

In Figure 5 a cyclic surface with the plane of parallelism is shown. For this surface we have 

R = 3 м; r = 1 м; 0 ≤ β ≤ 2π; 0 ≤ t ≤ 3π. 

Let the angle α varies within the limits –π/4 ≤ α ≤ π/4, therefore, according to formulas (3), we have c = 0; 
b = π/4. If the surface’s length in the z direction is equal to 9 m + 2r, then 

z = at = a3π = 9 or a = 3/π [m]. 

π/2 π/2 π/2 
π/2 π/2 

π/2 

α 

t 

b 
c b 
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It can be seen from Figure 5 that the presented surface intersects itself in the area of the cross sections 
t = π/2 + nπ (n = 1, 2, …). 

Surfaces of congruent cross sections of pendulum type on an elliptical cylinder 

Let’s suppose that the center of a circle with constant radius r moves in the xOy plane along a fixed ellipse 
with R and simultaneously moves along the z-axis (Figure 6), where 

R = R(α) = pd/[p2sin2α + d2cos2α]1/2.                                                      (4)  

The cyclic surface formed in such a way with the xOy plane of parallelism can be called a right circular 
helical surface on an elliptical cylinder (Figure 7). 

The parametric equations of this right circular surface on an elliptical cylinder can be written as follows: 

x = x(t, β) = Rsinα + rsinβ = Rsin(c + bsint) + rsinβ, 

y = y(t, β) = Rcosα + rcosβ = Rcos(c + bsint) + rcosβ, 

z = z(t) = at,                                                                            (5) 

where R = R(α) is determined by a formula (4), angles α and β are shown in Figure 6, angle α is presented in  
the form (2), parameters b and c are shown in Figure 4, a is a constant that determines the length of the cyclic 
surface in the direction of the z axis. 

 

 
Figure 6. A method of forming surface of congruent circular 

cross sections of pendulum type on elliptical cylinder

 
Figure 7. A surface of congruent circular cross sections 

of pendulum type on an elliptical cylinder
  

 
Figure 8. A method of forming surface of congruent parabolic 

cross sections of pendulum type on circular cylinder
Figure 9. A surface of congruent parabolic cross sections 

of pendulum type on a circular cylinder
 
Let the angle α varies within the limits –π/4 ≤ α ≤ π/4, therefore, according to formulas (3) we have c = 0; 

b = π/4. Let us take the length of the surface in the direction of the z-axis equal to 6 m, therefore z = at = a3π = 6 
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or a = 2/π [m]. We shall take an elliptical cylinder with p = 4 m, d = 3 m, and r = 1 m as an example. The sur-
face with the accepted geometric parameters is shown in Figure 7. 

In an article [11], it is studied the surface formed by a parabola 

Y = h – (h / l 

2) X 
2,                                                                         (6) 

which moves along a fixed circle of radius R and simultaneously moves along the z-axis (Figure 8).  
As a result, the surface of congruent parabolic cross sections of the pendulum type on a circular cylinder 

was obtained (Figure 9).  
If we take an elliptical cylinder with R (Figure 10), determined by a formula (4), instead of a circular cy- 

linder with R = const, then we obtain a surface of congruent parabolic cross sections of pendulum type on  
an elliptical cylinder.  

 

 
Figure 10. A method of forming of surface of congruent parabolic

cross sections of pendulum type on elliptical cylinder

 
Figure 11. A surface of congruent parabolic cross sections 

of pendulum type on an elliptical cylinder
 
The parametric equations of this surface with the plane of parallelism xOy on an elliptical cylinder can be 

written as 

x = x(t,X) = Rsinα + X = Rsin(c + bsint) + X, 

y = y(t, X) = Rcosα + Y = Rcos(c + bsint) + Y, 

z = z(t) = at,                                                                             (7) 

where R = R (α) is determined by a formula (4), the angle α is shown in Figure 10, the angle α is presented in  
the form (2), parameters b and c are shown in Figure 4, a is a constant that determines the length of the cyclic 
surface in the direction of the z axis. 

Let the angle α varies within the limits –π/4 ≤ α ≤ π/4, therefore, according to formulas (3), one can obtain 
c = 0; b = π/4. Let us assume the length of the surface in the direction of the z-axis to be 9 m, therefore,  
z = at = a3π = 9 or a = 3/π [m]. For this example, we take an elliptical cylinder with p = 4 m, d = 3 m,  
and l = 1 m, h = 2 m. The surface with the accepted geometric parameters is shown in Figure 11. 

Surfaces of congruent cross sections of pendulum type on a parabolic cylinder 

Let there be a square parabola in the cross section of a parabolic cylinder (Figure 12) 

y = H – (H / L2)x2,                                                                       (8) 

and another parabola performs oscillatory motion along this parabola with simultaneous movement along  
the cylinder’s axis Oz 

Y = h – (h / l 
2)X 

2.                                                                       (9) 
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The geometric parameters of both parabolas are shown in Figure 12. In addition, we obtain 

𝑥 ൌ 𝑥ሺ∝ሻ ൌ െ
௅మ

ଶு୲ୟ୬∝
ቆ1 െ ට1 ൅ 4

ுమ

௅మ tanଶ ∝ቇ,                                               (10) 

𝑅 ൌ 𝑅ሺ𝑥ሻ ൌ ට𝑥ଶ ൅
ுమ

௅ర ሺ𝐿ଶ െ 𝑥ଶሻଶ,                                                         (11) 

tanα ൌ
𝑥
𝑦

ൌ
𝑥𝐿ଶ
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sin ∝ൌ  
𝑥
𝑅

ൌ
𝑥

ට𝑥ଶ ൅
𝐻ଶ

𝐿ସ ሺ𝐿ଶ െ 𝑥ଶሻଶ

, 

cos ∝ൌ
𝑦
𝑅

ൌ
𝐻ሺ𝐿ଶ െ 𝑥ଶሻ

𝐿ଶට𝑥ଶ ൅
𝐻ଶ

𝐿ସ ሺ𝐿ଶ െ 𝑥ଶሻଶ

.  

 

 
Figure 12. A method of forming surface of congruent parabolic cross sections of pendulum type on parabolic cylinder

  

 

 
Figure 13. A surface of congruent parabolic cross sections of pendulum type on a parabolic cylinder 

R(α) 
α 

y 

x О 
L – L 

H 

h 

Х 

  У 

l 

T 



Кривошапко С.Н., Шамбина С.Л. Строительная механика инженерных конструкций и сооружений. 2021. Т. 17. № 2. С. 165–174 
 

 

ТЕОРИЯ ТОНКИХ УПРУГИХ ОБОЛОЧЕК  171 

Now we can write the parametric equations of the sought-for surface: 

x = x(t, X) = R(α)sinα + X = R(t)sin(с + bsint) + X, 

y = y(t, X) = R(α)cosα + Y = R(t)cos(с + bsint) + h – (h / l 

2)X 
2, 

z = z(t) = at.                                                                        (12) 

We have α = c + bsint, but αmax = c + b = π/2, αmin = c – b = –π/2, that is, c = 0, b = π/2.  
Substituting x = x(α) from the formula (10) into the expression for R = R(x), we obtain R = R(α). And ta- 

king into account the dependence (2), we obtain R = R(t). However, the given parametric equations (12) can be 
applied in the interval –π/2 < α < π/2, excluding the point α = 0. Some uncertainty appears in the formula (10) at 
the points α = 0 and α = ±π/2 if we use computer counting. This uncertainty can be avoided when we use manual 
counting. 

When using a computer calculation, it is better to use the parametric equations of the desired surface in  
the form 

x = x(t, X) = Lsinβ + X = Lsin(с + bsint) + X, 

y = y(t, X) = H – Hsin2β + Y = H – Hsin2(с + bsint) + h – (h/l 

2)X 
2, 

z = z(t) = at,                                                                         (13) 

where the angle β is related to the angle α (which is shown in Figure 12) in the following way:  

sinα = (L/R)sinβ. 

It is obvious that if β = 0, then α = 0, but if β = π/2, then x = L. According to the formula (11), R = L  
and then α = π/2. 

We have β = c + bsint, but βmax = c + b = π/2, βmin = c – b = –π/2, that is, c = 0, b = π/2. 
Figure 13 shows a parabolic surface of a pendulum type on a parabolic cylinder. This surface is given by 

parametric equations (13) and has the following geometric parameters: –π/2 ≤ α ≤ π/2, the same for β, –l ≤ X ≤ l,  
l = 1 m, L = 4 m, H = 4 m, h = 2 m. 

The surface length is 12 m = zmax = a3π, that is a = 12/(3π) = 4/π [m]. 

Research results 
Before the work of I.I. Kotov [1] was published, there was no definition of surfaces of congruent cross 

sections. These and some other surfaces, formed by the motion of a rigid curve, were included in the class of 
kinematic surfaces [13]. The authors followed the Kotov’s method and have obtained for the first time the para-
metric equations of 5 surfaces with the congruent cross sections of pendulum type on circular, elliptic and para-
bolic cylinders, which can find application in technology and in architecture of free forms. A new subclass of 
surfaces of congruent sections of pendulum type on non-circular cylinders is introduced for the first time. 

Most surfaces’ formulas are presented in a generalized form, which makes it possible to expand the types 
of possible cylindrical guide surfaces and types of plane congruent curves. By changing the constants contained 
in the parametric equations of the surfaces under consideration, it is possible to visualize a whole set of surfaces 
defined by the same equation. The central angle of the guiding cylindrical surface is taken as one independent 
parameter in the parametric equations. The solution of the set geometric problems was helped by the introduction 
of a new independent parameter t, introduced by formula (2). 

All the analytic surfaces considered in the presented article have so far been unknown to geometers,  
as well as their parametric equations. 

All the equations obtained for the new surfaces of congruent sections on cylinders are verified using spe-
cific numerical examples. All surfaces in the article were constructed using the computer complex MathCad and 
AutoCad based on the Bank of Surfaces and Curves created at the Engineering Academy of the Peoples’ Friend-
ship University of Russia [14]. 
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Discussion 
Suggestions and recommendations for the use of congruent section surfaces 

As mentioned earlier in the introduction, the selection of surfaces of congruent sections into a separate 
class helped to simplify the presentation of methods for constructing surfaces with a plane rigid generatrix.  
The surfaces presented may be of interest to architects, or can find application in machine-building thin-walled 
structures or in the study of trajectories of motion of bodies during their oscillatory-translational motion. 

Some architects suggest using these surfaces in freeform architecture. The method of forming surfaces of 
congruent sections (profiles) makes it possible to actively use the methods of computer modeling in the creation 
and variant selection of the corresponding forms of structures and structures [15]. 

The article [16] also supports the idea of using congruent section surfaces in free-form architecture. Some-
times their application is caused by the need to solve structural and geometric problems. Sometimes the final 
choice is influenced by the lower cost of the project. But, in general, structures in the form of surfaces of congru-
ent sections remain in the form of concept projects [16]. 

Free-form architecture contains many problems of a geometric nature that need to be solved, but their so-
lution will create new opportunities for optimizing architectural designs in practice [10]. In solving some geo-
metric problems, surfaces of congruent sections can help. 

Several surfaces of congruent sections can be easily docked with each other and get a new innovative 
shape of the structure [13]. If you dock the two surfaces shown in Figure 5, you can create a new object for  
the Pivot Forms architecture (Figure 14). 

 

 
Figure 14. The computer models of the two joined cyclic surfaces of congruent circular sections of pendulum type

 
Curves of the second order are mainly used as movable generators of rigid plane curves [6–8; 13],  

but in some cases the necessity requires the use of more complex curves [13; 15; 17]. 

Conclusion 
In the encyclopedia [7] it is shown that at the present time more than 600 analytical surfaces have been 

studied and proposed for use, which are grouped into 38 classes. Over the past decade, new analytical surfaces 
have emerged that are not included in the encyclopedia, but researchers of these surfaces are confident that they 
will be needed by engineers and architects. The authors are also sure of this, proposing for consideration new 
shapes of surfaces of congruent plane sections moving along a given circular, elliptical and parabolic cylinder 
along guiding sinusoidal curves lying on these cylinders. Circles, ellipses and parabolas are taken as rigid gene- 
rating curves. Taking into account the results presented in their previous published work [11], the authors intro-
duced 9 new surfaces of congruent sections on cylinders. In the future, it may be necessary to use other congru-
ent curves, which is easy to implement using the materials of this article. 

The geometry of surfaces with congruent curves was studied in works of M. Carmelo and M. Biagio [18], 
V.N. Ivanov [19], and S.N. Krivoshapko [20]. But they used a different, other than the authors, approach to  
the formulation and solution of selected geometric problems. 
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 Аннотация. Актуальность. Балочные клетки наиболее распространенный 
тип перекрытий рабочих площадок зданий и сооружений. По результатам 
критического анализа существующих методов расчета и компоновки раз-
меров балочных клеток установлено отсутствие четких рекомендации по 
рациональной области выбора размеров балочных клеток в зависимости от 
поверхностной нагрузки. Цель исследования – представить области рацио-
нальной работы стальных прокатных балок, закрепленных от потери 
устойчивости, исходя из требований расчета по методу предельных состо-
яний. Методы. Поставленные в работе задачи, направленные на достиже-
ния цели исследования, решены аналитическими методами, опираясь на 
основные закономерности строительной механики и существующие зна-
ния о действительной работе стальных прокатных балок под нагрузкой. 
Для построения основных зависимостей, представленных на номограммах, 
применены методы математической статистики. Результаты. Определены 
области рациональной работы стальных прокатных балок, закрепленных от 
потери устойчивости. Область рациональной работы балок представлена в 
виде номограмм, позволяющих на стадии проектирования применить 
ячейку балочной клетки максимальных размеров. В качестве критерия 
рационализации выбран критерий одновременного удовлетворения приня-
того сечения балки требованиям двух групп предельных состояний с ми-
нимальными запасами. Предложен уточненный алгоритм компоновки ба-
лочных клеток и уточненная методика расчета сечения прокатных балок, 
позволяющие компоновать размеры балочной клетки с минимальным 
расходом стали. Обосновано увеличение габаритных размеров ячеек рабо-
чих площадок. 

Ключевые слова: стальные прокатные балки, методика расчета, рациона-
лизация, сортамент прокатных профилей, предельное состояние, несущая 
способность, жесткость 
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 Abstract. Relevance. Beam cages are the most common type of floor covering 
for working areas of buildings and structures. Based on the results of a critical 
analysis of the existing methods for calculating and arranging the dimensions of 
beam cells, it was established that there are no clear recommendations on 
the rational range of selection of the sizes of beam cells depending on the sur-
face load. The purpose of the study is to present the areas of rational operation 
of steel rolling beams, secured against buckling, based on the requirements 
of the calculation by the method of limit states. Methods. The tasks set in 
the work, aimed at achieving the research goal, are solved by analytical methods, 
relying on the basic laws of structural mechanics and existing knowledge about 
the actual operation of steel rolling beams under load. Methods of mathematical 
statistics were used to construct the main dependencies presented on the nomo-
grams. Results. Areas of rational operation of steel rolling beams, secured 
against curvatures, are determined. The area of rational operation of beams is 
presented in the form of nomograms, which allow at the design stage to use 
a beam cell of maximum dimensions. As a criterion for rationalization, the crite-
rion of the simultaneous satisfaction of the accepted section of the beam with 
the requirements of two groups of limiting states with minimum reserves was 
chosen. A refined algorithm for the layout of the beam cages and a refined me-
thod for calculating the cross-section of rolled beams are proposed, which make 
it possible to arrange the dimensions of the beam cage with a minimum steel 
consumption. The increase in the overall dimensions of the cells of the working 
platforms is substantiated. 

Keywords: steel rolled beams, calculation methodology, rationalization, range 
of rolled profiles, limit state design, bearing capacity, stiffness 
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Введение 
Балка – самый простой и наиболее распространенный конструктивный элемент зданий и сооружений. 
А.В. Перельмутером подчеркнуто, что двутавровое сечение стало символом строительной отрасли [1]. 

Оптимизация двутавровых балок различной конфигурации и распространенных типов продолжается в ра-
ботах современных ученых. 

В статье О.С. Горячевского [2] выполнена оптимизация геометрических параметров развитых дву-
тавров с перфорированной стенкой с целью повышения их несущей способности. Оптимизации состав-
ных балок посвящена работа [3]. 

Отдельными учеными исследуется работа балок при различных нетиповых схемах устройства пе-
рекрытий. В работе Н.Н. Демидова [4] исследована работа системы перекрестных стальных балок, рас-
положенных в двух ортогональных направлениях. 

Обоснование необходимости применения широкополочных двутавров в строительстве для устрой-
ства перекрытий с малой строительной высотой выполнено разработчиками ГОСТ Р 57837–2017 «Дву-
тавры стальные горячекатаные с параллельными гранями полок. Технические условия» в статье [5]. 

Обоснование экономической эффективности применения прокатных профилей в стальных мало-
этажных зданиях выполнено А.Р. Тусниным [6]. 
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Альтернативной является работа Т.Х. Гебре [7], в которой предложены номограммы применимости 
различных прокатных профилей. Отметим, что, согласно представленным в ней данным, невозможно ус- 
тановить область рационального применения балок. 

Применимость балок, выполненных по зарубежным стандартам, приведена в соответствующих ру-
ководствах по расчету и проектированию [8–15]. 

Исследованию работы стальных балок различных конструктивных решений посвящено значитель-
ное число трудов корифеев в области стального строительства. 

Анализируя работу балок под нагрузкой, отдельно следует выделить работы Н.С. Стрелецкого [16], 
который внес огромный вклад в развитие расчета по предельным состояниям, определив дальнейшее раз- 
витие отрасли стального строительства. Однако основное внимание при подборе балки в его книгах уде-
ляется проверке по прочности и только в дальнейших расчетах производится проверка по жесткости. 
Подобную методику расчета можно увидеть в работах преобладающего числа авторов в области отече-
ственного стального строительства. 

Если говорить об устоявшейся практике отечественной школы стального строительства, основные 
критерии оценки экономичности прокатных профилей приведены в первом томе справочника проекти-
ровщика, разработанного коллективом авторов ЦНИИпроектстальконструкция имени Н.П. Мельникова 
под редакцией В.В. Кузнецова [17]. 

Проведен анализ научно-технической литературы и актуальных на момент написания данной пуб-
ликации нормативных документов различных стран мира, в которых используется или частично внедрен 
в методики расчет по предельным состояниям; области рационального применения стальных балок в 
удобном для применения инженером виде представлены в первой части Руководства по подбору сечений 
элементов строительных стальных конструкций [18]. Следует отметить, что сортамент ГОСТ 26020 
«Двутавры стальные горячекатаные с параллельными гранями полок» (стандарт не действует на терри-
тории Российской Федерации) выведен из применения, таблицы выбора сечений для актуальных сорта-
ментов в справочной литературе не представлены. На текущий момент, по нашему мнению, более удоб-
ным способом выбора сечения профилей является организованный не по нормативным и расчетным уси-
лиям, а по нормативному и расчетному значению обобщенной нагрузки. 

Подобный подход в методике расчета можно увидеть и у авторов из США. Например, в книгах А. Уиль-
ямса [9] и У.Т. Сегуи [8]. Указанные монографии является пособиями для американских инженеров. В них 
также описывается подбор сечения в первую очередь по первому предельному состоянию и только в после-
дующем рекомендуется выполнять проверку по требованиям второго предельного состояния. 

Данный подход наблюдается и в европейских документах и работах отдельных авторов, например 
Н. Субраманиана [10] и Р. Киндманна, М. Крауса [11]. 

Применение того или иного типа балок определяется условиями эксплуатации и характером дей-
ствующих нагрузок. 

Конструкция существующих в практике строительства балок, как правило, оптимизирована либо 
по критерию обеспечения несущей способности стенки, либо по критерию обеспечения несущей способ-
ности полок. 

В задании на проектирование стальных этажерок исходными данными являются габаритные раз-
меры типовой ячейки балочной клетки, которые устанавливаются технологом или архитектором (рис. 1), 
условия (среда) эксплуатации и поверхностная нагрузка от размещаемого оборудования или складируе-
мых материалов. 

Балки настила и второстепенные балки в подавляющем большинстве случаев применяются про-
катными, с сечением швеллерного (по ГОСТ 8240–97 «Швеллеры стальные горячекатаные») или двутав-
рового (по ГОСТ Р 57837–2017 «Двутавры стальные горячекатаные с параллельными гранями полок. 
Технические условия») типа. 

Следует отметить, что общие рекомендации по компоновке балочных клеток изначально изложены в 
учебнике «Стальные конструкции» под общей редакцией Н.С. Стрелецкого в п. 2 «Основные размеры ба-
лочной клетки», в пп. «Расстояние между балками». В нем также указывалось, что «мы подбираем рацио-
нальное сечение продольной балки высотой, не меньшей минимальной высоты по жесткости, и определяем 
то расстояние между балками, при котором это сечение будет полностью использовано». 

К сожалению, приведенная в многочисленных рекомендациях, методических указаниях по проек-
тированию балочных конструкций для студентов и инженеров составленная методика расчета прокатных 
балок практически не реализовала общие рекомендации классиков в области стального строительства. 
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Существующая методика расчета сечения прокатных балок, отраженная в работах таких ученых в 
области стального строительства, как Е.И. Беленя, К.К. Муханов, включает в себя следующие этапы: 

– анализ исходных данных, назначение материалов конструкций и соединений; 
– расчет шага балок настила в зависимости от примененного типа и материала настила; 
– подбор сечения балки исходя из обеспечения требований первой группы предельных состояний; 
– проверка принятого сечения по требованиям первой группы предельных состояний (I ГПС); 
– проверка соответствия принятого сечения требованиям второй группы предельных состояний (II ГПС). 
Недостатками устоявшегося подхода являются: 
1) наличие в практике расчетов существенной разницы между запасами несущей способности и за-

пасами жесткости балок; 
2) уход от регулирования сечения и пролета балки в зависимости от погонной нагрузки (в частно-

сти, при назначении шага второстепенных балок в усложненном типе балочных клеток); отсутствие чет-
кой информации об области рациональных параметров работы балок с наиболее распространенными ти-
пами сечений. 

Работы по совершенствованию методов расчета и конструктивной формы стальных балок непре-
рывно продолжаются в исследованиях современных ученых [19–30]. 

Вопросам оценки сходимости результатов численных и аналитических расчетов балок посвящены 
труды А.С. Крылова [31] и коллектива зарубежных авторов [32]. 

Работа стальных изгибаемых стержневых элементов под действием статических нагрузок рассмот-
рена в [33–40]. 

Цель данной работы состоит в представлении области рациональной работы стальных прокатных 
балок, закрепленных от потери устойчивости, исходя из требований расчета по методу предельных со-
стояний. 

Для достижения поставленной цели решены следующие задачи: 
– предложен уточненный алгоритм компоновки балочной клетки и уточненная методика расчета 

сечения прокатных балок; 
– создан аналитический расчетный блок, позволяющий выполнять расчет значительных массивов 

данных сортаментов стального проката; 
– определены области рациональной работы прокатных балок наиболее распространенных типов 

сечений по определяющим критериям рационализации; 
– даны рекомендации по внедрению в практику строительства.  
Объектом исследования являются стальные прокатные балки с сечением из швеллера и двутавра, 

закрепленные от потери устойчивости. 
Предметом исследования являются изменение напряженно-деформированного состояния сталь-

ных балок прокатного сечения, закрепленных от потери устойчивости, а также область их рациональ-
ной работы. 

Материалы и методы 

Поставленные в работе задачи, направленные на достижения цели исследования, решены аналити-
ческими методами, опираясь на основные закономерности строительной механики и существующие зна-
ния о действительной работе стальных прокатных балок под нагрузкой. Для построения основных зави-
симостей, представленных на номограммах, применены методы математической статистики. 

Использование устоявшегося подхода в расчете балок настила и второстепенных балок, выполнен-
ных с применением прокатных профилей, приводит к нерациональному расходованию стали и заниже-
нию рациональных габаритных размеров, способных перекрывать стальными балочными клетками. 

Предлагаемая усовершенствованная методика расчета представлена на рис. 2. В соответствии с 
предложенным алгоритмом, окончательным принимается большее из сечений, подобранное по требова-
ниям расчетных критериев первого и второго предельных состояний. 

Исходной информацией для разработки областей применимости актуальных прокатных профилей 
в качестве балок рабочих площадок являются номограммы выбора сечений. 



Голиков А.В., Веремеев Д.В. Строительная механика инженерных конструкций и сооружений. 2021. Т. 17. № 2. С. 175–187 
 

 

ТЕОРИЯ УПРУГОСТИ  179 

а б 
 

Рис. 1. Типовые ячейки балочных клеток нормального типа (а) и усложненного типа (б): 
БН – балки настила; БВ – второстепенные балки; БГ – главные балки; К – колонны;  

а – шаг балок настила; l – пролет балок настила; b – полет второстепенных балок; L – пролет главных балок 
Figure 1. Typical cells of bar cells of normal type (a) and complicated type (б): 

БН – floor beams; БВ – secondary beams; БГ – main beams; К – columns;  
а – the pitch of the flooring beams; l – span of deck beams; b – span of secondary beams; L – span of main beams 

 
Результаты: 

оценка области рациональной работы прокатных балок  

Опираясь на предложенный алгоритм разработан расчетный блок и выполнена серия аналитиче-
ских расчетов, результатом которых стали области рациональной работы балок, выполненных сечением 
по актуальным на момент написания статьи сортаментам – швеллер по ГОСТ 8240–97 «Швеллеры сталь-
ные горячекатаные» и двутавры нормальные и широкополочные по ГОСТ Р 57837–2017 «Двутавры 
стальные горячекатаные с параллельными гранями полок. Технические условия». Графики выбора сече-
ний балок представлены на рис. 3–5. 

На рис. 3 представлены сведения о распределении области выбора сечения балок сечением из про-
катных швеллеров по ГОСТ 8240–97. Рациональной областью работы балок является область, находяща-
яся между двумя линиями.  

На примере 1 показан порядок выбора рациональных размеров балки. 
Пример 1. На основании представленных исходных данных и по результатам выбора шага балок 

установлено, что нормативное значение нагрузки на балку составляет qn = 12,5 кН/м, а расчетное – 
q = 15,0 кН/м. 

По данным номограммы рис. 3: 
– по критерию требований первой ГПС рекомендовано сечение из швеллера № 33П, рекомендуе-

мый пролет балки составляет 7,5 м; 
– по критерию требований второй ГПС рекомендовано сечение из швеллера № 30П, рекомендуе-

мый пролет балки составляет 6,8 м; 
– пролет балки – принимаем среднее значение, равное 7,15 м, сечение – принимаем наибольшее из 

рекомендуемых – швеллер № 33П. 
Примечательно, что для исходной погонной нагрузки пролеты балки, не выбранные, а назначенные 

значениями, выходящими за пределы рациональной области работы балок данного типа сечений, дают 
сечения с существенным запасом по одному из критериев выбора. 

Подобные номограммы разработаны для нормальных (рис. 4) и широкополочных (рис. 5) двутав-
ров, выполненных по ГОСТ Р 57837–2017. 



Golikov A.V., Veremeev D.V. Structural Mechanics of Engineering Constructions and Buildings. 2021;17(2):175–187 
 

 

180   THEORY OF ELASTICITY 

 
 

Рис. 2. Усовершенствованная методика расчета прокатных балок: 
ГБ – главная балка; ГПС – группа предельных состояний 

Figure 2. Improved calculation method for rolled beams: 
GB – main beams; LSG – limit state group 
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Рис. 3. Области работы и выбора балок с сечениями из швеллера по ГОСТ 8240–97 
Figure 3. Areas of work and selection of beams with sections from a channel according to GOST 8240–97 

(LSG – limit state group) 
 
Предлагаемый подход в выборе габаритных размеров ячеек балочных клеток применим в практике 

строительства, так как значительное число балочных клеток применяется с постоянным шагом балок 
настила и эксплуатируется при равномерно распределенных поверхностных нагрузках. 

Погонная нагрузка, приведенная в номограммах, учитывает вес настила и равномерно распреде-
ленную поверхностную технологическую нагрузку на рабочую площадку. 

Применение рациональных сечений балок достигается подбором близких требуемых сечений по 
требованиям обоих групп предельных состояний посредством регулирования входных данных при про-
ектировании – варьированием шириной балочной клетки и шагом балок настила. 

 

 
 

Рис. 4. Область работы и выбора балок с сечениями из нормального двутавра по ГОСТ Р 57837–2017 
Figure 4. Scope of work and selection of beams with sections from a normal I-beam in accordance with GOST R 57837–2017 

(LSG – limit state group) 

LSG

LSG 

LSG

шв. 10П

LSG 

LSG 
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Рис. 5. Область работы и выбора балок с сечениями из широкополочного двутавра по ГОСТ Р 57837–2017 
Figure 5. Scope of work and selection of beams with cross-sections from a wide-flange I-beam in accordance with GOST R 57837–2017 

(LSG – limit state group) 
 
Критерием рационализации является сечение балки, одновременно удовлетворяющее требованиям 

двух предельных состояний с минимальным запасом определяющего параметра (напряжение и прогиб). 
Рациональной считается балка, пролет, грузовая ширина (как правило, шаг балок) и сечение кото-

рой приняты в зависимости от значения поверхностной равномерно распределенной нагрузки (так назы-
ваемой полезной, или технологической) по критерию одновременного удовлетворения расчетных крите-
риев предельных состояний с минимальным запасом по каждому критерию. 

Графически рациональная область работы балок заключена в промежутке между верхним и ниж-
ним графиком на рис. 3–5. Для попадания в рациональную область можно варьировать исходными пара-
метрами – длиной балки и погонной нагрузкой (зависит от шага балок). Если на стадии проектирования 
пролет балки или погонная нагрузка назначаются отличными от рекомендуемой области, балка будет 
эксплуатироваться с существенным запасом по одному из критериев предельных состояний (либо по не-
сущей способности, либо по жесткости). 

Сечения балок, назначенные с использованием предложенного подхода, являются рациональными 
по критерию удовлетворения требований несущей способности и, как следствие, наиболее экономичны-
ми по критерию минимального расхода стали. 

Обсуждение: 
рекомендации по внедрению в практику строительства 

Соблюдение условий одновременной реализации требований предельных состояний в качестве 
определяющего критерия при назначении длины балки позволяет увеличить длину применяемых балок  
и тем самым увеличить ширину ячеек рабочих площадок. 

Предлагаемый подход к компоновке типовых ячеек балочных клеток может быть применен как 
технологами при назначении габаритных размеров рабочих площадок, так и конструктором при назначе-
нии конструктивных решений балочной клетки. 

Представленные в статье номограммы рациональной области функционирования стальных прокат-
ных балок, работающих по однопролетной схеме, могут быть рекомендованы в качестве приложения по 
выбору сечений к сортаментам стального проката: швеллеров стальных горячекатаных по ГОСТ 8240–97  
и двутавров стальных горячекатаных с параллельными гранями полок по ГОСТ Р 57837–2017. 

Ниже предложены номограммы для выбора сечений балок по актуальным на момент написания 
статьи сортаментам.  

LSG 

LSG 
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Представленные номограммы применимы для балок, выполненных из малоуглеродистых сталей. 
Номограммами выбора сечения прокатных балок следует пользоваться попарно: 
– при выборе сечения балок с применением швеллеров стальных горячекатаные по ГОСТ 8240–97 – 

рис. 6 и 7; 
– при выборе балок с применением сечения из нормального двутавра по ГОСТ Р 57837–2017 – рис. 8 и 9; 
– при выборе балок с применением сечения из широкополочного двутавра по ГОСТ Р 57837–2017 – 

рис. 10 и 11. 
На примере 2 показан алгоритм выбора прокатной балки по данным рис. 6–11. 
Пример 2. На основании представленных исходных данных и по результатам выбора шага балок 

установлено, что нормативное значение нагрузки на балку составляет qn = 30,0 кН/м, а расчетное –  
q = 36,0 кН/м. Определим по номограммам, какое рекомендуется применить сечение при пролете балки  
l = 12,0 м. 

Анализ представленных ниже номограмм позволяет установить, что наиболее применимым по зна-
чению действующей нагрузки будет сечение, выполненное по ГОСТ Р 57837–2017. 

Номограммы выбора сечения балок с применением швеллеров стальных горячекатаных по ГОСТ 8240–97 

 
 

Рис. 6. Номограмма выбора сечения балок из швеллера по ГОСТ 8240–97 по критерию требуемого момента сопротивления 
Figure 6. Nomogram for selecting the cross-section of beams from a channel in accordance with GOST 8240–97 

according to the criterion of the required moment of resistance 
 

 
 

Рис. 7. Номограмма выбора сечения балок из швеллера по ГОСТ 8240–97 по критерию требуемого момента инерции 
Figure 7. Nomogram for selecting the cross-section of beams from a channel according to GOST 8240–97 

according to the criterion of the required moment of inertia 
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Номограммы выбора сечения балок с применением нормального двутавра по ГОСТ Р 57837–2017 

 
 

Рис. 8. Номограмма выбора балок сечением из нормального двутавра по ГОСТ Р 57837–2017 
по критерию требуемого момента сопротивления 

Figure 8. Nomogram for the selection of beams with a section from a normal I-beam in accordance with GOST R 57837–2017 
according to the criterion of the required moment of resistance 

 

 
 

Рис. 9. Номограмма выбора балок сечением из нормального двутавра по ГОСТ Р 57837–2017 по критерию требуемого момента инерции 
Figure 9. Nomogram for the selection of beams with a section from a normal I-beam in accordance with GOST R 57837–2017 

according to the criterion of the required moment of inertia 
 

Определим требуемое сечение из нормального двутавра: 
– по данным номограммы рис. 8 по критерию требований первой ГПС рекомендовано сечение из 

нормального двутавра 70 Б1; 
– по данным номограммы рис. 9 по критерию требований второй ГПС рекомендовано сечение из 

нормального двутавра 60 Б1. 
Принимаем сечение из нормального двутавра 70 Б1 с погонным весом 129,3 кг/м. 
Определим требуемое сечение из широкополочного двутавра: 
– по данным номограммы рис. 10 по критерию требований первой ГПС рекомендовано сечение из 

нормального двутавра 40 Ш6; 
– по данным номограммы рис. 11 по критерию требований второй ГПС рекомендовано сечение из 

нормального двутавра 40 Ш5. 
Принимаем сечение из широкополочного двутавра 40 Ш6 с погонным весом 238,1 кг/м. 
Окончательно принимаем сечение из нормального двутавра 70 Б1. 
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Номограммы выбора сечения балок с применением широкополочного двутавра по ГОСТ Р 57837-2017 

 
 

Рис. 10. Номограмма выбора балок сечением из широкополочного двутавра по ГОСТ Р 57837–2017 
по критерию требуемого момента сопротивления 

Figure 10. Nomogram for the selection of beams with a cross-section from a wide-flange I-beam  
in accordance with GOST R 57837–2017 according to the criterion of the required moment of resistance 

 

 
 

Рис. 11. Номограмма выбора сечения балок сечением из широкополочного двутавра по ГОСТ Р 57837–2017  
по критерию требуемого момента инерции 

Figure 11. Nomogram for the selection of the cross-section of beams with a cross-section of a wide-flange I-beam 
in accordance with GOST R 57837–2017 according to the criterion of the required moment of inertia 
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Заключение 
По результатам серии расчетов определены области рациональной работы стальных прокатных ба-

лок, закрепленных от потери устойчивости, для актуальных на момент написания статьи сортаментов 
(ГОСТ 8240–97 и ГОСТ Р 57837–2017), исходя из требований расчета по методу предельных состояний. 

Предложены уточненный алгоритм компоновки балочных клеток и уточненная методика расчета 
сечения прокатных балок, позволяющие компоновать размеры балочной клетки с минимальным расхо-
дом стали, и обосновано увеличение габаритных размеров ячеек рабочих площадок. 

Уточненный алгоритм компоновки балочных клеток заключается в том, что для применения раци-
онального сечения прокатных балок настила следует варьировать шагом балок (без необходимости из-
менения исходных размеров типовой ячейки балочной клетки) или корректировать длину балок (при этом 
необходимо изменить один из исходных размеров типовой ячейки балочной клетки, например, для нор-
мального варианта – это шаг главных балок). 

Полученные данные могут быть рекомендованы в качестве приложений по выбору сечений к акту-
альным на момент публикации статьи сортаментам стального проката. 
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 Abstract. Building Information Modeling (BIM), in the last couple of decades, 
has emerged as a technology that can be used in combination with different 
methodologies in the fields of architecture, engineering, and construction indus-
try as a digital model to facilitate the planning and design process, construction 
and maintenance. Using the tools of BIM, the stakeholders generate the digital 
models that can help them to identify the problems. A total of 24 conference 
papers, referenced journal articles, and other academic sources were analyzed 
based on their relevance and research focus areas. This article provides a review 
on the integration of building information modeling with different methodolo-
gies for seismic retrofitting of both structural and non-structural components of 
buildings. Pre-seismic and post-seismic applications of Building Information 
Modeling with the integration of different methodologies have been reviewed 
overbuilding life cycles with a view of addressing the challenges and recom-
mending the future research perspectives. In the end, by stating the possibilities 
of integration of BIM tools with different methodologies mainly using Perfor-
mance-Based Earthquake Engineering as a paradigm which is fully probabilistic, 
this paper concludes that the implication of the Building Information Modeling 
with the integration of different methodologies isn’t merely the inclusion of 
the certain conditions, but also of the numerical integration of all the possible 
uncertainties. 

Keywords: Architecture, Engineering & Construction Collection, Building In-
formation Modelling, seismic retrofitting, building life cycle, project cost esti-
mating, building maintenance cost optimization 
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  Аннотация. В последние несколько десятилетий появилась технология ин-
формационного моделирования зданий (BIM), которая может использо-
ваться в сочетании с различными методологиями в области архитектуры,
проектирования и строительства в качестве цифровой модели для облегче-
ния процесса планирования и проектирования, строительства и техниче-
ского обслуживания. Используя инструменты, заинтересованные стороны 
генерируют цифровые модели, способствующие определению проблемы. 
Опираясь на актуальность и направление исследований были проанализи-
рованы в общей сложности 24 доклада конференций, ссылки на журнальные 
статьи и другие академические источники. Представлен обзор интеграции 
информационного моделирования зданий с различными методологиями 
сейсмического переоснащения как структурных, так и неструктурных ком-
понентов зданий. Предсейсмические и постсейсмические приложения ин-
формационного моделирования зданий с интеграцией различных методо-
логий были рассмотрены в течение жизненного цикла зданий с целью ре-
шения проблем и рекомендации будущих перспектив исследований. Пред-
полагая возможность интеграции инструментов BIM с различными мето-
дологиями, в основном использующими основанную на производительно-
сти сейсмотехнику (PBEE) в качестве парадигмы, которая является полно-
стью вероятностной, делается вывод о том, что следствием информацион-
ного моделирования зданий с интеграцией различных методологий являет-
ся не только включение определенных условий, но и численное интегриро-
вание всех возможных неопределенностей. 

Ключевые слова: проектирование и строительство, информационное мо-
делирование зданий, сейсмическое переоснащение, жизненный цикл зда-
ния, оценка стоимости проекта, оптимизация затрат на техническое обслу-
живание здания 
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Introduction 
In the past, the seismic retrofit was done in order to achieve a specific public safety objective, but engi-

neering solutions were often limited by economic and political considerations [1]. However, with the develop-
ment of Performance-Based Earthquake Engineering (PBEE), several levels of performance objectives are gra- 
dually recognized [2]. As different studies are conducted in the area of structural design and retrofitting stake-
holders visualized that in structural engineering the amount of damage, the economic loss, and the repair cost of 
structures were improperly high, even though those structures are designed with available seismic codes based 
on traditional design philosophy [3]. Consequently, Building Information Modeling (BIM) plays an important 
role to reduce the amount of damage and economic loss throughout the building life cycle. Building Information 
Modelling (BIM) is a digital representation of an entire construction process (design, construction, and manage-
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ment across the entire lifecycle) [4]. BIM design tools provide a new approach and can help rehabilitate and ret-
rofit buildings. BIM helps users create highly detailed 3D structural and non-structural models of buildings and 
infrastructures to enable public, government, engineering, construction, and business communities to better un-
derstand the task holistically and plan alternatives. In addition, the BIM process can help identify, diagnose and 
even predict problems that buildings might experience in the future by simulating such seismic events and their 
impacts. Several studies have been focused on the acceptance and implementation of BIM in the sector [5–8]. 

Literature review 

Building Information Modeling and its application. Technology can play a significant role in ensuring  
the quality of construction [9]. BIM technology can support multiple techniques such as the construction simula-
tion, information statistics, the management of the various processes reflected in the contents of the visual, which 
can strengthen the management of control [9]. BIM is based on three-dimensional (3D) digital technology and 
integrates all of the information in the construction project lifecycle while providing a detailed expression of pro-
ject-related information [10]. If the main affecting factors of the quality of the project, such as human, equipment, 
and materials can be well controlled, the quality of construction can be secured [11]. So, the use of BIM is main-
ly to play an effective role in controlling these factors starting from architectural design to project completion 
and further building life cycle control. In fact, BIM technology application on the construction site of different 
people, reasonable division of labor, so that everyone can play its greatest role in the process of construction and 
make their own analysis on the key and difficult work, to avoid the possible risks in the process of construction. 

Benefits of Building Information Modeling for stake holders. The perspective of the key stakeholders regar- 
ding BIM is fundamental since they achieve direct benefits from its adoption. The approach BIM can remarkably 
improve the association among stakeholders bringing an added value to their business. Indeed, the collaboration 
among stakeholder can increase organizational capacities which enhance the performance of the project manage-
ment during the design and construction process [12]. According to a survey conducted on the benefit of BIM [13], 
the firms that adopted BIM were asked to indicate benefits that they experienced. According to their responses  
the following top benefits (frequency rate 13% for each answer) emerge: a) improvement of the collective project 
understanding; b) improvement of the stakeholders’ collaboration; c) improvement of the project quality. The other 
benefits are ranked just behind: a) reduction of errors and changes during the design phase (11%); b) reduction of 
errors and changes during the production and construction phase (11%). Referring to the analysis obtained from  
the survey [13], 50% of respondents (6 firms) state to use BIM in their professional activity, but only 3 firms are 
using it for all projects. The survey reveals a low and medium level of knowledge and ability to use BIM.  

Building Information Modeling for existing buildings. According to a reviewed research on the application 
of BIM overbuilding life cycle [14], most of the BIM research focuses mainly on the preliminary and construc-
tion stages. However, in recent years significant investments were made in retrofitting of existing buildings with 
the aim to realize a strong functional, energy, and seismic refurbishment. BIM can play a vital role in retrofitting 
of existing buildings. Applying of BIM methodology to existing construction follows detailed documentation 
study and accurate analysis of the real state of the building [15]. 

Building Information Modeling as support of seismic design. In urban areas due to an increase in popula-
tion the horizontal expansion of building has been changed to vertical rising. High rise buildings have become 
considered as urban infrastructures as bridges and highways. Design of this high-rise buildings need to be de-
signed so that the buildings resist earthquake forces. Although BIM technology can be applied over the building 
lifecycle its importance in designing for seismic has a wide range. BIM integrates early earthquake safe design 
considerations that doesn’t need design modifications during the construction phase. Fundamentally, with BIM, 
any elements of a building can be modeled and designs can also be validated using BIM [16]. 

BIM for Retrofitting of Earthquake affected structures. BIM not only assists engineers while working on 
designs from the beginning but also ensures that the structure is restored as it was before the earthquake [16]. 
In fact, BIM plays a vital role in the process of retrofitting of earthquake affected structures. BIM captures  
the reality of any structures with the help of point cloud information and converting it to 3D BIM models or pho-
togrammetry. It is expected to analyze the captured information model using BIM structural software to check 
the displacements under the seismic loads through virtual simulation. Additionally, different information and 
data can be extracted for the retrofitting decisions.  
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Methodology 
A literature search was carried out based on the title, abstract, and keywords. It was carried out as per 

journal publication search engine, i.e., Google Scholars, different databases, and other platforms. But the sear- 
ching focus was on the Google search engine. Keywords were very crucial for the success of searching the litera-
ture. The key words applied in literature searching include ‘Architecture, Engineering, and Construction (AEC)’, 
‘Building Information Modelling (BIM)’, ‘Seismic Retrofitting’, ‘Building Life Cycle’, ‘Project Cost Estima- 
ting’, ‘Building Lifecycle’, ‘Building Maintenance cost optimization’. Articles from journals, conference pro-
ceedings, published case studies, press releases, online articles, professional presentations and review papers 
were used. All the above-stated sources were published and publicized within the last two decades and the latest 
publication is published in 2020. A total of 31 papers were studied which specifically concentrating on retrofit-
ting and Building Information Modeling (BIM). The journals used in this review search are journals of Engi- 
neering and construction: ‘Automation in Construction’, ‘The Open Construction and Building Technology’, 
‘Advanced Engineering Informatics’, ‘International Association for the Seismic Performance of Non-Structural 
Elements’, ‘International Journal of Safety and Security Engineering’, ‘Building and Environment (B&E)’, and 
‘Building Simulation (BS)’. The most cited journal was ‘Automation in Construction’. The reviewed papers 
were further classified based on two of five main stages of project lifecycle ‘repair and maintenance & operation 
and demolition’ of structural and non-structural elements of the building. It is important that the findings are not 
explained at each stage of the building life cycle, because the review is only concentrating on the application of 
BIM on seismic retrofitting of buildings and remedial action to be taken for further action. The literature review 
was carried to analyze the current trend of Building Information Modeling over seismic retrofitting. The details 
of the selected findings are discussed in the next section of this review. 

Research findings 
Seismic risk analysis consists of hazard, vulnerability, and exposure. Recently, research revealed that all 

retrofitting options with BIM are utilized Performance-Based Earthquake Engineering (PBEE) design as a para-
digm which is fully probabilistic and consists of numerical integration of all the conditional probabilities, propa-
gating the uncertainties from one level of analysis to the next [17]. Compatibly, BIM software has built-in cost 
estimating features in which material quantities are extracted automatically and can be updated when any chan- 
ges are made in the whole model. As per conducted research the visualization of damages, scheduling, and cost 
estimation of retrofitting buildings are applied for both pre-seismic retrofitting and post-seismic retrofitting Using 
Building Information Modeling [4; 14; 18]. 

Building Information Modeling for 3D visulization damage state assessment of building. The assessment 
of the post-earthquake state of structures is a concern of Architectural, Engineering and Construction (AEC) in-
dustry, with the help of Pacific Earthquake Engineering Research (PEER) as a paradigm. PEER developed  
an appropriate basis for seismic damage assessment, cost estimation and scheduling for port-earthquake building 
retrofitting with lack of visualization tools in the platform. To integrate this visualization with PEER a two-storey 
reinforced concrete special-moment-resisting-frame structure designed by Haselton [19] has been used as model 
and a methodology has been proposed [20] which integrates Building Information Modeling (BIM) with the frame-
work of PEER to provide 3D damage assessment visualization, the expected retrofitting cost and scheduling for 
different level of seismic intensity. In fact, time and cost estimation are a platform in the BIM and represented as 
four-dimensional (4D) and five-dimensional (5D) simulations respectively. The proposed method follows nu-
merical simulations and a combination of the extracted probabilistic response distributions with appropriate fra-
gility curves, to evaluate all possible damages scenarios [20]. The numerical calculations give repair cost estima-
tion per element, element group, storey, and building at different intensity levels of the earthquake. Additionally, 
in an automated relation database and scheduling software, the building elements are classified according to their 
damage state in work breakdown structures (WBS) and assigned to specific repair activities of fixed productivity 
rate to estimate the time and cost of retrofitting. As per the simulation [20], the damage states vary and classified 
as “no damage” – no action needed, “slight damage” – repairable (low-cost repairs), “moderate damage” – re-
pairable (repairs are cost-effective), “severe damage” – needs replacement (repairs are not cost-effective), and 
“collapse” – total loss. By comparing building damages at various intensity levels as they are illustrated in Fi- 
gures 1 and 2 for Sa(T1) equal to 1.2 g, it is possible to understand the need to utilize this technology in PBEE. 
This research revealed that the possibility and importance of BIM technology in PBEE by comparing the buil- 
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ding damage state at different levels (Sa(T1) equal to 0.3, 0.6, 0.9, 1.2, 1.8, and 2.4 g). As shown in Figure 1 
the 3D damage state of the following simulations are ground floor and first floor at intensity Sa(T1) level 1.2 g. 
The proposed methodology and colors show the damage state of the building elements. In this sense, the colors 
black, red, yellow, green, and white describe collapsed, severely damaged, moderately damaged, slightly dama- 
ged, and not damaged state of the building elements respectively. 

A case study of research conducted on 5D simulation for post-seismic retrofitting [21] which is an RC 
frame structure with 6 floors and a total height of 25.6 m, an area of 921 m2 with a length of 33.6 m and a width 
of 25.2 m assist that, BIM is a platform which extensively integrates PBEE for seismic rehabilitation of  
the building. A structural and architectural model which is followed by the proposed methodology for 5D simu-
lation (time scheduling) in the research is shown in Figure 3. 

 

   
a b 

 
Figure 1. Ground floor (a) and first floor (b) 3D damage visualization at Sa(T1) = 1.2 g [20] 

 

      
 

Figure 2. Building repair cost and duration distribution per intensity level Sa(Τ1) [20] 
 

 
 

Figure. 3. 5D simulation of post-earthquake repair process [22] 
 
Building Information Modeling and Assembly-Based Vulnerability. Researches are integrating different 

methodology with Building Information Modeling to visualize post-earthquake rehabilitation, but as mentioned 
in the previous section of this review PEER is serving as a paradigm for all conducted researches related to  
the thematic area. Here, BIM is integrated with PEER and Assembly-Based Vulnerability (ABV) [22]. 
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Combining the PEER methodology with the ABV method and BIM to achieve an integrated and automa- 
ted platform for visualizing all scenarios (damage assessment, cost appraisal, work schedules, 3D visualizations, 
4D sequencing). ABV is a platform in which seismic vulnerability and performance of structures on a building 
evaluated [23]. The method is used to determine the structural and non-structural response of buildings by utili- 
zing seismic analysis techniques and corresponding fragility curves to visualize 3D/4D simulations for retrofit-
ting work. Graphisoft’s ArchiCAD has been used for modeling the 3D structural and non-structural building ele- 
ments with work breakdown structures and simultaneously a relational database management system (RDBMS) 
is developed which provide a link between the BIM objects and the other database, i.e., one-to-many or many-to-
one mapping table to CSI code then to a crew code (e.g., ‘concrete column’ can be assigned to ‘formwork’, ‘cas- 
ting’, ‘insulation’ and ‘painting’ CSI code).  

The developed RDBMS [23] additionally consists of construction sequencing templates (fragnets) that ad-
dress possible retrofitting scenarios which is the same simulation as stated in the previous section of this pa- 
per [20]. The schedule fragnets include the relationships between the construction activities and typically follow 
the WBS/CSI structure (activities with lower CSI master format codes precede activities with higher CSI  
codes) [22]. BIM objects and the production rate of the crew assigned based on the CSI code of each object helps 
to compute the duration of each activity as shown in Figure 4. 

 

 
 

Figure 4. Schematic of BIM/ABV/Cost/Schedule/4D integration [23] 
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After the structural assessment is made damage measure per building elements computed that is subjected 
to the fragility curves. Fragility curves relate structural response with various levels of damage. The gradients of 
damage vary, but typically they are classified as “zero, or slight”, “moderate”, “severe” and “total” damage [23]. 
Therefore, the damage measure and damage state produced by the structural analysis and the fragility curves for 
each element of the building can be visualized by appropriately coloring a 3D BIM model. In the case study [23] 
(Figure 5) 3D BIM, the variables visualized are: (i) the damage state, (ii) the repair cost, and (iii) the repair time. 
The damage measures are expressed in a continuous variable ranging [0,1] indicating no damage and collapse 
respectively. In discrete variable, it is expressed with appropriate coloring in the 3D model as green, yellow, red, 
and black describing ‘slight or no damage with no action needed’, ‘moderate damage as repairable’, ‘severe 
damage as it needs replacement’ and ‘total losses respectively. Cost and time are represented as continuous vari-
ables and colored as in a typical contour plot. In this case study progressive damage/collapse is not taken into 
account. 

From the case study it is possible that by integrating PBEE, BIM (i.e., 3D, 4D and 5D) simulation and 
ABV to retrofit an existing building post-seismic and the results are shown below in Table.  

 

 
 

Figure 5. BIM/ABV integration – 3D rendering of building floor showing floor’s damage state (darker colors indicate greater damage) [23] 
 
 

Table 
Damage assessment of building assemblies (excerpt) based on fragility curves [23] 

WBS/Assembly component Fragility/Structural analysis 
Fragnet  
ref. code 

Total  
cost, $ 

Total 
dur, d Floor Room Object type Object ID Damage

measure 
Damage 

state Action 

1 101 Beam BMR-001 0.22 Moderate Rehab BMR-RHB 10,000 10
1 101 Beam BMR-002 0.32 Moderate Rehab BMR-RHB 10,000 10
1 101 Beam BMR-003 0.25 Moderate Rehab BMR-RHB 10,000 10
1 101 Beam BMR-004 0.28 Moderate Rehab BMR-RHB 10,000 10
1 101 Column CLM-001 0.04 Slight None – 0 0
1 101 Column CLM-002 0.05 Slight None – 0 0
1 101 Column CLM-003 0.08 Slight None – 0 0
1 101 Column CLM-004 0.02 Slight None – 0 0
1 101 Ext. wall EWL-001 0.15 Moderate Rehab EWL-RHB 2,000 4
1 101 Ext. wall EWL-002 0.17 Moderate Rehab EWL-RHB 2,000 4
1 101 Int. wall PRT-001 0.05 Slight Rehab PRT-RHB 1,000 1
1 101 Int. wall PRT-002 0.03 Slight Rehab PRT-RHB 1,000 1
1 101 Window WND-001 0.60 Severe Replace WND-RPL 1,500 1
1 101 Window WND-002 0.45 Severe Replace WND-RPL 1,500 1
1 101 Window WND-003 0.62 Severe Replace WND-RPL 1,500 1
1 101 Door DOR-001 0.65 Severe Replace DOR-RPL 1,000 1
1 101 Wardrobe FRN-001 0.16 Moderate Replace FRN-RPL 350 0.5
1 101 Bed FRN-002 0.21 Moderate Replace FRN-RPL 250 0.5
1 101 Desk FRN-003 0.15 Moderate Replace FRN-RPL 150 0.5
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Semi-probabilistic approach in a BIM model. As mentioned in the previous section of this paper, seismic 
assessment is currently performed in the research field by means of Performance-Based Earthquake Engi- 
neering (PBEE) which is a fully probabilistic methodology. Engineering practitioners rarely adopt a fully proba-
bilistic approach to assessing the seismic hazard at a construction site and performing economic loss assess- 
ments [4]. Indeed, a semi-probabilistic method that is integrated with BIM [4] allows security checks to be per-
formed with a probabilistic value, even though the assessment is carried out in a deterministic method. Under 
this proposed method the randomness of materials is taken into account and characteristic values of material re-
sistance and safety coefficients are assumed for the estimation of structural components capacity.  

Recently, methodologies related to the optimal strategy for building seismic retrofit interventions are rare-
ly applicable. However, the life cycle cost (LCC) analysis can be an efficient tool with a simplified methodology 
to optimize seismic retrofit interventions by considering both safety and economic features [4]. 

 

 
 

Figure 6. Procedure for the strengthening optimization [4] 
 
 

 
 

Figure 7. Flowchart of proposed procedure to optimize seismic retrofit interventions [4] 
 
The optimization methodology goal is to point out the most cost-effective strengthening strategies and 

strengthening levels of existing structures throughout their structural lifetime. The retrofitting intervention stra- 
tegy is very important to estimate the most cost-effective strengthening solution and economic losses at different 
intensities of retrofit intervention. According to the proposed methodology, the procedures and expected goal are 
expressed in Figure 6 and the first curve is ‘economic loss’ which identifies the loss related to different safety 

Step 1
• Identification of n intervention strategies.  ..................

Step 2

• Definition of m different target safety levels to improve the performance of the building for each intervention 
strategy.

Step 3
• Calculation of the strengthening cost Rij for the i-th strategy and the j-th safety level.

Step 4

• Calculation of the economic loss Lij for the i-th strategy and the j-th safety level by means of 
the simplified methodology proposed → Lij = Dr · EALij where Dr is the discount rate estimated as Dr ൌ ∑ ଵ

ଵାௗ

௜
௏௡
௜ୀଵ .

Step 5
• Calculation of the total expected cost Eij as the sum of Rij and Lij→Eij = Rij + Lij.

Step 6
• For the i-th intervention strategy, the Eij values will give the total expected cost curve. 

The lowest value of Eij identifies the most cost-effective strengthening level for the i-th strategy.

Step 7
• The comparison of the Ei curves identifies the most cost-effective strengthening solution.
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level; ‘cost of the strengthening intervention’ curve which reveals the costs needed to obtain a given safety level; 
and ‘expected total cost’ curve which is the sum of the previous curves for each safety level. The most cost-
effective solution will be the lowest value of the expected total cost and the corresponding safety level. Based on 
the PEER approach the paths to follow from both a theoretical point of view and in terms of practical implemen-
tation in the BIM environment are shown in Figure 7. 

The case study [4] was conducted by assuming the location in the city of Naples and is an academic example 
of a typical Italian facility built in the 1970s with no seismic provision and the proposed methodology has been 
implemented in a BIM model containing both structural (columns, beams and slabs) and non-structural compo-
nents (partition walls, windows, and doors) as shown in Figure 8. 

From the case study, the proposed methodology successfully integrated with BIM tools and the approach is ap-
parently equivalent to the IN2 method proposed by Dolsek and Fajfar [24]. The expected actualized loss curve and  
the cost curve, plotted against the safety level, are shown in Figure 9. The summation of the economic loss and strengthe- 
ning curves plotted against the safety level, produces the total expected cost. Generally, the most cost-effective safety 
level shows that the most cost-effective safety level for the FRP-based retrofit strategy is about 55% as shown in Figure 9. 

 

 
 

Figure 8. Structural model of the facility [4] 
 
 

 
 

Figure 9. Strengthening optimization procedure in the case study [4] 
 

Conclusions 
Results show that Building Information Modeling can be integrated with different proposed methodolo-

gies for valuable seismic retrofitting of buildings. In the last two decades, researches on earthquake engineering 
have focused on the vulnerability and the exposure of different structure subjected to earthquake. Indeed, vulne- 
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rability is described by probabilistic curves, named fragility curves, which allow observing specific damage le- 
vels of both the structural and non-structural components of buildings probability which is a function of Engi-
neering Demand Parameter (EPD). The case studies in the reviewed researches are disclosed the proposed me- 
thodologies under integrated approaches of BIM with different seismic retrofitting paradigms. Building Infor-
mation Modeling components 3D, 4D, and 5D simulations are specifically integrated for damage visualization, 
scheduling for retrofitting and cost estimation respectively. This research also reveals the benefits of the BIM-
based platforms in the evaluation of the economic losses for new and existing buildings and the optimization of 
the seismic retrofits to existing structures from an economic standpoint. The literature explicitly suggests that 
lack of expertise is the major barrier in the implementation of BIM for the building life cycle which includes  
the retrofitting of buildings. It is conceived that the AEC industry through continuous training and increasing 
awareness the maximum profit of BIM will be achieved. The future of BIM is radiant because the benefit of full 
implementation of BIM is gradually increasing as several studies are conducted. However, BIM implementation 
needs more studies in the AEC industry. 
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 Аннотация. Актуальность. Для обеспечения безопасности атомной стан-
ции на основании требований норм и правил в области использования 
атомной энергии для трубопроводов первого контура ядерного реактора в 
проекте должна применяться концепция «течь перед разрушением». Ее основ-
ная идея – предотвращение внезапного разрыва трубопроводов контура тепло-
носителя реактора – состоит в обосновании того факта, что разрыву пред-
шествует образование стабильной сквозной трещины, выявляемой преду-
смотренными средствами контроля течи. При обосновании концепции 
предполагается, что «разрушение без течи» – невозможное событие. В ста-
тье приводится метод определения вероятности события разрушения без 
течи. Цель – оценить вероятность существования дефекта, который может 
привести к разрушению сосуда или трубопровода давления без возникно-
вения течи, а также вероятность разрушения без течи за известное количе-
ство циклов нагружения. Методы. Для систематизации данных, получен-
ных разными методами неразрушающего контроля, использовались консер-
вативные допущения, позволяющие установить площадь обнаруженных де-
фектов. На основании полученных размеров дефектов вычислялись области 
размеров дефектов, которые могут определить сценарии подроста трещин. 
Используя методы математической статистики, определялась вероятность 
существования дефекта, который может привести к разрушению без течи. 
На основе методов теории надежности проведено сравнение полученной 
вероятности разрушения с допускаемым значением. Результаты. Разрабо-
тан метод обработки данных неразрушающего контроля на основе оценки 
площади обнаруженных дефектов для систематизации данных, полученных 
разными методами неразрушающего контроля. Определен критерий разви-
тия трещин по сценарию «течь перед разрушением». Разработан метод 
определения вероятности существования дефекта, который может привести 
к разрушению без течи. Рассмотрен пример расчета на основе трубопрово-
дов питательной воды. 

Ключевые слова: атомная электрическая станция, металл, течь перед раз-
рушением, трещина, разрушение без течи, вероятность разрушения, нераз-
рушающий контроль 
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 Abstract. Relevance. To ensure the safety of a nuclear power plant on the basis of 
the requirements of norms and rules in the field of the use of atomic energy for pipe-
lines of the primary circuit of a nuclear reactor, the design should apply the leak be-
fore break concept. The main idea of the concept is to prevent a sudden rupture of 
the pipelines of the reactor coolant loop, and consists in substantiating the fact that 
the rupture is preceded by the formation of a stable through crack, which is detected 
by the provided leak control means. When substantiating the concept, it is assumed 
that “break without leak” is an impossible event. This article provides a method for 
determining the probability of a failure event without a leak. Purpose – estimate 
the probability of the existence of a defect that can lead to the destruction of the ves-
sel or pressure pipeline without leakage, as well as the probability of failure without 
leakage for a known number of loading cycles. Methods. To systematize the data 
obtained by different methods of non-destructive testing, conservative assumptions 
were used to determine the area of detected defects. On the basis of the obtained de-
fect sizes, the defect size regions were determined, which can determine the scenarios 
of crack growth. Using the methods of mathematical statistics, the probability of 
the existence of a defect, which can lead to failure without leakage, was determined. 
Based on the methods of the theory of reliability, a comparison of the obtained prob-
ability of destruction with the admissible value is carried out. Results. A method for 
processing non-destructive testing data based on an assessment of the area of detec-
ted defects has been developed to systematize the data obtained by different non-
destructive testing methods. The criterion for the development of cracks according to 
the scheme “leak before destruction” is determined. A method has been developed 
for determining the probability of a defect that can lead to failure without leakage. 
An example of calculation based on feed water pipelines is considered. 

Keywords: nuclear power plant, leak before break concept, crack, probability of 
destruction, non-destructive testing 

For citation 
Kuzmin D.A., Vertashenok M.V. The pro- 
bability of the existence of defects that lead 
to the destruction of the pressure vessel with-
out leak. Structural Mechanics of Engineering 
Constructions and Buildings. 2021;17(2): 
199–213. (In Russ.) http://dx.doi.org/ 
10.22363/1815-5235-2021-17-2-199-213 

 
 

Введение 
Согласно российским нормам и правилам НП-001–151, безопасность атомной станции (АС) – свой-

ство АС обеспечивать надежную защиту персонала, населения и окружающей среды от недопустимого 
радиационного воздействия. Для сосудов и трубопроводов давления первого контура ядерного реактора 
критерии ядерной безопасности и безопасности эксплуатации в общетехническом смысле совпадают. 
Главное свойство, которым эти конструкции должны обладать с позиции как ядерной, так и технической 
безопасности – это прочность [1]. На пути распространения ионизирующего излучения и радиоактивных 
веществ существует четыре барьера безопасности для АЭС с реакторной установкой типа ВВЭР: таблет-
ка топлива (первый), герметичная оболочка твэла (второй), корпус реактора с трубопроводами первого 
контура (третий) и защитная оболочка – контейнмент (четвертый). 

В соответствии с НП-001–15 накладываются дополнительные требования к безопасности для тру-
бопроводов первого контура: в проекте АС для контура теплоносителя реактора должна применяться 
концепция «течь перед разрушением» (ТПР). Объектом концепции ТПР являются элементы конструкций 
третьего барьера безопасности. 

Система безопасности, основанная на концепции ТПР, включает: 
– сосуды и трубопроводы давления первого контура;  
– теплоноситель, обусловливающий термомеханическое и коррозионное воздействие; 
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1 НП-001–15. Общие положения обеспечения безопасности атомных станций. М.: Ростехнадзор, 2015. 
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– приборы и технические средства контроля течи и состояния трубопроводов; 
– нормативно-техническую документацию, определяющую действия персонала при контроле и об-

наружении течи; 
– технические средства останова реактора при возникновении течи. 
Основная идея концепции ТПР – предупреждение внезапного разрыва сосуда или трубопровода 

давления. 
Концепция ТПР – это совокупность принципов конструирования сосудов и трубопроводов давле-

ния, включающая принцип достаточной трещиностойкости материала конструкции; принцип обратной 
связи, обеспечивающий прекращение эксплуатации конструкции с появлением течи через сквозную 
трещину, а также принцип достижения приемлемо малой вероятности разрушения конструкции без течи. 
Практическая реализация перечисленных принципов должна обеспечить условия безопасной эксплуата-
ции сосудов и трубопроводов давления, при которых либо их внезапное полное разрушение исключается 
полностью, либо вероятность такого события пренебрежимо мала. Данное определение концепции ТПР 
включает в себя классическое определение, а также содержит принципы, совместная реализация которых 
позволяет достичь приемлемого уровня надежности и безопасности эксплуатации сосудов и трубопрово-
дов давления [1; 2]. 

Концепция ТПР оказывает положительное влияние на экономику АЭС, а именно: 
а) позволяет избежать установки опор-ограничителей биений концов трубопровода в случае его обрыва; 
б) отсутствие опор-ограничителей дает существенное сокращение времени эксплуатационного кон-

троля состояния трубопроводов, так как их присутствие часто усложняет и продлевает работы, связанные 
с контролем; 

в) снижение времени на контроль приводит к снижению доз облучения персонала. 
На сегодняшний день применение концепции ТПР основывается на ГОСТ Р 58328–20182, который 

был разработан на базе руководящих документов в атомной отрасли 1999, 2013 и 2016 гг.3 и утвержден  
в начале 2019 г. Существует ряд ограничений к применению концепции ТПР: 

– наружный диаметр трубопровода не менее 150 мм; 
– рабочее давление не ниже 1,9 МПа, а температура не ниже 95 °С; 
– значение ударной вязкости металла KVC не менее 80 Дж/см2 в исходном состоянии и/или не ме-

нее 60 Дж/см2 на конец срока оценки. 
Современные исследования в области применения концепции ТПР рассматривались в [3–8], по ско-

рости утечки в [9–10]. 
Расчетное обоснование на применение концепции ТПР для трубопроводов базируется на процеду-

ре, предполагающей постулирование в контрольных зонах трещин начального поверхностного дефекта и 
сквозной трещины с обнаруживаемой течью. При обосновании концепции ТПР предполагается, что раз-
рушение без течи (РБТ) – невозможное событие. РБТ – это неблагоприятный сценарий, при котором 
трещина достигает критических размеров, приводящих к разрушению конструкции без стабильного ис-
течения теплоносителя или рабочего тела. При возникновении события РБТ принимается, что разруше-
ние происходит мгновенно по кольцевому сечению (так называемый гильотинный разрыв). Современные 
исследования приведены в работе [11]. 

Материалы и методы  

Для периодической оценки безопасности атомной станции проводится контроль состояния метал-
ла. Целью контроля состояния металла оборудования, трубопроводов и других элементов атомной стан-
ции, в соответствии с нормами и правилами в области использования атомной энергии4, является: 

а) выявление и фиксация несплошностей металла; 
б) изменений геометрических размеров; 

 
2 ГОСТ Р 58328–2018. Трубопроводы атомных станций. Концепция «течь перед разрушением». М.: Стандартинформ, 2018. 49 с. 
3 РД 95 10547–99 (Р-ТПР-01–99). Руководство по применению концепции безопасности «течь перед разрушением» к тру-

бопроводам АЭУ. М.: Минатом, 1999; РД ЭО 1.1.2.05.0939–2013. Руководство по применению концепции безопасности течь 
перед разрушением к трубопроводам действующих АЭУ. М.: Росэнергоатом, 2013; РД ЭО 1.1.2.05.0939–2016. Концепция без-
опасности «течь перед разрушением» для контура теплоносителя атомных станций. Руководство. М.: Росэнергоатом, 2016. 

4 НП-084–15. Правила контроля основного металла, сварных соединений и наплавленных поверхностей при эксплуата-
ции оборудования, трубопроводов и других элементов атомных станций. М.: Ростехнадзор, 2015. 
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в) изменений механических характеристик и структуры металла; 
г) выявление негерметичности оборудования и трубопроводов (ОиТ); 
д) оценка соответствия состояния металла установленным требованиям. 
Контроль состояния металла должен выполняться неразрушающими и разрушающими методами, 

но именно неразрушающий контроль (НК) позволяет определить фактическое состояние оборудования, 
не нарушая его целостности.  

НК в зависимости от физических явлений, положенных в его основу, в соответствии с российскими 
нормами и правилами4 подразделяется на следующие виды: магнитный, электрический, вихретоковый, 
радиоволновой, тепловой, оптический, радиационный, акустический, проникающими веществами. 

В результате проведения НК получается различная информация об обнаруженных дефектах. Чтобы 
систематизировать данные, полученные разными методами НК, рассматриваются площади обнаруженных 
дефектов. В настоящем исследовании будут использоваться результаты радиографического (РК) и ультра-
звукового (УЗК) контроля, на основе которых можно получить в качестве геометрического размера дефек-
та площадь с учетом использования методических рекомендаций MP 125-02–955. 

В соответствии с опытом эксплуатации и РД ЭО 1.1.2.05.0330–20126, принято использовать консерва-
тивный подход при рассмотрении результатов неразрушающего контроля, то есть все имеющиеся в элемен-
тах оборудования и трубопроводов несплошности основного металла и материала сварного шва моделиру-
ются в виде трещины как наиболее опасном для эксплуатации виде с точки зрения возможности разрушения. 
Поскольку именно трещина является концентратом напряжений, при эксплуатации она может подрастать за 
счет циклического нагружения оборудования и трубопровода или механизмов деградации металла. 

Трещина представляется эллипсом с малой полуосью, равной 2a, и большой полуосью, равной 2с.  
В переданных данных по РК представляется следующая информация об обнаруженных дефектах: 

тип (пора, включение, непровар и др.), длина, ширина или диаметр дефекта. 
Метод РК позволяет оценить протяженность и ширину несплошности. Измерить глубину дефекта 

при помощи данного метода контроля не представляется возможным.  
Для получения необходимых данных по площади дефекта были приняты консервативные допуще-

ния по значениям глубин несплошностей, приведенные в табл. 1. 
На основе полученных значений глубин проводится оценка площадей обнаруженных дефектов. 

При обработке данных дефект представляется в виде эллипса с длиной l (l = 2c), полученной по резуль-
татам РК, и глубиной а, определенной по описанным выше консервативным предположениям. 

В данных по результатам УЗК представляется информация об обнаруженных дефектах: глубина за-
легания несплошности, тип (компактный или протяженный), эквивалентная площадь отражателя, положе-
ние вдоль оси сварного соединения определяемое по часам, для протяженных – длина протяженности. 

Для получения информации о геометрических размерах несплошностей используется протяжен-
ность и эквивалентная площадь отражателя, поскольку она характеризует геометрические размеры де-
фектов (далее – площадь дефекта). 

 
Таблица 1 

Допущения по значениям глубин дефектов 

№ п/п Тип дефекта Допущение 
1 Трещинообразные дефекты 

(трещина, подрез) 
Сквозной дефект, поэтому глубина a соответствует толщине стенки 
S контролируемого объекта

2 Поры, скопления пор Несплошность имеет сферическую форму, поэтому глубина дефекта 
a равна ширине (диаметру)

3 Непровар в корне шва Сквозной дефект, поэтому глубина a соответствует толщине стенки 
S контролируемого объекта

4 Вогнутость корня шва Значения глубины a приняты в соответствии с табличными значе-
ниями ширины несплошности в соответствии с ПНАЭ Г-10-032–927

5 Шлаковые включения Несплошность имеет сферическую форму, глубина дефекта равна 
ширине (диаметру)

 
5 MP 125-02–95. Правила составления расчетных схем и определение параметров нагруженности элементов конструкций 

с выявленными дефектами. М., 1995. 
6 РД ЭО 1.1.2.05.0330–2012. Руководство по расчету на прочность оборудования и трубопроводов реакторных установок РБМК, 

ВВЭР и ЭГП на стадии эксплуатации, включая эксплуатацию за пределами проектного срока службы. М.: Росэнергоатом, 2012. 
7 ПНАЭ Г-10-032–92. Правила контроля сварных соединений элементов локализующих систем безопасности атомных станций. 

М.: НТЦ ЯРБ, 2000. 



Кузьмин Д.А., Верташенок М.В. Строительная механика инженерных конструкций и сооружений. 2021. Т. 17. № 2. С. 199–213 
 

 

ЭКСПЕРИМЕНТАЛЬНЫЕ ИССЛЕДОВАНИЯ  203 

Table 1 
Assumptions on the values of defect depths 

No. Type of defect Assumption 
1 Crack-like defects (crack, undercut) Through defect, so the depth a corresponds to the wall thickness S of 

the controlled object
2 Pores, clusters of pores The discontinuity has a spherical shape, so the depth of the defect a is 

equal to the width (diameter)
3 Incomplete root penetration Through defect, so the depth a corresponds to the wall thickness S of 

the controlled object
4 Concavity of the suture root The values of the depth a are taken in accordance with the table values of 

the width of the discontinuity in accordance with PNAE G-10-032–92
5 Slag inclusions The discontinuity has a spherical shape, the depth of the defect is equal to 

the width (diameter)
 
Для обработки результатов УЗК использованы следующие консервативные допущения: 
– протяженные дефекты, по которым известны параметры протяженности и площади дефекта, 

представляются в виде эллипса; 
– компактные дефекты, по которым известен только один параметр – площадь дефекта, представ-

ляются в виде круга. 
Указанные принципы и допущения к обработке результатов неразрушающего контроля позволяют 

определить необходимые характеристики для систематизации исходных данных, полученных разными 
методами НК, и формирования функции распределения дефектов по размерам, необходимой для анализа 
вероятности существования остаточных дефектов. 

Результаты и обсуждение 

Критерий развития трещин по сценарию «течь перед разрушением» 

Дефекты подрастают под воздействием циклических нагрузок, и их подрост может привести к раз-
личным результатам. Для упрощения многообразия возможных вариантов роста представим общее на- 
правление роста дефектов прямой линией, предполагая, что объект находится в проектных условиях на- 
гружения. На рис. 1 представлена диаграмма размеров дефектов. На диаграмме по осям откладываются 
глубина и длина трещин. Рост дефекта на рисунке показан стрелкой. Трещина может расти в глубину, 
тогда появится сквозная трещина, через которую пойдет течь, а может расти в кольцевом направлении, 
не достигая сквозной глубины. Во втором случае в определенный момент может настать мгновенное раз-
рушение конструкции – разрушение без течи.  

Разделим схематично диаграмму размеров дефектов на области, которые могут определить сцена-
рии подроста дефектов (рис. 1). Дефект, находящийся в области I вероятнее всего приведет к сценарию 
ТПР. Дефект, находящийся в области II, может привести к ТПР, а может – к РБТ. Дефект, находящийся в 
области III, приведет к РБТ, так как достигнуть глубины, равной толщине стенки, он уже не может. Де-
фектов в области IV существовать не может, потому что это зона разрушения. 

Исходя из вышеописанных соображений, можно получить критерий развития трещин по сценарию ТПР: 

ௗ௔

ௗே
൒

ௌି௔೔

௖крିс೔

ௗ௖

ௗே
 при с௜ ൑ 𝑐кр,                                                               (1) 

где 𝑎௜ и с௜ – глубина и длина трещины по результатам контроля.  
Если критерий выполняется, то рост трещины приведет к ТПР, иначе к РБТ. Случай при с௜ ൐ 𝑐кр 

всегда приведет в РБТ. Исходя из консервативных предположений, далее будем рассматривать в каче-
стве области РБТ области дефектов II и III. 

Зона IV – это зона разрушения трещин, определяемая по критическим размерам трещин согласно 
критериям прочности без учета коэффициентов запаса.  

Критерий ТПР-РБТ – определяет границу перехода потенциальных (вероятностных) дефектов к 
различным исходам: ТПР или РБТ. Граница областей ТПР и РБТ, проходящую с точки ሺ𝑐଴, 𝑎଴ሻ до точки 
ሺ𝑐кр, 𝑆ሻ, описывается видом 
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𝑎 ൌ
ௌି௔బ

௖крି௖బ
𝑐 ൅ 𝑆 െ

ௌି௔బ

௖крି௖బ
𝑐кр.                                                                (2) 

Для определения критических размеров дефектов в металле оборудования и трубопроводов во 
время эксплуатации АЭС используются методы, основанные на достижении конструкцией предельного 
состояния (предела вязкости разрушения или других предельных состояний). 

 

 
 

Рис. 1. Области размеров дефектов на диаграмме размеров: 
I – рост трещин приведет к ТПР; II – рост трещин может привести к ТПР, а может – к РБТ;  

III – рост трещин приведет к РБТ; IV – разрушение 
Figure 1. Defect areas in the defect size chart: 

I – crack growth will lead to the LBB; II – crack growth can lead to LBB, and maybe to break without leak;  
III – crack growth will lead to break without leak; IV – break 

 
Трещины могут развиваться в различных направлениях, поэтому для обеспечения применения 

концепции «течь перед разрушением» возникает необходимость определения вероятности возникнове-
ния события РБТ. Для этого необходимо перейти к дефектности и, соответственно, к вероятностной по-
становке задачи. 

Определение вероятности разрушения без возникновения течи 

Введем ряд важных определений: 
– дефектность – совокупность дефектов в оборудовании или трубопроводе; 
– исходная дефектность 𝑁исх – содержится в конструкции после изготовления до первого контроля 

и ремонта; 
– обнаруженная дефектность 𝑁обн – совокупность дефектов структуры металла, которая была об-

наружена в результате неразрушающего контроля; 
– остаточная дефектность 𝑁ост – содержится в конструкции после контроля и ремонта. 
Функцию обнаруженных дефектов 𝑁обнሺ𝑎ሻ, с одной стороны, можно построить исходя из резуль-

татов неразрушающего контроля, с другой стороны, можно представить произведением функции исход-
ной дефектности 𝑁исхሺ𝑎ሻ на функцию вероятности обнаружения дефектов 𝐹ሺ𝑎, 𝑐ሻ [12–14]: 

𝑁обнሺ𝑎, сሻ ൌ 𝑁исхሺ𝑎, 𝑐ሻ 𝐹ሺ𝑎, 𝑐ሻ,                                                           (3) 

где 𝐹ሺ𝑎, 𝑐ሻ – функция вероятности обнаружения дефектов в зависимости от размеров трещины глубины a 
и длины с имеет вид [14–15] 

𝐹ሺ𝑎, 𝑐ሻ ൌ 1 െ 𝑒ି஑ሺ௔ି௔బሻିஒሺ௖ି௖బሻ,                                                             (4) 
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где 𝑎଴, 𝑐଴ – граничные наименьшие размеры выявляемого дефекта, зависящие от чувствительности мето-
да контроля, мм; α, β – коэффициенты, учитывающие влияние человеческого фактора, приборно-методи- 
ческих недостатков или сложности доступа к месту контроля, мм–1. 

Остаточную дефектность 𝑁ост можно определить по формуле 

𝑁остሺ𝑎, 𝑐ሻ ൌ  𝑁исхሺ𝑎, 𝑐ሻ െ 𝑁обнሺ𝑎, 𝑐ሻ.                                                        (5) 

Под исходной дефектностью понимается зависимость количества дефектов от их размера, находя-
щихся в материале для 0 ൏ 𝑎 ൏ 𝑆 и 0 ൏ с ൏ 𝐿, где 𝑆 – толщина стенки, а 𝐿 ൌ π 𝑅 – полудлина сечения 
трубопровода. 

Подставляя (3) и (4) в (5), получаем 

𝑁остሺ𝑎, 𝑐ሻ ൌ  𝑁исхሺ𝑎, 𝑐ሻ൫1 െ 𝐹ሺ𝑎, 𝑐ሻ൯.                                                      (6) 

Уравнение (6) справедливо для области, где 𝐹 ൐ 0. Эта область определяется чувствительностью 
метода контроля.  

В общем случае можно утверждать, что число дефектов в конструкции уменьшается с увеличением 
их размеров. Такую зависимость 𝑁исх от размеров дефекта можно описать видом  

𝑁исхሺ𝑎, 𝑐ሻ ൌ 𝐴𝑎ି௡𝑐ି௠,                                                                    (7) 

где 𝐴, 𝑛 и 𝑚 – коэффициенты аппроксимации, которые в общем случае зависят от технологии. 
Подставив выражения (4) и (6) в (7), получаем  

𝑁ост ሺ𝑎, 𝑐ሻ ൌ  ሺ𝐴𝑎ି௡𝑐ି௠ሻ 𝑒ି஑ሺ௔ି௔బሻିஒሺ௖ି௖బሻ.                                               (8) 

Неизвестные постоянные 𝐴, 𝐵, 𝑛 и 𝑚 можно определить по зависимости для обнаруженной дефект-
ности, определенной как огибающая гистограммы результатов неразрушающего контроля. 

Введем функцию вероятности существования дефекта размером 𝑎ଵ ൏ 𝑎 ൏ 𝑎ଶ и 𝑐ଵ ൏ 𝑐 ൏ 𝑐ଶ следу-
ющим образом: 

𝑃ሺ𝑎ଵ ൏ 𝑎 ൏ 𝑎ଶ, 𝑐ଵ ൏ 𝑐 ൏ 𝑐ଶሻ ൌ
׬ ׬ ேостሺ௔,௖ሻௗ௔

ೌమ
ೌభ

ௗ௖
೎మ

೎భ

׬ ׬ ேостሺ௔,௖ሻௗ௔
ೄ

ೌబ
ௗ௖

ಽ
೎బ

.                                          (9) 

 
 

Рис. 2. Область дефектов, которые могут привести к РБТ 
Figure 2. The area of defects that can lead to destruction without leakage 
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Тогда, чтобы определить вероятность наличия трещин, развивающихся по принципу РБТ, необхо-
димо найти интеграл в числителе выражения (9) по выделенной области на рис. 2 – уточненная область 
РБТ, определяемая по консервативным соображениям, описанным выше. 

То есть вероятность РБТ можно получить по формуле 

𝑃РБТሺ𝑎, 𝑐 ∊ DРБТሻ ൌ
∬ ேостሺ௔,௖ሻௗ௔ௗ௖ೌ,೎∊ీРБТ

׬ ׬ ேисхሺ௔,௖ሻௗ௔
ೄ

ೌబ
ௗ௖

ಘೃ
೎బ

,																																																											 (10) 

где 𝐷РБТ – область наличия трещин, развивающихся по принципу РБТ. 
Подставляя (8) в (10), получаем формулу для вероятности наличия трещин, которые могут приве-

сти к РБТ: 

𝑃РБТሺ𝑎, 𝑐 ∊ DРБТሻ ൌ
∬ ௔ష೙௖ష೘ ௘షಉೌషಊ೎ௗ௔ௗ௖ೌ,೎∊ీРБТ

׬ ׬ 𝑎െ𝑛𝑐െ𝑚𝑒െα𝑎െβ𝑐 𝑑𝑎𝑆
𝑎0

𝑑𝑐𝐿
𝑐0

.                                               (11) 

Найденная по формуле (11) вероятность определяет вероятность наличия трещин в выделенной 
области на рис. 2. Разделив область 𝐷РБТ для интегрирования и определив границы области, выраже- 
ние (11) можно записать в виде  

𝑃РБТሺ𝑎, 𝑐 ∊ 𝐷РБТሻ ൌ
׬ ׬ ௔ష೙௖ష೘ ௘షಉೌషಊ೎ௗ௔

೑ТПРሺ೎ሻ
ೌబ

ௗ௖ା׬ ׬ ௔ష೙௖ష೘ ௘షಉೌషಊ೎ௗ௔
೑крሺ೎ሻ

ೌబ
ௗ௖

ಽ
೎кр

೎кр
೎బ

׬ ׬ 𝑎െ𝑛𝑐െ𝑚𝑒െα𝑎െβ𝑐 𝑑𝑎𝑆
𝑎0

𝑑𝑐π𝑅
𝑐0

,                     (12) 

где 𝑐кр ൌ φкр𝑅 – критический размер трещины, вычисляемый по различным методикам определения до-
пускаемых размеров дефектов в металле (например, по М-02-918); 𝐿 ൌ π 𝑅 – полудлина сечения трубо-
провода; 𝑓ТПРሺ𝑐ሻ ൌ

ௌି௔బ

௖крି௖బ
𝑐 ൅ 𝑆 െ

ௌି௔బ

௖крି௖బ
𝑐кр – граница области ТПР; 𝑓крሺ𝑐ሻ ൌ

ௌ஦крோ

௖
 – граница области кри-

тических размеров. 

Расчет вероятности разрушения 

Трещины растут при приложении постоянного или изменяющегося во времени нагружения и могут 
быть развивающимися и неразвивающимися. Прочность материалов при повторно-переменном нагруже-
нии во многом зависит от характера изменения напряжений во времени, от периодической нагрузки. Пе-
риодическая нагрузка – переменная нагрузка с установившимся во времени характером изменения, зна-
чения которой повторяются через определенный промежуток (период) времени. 

Рост трещины в условиях реальной эксплуатации может окончиться достижением ею критических 
размеров, после чего трещина переходит в стадию быстрого неустойчивого развития, которая может вы-
звать окончательное разрушение конструкции [1]. 

Для определения безопасной эксплуатации и ресурса необходимо определять критические размеры 
трещин. Предполагая существование допустимого дефекта в ОиТ, можно определить время безопасного 
роста трещины до критического значения. 

Целью расчета кинетики трещины является определение подроста ее размеров при заданных цик-
лических нагружениях. 

Определим количество циклов, за которое трещина может вырасти от начального до критическо-
го размера, то есть до размера, при котором наступит РБТ. Для этого необходимо определить началь-
ный размер трещины, направление ее роста и критический размер. Как было показано на рис. 1 трещи-
ны могут развиваться в глубину, то есть по направлению сценария ТПР, а могут развиваться по на- 
правлению РБТ.  

Выберем начальную трещину из области II на рис. 2 с размерами 𝑎нач и 𝑐нач. Рассмотрим случай 
подроста трещины по направлению (например, обозначено стрелкой на рис. 2): 

 
8 М-02-91. Методика определения допускаемых дефектов в металле оборудования и трубопроводов во время эксплуата-

ции АЭС. М., 1991. 
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௔

௖
ൌ 𝑓ሺφሻ.                                                                              (13) 

Найдем количество циклов 𝑁௜ для отдельного i-го режима нагружения, за которое трещина подрас-
тет от начального до критического размера. Воспользуемся уравнением Пэриса, записанного с учетом 
асимметрии циклов нагружения, 

ௗ௔

ௗே
ൌ ൝С଴ ቀ ∆௄౅

√ଵିோ
ቁ

௠
 при 𝐾௧௛ ൏ 𝐾୍ ൏ 𝐾௙஼,

0 при 𝐾୍ ൑ 𝐾௧௛,
                                                  (14) 

где С଴ и 𝑚 – характеристики материала, зависящие от условий нагружения (температуры, рабочей среды, 
частоты циклов и т. д.); R – коэффициент асимметрии цикла нагружения; 𝐾௧௛ – пороговое значение ко-
эффициента интенсивности напряжения 𝐾௧௛ ൌ 𝐾௧௛

଴ ሺ1 െ 0,7𝑅ሻ, где 𝐾௧௛
଴ ൌ 6,5 МПа√м при 𝑇 ൑ 450 °C9; 𝐾௙஼  – 

критическое значение коэффициента интенсивности напряжений при циклическом нагружении, опреде-
ляемое в зависимости от материала. Для большинства сталей 𝐾௙஼ ൏ 𝐾ூ஼  [16]. 

Полагая  

∆𝐾୍ ൌ  𝑌∆σ√π𝑎,                                                                        (15) 

из выражения (14), разделяя переменные и интегрируя левую и правые части уравнения, учитывая коэф-
фициент запаса на количество циклов 𝑛ே, можно для отдельного i-го режима нагружения получить коли-
чество циклов, через которое трещина может дорасти до РБТ по заданному направлению (13): 

𝑁௜ ൌ
ଵ

௡ಿ Сబ൬
ೊ∆ಚ೔√ಘ

ඥభషೃ೔
൰

೘
௔кр

భష
೘
మ ି௔нач

భష
೘
మ

ଵି
೘
మ

,                                                             (16) 

где 𝑌 – геометрический коэффициент, который принимается постоянной величиной; i – порядковый но-
мер режима нагружения; ∆σ – размах напряжений, действующих при i-м режиме нагружения; 𝑎кр – глу-
бина трещины после 𝑁௜ циклов нагружения; 𝑁௜ – количество циклов нагружения для определенного i-го 
режима эксплуатации. 

Найдем начальную глубину дефекта, при которой за известное количество циклов 𝑁௜ трещина до-
росла до критического значения. 

Из выражения (16) можно получить 

𝑎нач ൌ ට𝑎кр
ଵି

೘
మ െ ∑ 𝑁௜С଴ ቀ௒∆஢√஠

√ଵିோ
ቁ

௠
௡
௜ୀଵ ቀ1 െ

௠

ଶ
ቁ

భష
೘
మ

,                                           (17) 

где n – количество режимов эксплуатации. 
Используя полученное значение 𝑎нач, можно найти по заданному направлению роста (13) значение 

φнач и вычислить вероятность наличия трещин в близкой к РБТ области: 

𝑃РБТ,ே ൌ
׬ ׬ ௔ష೙௖ష೘ ௘షಉೌషಊ೎ௗ௔

೑ТПРሺ೎ሻ
೑начሺ೎ሻ ௗ௖ା׬ ׬ ௔ష೙௖ష೘ ௘షಉೌషಊ೎ௗ௔

೑крሺ೎ሻ

೑начሺ೎ሻ ௗ௖
ಽ

೎кр
೎кр

೎భ

׬ ׬ ௔ష೙௖ష೘ ௘షಉೌషಊ೎ௗ௔
ೄ

ೌబ
ௗ௖

ಘೃ
೎బ

,																												 (18) 

где 

𝑐ଵ ൌ

ೄషೌబ
೎крష೎బ

௖крିௌାටሺௌି
ೄషೌబ

೎крష೎బ
௖крሻమାସ

ೄషೌబ
೎крష೎బ

௔нач஦нач

ଶ 
ೄషೌబ

೎крష೎బ

;                                                (19) 

𝑓начሺ𝑐ሻ ൌ
௔начோ஦нач

௖
 – граница области начальных размеров. 

 
9 ГОСТ Р 58328-2018. Трубопроводы атомных станций. Концепция «течь перед разрушением». М.: Стандартинформ, 2018. 49 с. 
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𝑃ே показывает вероятность разрушения сосуда или трубопровода давления без течи через извест-
ное количество циклов 𝑁. Аналогично можно получить вероятность возникновения ТПР за известное 
количество циклов. 

Определение допускаемых значений вероятности разрушения 

Допускаемая величина вероятности разрушения ОиТ ሾ𝑃ሿ устанавливается в зависимости от таких 
факторов, как величина ущерба, который может наступить в случае разрушения, социальная значимость 
системы и срок ее эксплуатации [17].  

В частности, Международной научно-информационной ассоциацией строительной индустрии (CIRIA – 
Construction Industry Research and Information Association) для сложных инженерных сооружений (пло-
тин, мостов, шельфовых платформ) принята следующая формула для оценки предельно допустимой рас-
четной вероятности разрушения системы: 

ሾ𝑃ሿ ൌ
ଵ଴షరక௧

௅௞ಹಷ
,                                                                              (20) 

где t – расчетный срок эксплуатации системы; L – среднее количество людей, которые могут погибнуть в 
случае разрушения системы; 𝑘ுி – коэффициент, учитывающий разрушения, связанные с человеческим 
фактором (обычно принимают 𝑘ுி ൌ 10); 𝜉 – коэффициент социальной значимости системы (табл. 2). 

 
Таблица 2 

Коэффициент социальной значимости для различных типов технических систем 

Тип системы 𝜉 
Объекты массового скопления людей 0,005 
Плотины 0,005 
Жилые здания, офисные центры, промышленные объекты 0,05 
Мосты 0,5 
Буровые вышки, шельфовые установки 5 

 
Table 2 

Coefficient of social significance for various types of technical systems 

System type 𝜉 
Objects of mass congestion of people 0,005 
Dams 0,005 
Residential buildings, office centers, industrial facilities 0,05 
Bridges 0,5 
Drilling rigs, offshore installations 5 

 
Надежность и безопасность считается обеспеченной, если в любой момент рассматриваемого вре-

мени выполняется условие 

𝑃 ൑ ሾ𝑃ሿ.                                                                           (21) 

Таким образом, величина ሾ𝑃ሿ обычно оказывается в диапазоне от 10–5 до 10–8. 

Пример расчета вероятности разрушения без возникновения течи 

Для расширения условий применения концепции ТПР на трубопроводы второго контура и нагляд-
ной демонстрации расчета вероятности РБТ рассмотрим пример на основе трубопроводов питательной 
воды с условным диаметром DN = 28 мм и толщиной стенки S = 3 мм. 

Для определения критических размеров дефектов воспользуемся методикой М-02-91, которая поз-
воляет определить диаграмму критических размеров трещин, используя минимальное количество исход-
ных данных (предел текучести, предел прочности, действующие напряжения на трещину).  
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Для цилиндрических оболочек с несплошностями, ориентированными в кольцевом направлении, 
используют зависимости  

σ௕ ൌ
ଶ

஠
𝑅ி

்ൣ2 sin γ െ 𝑛௔ሾ𝑎/𝑆ሿ௖ sinሺ𝑛஦ሾφሿ௔ሻ൧,                                              (22) 

где 

γ ൌ
ଵ

ଶ
൤π െ 𝑛௔ሾ𝑎/𝑆ሿ௖𝑛஦ሾφሿ௔ െ π

஢೘

ோಷ
೅ ൨ ;                                                    (23) 

коэффициенты запаса прочности 𝑛௔ и 𝑛஦ при расчетах критических размеров трещин принимают рав-
ными 1; 𝑐 – половина длины трещины; 𝑅 – радиус трубы; S – толщина стенки, a – глубина трещины; 
𝑅ி

் – критерий прочности; σ௠ – общие мембранные напряжения, действующие на развитие трещины; 
𝑅୮బ,మ

்  – предел текучести при расчетной температуре; σ௕ – общие изгибные напряжения; φ ൌ
௖

ோ
 . 

Рассмотрим цилиндрические оболочки с несплошностями, ориентированными в кольцевом направ- 
лении, и преобразуем (22) и (23). Для определения критического размера трещины по течи примем ௔

ௌ
ൌ 1 

и 𝑛௔ ൌ 1, 𝑛஦ ൌ 1, получим уравнение для определения критического размера длины трещины: 

஠

ଶ

஢್

ோಷ
೅ ൌ 2 cosሺ

஦кр

ଶ
൅

஠

ଶ

஢೘

ோಷ
೅ ሻ െ sin φкр.                                                      (24) 

Для нахождения φкр необходимо определить σ௠, σ௕, 𝑅ி
் в соответствии с нормами расчета на проч-

ность оборудования и трубопроводов атомных энергетических установок. 𝑅ி
் определяется по формуле 

𝑅ி
் ൌ 1,2 ∙ 𝑅୮బ,మ

் ,                                                                       (25) 

где 𝑅୮బ,మ
்  можно определить исходя из марки стали или сплава, сортамента и температуры эксплуатации в 

соответствии таблицей П1.1 Норм расчета на прочность оборудования и трубопроводов атомных энерге-
тических установок10. 

Для определения напряжений σ௠ и σ௕ используем максимально допустимые значения напряжений 
исходя из требований ПНАЭ Г-7-002–86. Подставив полученные значения σ௠, σ௕, 𝑅ி

் в уравнение и ре-
шив уравнение (24), можно найти значения φкр для разных режимов эксплуатации (табл. 3). 

 
Таблица 3 

Результаты вычислений критического значения длины трещины 

Показатель, ед. изм. Нормальные условия 
эксплуатации

Гидро- 
испытания 

Аварийная  
ситуация

Критерий прочности 𝑅ி
், МПа 223,2 223,2 223,2 

Общие мембранные напряжения σ௠, МПа 65,5 88,4 78,6
Общие изгибные напряжения σ௕, МПа 112 134,3 131
Критическое значение длины трещины φкр 0,88 0,67 0,73 

 
Table 3 

Results of calculations of the critical value of the crack length 

Parameter, units Normal operating conditions Hydraulic test Emergency condition 
Strength criterion 𝑅ி

், MPa 223,2 223,2 223,2 
General membrane stresses σ௠, MPa 65,5 88,4 78,6
General bending stresses σ௕, MPa 112 134,3 131
Critical value of the crack length φкр 0,88 0,67 0,73 

 

 
10 ПНАЭ Г-7-002–86. Нормы расчета на прочность оборудования и трубопроводов атомных энергетических установок. 
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Используя значение φкр
АС, получим 

𝐷кр
஺஼ ൌ  196 ммଶ.                                                                          (26) 

Для определения обнаруженной дефектности рассмотрим данные радиографического контроля 
трубопроводов питательной воды с условным диаметром 28 мм и толщиной стенки 3 мм. Из данных кон-
троля мы можем получить глубину и длину несплошности, используя консервативные предположения, 
описанные в разделе «Исходные данные и способы их обработки». 

Проведем аппроксимацию гистограммы распределения количества трещин в зависимости от длины 
и глубины дефекта поверхностью в виде  

𝑁обнሺ𝑎, сሻ ൌ 𝐴𝑎ି௡𝑐ି௠ ൫1 െ 𝑒ି஑ሺ௔ି௔బሻିஒሺ௖ି௖బሻ൯.                                             (27) 

Используя результаты, полученные по определению коэффициента, учитывающего влияние чело-
веческого фактора, приборно-методических недостатков или сложности доступа к месту контроля, для обес-
печения выявления 70 % от общего количества несплошностей в металле, получаем коэффициенты, опре- 
деляющие особенности проведения контроля [18]: 

ሾαሿ ≅
ଷ,ଵଽ଻

ௌି௔బ
ൎ 1,142,                                                                      (28) 

ሾβሿ ≅
ଷ,ଵଽ଻

௅ି௖బ
ൎ 0,073,                                                                      (29) 

где 𝑆 – толщина стенки; 𝐿 – полудлина поперечного сечения трубопровода; 𝑎଴= 0,2 мм и 𝑐଴= 0,2 мм – 
определяются чувствительностью приборов, используемых при контроле.  

Результаты аппроксимации представлены на рис. 3. 
 

 
 

Рис. 3. Гистограмма распределения количества трещин в зависимости от длины и глубины трещины 
Figure 3. Distribution of the number of cracks depending on the length and depth of the cracks 

 
По результатам аппроксимации получены значения параметров распределения: 𝐴 ൌ 1300, 𝑛 ൌ 2, 𝑚 ൌ 5. 
Вероятность существования трещин вычисляется по (12). Используя полученные значения φкр

АС, 𝑛  
и 𝑚 и проводя вычисления, можно получить вероятность существования остаточного дефекта, который 
может привести к РБТ: 

𝑃РБТ ൌ 0,11.                                                                           (30) 
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Выберем начальную трещину из данных НК, расположенную в области II на рис. 2, 𝑎ଵ= 0,5 мм,  
𝑐ଵ= 5 мм. Рассмотрим случай подроста трещины по направлению  

௔

௖
ൌ

௔భ

௖భ
ൌ 0,1.                                                                        (31) 

Найдем количество циклов 𝑁, за которое трещина подрастет от начального до критического разме-
ра. Рассмотрим случай при R = 0, при котором минимальное напряжения цикла равно 0.  

Используя полученные (31) и (28), найдем критическую глубину дефекта для заданного направле-
ния роста: 

𝑎кр ൌ 1,75 мм.                                                                     (32) 

Из выражения (16), полагая 𝑌 равным 1,95, используя табличные значения коэффициентов Пэриса 
С଴ ൌ 1,5 ∙ 10ିଵଵ и 𝑚 ൌ 3,1 для углеродистых сталей и их сварных соединений, учитывая коэффициент 
запаса на количество циклов 𝑛ே ൌ 10 в соответствии с нормами ПНАЭ Г-7-002–86, можно получить ко-
личество циклов, через которое трещина может дорасти до РБТ по заданному направлению (31): 

𝑁 ൌ 106 циклов.                                                                 (33) 

Определим начальную глубину дефекта, с которой за количество 𝑁 ൌ 50 циклов трещина доросла 
до критического значения по направлению (31): 

𝑎нач ൌ 0,87 мм.                                                                 (34) 

Используя полученное по заданному направлению роста (31) значение 𝑎нач, найдено значение 
φнач ൌ 0,62 и вычислена вероятность наличия трещин в близкой к РБТ области: 

𝑃РБТ,ே ൌ 3,9 ∙ 10ି଼.                                                            (35) 

Вероятность 𝑃ே определяет вероятность разрушения трубопровода без течи через 50 циклов на- 
гружения с учетом коэффициента запаса на количество циклов 𝑛ே ൌ 10. Полагая расчетный срок эксплу-
атации системы t – 60 лет, среднее количество людей, которые могут погибнуть в случае разрушения си-
стемы L – 7 человек, коэффициент социальной значимости системы ξ – 0,05, определено допускаемое 
значение вероятности разрушения ሾ𝑃ሿ ൌ 4,3 ∙ 10ି଺. Получено, что условие (21) выполняется, и надежность 
и безопасность считаются обеспеченными.  

Выполнение условия (21) позволяет сделать вывод о возможности применимости концепции ТПР  
к трубопроводам, не входящим в контур теплоносителя реактора атомной станции. 

Заключение 
Разработан метод обработки данных НК используя консервативные допущения, который позволяет си-

стематизировать данные, полученные разными методами НК, и определять функцию распределения обнару-
женных дефектов по размерам, необходимую для анализа вероятности существования остаточных дефектов.  

Установлен критерий развития трещин по сценарию ТПР. Если критерий выполняется, то рост 
трещины приведет к ТПР, иначе к РБТ. Определена область размеров трещин, которые могут привести к 
разрушению без возникновения течи. Граница областей ТПР и РБТ определяет границу развития потен-
циальных (вероятностных) дефектов к различным исходам. 

Разработан метод определения вероятности остаточного дефекта, который может привести к разру-
шению без возникновения течи, а также вероятности существования остаточного дефекта, который может 
привести к разрушению сосуда или трубопровода давления без течи через известное количество циклов. 

Выполнение условия надежности обеспечивает возможность применения концепции ТПР к трубо-
проводам, не входящим в контур теплоносителя реактора атомной станции, обладающим значимой де-
фектностью и подверженным механизмам усталости. 

Представлен пример расчета вероятности остаточного дефекта, который может привести к РБТ,  
и вероятности разрушения за известное количество циклов на основе трубопроводов питательной воды.  
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Уважаемые коллеги! 

Инженерная академия Российского университета дружбы народов 
приглашает вас принять участие в научном мероприятии в 2021 году. 

 

ВСЕРОССИЙСКАЯ КОНФЕРЕНЦИЯ С МЕЖДУНАРОДНЫМ УЧАСТИЕМ 

«ИНЖЕНЕРНЫЕ ИССЛЕДОВАНИЯ – 2021» 

Октябрь 2021 года 

Место проведения: Москва, ул. Орджоникидзе, д. 3, 

Департамент строительства, Инженерная академия РУДН. 

ОФИЦИАЛЬНЫЕ ЯЗЫКИ КОНФЕРЕНЦИЙ 

Русский, английский. 

ПУБЛИКАЦИЯ МАТЕРИАЛОВ КОНФЕРЕНЦИЙ 

Статьи будут опубликованы в сборниках трудов конференций, индексируемых в БД РИНЦ, 
или в журнале, индексируемом в БД Scopus и Web of Science. 

НАУЧНЫЕ СЕКЦИИ 

● Материаловедение, металлургия и нанотехнологии. 

● Машиностроение, энергетика и транспорт. 

● Авиационные и космические системы. 

● Геология, горное и нефтегазовое дело. 
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● Гражданское, промышленное и гидротехническое строительство. 

● Архитектура и промышленный дизайн. 

● Инновационный менеджмент в промышленности. 

КОНТАКТНАЯ ИНФОРМАЦИЯ 

Организатор конференций: Российский университет дружбы народов (РУДН). 

Адрес страницы конференций на портале РУДН: http://engr.rudn.ru/?p=14247 

Место проведения конференций: 

Москва, ул. Орджоникидзе, д. 3, Инженерная академия РУДН. 

Заседание секции «Машиностроение, энергетика и транспорт» состоится по адресу: 

Москва, Подольское ш., д. 8, корп. 5. 

Председатель Оргкомитета: 
Малькова Марианна Юрьевна, профессор департамента строительства Инженерной акаде-

мии РУДН.  

E-mail: malkova-myu@rudn.ru 
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