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 Аннотация 
Актуальность. Нагрузки на сооружения представляют собой сложные 

стохастические структуры, включающие в себя несколько типов неопреде-
ленностей одновременно. В статье разработан подход к вероятностному 
моделированию нагрузки на покрытие сооружений с учетом неполной ста-
тистической информации, когда параметры функций распределения пред-
ставлены в интервальной форме. Цель исследования – разработка подхода 
к моделированию вероятностного распределения случайной нагрузки на 
покрытие сооружений в условиях ограниченной (неполной) статистической 
информации о нагрузке. Методы. Распределение вероятностей отдельного 
вида нагружения представлено в виде p-блоков (probability boxes). На чис-
ленном примере показан алгоритм определения p-блока, состоящего из 
суммы p-блоков, характеризующих различные нагружения с различными 
граничными функциями распределения. Результаты. На основе предло-
женного подхода можно определить интервалы нормативной и расчетной 
нагрузки с заданной обеспеченностью, рассчитать вероятность безотказной 
работы элемента сооружений, произвести оценку риска аварии рассматри-
ваемого элемента сооружений, а также подбор сечения элемента по задан-
ному уровню надежности. 

Ключевые слова: проектирование, случайная величина, покрытие, тео-
рия свидетельств, p-блоки, интервал значений, расчетная нагрузка, ферма, 
балка покрытия 
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Введение 1 
В соответствии с Межгосударственным стан-

дартом ГОСТ 27751-2014 «Надежность строитель-
ных конструкций и оснований» рекомендуется при- 
менять вероятностно-статистические методы для 
обоснования нормативных и расчетных характери-
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стик нагрузок и коэффициентов сочетаний. При-
менение таких методов допускается при наличии 
эффективных вероятностных методик учета слу-
чайной изменчивости основных параметров. При 
моделировании нагрузки на сооружение на основе 
вероятностно-статистических методов необходи-
мо учитывать два типа неопределенности: алеа- 
торную, обусловленную естественной природой 
изменчивости климатических нагрузок и неодно-
родностью физико-механических свойств, и эпис- 
темологическую, связанную с использованием огра- 
ниченной по объему статистической выборки и 
принятием отдельных статистических гипотез. 
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В исследовании [1] отмечается, что фактиче-
ская надежность конструкций покрытия в ряде слу-
чаев получается ниже расчетного уровня надеж-
ности вследствие изменчивости снеговой нагруз-
ки. В работе [2] приведены различные подходы к 
описанию снеговой нагрузки на конструкции по-
крытий сооружений. В [3] также отмечается много- 
образие подходов к вероятностно-статистическому 
моделированию снеговой нагрузки на покрытие.  

Проблема выбора конкретных вероятностно-
статистических распределений для снеговой нагрузки 
может быть решена путем использования матема-
тических методов моделирования при неполной 
статистической информации. Широкое распростра- 
нение получили методы вероятностного проекти-
рования и расчета надежности в условиях неопре-
деленности на основе p-блоков [4]. В работе [5] 
рассматривается перспективное направление исполь- 
зования топологической оптимизации с учетом не- 
определенности в параметрах нагрузки.  

1. Цель исследования 
Множество различных подходов к моделиро-

ванию эксплуатационной нагрузки как случайной 
величины формирует эпистемологическую неопре- 
деленность в рамках анализа надежности элемен-
тов покрытия сооружения. В данной работе пред-
лагается рассмотреть подход к моделированию слу-
чайной статической нагрузки на конструкции по-
крытий сооружений с учетом неопределенности в 
виде неточных (интервальных) оценок статистиче-
ских параметров в математической модели нагрузки. 

2. Материалы и методы 
В общем виде условие прочности изгибаемой 

конструкции покрытия можно записать в виде: 

 1 2 ult, , ... nM q q q M    ,                                      (1) 

где  1 2, , ... nM q q q     – функция изгибающего 
момента, зависящая от случайных (по значению) 
нагрузок на конструкцию покрытия 1 2, , ... nq q q   ; 

ultM  – предельный допустимый изгибающий 
момент. 

В общем виде нагрузки на покрытие можно клас- 
сифицировать на нагрузки от собственного веса 
элементов конструкции покрытия, климатические 
нагрузки и технологические нагрузки. Нагрузки от 
собственного веса элементов конструкции покры-
тия могут быть описаны нормальным законом рас-
пределения. Так, в приложении С Eurocode 0 «Basis 
of structural design» отмечено, что нормальное рас- 

пределение допустимо использовать для описания 
распределения собственного веса конструкций. Для 
моделирования снеговой нагрузки чаще использу-
ется закон распределения Гумбеля (или двойной 
экспоненциальный) [6]: 

α( ) exp exp ,
βX

xF x
  

   
  

                              (2) 

где 
6β

π
XS

  – мера рассеяния распределения 

Гумбеля, XS  – среднеквадратическое отклонение 
случайной величины X; α γ β 0,45X X Xm m S       – 
мера центра распределения Гумблея, γ  – постоян-
ная Эйлера – Маскерони. 

В случае ограниченной по объему выборки воз- 
можно ввести поправки для оценки коэффициен-
тов β  и α  в виде  0,69α 0,45 0,34X Xm n S     

и  0,75β 0,78 1,54 Xn S  . 
Числовые параметры математического ожида-

ния и стандартного отклонения для снеговой на- 
грузки содержатся в работе [6]. Эти параметры 
представляют собой некоторую неопределенность, 
одним из способов оценки которой является пред-
ставление данных параметров в виде интервалов 
значений ; XXm m    и ; XXS S   . Предположим, 

что по результатам статистического анализа данных 
о снеговой нагрузке получены следующие довери-
тельные интервалы:  ; 140; 150XXm m    кгс/м2 

и  ; 20; 30XXS S    кгс/м2. Различные возмож-

ные функции распределения (2) по граничным зна-
чениям параметров приведены на рис. 1.  

 

 
 

Рис. 1. Граничные функции распределения,  
формирующие p-блок для снеговой нагрузки 

[Figure 1. Boundary distribution functions as a p-box for snow load] 
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Подмножество возможных функций распределе-
ния формируют область, которая называется p-box 
(probability box), или p-блоки. Предполагается, что 
действительная функция распределения снеговой 
нагрузки будет проходить внутри данной области. 
Таким образом, для снеговой нагрузки можно сфор-
мировать две граничные функции распределения: 

 

0,45
exp exp ,

0,78

если( ) ,
0, 45

exp exp ,
0,78

если

XX

X

XX

X X

X

X

m S x

S

x mF x
m S x

S

x m

          
     
  
     
       




 

0, 45
exp exp ,

0,78

если
( ) .

0, 45
exp exp ,

0,78

если

X X

X

X
X

X X

X

X

m S x

S

x m
F x

m S x

S

x m

          
    

  
  

          
     

 

 

Нагрузка от собственного веса конструкций, 
как было отмечено выше, зачастую описывается 
нормальным законом распределения, для которого 
в условиях интервальных оценок его параметров 
также может быть построена модель p-box. Так как 
нагрузка от собственного веса представлена сум-
мой нагрузок от собственных весов элементов кон- 
струкции покрытия со своими доверительными 
оценками, то параметры для нормального распре-
деления вычисляются по общеизвестным форму-

лам: 
1

i

n

X x
i

m m


   и 2

1
i

n

X x
i

S S


  . В интерваль-

ной форме значения параметров суммируются по 
правилам интервальной арифметики [7]: 

1
; ; xii

n

XX x
i

m m m m


         

и 

22

1
; ; .ii

n

X xX x
i

S S S S


         

С учетом вышеизложенного математическую 
модель предельного состояния (1) запишем в виде 

 snow
ult ,

wM q q M                                               (3) 

где snowq  – снеговая нагрузка; wq  – нагрузка от 
веса конструкций. 

Случайные статические нагрузки в модели (3) 
представлены p-блоками. Для суммирования p-бло- 
ков необходимо их преобразовать в структуру типа 
Демпстера – Шефера [8]. Непрерывные граничные 
функции распределения в p-блоках дискретизиру- 
ются на определенное число блоков (рис. 2).  

Распределения при дискретизации ограничива- 
ются 0,05 и 99,5 перцентилями [9].  

 

 
 

Рис. 2. Дискретизация p-блока на фокальные элементы Ai 
с базовыми вероятностями mi 

[Figure 2. P-box discretization to focal elements Ai  
with basic probabilities mi] 

 
Шаг дискретизации im  обычно принимают 0,01 

с учетом 
1

1
n

i
i

m


 . В данном случае мы получаем 

100 интервальных оценок iA  случайной величины X. 
Следовательно, дискретизируя p-блоки для снеговой 

нагрузки, получим 100 интервалов: 
snowsnow
11

;q q 
  

, 

snowsnow
22

;q q 
  

, … 
snowsnow
100100

;q q 
  

. Аналогично 

можно получить 100 интервалов для нагрузки от 
собственного веса элементов конструкции покры-

тия 11
;

wwq q 
  

, 22
;

wwq q 
  

, … 100100
;

wwq q 
  

. 

Для построения p-блока суммарной статиче-
ской нагрузки необходимо каждый интервал снего-
вой нагрузки сложить с каждым интервалом на- 
грузки от собственного веса элементов конструк-
ции покрытия. Табличная форма решения проде-
монстрирована в табл. 1. 
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Таблица 1 
Объединение двух структур (комбинация) Демпстера – Шефера [8] 

[Table 1. Combination of two Dempster – Shafer structures] 

 
snowsnow

11
;q q 

  , 0,01 
snowsnow

22
;q q 

  , 0,01 … 
snowsnow

100100
;q q 

  , 0,01 

11
;

wwq q 
  , 0,01 

snowsnow

1 11 1
;

wwq q q q  
  , 0,0001 

snowsnow

2 12 1
;

wwq q q q  
  , 0,0001 … 

snowsnow

100 1100 1
;

wwq q q q  
  , 0,0001 

22
;

wwq q 
  , 0,01 

snowsnow

1 21 2
;

wwq q q q  
  , 0,0001 

snowsnow

2 22 2
;

wwq q q q  
  , 0,0001 … 

snowsnow

100 2100 2
;

wwq q q q  
  , 0,0001 

…. … … … … 

100100
;

wwq q 
  , 0,01 

snowsnow

1 1001 100
;

wwq q q q  
  , 0,0001

snowsnow

2 1002 100
;

wwq q q q  
  , 0,0001 … 

snowsnow

100 100100 100
;

wwq q q q  
  , 0,0001

 
Элементы в табл. 1 записаны по принципу 

;i ii
A q q   

, im , где ; ii
q q  – нижняя и верхняя 

границы интервала фокального элемента iA ; im  – 
базовая вероятность для фокального элемента iA . 

В итоге получим 100100 = 10 000 интерва-
лов. По этим интервалам можно построить нижнюю 
и верхнюю граничные функции распределения на 
основе положений теории свидетельств Демпстера – 
Шефера [10]. Данные граничные функции распре-
деления будут создавать p-блок суммарной на- 
грузки от собственного веса элементов конструк-
ции покрытия и снеговой нагрузки. 

3. Результаты 
Пусть для стального прогона покрытия даны 

статистические характеристики нагрузок: 
1. Собственный вес 1x : математическое ожи-

дание [0,14; 0,15] кН/м; среднеквадратическое от-
клонение [0,005; 0,010] кН/м. 

2. Панель покрытия 2x : математическое ожи-
дание [0,50; 0,55] кН/м; среднеквадратическое от-
клонение [0,02; 0,04] кН/м. 

3. Снеговая нагрузка 3x : математическое ожи- 
дание [2,20; 2,50] кН/м; среднеквадратическое от-
клонение [0,10; 0,30] кН/м. 

Математическое ожидание нагрузки от соб-
ственного веса элементов конструкции покрытия: 

. [0,14; 0,15] [0,50; 0,55] [0,64; 0,70]q wm     кН/м. 
Среднеквадратическое отклонение нагрузки от 

собственного веса элементов конструкции покры-
тия: 2 2 2 2

. 0, 005 ;0, 010 0,020 ;0, 040q wS         
[0, 021; 0, 041]  кН/м. 

В общем виде граничные функции для нор-
мального распределения нагрузки от собственного 
веса элементов покрытия можно записать в виде 
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где normF  – функция закона нормального распре-
деления. 

В примере рассмотрим дискретизацию p-блоков 
нагрузок на 10 элементов (рис. 3). 

В рамках дискретизации на 10 элементов по-
лучим следующие интервалы: [0,535 (0,05 перцен-
тиль); 0,673]; [0,588; 0,682]; [0,606; 0,689]; [0,619; 
0,695]; [0,630; 0,700]; [0,640; 0,710]; [0,646; 0,722]; 
[0,651; 0,735]; [0,658; 0,752]; [0,668; 0,805 (99,5 пер- 
центиль)] кН/м. 

При дискретизации распределения снеговой на- 
грузки на 10 элементов получим следующие ин-
тервалы: [1,680 (0,05 перцентиль); 2,390]; [1,870; 
2,418]; [1,954; 2,440]; [2,022; 2,462]; [2,084; 2,484]; 
[2,150; 2,522]; [2,208; 2,607]; [2,236; 2,716]; [2,272; 
2,891]; [2,330; 3,600 (99,5 перцентиль)] кН/м. 
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Рис. 3. Дискретизация p-блоков снеговой нагрузки (а) и нагрузки от собственного веса конструкций (б), кН/м 
[Figure 3. The snow load (a) and self-weight load (б) p-boxes discretization, kN/m] 

 

 
 

Рис. 4. Граничные функции распределения ( )
q

F q  и ( )qF q , формирующие p-блок суммарной нагрузки на покрытие 

[Figure 4. Boundary distribution functions ( )
q

F q  and ( )qF q  as p-box of common load on structural surface] 
 

Таблица 2 
Объединение двух нагрузок в общую структуру 

[Table 2. Combinations of two types of loads in common structure] 

 [0,535; 
0,673] 

[0,588; 
0,682] 

[0,606; 
0,689] 

[0,619; 
0,695] 

[0,630; 
0,700] 

[0,640; 
0,710] 

[0,646; 
0,722] 

[0,651; 
0,735] 

[0,658; 
0,752] 

[0,668; 
0,805] 

[1,680; 
2,390] 

[2,215; 
3,063] 

[2,268; 
3,072]

[2,286; 
3,079] 

[2,299; 
3,085]

[2,310; 
3,090]

[2,320; 
3,100]

[2,326; 
3,100]

[2,331; 
3,125] 

[2,338; 
3,142] 

[2,348; 
3,195]

[1,870; 
2,418] 

[2,405; 
3,091] 

[2,458; 
3,100]

[2,476; 
3,107] 

[2,489; 
3,113]

[2,500; 
3,118]

[2,510; 
3,128]

[2,516; 
3,128]

[2,521; 
3,153] 

[2,528; 
3,170] 

[2,538; 
3,223]

[1,954; 
2,440] 

[2,489; 
3,113] 

[2,542; 
3,112]

[2,560; 
3,219] 

[2,573; 
3,135]

[2,584; 
3,140]

[2,594; 
3,150]

[2,600; 
3,150]

[2,605; 
3,175] 

[2,612; 
3,192] 

[2,622; 
3,245]

[2,022; 
2,462] 

[2,557; 
3,135] 

[2,610; 
3,144]

[2,628; 
3,151] 

[2,641; 
3,157]

[2,652; 
3,162]

[2,662; 
3,172]

[2,668; 
3,172]

[2,673; 
3,197] 

[2,680; 
3,214] 

[2,690; 
3,267]

[2,084; 
2,484] 

[2,619; 
3,157] 

[2,672; 
3,166]

[2,690; 
3,173] 

[2,703; 
3,179]

[2,714; 
3,184]

[2,724; 
3,194]

[2,730; 
3,194]

[2,735; 
3,219] 

[2,742; 
3,236] 

[2,752; 
3,289]

[2,150; 
2,522] 

[2,685; 
3,195] 

[2,738; 
3,204]

[2,756; 
3,211] 

[2,769; 
3,217]

[2,780; 
3,222]

[2,790; 
3,232]

[2,796; 
3,232]

[2,801; 
3,257] 

[2,808; 
3,274] 

[2,818; 
3,327]

[2,208; 
2,607] 

[2,743; 
3,280] 

[2,796; 
3,289]

[2,814; 
3,296] 

[2,827; 
3,302]

[2,838; 
3,416]

[2,848; 
3,317]

[2,854; 
3,317]

[2,859; 
3,342] 

[2,866; 
3,359] 

[2,876; 
3,412]

[2,236; 
2,716] 

[2,771; 
3,389] 

[2,824; 
3,398]

[2,842; 
3,405] 

[2,855; 
3,411]

[2,866; 
3,416]

[2,876; 
3,426]

[2,882; 
3,426]

[2,887; 
3,451] 

[2,894; 
3,468] 

[2,904; 
3,521]

[2,272; 
2,891] 

[2,807; 
3,564] 

[2,860; 
3,573]

[2,878; 
3,580] 

[2,891; 
3,586]

[2,902; 
3,591]

[2,912; 
3,601]

[2,918; 
3,601]

[2,923; 
3,626] 

[2,930; 
3,643] 

[2,940; 
3,696]

[2,330; 
3,600] 

[2,865; 
4,273] 

[2,918; 
4,282]

[2,936; 
4,289] 

[2,949; 
4,295]

[2,960; 
4,300]

[2,970; 
4,310]

[2,976; 
4,310]

[2,981; 
4,335] 

[2,988; 
4,352] 

[2,998; 
4,405]
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Пример объединения нагрузки от собственного 
веса и снеговой нагрузки в единую структуру типа 
Демпстера – Шефера для заданных значений приве- 
ден в табл. 4  

На рис. 4 представлен p-блок, который харак-
теризует граничные функции распределения суммар- 
ной случайной нагрузки на покрытие. 

4. Обсуждение 
Полученные граничные функции распределе-

ния могут быть использованы при анализе надеж-
ности элементов покрытия [1; 11; 12]. Если несу-
щая способность элемента покрытия может быть 
представлена в виде плотностей распределения с 
граничными функциями ,ultqf  и 

,ultq
f , то верхняя 

и нижняя границы вероятностей безотказной рабо- 
ты вычисляются по формулам 

,ult
0

( ) ( ) ,q
q

P F q f q dx


   

,ult
0

( ) ( ) ,q qP F q f q dx


   

где ( )qF q  и ( )qF q  – граничные функции распре-

деления случайной нагрузки на элемент; ,ult ( )qf q  

и 
,ult

( )
q

f q  – функции плотности граничных рас-

пределений несущей способности элемента. 
Информацию о допустимых значениях вероят-

ностей безотказной работы и вероятностей отказа 
можно найти в работах [13; 14]. 

Заключение 
В статье описан подход к моделированию слу-

чайной нагрузки на конструкции покрытий соору-
жений при ограниченной статистической информа-
ции о нагрузках. 

Интервальная оценка параметров функций рас-
пределения и формирование p-блоков позволяют 
более осторожно подойти к вероятностным зада-
чам строительной механики. 

Продемонстрирован способ суммирования слу- 
чайных нагрузок, характеризующихся различными 
p-блоками, путем их дискретизации в структуры 
Демпстера – Шефера; 

Представление нагрузки в виде p-блоков может 
быть использовано в задачах по расчету вероятности 
безотказной работы элемента сооружений, при оцен-
ке риска аварии рассматриваемого элемента сооруже- 
ний, а также при подборе сечения элемента по за-
данному уровню надежности (индексу надежности). 
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 Аннотация 
Актуальность. Подземная часть здания (фундамент и грунт) оказывает су-

щественное влияние на его напряженно-деформированное состояние и поведение 
под действием эксплуатационных нагрузок. Поэтому существующая нормативно-
техническая документация регламентирует проектирование зданий (сооружений) с 
учетом совместной работы их надземной и подземной частей. На практике по-
добный учет становится возможным на основе комплексного инженерного ана-
лиза здания как большой механической системы «здание – фундамент – основа-
ние», который сегодня можно провести с применением метода конечных эле-
ментов. В случае применения свайных фундаментов правильность получаемого 
результата во многом зависит от обоснованного выбора расчетной модели под-
системы «свая – грунт». В статье анализируются три расчетные модели сваи, 
работающей в массиве грунтового основания. Первая модель – дискретная (стерж-
невая). В ней свая моделируется пространственными стержнями (типа Bar) и опи-
рается на упругие опоры (Spring) с обобщенными жесткостями. Вторая модель – 
пространственная, в которой свая и грунт набраны объемными элементами (Solid). 
Третья модель – пространственно-стержневая, или комбинированная, в которой 
стержневая свая встроена в сетку грунтового массива при помощи веерной под-
структуры, образованной стерженьками большой жесткости (типа Rigid). Цель 
исследования – определить рациональную расчетную модель подсистемы «свая – 
грунт» позволяющую, с одной стороны, сократить общий порядок системы раз-
решающих уравнений, а с другой – сохранить точность оценки напряженно-
деформированного состояния расчетной модели «свая – грунт» и здания в целом. 
Материалы и методы. Численные результаты анализа статики свайного фун-
дамента с применением трех расчетных моделей «свая – грунт» выполнены в 
программном комплексе САЕ – класса Femap with NX Nastran, реализую-
щим метод конечных элементов. Результаты. Сравнительно-численный анализ 
напряженно-деформированного состояния подсистемы «свайный фундамент – 
основание» позволил определить достоинства, недостатки, а также области ра-
ционального использования стержневой, пространственной и комбинированной 
расчетных моделей. В следующих статьях планируется рассмотреть расчет свай 
на вертикальные нагрузки, осуществить сравнительный анализ численных ре-
зультатов с экспериментальными данными (в лаборатории или в натурных усло-
виях) на горизонтальные и вертикальные воздействия. 

Ключевые слова: свая, свайный фундамент, грунт, дискретная модель 
сваи с грунтом, пространственная модель сваи с грунтом, стержневая модель, 
объемная модель, основание, грунтовый массив, упругие опоры 
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Введение 1 
В настоящее время проверочные расчеты проч-
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зданий и сооружений выполняются с учетом фун-
дамента и основания с реальными физико-механи- 
ческими свойствами, в том числе определяемыми 
в результате статического и динамического зонди- 
рования. При этом широко используются програм- 
мные комплексы инженерного анализа САЕ-класса, 
реализующие метод конечных элементов (МКЭ) и 
позволяющие выстраивать и рассчитывать сложные 
пространственные (3D) расчетные модели. Высо-
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кая производительность и большие объемы памяти 
современных компьютеров позволяют осуществить 
объединение расчетных моделей надземной и под- 
земной частей здания (сооружения). Инженерный 
анализ большой системы «здание – фундамент – 
основание» раскрывает инженеру-конструктору пол- 
ную картину напряженно-деформированного состо-
яния (НДС) проектируемого объекта, обеспечивает 
оценку степени взаимовлияния его составных частей.  

Во многом благодаря новым вычислительным 
возможностям компьютерной техники в последние 
годы выполнен значительный объем теоретических 
и практических исследований по фундаментам, что 
позволило усовершенствовать методы расчета и 
нормы проектирования. Однако расчет большой ме- 
ханической системы «здание – фундамент – осно-
вание» МКЭ приводит к разрешающим системам 
уравнений очень большого порядка. Во многом это 
связано с моделированием именно подземной части. 
Расчетная модель надземной части здания и со-
оружения (пространственный каркас) обычно фор- 
мируется стержневыми и пластинчатыми (оболо-
чечными) конечными элементами с шестью обоб-
щенными перемещениями в узлах. Численный ин-
женерный анализ подобных моделей особых вы-
числительных трудностей не вызывает [1; 2]. Си-
туация меняется при моделировании подземной 
части. Применение объемных конечных элементов 
приводит к существенному росту порядка решае-
мой задачи и значительному увеличению времени 
анализа. В результате выбор модели «фундамент – 
основание» зачастую производится исходя из до-
ступной производительности и объема памяти вы-
численной машины, а не из соображений необхо-
димой точности моделирования (адекватности мо- 
дели). При этом актуализируется не только задача 
решения больших систем уравнений по частям, 
но также и задача выбора рациональной расчетной 
схемы «фундамент – основание».  

При решении первой задачи порядок решае-
мой системы уравнений можно существенно пони-
зить с помощью методов подструктур и суперэле-
ментов, контурных и расчетных точек [3−6] и др. 
В качестве примера можно привести программный 
комплекс Femap with NX Nastran, реализующий тех-
нологию внешнего суперэлемента. Его использова-
ние позволяет свести расчет глобальной системы 
«здание – фундамент – основание» к расчету зда-
ния, находящегося на дискретном упругом осно-
вании с обобщенными жесткостными характеристи- 
ками, зависящими от реологических свойств осно-
вания (грунта) [7]. В результате общая трудоем-
кость, время и стоимость расчетного анализа слож-
ной системы существенно снижаются, причем без 
потери точности результата.  

Для решения второй задачи необходим сопо-
ставительный анализ различных расчетных моде-
лей подсистемы «фундамент – основание». Далее 
будут рассмотрены расчетные модели фундаментов 
свайного типа. Подобные фундаменты получили ши- 
рокое распространение при строительстве зданий 
и сооружений в основном благодаря своей высокой 
надежности, технологичности и относительной про-
стоте изготовления [8]. Как известно, в зависимо-
сти от характера работы в грунте сваи разделяют-
ся на сваи-стойки и висячие сваи [9; 10]. Под свай-
ным фундаментом подразумевается как группа свай, 
объединенная ростверком (ленточно-и плитно-
свайные поля), так и сваи без ростверка, то есть от-
дельно стоящие сваи под опоры (колонны). Рассмот-
рение ленточно-свайных и плитно-свайных фунда- 
ментов выходит за рамки данной статьи, посколь-
ку создание геометрии «свая – ростверк – грунт» не 
меняет основных принципов моделирования, ха-
рактерных для отдельной сваи. Поэтому нами бы-
ли исследованы модели висячей сваи с грунтовым 
основанием, представляющим однородную замкну-
тую область с заданными физико-механическими 
характеристиками. Из-за ограниченного объема ста-
тьи рассмотрим расчет сваи на горизонтальную на- 
грузку. Объектом анализа послужит квадратная свая 
в поперечном сечении размером 0,3×0,3 м, рабо-
тающая совместно с грунтовым массивом. Для на- 
глядности методик [10–14], учитывающих помимо 
ее горизонтального смещения и поворота в верти-
кальной плоскости еще и поперечную упругую де-
формацию, примем длину сваи 2 м. Продемонстри-
рованные расчетные модели «свая – грунт» можно 
использовать для свай разной длины, а также при 
расчете как на горизонтальные, так и на верти-
кальные нагрузки [8; 15; 16].  

Изучены следующие варианты расчетных мо-
делей подсистемы «свая – грунт»:  

– модель 1 – стержневая модель сваи с дискрет-
ными упругими опорами (пружинками) (рис. 1); 

– модель 2 – пространственная модель сваи с 
грунтом (рис. 2); 

– модель 3 – пространственно-стержневая мо-
дель сваи с веерной системой, составленной из жест-
ких стержней типа Rigid (рис. 3). 

1. Модельные представления свайного 
фундамента с грунтовым основанием 
Модель 1. Стержневая модель сваи 

с дискретными упругими опорами (пружинками) 

Свайная конструкция представляет собой стерж- 
невой элемент, в общем случае работающий на сжа-
тие, растяжение, изгиб и кручение. Грунт модели-
руется в рамках гипотезы Винклера установкой ряда 
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дискретных упругих опор (конечных элементов типа 
Spring), расположенных по длине сваи [10]. Изме-
нение жесткости грунта Сh, кН/м3, по глубине при- 
нята согласно нормативным документам [11; 12]. 
Формирование упрощенного графика грунта осуществ- 
ляется по трем характерным его точкам (рис. 1). На- 
чалом отсчета является уровень отметки поверхно-
сти земли, затем выбирается точка, где грунт сло-
жился как однородная структура, в которой про-
водится экспериментальное измерение коэффици-
ента жесткости грунта Ch, кН/м3. Крайняя точка 
назначается на глубине 10 м. Ниже нее жесткость 
грунта возрастает лишь незначительно. Такой под-
ход к построению графика изменения жесткости 
по глубине позволяет ограничиться одним изме-
рением Ch. Методика определения коэффициента 
жесткости Сi, кН/м, для каждой i-упругой опоры 
(Spring) сваи (рис. 2) подробно изложена в рабо-
тах [13–15]. Коэффициент жесткости упругой опо- 
ры Сi, кН/м, – это коэффициент жесткости грунта 
Сh, кН/м3, в уровне расположения опоры, умножен- 
ный на площадь А = аb м2, к ней относящуюся 
где a – расстояние между упругими опорами, м; 
b – ширина сваи, м. 

При использовании модели 1 необходимы на- 
дежные методики определения обобщенных жест-
костных характеристик грунта, которые могут быть 
получены на основе предварительных расчетов аль-
тернативными методами [11−15]. 

Модель 2. Пространственная модель 
сваи с грунтом 

Эталонной моделью «свая ‒ грунт» будем 
считать трехмерную модель сваи с грунтовым ос-
нованием (рис. 3, а), в которой свайная конструк-
ция и массив грунта представлены объемными 
(например, тетраэдральными) конечными элемен-
тами (КЭ) типа Solid [17; 18]. Каждый конечный 
элемент в указанной расчетной модели подземной 
части имеет по три степени свободы в узлах и по-
лилинейную аппроксимацию перемещений по 
осям х, у, z [19]. 

Модель 3. Пространственно-стержневая 
модель с элементами (Rigid) 

На рис. 3, б показана модель, в которой свая 
представлена стержневыми конечными элемента-
ми, а грунтовое основание – объемными КЭ. Узлы 
стержневых и объемных КЭ соединяются при по-
мощи жестких стерженьков типа Rigid, образую-
щих многоуровневые веерные подструктуры КЭ. 
Таким образом, при моделировании сваи реализу-
ется гипотеза плоских сечений. При этом узлы 

сваи сохраняют все шесть степеней свободы, что 
позволяет отслеживать в местах соединений не толь-
ко нормальные и перерезывающие силы, но также 
изгибающие и крутящие моменты. 

 

 
 

Рис. 1. Расчетная схема сваи  
и определение отпорности основания: 

Р ‒ горизонтальная сила, Н; a ‒ расстояние между упругими опорами, м; 
Сh ‒ коэффициент жесткости грунта в уровне расположения опоры, Н/м3; 

Сi ‒ коэффициент жесткости упругой опоры, Н/м 
[Figure 1. The design scheme of the piles  

and the determination of the resistance of the base: 
P ‒ horizontal force, N; a ‒ distance between the elastic supports, m;  
Сh ‒ soil stiffness coefficient at the level of support location, N/m3;  

Сi ‒ coefficient of stiffness of the elastic support, N/m] 
 
 

 
 

Рис. 2. График изменения жесткости грунта Сhi, Н/м3, 
по глубине h, м: 

1 – реальное изменение; 2 – расчетное изменение 
[Figure 2. The graph of the change in the stiffness of 

the soil Chi, N/m3, in depth h, m: 
1 – real change; 2 – estimated change] 
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а б в 
 

Рис. 3. Расчетные модели «свая – грунт»: 
а – модель 2 – пространственная модель сваи с грунтом; б – модель 3 – пространственно-стержневая модель;  

в – фрагмент сваи в виде стержня с элементами типа Rigid; 1 ‒ железобетонная свая в виде стержневого конечного элемента Bar; 
2 ‒ однородное грунтовое основание в виде объемного тела Solid; 3 ‒ жесткие Rigid-элементы с заданным шагом разбиения сетки; 

Р ‒ горизонтальная сила, Н; b ‒ ширина сваи, м; L ‒ длина сваи, м 
[Figure 3. Design models “pile – soil”: 

a – model 2 – solid model of soil piles; б – model 3 – spatial-bar model; в – fragment of a pile in the form of a bar with elements of the Rigid type; 
1 ‒ reinforced concrete pile in the form of a finite element Bar; 2 ‒ homogeneous soil base in the form of a solid body;  

3 ‒ Rigid-elements with a given mesh partition step; P ‒ horizontal force, N; b – pile width, m; L – pile length, m] 
 

2. Материалы исследования 
Для расчетного исследования возьмем исход-

ные данные, аналогичные данным ранее опублико- 
ванных работ [14; 15].  

Принята железобетонная забивная свая квад-
ратного поперечного сечения b×h = 0,3×0,3 м, дли- 
ной L = 2 м по ГОСТ 19.804.1 [20]. Материал сваи – 
тяжелый бетон класса В15 с модулем упругости 
Eb = 24∙103 МПа (табл. 6.11 в [21]). Значение моду-
ля сдвига бетона равняется Gb = 0,4Eb = 0,4∙24∙103 =  
= 9,6∙103 МПа (п. 6.1.15 в [21]), а коэффициент 
Пуассона ν = 0,2 (п. 6.1.17 в [21]).  

Грунт основания – песок четвертичного отло- 
жения, пылеватый (коэффициент пористости е = 0,65) 
с модулем деформации Е = 18 МПа, углом внутрен- 
него трения φ = 30°, удельным сцеплением с = 4 кПа 
(табл. Б.1 в [22]) и коэффициентом Пуассона ν = 0,3 
(табл. 5.10 в [22]). Внешняя горизонтальная нагрузка 
на все расчетные модели сваи составляет Р = 100 000 Н 
[14; 15; 22]. 

3. Методы исследования 
Сегодня метод конечных элементов является 

универсальным средством численного инженерного 
анализа сложных конструкций, включая конструк-
ции зданий и сооружений. Он позволяет исполь-
зовать в инженерном анализе широкий набор надеж- 
ных стержневых, пластинчатых (оболочечных) и 
объемных конечных элементов с различными ап-

проксимирующими функциями полей перемещений. 
Для расчета стержневых и объемных тел применима 
дискретная модель, которая обуславливает описание 
НДС исследуемого объекта в виде системы алгеб-
раических уравнений, порядок которой может быть 
весьма высоким. Поэтому анализ модели конструк-
ции, построенной на основе МКЭ, имеет смысл лишь 
при условии полной автоматизации расчетных 
исследований. В исследовании расчетных моделей 
свайных фундаментов применен расчетный ком-
плекс Femap with NX Nastran, реализующий весь-
ма широкий набор расчетных подходов и методов. 

4. Результаты 
Рассмотрим результаты сравнительного расчет- 

ного анализа напряженно-деформированного со-
стояния свайного фундамента с применением трех 
расчетных моделей «свая – грунт». 

Модель 1. Стержневая модель сваи 
с дискретными упругими опорами (пружинками) 

Для двухметровой сваи используются три опор- 
ные точки – по краям и в центре – с шагом а = 1 м 
(рис. 4).  

В точке 1 (расположенной на поверхности при 
hгр = 0 м) коэффицент жесткости упругой опоры 
составляет С1 = 2 ·106 Н/м, в точке 2 (на глубине 
hгр = 1,5 м) – С2 = 8 ·106 Н/м, а в точке 3 (на глубине 
hгр = 3 м) коэффицент жесткости упругой опоры 
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равен С3 = 11,2 ·106 Н/м. Конечно-элементная мо-
дель стержня состоит из шести конечных элемен-
тов типа Bar, состыкованных в семи узлах. Каждая 
пружинка (элемент типа Spring) имеет несмещаемое 
опирание. На рис. 5 представлены результаты расче-
та: горизонтальные перемещения (а) и реакции 
опор (б) сваи. 

Увеличение шага упругих опор не оказывает 
существенного влияния на результат (табл. 1). 

Модель 2. Пространственная модель 
«свая – грунт» (Solid-модель) 

Рассмотрена замкнутая область грунта в виде 
куба с размерами H×B×L = 6×6×6 м. Размеры сваи 
составили 0,3×0,3 м, длина L = 2 м. Общее число 
объемных КЭ расчетной модели – 37 979, число 
узлов стыковки – 55 478, сетка с шагом 0,3 м. Гра-
ничные условия для грунтового массива принима-
лись следующими:  

– перемещения нижней и боковых поверхно-
стей равны нулю; 

– перемещение верхней поверхности массива 
не ограничивается. 

К свае приложена сосредоточенная горизонталь-
ная (вдоль оси x) сила Р = 100 000 Н. Нагрузка рав-
номерно распределялась по верхней образующей по-
верхности при помощи веерной системы жестких КЭ 
типа Rigid. На рис. 6 показано горизонтальное переме- 
щение сваи совместно с грунтом (а) и эквивалентные 
напряжения в свае σэкв, Н, (б), вычисленные в соот-
ветствии с энергетической гипотезой фон Мизеса: 

     
 

экв

2 2 2
σ σ σ σ σ

σ
σ1

,
2 2 2 26 τ τ τ

x y z z xy

xy yz xz

    


   

 

где σx, σy, σz – нормальные напряжения по осям x, 
y, z; τxy, τyz, τxz – касательные напряжения на пло-
щадках, перпендикулярные к осям x, y, z. 

 

 
 

Рис. 4. Модель 1 – cтержневая модель сваи 
с дискретными упругими опорами Сi и схема  

определения жесткости упругих опор для сваи L = 2 м: 
Р ‒ горизонтальная сила, Н; a ‒ расстояние между упругими опорами, м;  

С1, С2, С3 ‒ коэффициенты жесткости упругих опор, Н/м;  
Si

гр ‒ грузовые площади, относящиеся к упругим опорам, м2 
[Figure 4. Model 1 –bar model of piles  

with discrete elastic supports Сi and a scheme for determining 
the stiffness of elastic supports for piles L = 2 m: 

P ‒ horizontal force, N; a ‒ distance between the elastic supports, m; 
С1, С2, С3 ‒ stiffness coefficients of elastic supports, N/m; 

Si
гр ‒ cargo area related to elastic supports, m2] 

 

а  б 
 

Рис. 5. Результаты расчета стержневой модели 1: 
а – перемещение Vi узла по оси х в точках V1 = 0,02794 м, V2 = 0,01103 м, V3 = −0,00394 м;  
б – опорные реакции Pi по оси х в точках Р1 = 55871 Н, Р2 = 88257 Н, Р3 = −44129 Н 

[Figure 5. The calculation results of the core model 1: 
a – translation Vi of a node along the x axis at points V1 = 0.02794 m, V2 = 0.01103 m, V3 = −0.00394 m; 

б – constrain force Pi along the x axis at points P1 = 55871 H, P2 = 88257 H, P3 = −44129 H] 
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Таблица 1 
Исходные данные и результаты расчета модели 1 

[Table 1. The initial data and the calculation results of the model 1] 

№ п/п 
[No.] 

Исходные данные модели [Initial data of the model] Результаты расчета [Calculation results] 
Размер сетки s, м 

[Mesh size on solid s, m] 
Число узлов 

[Number of nodes] 
Число элементов 

[Number of elements] 
Перемещение Vi, м, узла по оси х в точках 

[Translation Vi, m, of a node along the x axis at points] 
1 2 3 

1 0,5 9 10 0,02794 0,01103 –0,00394 
2 0,4 12 11 0,02794 0,01103 –0,00394 
3 0,3 13 12 0,02794 0,01103 –0,00394 
4 0,2 21 22 0,02794 0,01103 –0,00394 
5 0,1 41 42 0,02794 0,01103 –0,00394 

 
 
 

а  б 
 

Рис. 6. Результаты расчета пространственной модели 2: 
а – перемещение Vi узла по оси х в точках V1 = 0,0279 м, V2 = 0,0112 м, V3 = −0,00534 м;  

б – эквивалентные напряжения в объемном элементе σэкв, Н 
[Figure 6. The results of the calculation of solid model 2: 

а – translation Vi of a node along the x axis at points V1 = 0.0278 m, V2 = 0.0112 m, V3 = −0.00534 m; 
б – solid Von Mises stress σeqv, N] 

 
 

Таблица 2 
Исходные данные и полученные результаты расчета пространственной модели 2 

[Table 2. The initial data and the calculation results of the spatial model 2] 

№ п/п 
[No.] 

Исходные данные модели [Initial data of the model] Результаты расчета [Calculation results] 
Размер сетки s, м 

[Mesh size on solid s, m]
Число узлов 

[Number of nodes]
Число элементов 

[Number of elements] 
Перемещение Vi, м, узла по оси х в точках 

[Translation Vi, m, of a node along the x axis at points]
1 2 3 

1 0,5 17033 11457 0,0274 0,01120 –0,00508 
2 0,4 28104 19047 0,0276 0,01120 –0,00522 
3 0,3 55478 37979 0,0279 0,01120 –0,00534 
4 0,2 142482 98617 0,0280 0,01130 –0,00556 
5 0,1 714857 503816 0,0280 0,01130 –0,00556 

 
Для сравнительного анализа результатов (по го-

ризонтальному смещению) размер разбиения конечно-
элементной сетки изменялся в пределах от 0,1 до 
0,5 м. Результаты расчета приведены в табл. 2. 
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Как видно, с уменьшением размера сетки (сгу-
щения) незначительно возрастает числовое значе-
ние горизонтального перемещения в верхней и ниж-
ней частях сваи (табл. 2, рис. 6, а).  

Модель 3. Пространственно-стержневая 
модель с элементами Rigid 

По аналогии с предыдущей моделью массив грун- 
та представлен кубом с размерами H×B×L = 6×6×6 м. 
Шаг КЭ сетки составил 0,3 м. Область грунта раз-
бита на 37 251 элементов. Число узлов стыковки – 
25 231. Граничные условия грунта приняты анало-
гичными пространственной модели 2.  

В рамках регулярной конечно-элементной сетки 
стержневой сваи в каждом ее узле установлен плос- 

кий веер жестких элементов Rigid, соединяющих 
сваю с грунтовым основанием. В сравнении с мо-
делью 2 число конечных элементов и узловых то-
чек сократилось до 33 %, а следовательно, сокра-
тился и порядок системы разрешающих уравне-
ний. Полученные результаты расчета деформиро-
ванного состояния подсистемы «свая − грунт» при- 
ведены на рис. 7. 

В табл. 3 представлен сравнительный анализ чис- 
ленного расчета деформированного состояния мо-
дели 3 с шагом разбиения сетки КЭ от 0,1 до 0,5 м.  

Результаты численного анализа деформирован- 
ного состояния по всем расчетным вариантам све-
дены в табл. 4 и сопоставлены с аналогичными ре- 
зультатами, полученными численно-аналитическими 
методами расчета, изложенными в [10−15]. 

 

 

а  б 
 

Рис. 7. Результаты расчета пространственно-стержневой модели 3: 
а – перемещение грунта Vi узла по оси х в точках V1 = 0,0339 м, V2 = 0,0129 м, V3 = −0,00805 м; 
б – перемещение сваи Vi узла по оси х в точках V1 = 0,0339 м, V2 = 0,0129 м, V3 = −0,00805 м 

[Figure 7. The results of the calculation of the solid-bar model 3: 
а – translation of soil Vi of a node along the x axis at points V1 = 0,0339 m, V2 = 0,0129 m, V3 = −0,00805 m; 

б – translation of the pile Vi of a node along the x axis at points V1 = 0,0339 m, V2 = 0,0129 m, V3 = −0,00805 m;] 
 
 

Таблица 3 
Результаты расчета пространственно-стержневой модели 3 

[Table 3. The calculation results of the solid-bar model 3] 
 

№ п/п 
[No.] 

Исходные данные модели [Initial data of the model] Результаты расчета [Calculation results] 
Размер сетки s, м 

[Mesh size on solid s, m]
Число узлов 

[Number of nodes]
Число элементов 

[Number of elements] 
Перемещение Vi, м, узла по оси х в точках 

[Translation Vi, m, of a node along the x axis at points]
1 2 3 

1 0,5 11043 7310 0,0273 0,0103 –0,00676 
2 0,4 19536 13051 0,0277 0,0105 –0,00666 
3 0,3 37251 25231 0,0280 0,0106 –0,00668 
4 0,2 89316 61252 0,0280 0,0107 –0,00687 
5 0,1 464655 327480 0,0280 0,0107 –0,00687 
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Таблица 4 
Сравнительный анализ полученных результатов статического линейного расчета 

[Table 4. Comparative analysis of the results of static linear calculation] 

№ п/п 
[No.] 

Расчетные варианты  
моделирования «свая – грунт» 

[Design models “pile – soil”] 

Результаты расчета [Calculation results] 
Перемещение Vi, м, узла по оси х 

в точках 
[Translation Vi, m, of a node  

along the x axis at points] 

Опорные реакции грунта Pi, кН, 
по оси х в точках 

[Constrain force Pi, kN, 
along the x axis at points] 

V1 V2 V3 Р1 Р2 Р3 

1 Численно-аналитические методы расчета [Numerical and analytical methods of calculation] [15] 

1.1 Численно-аналитические методы 
[Numerical and analytical methods] 0,02800 0,01100 –0,0039 56,000 88,000 –44,000 

2 Метод конечных элементов [Finite element method] 
2.1 Модель 1.Стержневая модель сваи  

с упругими опорами Spring 
[Model 1. Bar model of piles with  
discrete elastic supports] 

0,02794 0,01103 –0,00394 55,871 88,257 –44,129 

2.2 Модель 2. Пространственная мо- 
дель сваи с грунтом 
[Model 2. The solid model “pile – soil”] 

0,02790 0,01120 –0,00534 – – – 

2.3 Модель 3. Пространственно-стерж- 
невая модель с элементами Rigid 
[Model 3. Solid-bar model with 
Rigid elements] 

0,02800 0,01060 –0,00668 – – – 

 
На рис. 8 представлен график сходимости ре-

зультатов расчета от действия горизонтальной силы 
Р = 100 000 Н, полученный для трех моделей «свая – 
грунт» с учетом размера разбиения сетки s, м. Ре-
зультаты численного метода практически подтвер-
дили сходство с аналитическим методом (табл. 4). 
Если сравнить результаты расчетов моделей 1, 2 и 
3 с аналогичными результатами, полученными аль-
тернативными методами [14; 15], то они совпадают 
с достаточно высокой точностью.  

 

 
 
 

Рис. 8. График сходимости результатов (с точностью 
до 0,0001 м), полученных численно-аналитическими методами 

расчета, на примере трех расчетных моделей «свая – грунт» 
[Figure 8. The graph of convergence of the results obtained by 
numerical and analytical methods of calculation on the example 

of three calculation models “pile – soil”] 

Отметим ряд особенностей, отражающих спе-
цифику формирования и применения расчетных мо- 
делей «свая – грунт» и влияющих на анализ резуль-
татов расчета.  

Модель 1. Стержневая модель сваи 
с дискретными упругими опорами (пружинками) 

Преимуществом данной модели является наи- 
меньшая трудоемкость в создании геометрической 
и расчетной моделей, и отсюда – экономия време-
ни на выполнение расчета. Из-за малого числа ко-
нечных элементов и узлов время численного ана-
лиза и число решаемых уравнений, как и следова-
ло ожидать, оказалось существенно меньше, чем у 
моделей 2 и 3. Основным недостатком модели 1 
является трудоемкий расчет по определению коэф- 
фициентов жесткости Сi, кН/м, каждой i-упругой 
опоры (Spring), выполняемый аналитическими ме- 
тодами. Так, трудоемкость существенно возраста-
ет при заданных гидрогеологических условиях строи- 
тельной площадки, имеющей сложную схему гео-
логического разреза по слоям и типам грунта. К тому 
же, в научно-технической литературе коэффициент 
постели (коэффициент жесткости) грунта Сh, кН/м3, 
имеет весьма размытые границы, что затрудняет 
его практический выбор. Результатами анализа мо-
дели являются перемещения и деформации сваи, 
изгибающие и крутящие моменты, продольные и 
перерезывающие силы, нормальные и касательные 
напряжения в свае, вызванные кручением, а также 
реакции грунта, заданные в дискретном виде.  
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Модель 2. Пространственная модель 
сваи с грунтом 

Преимущество модели 2 заключается в относи-
тельной простоте ввода в расчет заданных физико-
механических свойств грунта, определяемых по 
результатам инженерно-геологических изысканий, 
включая создание точных переходов между слоями 
различных типов грунта. Однако данная задача яв-
ляется очень трудоемкой на начальной стадии со-
здания геометрической и конечно-элементной 
пространственных моделей грунтового основания. 
Отсюда увеличение порядка решаемых алгебраи-
ческих уравнений за счет большого числа КЭ и 
существенное увеличение продолжительности чис-
ленного анализа. Поскольку каждый КЭ расчетной 
модели подземной части здания имеет по три ли-
нейных перемещения в узлах и полилинейную ап- 
проксимацию перемещений, то могут возникнуть 
сложности при ее стыковке с надземной частью 
конструкции, конечные элементы которой имеют 
иную аппроксимацию полей перемещений. Харак- 
терным примером может служить стыковка стерж- 
невой удерживающей колонны здания с объемной 
сваей, приводящая к потере точности ряда анали-
зируемых внутренних силовых факторов. Резуль-
татами расчетов являются все характеристики НДС, 
включая перемещения по осям x, y, z, и компонен-
ты тензора напряжений и деформаций.  

Модель 3. Пространственно-стержневая 
модель с элементами Rigid 

Модель 3 характерна использованием стерж-
невой сваи, имеющей по шесть узловых степеней 
свободы, что позволяет стыковать ее с узлами 
надземной части без потери точности результата. 
При этом в точках стыковки сохраняется полный 
набор внутренних силовых факторов, что выгодно 
отличает ее, например, от модели 2. К тому же мо-
дель 3 сохраняет все преимущества развернутого 
анализа НДС объемного грунтового массива с уче-
том разнообразных реологических свойств. В дан-
ной модели для анализа доступны все характери-
стики НДС, предусмотренные для стержневого и 
объемного КЭ.  

Заключение 
В статье проведено сопоставление трех расчет-

ных конечно-элементных моделей подземной части 
здания (подсистемы «свая – грунт»), предназначен-
ных для численного анализа статики и динамики 
большой механической системы «здание – фунда-
мент – основание».  

Каждая расчетная модель обладает своими до-
стоинствами и недостатками. Окончательный выбор 

зависит от заданных условий задачи, объема исход-
ной информации, знаний и профессионального опыта 
инженера-конструктора, технических характеристик 
используемой электронно-вычислительной маши-
ны, а также лимита времени, предусмотренного на 
выполнение всего комплекса инженерных расчетов.  
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 Abstract 
Relevance. The underground part of the building (foundation and soil) has 

a significant impact on its stress-strain state and behavior under the influence of 
operational loads. Therefore, the existing regulatory and technical documentation 
regulates the design of buildings (structures), taking into account the joint work 
of their aboveground and underground parts. In practice, such accounting becomes 
possible on the basis of a comprehensive engineering analysis of the building as 
a large mechanical system “building – foundation – soil”, which today can be carried 
out using the finite element method. In the case of pile foundations, the correct-
ness of the result depends largely on the reasonable choice of the design model 
of the pile-soil subsystem. The article analyzes three design models of piles op-
erating in an array of soil foundation. The first model is discrete. In it, the pile is 
modeled by bars and is based on elastic supports (Spring) with generalized stiff-
nesses. Second model – spatial, in which the pile and soil are typed in by volumetric 
elements (Solid). Third model – spatial-bar or combined, in which the bar pile is 
embedded in the mesh of the soil mass using a rigid substructure formed by bars 
of high rigidity. The aim of the work – to determine a rational calculation model 
of the “pile – soil” subsystem, which allows, on the one hand, to reduce the general 
order of the system of resolving equations, and, on the other hand, to maintain 
the accuracy of the assessment of the stress-strain state of the calculation model 
of “pile – soil” and the building as a whole. Materials and methods. The numerical 
results of the analysis of the pile foundation statics using the three “pile – soil” calcu-
lation models were performed in the CAE software package – the Femap with NX 
Nastran class, which implements the finite element method. Results. Comparative-
numerical analysis of the stress-strain state of the “pile foundation – soil” subsystem 
made it possible to determine the advantages, disadvantages, and also the areas 
of rational use of bar, spatial combined calculation models. In the next articles, 
it is planned to consider the calculation of piles for vertical loads, as well as 
a comparative analysis of numerical results with experimental data (in the labo-
ratory or in field conditions) for horizontal and vertical effects. 

Keywords: pile, pile foundation, soil, discrete model of pile with soil, spatial 
model of pile with soil, bar model, volumetric model, soil mass, elastic supports 
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 Аннотация 
Актуальность. Численные статические и сейсмические (динамиче-

ские) расчеты напряженно-деформированного состояния (НДС) грунтовых 
плотин обычно выполняются с применением различных вычислительных 
программ, в которых используются разные, часто сложные математические 
модели грунтов. Однако правильный выбор этих моделей остается за поль-
зователем программы, обычно не имеющим достаточного опыта, поэтому 
результаты расчетов часто бывают непонятными и ошибочными. Таким 
образом, цели настоящего исследования – разработка рекомендаций по 
выбору достоверных математических моделей грунтов в численных расче-
тах грунтовых плотин и их сравнение с наиболее распространенными мо-
делями в современной практике применения. Методы. Глубокий сравнитель-
ный анализ многих моделей грунтов проводился по результатам их примене-
ния в расчетах грунтовых плотинах во время работы в Комитете СИГБ (ICOLD) 
по численным расчетам и проектированию плотин. Результаты. На основе 
оценки достоверности моделей грунтов получены рекомендации по выбору 
и применению моделей в численных расчетах НДС грунтовых плотин при 
статических и сейсмических воздействиях; определены взаимодействия между 
результатами расчетов и данными мониторинга поведения плотин. 

Ключевые слова: грунтовые плотины, численные расчеты, математиче-
ские модели грунтов, напряженно-деформированное состояние, оценка до-
стоверности моделей грунтов 
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священных грунтовым плотинам и математическим 
моделям грунтов [1–2].  

В настоящей статье рассматриваются матема-
тические модели грунтов, применяемые в статиче-
ских и сейсмических (динамических) численных 
расчетах грунтовых плотин. Динамический расчет 
означает, что сейсмическое воздействие использу-
ется в виде записанных или синтетических акселе-
рограмм землетрясений. 

Любая численная модель сооружения представ-
ляет собой упрощенное представление реальной фи- 
зической системы, отклонениями от реальности ко-
торой являются: 1) упрощение геометрии (конечные 
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границы, упущенные детали); 2) упрощение свойств 
материалов в принятых определяющих законах; 
3) упрощение пространства изменений поведения 
материалов: например, в модели изменения в про-
странстве перемещений необходимо следовать функ- 
циям формы (со степенью 1 или 2), которые по 
сути лишь приближения, часто слишком грубые; 
4) схематизация распределения нагрузок в простран-
стве и во времени. 

Таким образом, результаты численных расчетов, 
которые обеспечивают применение численной мо- 
дели, могут быть достаточно далекими от того, что 
происходит в реальности, в зависимости от принятых 
упрощений в расчетах. Сама численная модель не 
дает оценки собственного уровня неточности по 
отношению к реальной моделируемой системе. 

1. Сравнение численных расчетов НДС 
различных грунтовых плотин  

при сейсмических и статических воздействиях 
Выбор методов численных расчетов 

при сейсмических (динамических) воздействиях 

При сейсмическом воздействии для определе-
ния реакции грунтовых плотин используются бо-
лее сложные методы, чем при статическом. Реак-
ция плотины зависит от нагрузок, которые она по- 
лучает от основания и водохранилища (верхнего 
бьефа – ВБ), и изменения механических характе-
ристик материалов, вызванных сейсмическим воз-
действием. Простые методы, такие как линейный 
эквивалентный метод Сида (ЛЭМС), модифициру- 
ют модуль сдвига и коэффициент затухания коле-
баний как функцию искривления (деформации сдви-
га). ЛЭМС прямо не оценивает сейсмически возни-
кающее давление в поровой воде грунта, хотя оно 
играет очень важную роль, когда грунты не плот-
ные и могут уплотняться при землетрясении. Со-
временные динамические методы учитывают пове- 
дение поровой воды при и после землетрясения. 
Они используют реологические законы, описыва-
ющие дилатансию (разуплотнение при сдвиге) грун-
та, эффекты его размягчения, деформационное упроч- 
нение и др. 

В простых динамических задачах необратимые 
перемещения грунтовой плотины рассчитываются 
по методу Ньюмарка [3]. Это включает определе-
ние предельного горизонтального ускорения колеба-
ний, которое соответствует коэффициенту запаса 
устойчивости плотины 1,0 для заданной круговой 
или многоугольной поверхности скольжения. Со-
гласно СП39.13330.2012 коэффициент запаса устой-
чивости грунтовой плотины превышает 1,0 с уче-
том класса плотины, коэффициента условий рабо-

ты и сочетания нагрузок. Затем, используя акселеро-
грамму землетрясения в центре тяжести неустой-
чивой зоны плотины, дважды интегрируется пре-
дельное горизонтальное ускорение для получения 
горизонтального необратимого перемещения. В слож- 
ных динамических задачах метод Ньюмарка может 
использоваться для обеспечения неразрывности этих 
задач со стандартной инженерной практикой.  

Методы расчета устойчивости грунтовых пло-
тин являются простым способом использования ис-
ходных механических параметров грунта для опре-
деления коэффициента запаса устойчивости плоти-
ны. Однако опытный инженер по механике грунтов 
получит максимальную отдачу от расчетов, исполь-
зуя сложные численные модели, которые будут наи- 
более точными инструментами. 

Выбор типов моделей грунтов 
и методов их испытаний 

Численные расчеты, проведенные с помощью 
линейной определяющей модели грунта, являются 
неполными, если не учтены сейсмические нагруз-
ки низкой интенсивности. Поэтому следует при-
менять связанные или несвязанные расчеты с не-
линейными определяющими моделями с использо-
ванием пошагового интегрирования или по крайней 
мере эквивалентного линейного метода, последний 
является адекватным для оценки максимального 
ускорения, НДС, но не способен оценить остаточ-
ное НДС после сейсмического воздействия. 

В динамических расчетах, как несвязанных, 
так и связанных с нелинейными определяющими мо- 
делями грунтов, основная трудность заключается 
в использовании этих моделей, способных досто-
верно описывать при динамических циклических 
нагрузках следующие аспекты: а) реакцию НДС 
на соответствующее обратное преобразование мо-
дели нагрузки; многие модели усиливают гистере-
зис колебаний по сравнению с данными экспери-
ментов; б) рассеивание колебаний в системе «пло-
тина – основание», вызванное пластическими де-
формациями и вязкими явлениями; в) явления 
циклической деградации (например, изменчивость 
НДС с ростом количества циклов); г) фазовые эф-
фекты взаимосвязи (достоверный прогноз избы-
точного порового давления воды имеет определя-
ющее значение для прогноза максимального уско-
рения и оценки постсейсмических эффектов). По-
этому нельзя считать, что связанные расчеты с ис- 
пользованием упруго-пластичных моделей грунтов 
являются более надежными, чем несвязанные, учи- 
тывая, что последние имеют критерии прогноза по-
рового давления. Граница возможностей этого мо-
делирования представлена трехфазной средой с 
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возможностью описания поведения частично водо-
насыщенных грунтов.  

Если плотина находится в высокосейсмичном 
районе, свойства грунтов обычно определяются с 
помощью специальных экспериментов, таких как 
полевые динамические (на плотине и основании) 
и лабораторные (грунтов плотины и основания) 
испытания, обеспечивающих получение парамет-
ров деформации с требуемой точностью. 

Менее надежным является прогноз параметров 
деформации, используемых в статическом расчете. 
Эти параметры сложно получить из полевых гео-
технических испытаний, и они имеют низкую надеж-
ность при получении из лабораторных испытаний 
(например, трехосных). Относительно затухания коле-
баний, учитываемого в линейном эквивалентном и 
нелинейном расчетах, то общие оценки этого парамет-
ра вызывают высокий разброс результатов расчета.  

Численные расчеты земляных плотин 

Уровень сложности динамического расчета для 
прогноза поведения земляных плотин при сейсми- 
ческих воздействиях выше относительно статиче-
ских расчетов. Снижение надежности прогнозов 
объясняется повышенной сложностью определения 
условий нагружения в расчете и неопределенно-
стями ряда факторов, среди которых наиболее важ-
ными являются: а) трудность определения и моде-
лирования отражающих/поглощающих границ рас- 
четной области; б) взаимодействие плотины с грун-
том основания: в случае его сжимаемости это сильно 
меняет сейсмическую реакцию плотины по сравне- 
нию с жестким грунтом, необходимо обнаружить 
в аллювиальном основании прослойки с низкой 
плотностью и механическими параметрами, но труд-
но получить эти параметры; в) зависимость меха-
нических свойств грунта, определяющих сейсми-
ческую реакцию плотины, от ее статического НДС. 

При оценке реакции земляной плотины при и 
после сейсмического воздействия расчет ее НДС со-
ставляет основу любого прогноза. Общая устойчи-
вость плотины, возможность разжижения грунта, 
поведение плотины после сейсмического воздей-
ствия, сосредоточенная фильтрация, гидравлический 
разрыв глинистого ядра и т. п. могут определяться 
и в псевдодинамических расчетах. С другой сто-
роны, даже если выполняются псевдо-статические 
расчеты, они не могут достоверно учитывать такие 
важные явления, как эффект усиления амплитуды 
колебаний, остаточное избыточное поровое давле- 
ние воды после сейсмического воздействия, разжи- 
жение грунта, перераспределение напряжений. Одна-
ко взаимодействие земляной плотины с ВБ суще-
ственно не изменяет частотную реакцию плотины.  

Численные расчеты  
каменно-земляных плотин с глинистым ядром 

Для этих плотин с водонепроницаемым глини-
стым ядром только ядро и дренажи могут быть смо-
делированы с помощью реологического закона. Ме- 
ханическое поведение дренажей не является важ-
ным аспектом, поскольку они узкие, но их гидрав-
лическое поведение следует учесть, так как это опре-
деляет граничные условия поведения воды в ядре. 
Продвинутые модели обеспечивают помощь в ана-
лизе риска гидравлического разрыва ядра путем рас-
чета главного минимального напряжения и порового 
давления воды. Арочные эффекты в ядре (в его вер-
ховой или низовой грани), когда боковые зоны слабо 
деформируемые, или от берега к берегу в каньонах, 
или сочетание того и другого могут быть проана-
лизированы с помощью этих методов. В настоящее 
время не существует адекватного закона поведения 
ядра, описывающего влияние наполнения ВБ на 
верховую зону плотины. Эта зона оседает при на- 
полнении ВБ, хотя она насыщена водой и поэтому 
в ней низкие межблочные напряжения.  

Численные расчеты каменно-насыпных плотин 
с непроницаемым экраном 

В каменно-насыпной плотине с непроницаемым 
экраном вода ВБ обычно не проникает в плотину. 
Если вода, просачивающаяся из боковых примы-
каний плотины, и вода ВБ, поступающая в обход 
экрана, и/или грунтовые воды, поступающие с бе- 
регов, удовлетворительно контролируются цемен-
тационными и дренажными завесами, плотина может 
считаться неводонасыщенной. Проблема, которую 
следует решить, заключается в численных расчетах 
поведения экрана при статических и динамических 
нагрузках. Следовательно, принципиально, чтобы 
численная модель могла использовать реологиче-
ский закон с деформационным упрочнением, кото-
рый дает адекватное моделирование поведения ка- 
менной насыпи как функции ее напряженного со-
стояния. Модель должна моделировать этап строи-
тельства плотины, так как закон деформационного 
упрочнения описывает историю нагружения мате-
риала плотины. 

2. Классификация и выбор моделей грунтов 
в численных расчетах 

Нелинейно-упругие модели 

Этот тип моделей грунтов является наиболее 
простым и широко применяемым. Упругие моду-
ли (модуль Юнга, E, и коэффициент Пуассона, µ, 
или модули объемной деформации, B, и сдвига, G) 
принимаются нелинейно зависимыми от напряже-
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ний. Эти модели включают до девяти параметров, 
легко определяемых из стандартных трехосных ис- 
пытаний грунтов. Самая известная среди них – мо- 
дель Дункана – Чанга [4], которая часто использу-
ется в статических расчетах грунтовых плотин, 
особенно каменно-насыпных с глинистыми ядра-
ми, диафрагмами из асфальтобетона и экранами из 
железобетона.  

Главным недостатком этих моделей является 
то, что все деформации грунта принимаются упру-
гими и направление приращения напряжений зави-
сит от направления приращения деформаций. Од-
нако это допущение несправедливо для грунтовых 
плотин, в которых во время наполнения и опорож- 
нения ВБ происходит поворот осей главных напря- 
жений и изменение направления нагрузки. Таким 
образом, эти модели не учитывают влияние пути 
нагружения и не могут моделировать важный эф-
фект дилатансии (разуплотнения при сдвиге) уплот- 
ненных грунтов и их нелинейное поведение при 
разгрузке и повторной нагрузке. Поэтому эти мо-
дели лучше всего использовать для расчетов одно- 
родных земляных плотин из несвязных грунтов. 

Упругие идеально пластичные модели 

Среди них наиболее упрощенные модели – упру-
гие идеально пластичные модели с критериями проч- 
ности Mора – Кулона, Мизеса и Друкера – Праге-
ра. Известно, что эти приближения дают плохие 
результаты и не имеют реальных преимуществ в 
численных расчетах грунтовых плотин. Дилатан-
сия несвязных грунтов контролирует предельные 
нагрузки грунтовых плотин. Тем не менее прогноз, 
выполненный с критериями прочности Мора – Куло-
на с ассоциированным правилом течения, нереально 
высокий. 

Упруго-пластичные модели с упрочнением 
(модели УПУ) 

Изотропные, кинематические и изотропно-кине- 
матические правила упрочнения вследствие пла-
стических объемных и сдвиговых деформаций при- 
водят к моделям разной сложности. Модель кри-
тического состояния (КС или CS), разработанная 
Роско, Шофилдом и Берландом [5–6], модель бес-
конечного числа поверхностей (БЧП или INS), раз-
работанная Мрозом, Норрисом и Зенкевичем [7], 
модели Лейда, Превоста и Зарецкого [8–11] – ряд 
примеров в этой группе моделей. 

На данном этапе разработки моделей только 
модели УПУ могут достоверно описывать поведе-
ние грунтов. Список этих моделей с диапазоном 
их применимости, типов нагрузок и формулиров-

ки моделей приведены в нашей статье [12]. Хоро-
шо разработанная модель КС (модифицированная 
модель Кэм-Клей) является основой около 30 мо-
делей, предложенных для монотонных и цикличе-
ских нагрузок. В формулировках моделей указаны 
правила течения (связанные или несвязанные) и 
правила упрочнения (изотропные или кинемати-
ческие), так как это оказывает большое влияние на 
компьютерную реализацию моделей. Модель КС, 
разработанная для нормально уплотненных (Н-У 
или N-C) и слабо переуплотненных (коэффициент 
переуплотнения не более 2,0) глин, представляет 
собой простую модель с 4–5 параметрами и спо-
собна качественно предсказать основные аспекты 
поведения грунтов. 

Далее рассмотрены наиболее распространен-
ные в практике проектирования грунтовых плотин 
математические модели Кэм-Клей, применяемые в 
статических расчетах этих плотин. 

Модифицированная модель Кэм-Клей (МКК) 

Модель МКК была первоначально разработа-
на для трехосных условий нагрузки. Эксперимен-
тальные измерения на мягких глинах послужили 
основой для развития конститутивной модели, вы- 
ражающей изменение коэффициента пористости е 
(объемная деформация εv) в зависимости от лога-
рифма эффективной длины напряжения effσm , как 
видно двух графиков на рис. 1. Оба графика свя-
заны следующим образом:  

λ* = λ / (1 + e); k* = k / (1 + e), 

где k – наклон набухания; λ – наклон нормали уплот- 
нения; e – текущий коэффициент пористости. 

Первый график состоит из нормали уплотне-
ния (NCL) и ряда кривых набухания. При первич-
ной загрузке грунт деформируется вниз NCL. Да-
лее он уплотняется до определенного напряжения 
(давления предварительного уплотнения pc) и раз-
гружается до текущего набухания. Затем после 
перезагрузки грунта на первых этапах он дефор-
мируется к кривой набухания и достигает напря-
женного состояния (параметра pc), который был до 
разгрузки. В этот момент грунт начинает дефор-
мироваться до NLC (первичная нагрузка – кривая 
сжатия). 

Параметры κ и λ определяются по формулам  
κ = 1,3Сс (1 – υ) / (1+ υ); λ = Сs / 2,3; где Сс – коэф-
фициент одномерной сжимаемости; Сs – коэффи-
циент одномерного расширения; κ – угловой коэф-
фициент линии критического состояния; λ – угло-
вой коэффициент нормали уплотнения; υ – коэф-
фициент Пуассона. 
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Рис. 1. Реакция грунта при изотропном уплотнении (основополагающая модель) 
[Figure 1. Soil response for the isotropic consolidation (fundamental model)] 

 

 
 

Рис. 2. Отображение функции текучести в меридиональных и девиаторных плоскостях 
[Figure 2. Representation of the yield function in meridional and deviatoric planes] 

 
Поверхность текучести является гладкой без воз- 

можности развитии растягивающих напряжений. Мо- 
дель МКК позволяет, в отличие от других моделей, 
прямое моделирование деформационного упрочне- 
ния или размягчения для нормально уплотненных 
или переуплотненных грунтов, учитывает нелиней- 
ную зависимость объемной деформации грунта от 
эффективного среднего напряжения и предельные 
условия идеальной пластичности. При использо-
вании модели МКК грунт нагружается и при сдвиге 
в нем могут возникнуть пластические деформации 
(на рис. 2 точки 1 и 2 для не затвердевания и раз-
мягчения соответственно) до достижения критиче- 
ского состояния (точки 3 и 2 для затвердевания и 
размягчения соответственно). Далее грунт дефор-
мируется при сдвиге при условии идеальной пла-
стичности без изменения e и effσm . После разгрузки 
предполагается линейная (упругая) деформация 
грунта. 

Развитие поверхности текучести (упрочне-
ние/размягчение) определяется текущим значени-
ем давления предварительного уплотнения рс: 

+1i
cP  = Pc

i exp [–∆ plεv  / (λ* – k*)], где Pc
i+1 – теку-

щее давление предварительного уплотнения; ∆ plεv
 – 

прирост объемной пластической деформации. 
Помимо параметров κ и λ, собственного веса 

грунта и коэффициента Пуассона, модель МКК исполь- 
зует следующие три параметра: Mcs – наклон линии 
критического состояний; OCR – коэффициент пере-
уплотнения; e0 – начальный коэффициент пористости. 

Наклон линии критического состояния Mcs опре- 
деляется из выражений Mcs

+30°(φcv) = (2√3 sin φcv) /  
/ (3 – sin φcv); Mcs

–30°(φcv) = (2√3 sin φcv) / (3 – sin φcv), 
где первая формула относится к трехосному сжатию, 
вторая – к трехосному расширению; φcv – угол 
внутреннего трения грунта, соответствующий его 
критическому состоянию. 

Сверхкритическое 
расширение 
[Supercritical expansion] 
 

Окончание изотропного 
уплотнения [End of  
isotropic consolidation] 

NCL – нормаль уплотнения 
[Consolidation normal] 

Кривая набухания  
зазгрузка/перегрузка 
[Curve of swelling  
unloading/overloading] 

Линия сжатия первичной
загрузки [Compression line
of primary loading] 

Докритическое сжатие 
[Subcritical compression] 
Линия критического 
состояния 
[Critical state line] 

Уплотнение 
[Consolidation] 

Размягчение [Softening] 
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Обобщенная модель Кэм-Клей (ОКК) 
Эта модель является усовершенствованием 

модели MКК при моделировании грунта в сверх-
критической области (рис. 3), где условие разру-
шения следует моделям Мора – Кулона, Друкера – 
Прагера и модифицированной модели Мора – Ку-
лона (MMК). В отличие от модели МКК (штрихо-
вая линия на рис. 3), проекция ОКК на девиатор-

ную плоскость имеет тот же вид, что и MMК. 
Проекция модели МКК и модели Друкера – Пра-
гера имеет вид окружности. В докритической об-
ласти поведение моделей МКК и ОКК идентично. 
При разгрузке предполагается линейная реакция 
грунта. 

Параметры, которые нужно задавать, приме-
няя ОКК, аналогичны параметрам МКК. 

 

 
 

Рис. 3. Проекция области пластичности МКК и ОКК на меридианную и девиаторическую плоскости: 
---- CSL – линия критического состояния; --- Y.F. GCC – поверхность текучести в обобщенной модели Кэм-Клей (ОКК);  

…… Y.F. MCC – поверхность текучести в модифицированной модели Кэм-Клей (МКК) 
[Figure 3. Plasticity projection of MCC and GCC on meridian and deviatographic planes: 

---- CSL – critical state line; --- Y.F. GCC – yield surface in generalized Cam Clay Model (GCC); 
…… Y.F. MCC – yield surface in modified Cam Clay Model (MCC)] 

 
Достоверность численных расчетов 

грунтовых плотин 

Обобщим проблемы грунтовых плотин, кото-
рые пока не могут быть решены путем математи-
ческого моделирования (индексы достоверности 
R.I. 3 и 4 подчеркнуты). 

1. Внутренняя суффозия при строительстве, пер-
вом наполнении водохранилища и эксплуатации (ста- 
тическое и постсейсмическое поведение, R.I. = 4). 

2. Гидравлический разрыв глинистого ядра при 
первом наполнении водохранилища и эксплуатации 
(статическое и постсейсмическое поведение, R.I. = 3). 

3. Оценка НДС при строительстве, первом на- 
полнении водохранилища и эксплуатации (динами- 
ческое поведение, R.I. = 3). 

4. Оценка общей устойчивости примыканий и 
откосов при строительстве, первом наполнении водо-
хранилища и эксплуатации (динамическое поведе-
ние, R.I. = 3). 

5. Разжижение грунта основания при строитель-
стве, первом наполнении водохранилища и эксплуа-
тации (динамическое поведение, R.I. = 3). 

6. Постсейсмическая фильтрация при строитель-
стве, первом наполнении водохранилища и эксплуа-
тации (динамическое поведение, R.I. = 3). 

 
Таблица 1 

Достоверность численных расчетов грунтовых плотин: статическое поведение 

Проблемы 
безопасности 

плотины 

Элементы системы 
«плотина – основание – 

водохранилище» 

Индексы достоверности, RI 

Строительство Наполнение ВБ Эксплуатация 

Тип плотины: 
a, b, c, d, e 

Тип плотины: 
a, b, c, d, e 

Тип плотины: 
a, b, c, d, e 

НДС (смещения, дефор- 
мации, напряжения) 

Тело плотины; 
основание 

RI = 2 
RI = 2 

a, b, c, d: RI = 2; e: RI = 1 
RI = 2 

RI = 1 
RI = 2 

Общая устойчивость 
плотины 

Тело плотины; 
примыкания, откосы 

RI = 1 
RI = 2 

RI = 1 
RI = 2 

RI = 1 
RI = 2 

Сверхкритическая область 
[Supercritical domain] 

Докритическая область 
[Subcritical domain] 
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Окончание табл. 1 

Проблемы 
безопасности 

плотины 

Элементы системы 
«плотина – основание – 

водохранилище» 

Индексы достоверности, RI 

Строительство Наполнение ВБ Эксплуатация 

Тип плотины: 
a, b, c, d, e 

Тип плотины: 
a, b, c, d, e 

Тип плотины: 
a, b, c, d, e 

Фильтрация в пло-
тине и основании 

Тело плотины; 
основание 

 
RI = 2 

RI = 2 
RI = 2 

RI = 1 
RI =2 

Внутренняя суффозия 
грунта 

Тело плотины; 
основание 

 
RI = 4 

RI = 4 
RI = 4 

RI = 4 
RI = 4 

Гидравлический разрыв 
глинистых элементов 

Тело плотины; 
основание 

 
RI = 3 

a, b, d: RI = 3 
RI = 3 

a, b, d: RI = 3 
RI =3 

Статическое разжиже-
ние грунта Основание плотины RI = 2 RI = 2 RI = 2 

Растворение грунта 
при фильтрации Основание плотины RI = 4 RI = 4 RI = 4 

 
Примечания. Индексы RI (1, 2, 3, 4) даны в матрице [i, j], i = 1, …, 12 – число рядов, где рассмотрена проблема; j = 1, …, 3 – 

число столбцов, где даны периоды службы плотины. 
Типы грунтовых плотин: a – однородная плотина; b – зонированная плотина; c – плотина с негрунтовым экраном или диа-

фрагмой; d – зонированная каменно-земляная плотина; e – каменно-насыпная плотина с негрунтовым экраном или диафрагмой. 
 
 

Table 1 
Reliability of numerical analyses of embankment dams: static behavior 

Problems of 
dam safety 

Elements of system 
“dam – foundation –  

reservoir “ 

Indices of reliability, RI 

Construction Filling of reservoir Operation 

Type of dam: 
a, b, c, d, e 

Type of dam: 
a, b, c, d, e 

Type of dam: 
a, b, c, d, e 

Stress-strain state (displace- 
ments, deformations, stresses) 

Dam body; 
foundation   

RI = 2 
RI = 2 

a, b, c, d: RI = 2; e: RI = 1 
RI = 2 

RI = 1 
RI = 2 

General stability of dam Dam body; 
abutments, slopes 

RI = 1 
RI = 2 

RI = 1 
RI = 2 

RI = 1 
RI = 2 

Seepage in dam  
and foundation 

Dam body; 
foundation 

 
RI = 2 

RI = 2 
RI = 2 

RI = 1 
RI = 2 

Inner piping of soil Dam body; 
foundation   

 
RI = 4 

RI = 4 
RI = 4 

RI = 4 
RI = 4 

Hydraulic fracturing of  
clay elements  

Dam body; 
foundation   

 
RI = 3 

a, b, d: RI = 3 
RI = 3 

a, b, d: RI = 3 
RI = 3 

Static liquefaction of soil Dam foundation RI = 2 RI = 2 RI = 2 

Dilution of soil  
during seepage Dam foundation RI = 4 RI = 4 RI = 4 

 
Notes. Indices RI (1, 2, 3, 4) are given in matrix [i, j], i = 1, …, 12 – number of rows, where problem is considered; j = 1, …, 3 – 

number of columns, where periods of dam service are given.  
Types of embankment dams: a – homogeneous dam; b – zoned dam; c – dam with non-soil face or diaphragm; d – rockfill dam with 

clay core; e – rockfill dam with non-soil face or diaphragm. 
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Таблица 2 
Достоверность численных расчетов грунтовых плотин: динамическое поведение 

Проблемы 
безопасности 

плотины 

Элементы системы  
«плотина – основание – 

водохранилище» 

Индексы достоверности, RI 

Строительство Наполнение ВБ Эксплуатация 

Тип плотины: 
a, b, c, d, e 

Тип плотины: 
a, b, c, d, e 

Тип плотины: 
a, b, c, d, e 

НДС (смещения, дефор- 
мации, напряжения) 

Тело плотины; 
основание 

RI = 2 
RI = 2 

a, b, c, d: RI = 2; e: RI = 1 
RI = 2 

RI = 1 
RI = 2 

Общая устойчивость 
плотины 

Тело плотины; 
примыкания, откосы 

RI = 1 
RI = 2 

RI = 1 
RI = 2 

RI = 1 
RI = 2 

Фильтрация в пло-
тине и основании 

Тело плотины; 
основание 

 
RI = 2 

RI = 2 
RI = 2 

RI = 1 
RI = 2 

Внутренняя суффозия 
грунта 

Тело плотины; 
основание 

 
RI = 4 

RI = 4 
RI = 4 

RI = 4 
RI = 4 

Гидравлический разрыв 
глинистых элементов 

Тело плотины; 
основание 

 
RI = 3 

a, b, d: RI = 3 
RI = 3 

a, b, d: RI = 3 
RI = 3 

Статическое разжиже-
ние грунта Основание плотины RI = 2 RI = 2 RI = 2 

Растворение грунта 
при фильтрации Основание плотины RI = 4 RI = 4 RI = 4 

 
Примечания к табл. 2 аналогичны примечаниям к табл. 1. 

 
Table 2 

Reliability of numerical analyses of embankment dams: dynamic behavior 

Problems of 
dam safety 

Elements of system 
“dam – foundation –  

reservoir” 

Indices of reliability, RI 

Construction Filling of reservoir Operation 

Type of dam: 
a, b, c, d, e 

Type of dam: 
a, b, c, d, e 

Type of dam: 
a, b, c, d, e 

Stress-strain state (displace-
ments, deformations, stresses) 

Dam body; 
foundation 

RI = 2 
RI = 2 

a, b, c, d: RI = 2; e: RI = 1 
RI = 2 

RI = 1 
RI = 2 

General stability of dam Dam body; 
abutments, slopes 

RI = 1 
RI = 2 

RI = 1 
RI = 2 

RI = 1 
RI = 2 

Seepage in dam 
and foundation 

Dam body; 
foundation 

 
RI = 2 

RI = 2 
RI = 2 

RI = 1 
RI = 2 

Inner piping of soil Dam body; 
foundation 

 
RI = 4 

RI = 4 
RI = 4 

RI = 4 
RI = 4 

Hydraulic fracturing of 
clay elements 

Dam body; 
foundation 

 
RI = 3 

a, b, d: RI = 3 
RI = 3 

a, b, d: RI = 3 
RI = 3 

Static liquefaction of soil Dam foundation RI = 2 RI = 2 RI = 2 

Dilution of soil  
during seepage Dam foundation RI = 4 RI = 4 RI = 4 

 
Notes for Table 2 are similar to notes for Table 1. 

 
Заключение 

Модифицированная математическая модель Кэм-
Клей (МКК-модель) до сих пор является самой про-
веренной и применяемой из всех упруго-пластиче- 
ских моделей грунтов в численных расчетах грунто-

вых плотин, массивов и оснований. Поэтому в чис- 
ленных расчетах грунтовых плотин и оснований ре- 
комендуется использовать модифицированную или 
обобщенную модель Кэм-Клей и одну-две более 
сложные модели (Зарецкого, Превоста или Лейда). 
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Рис. 4. Блок-схема взаимодействия между данными мониторинга и численного моделирования поведения плотины 
при первом наполнении водохранилища (согласно СИГБ) 

[Figure 4. Flow chart of the interaction between monitoring data and numerical modelling of dam behavior 
during the first filling of reservoir (as per ICOLD)] 

 
 

 
 
 

Рис. 5. Блок-схема взаимодействия между данными мониторинга и численным моделированием поведения плотины 
при ее эксплуатации (согласно СИГБ) 

[Figure 5. Flow chart of the interaction between monitoring data and numerical modelling of dam behavior 
during its operation (as per ICOLD)] 

 
Принятые в численных расчетах грунтовых 

плотин и оснований модели грунтов в дальней-
шем следует использовать для определения взаи-
модействия между результатами этих расчетов  

и данными мониторинга поведения грунтовой 
плотины при первом наполнении водохрани- 
лища и последующей эксплуатации плотины 
(рис. 4, 5). 

Расчетные предположения
[Estimated assumptions] 

Численные расчеты 
поведения плотины 

[Numerical analyses of 
dam behavior]

Данные мониторинга  
поведения плотины 
[Monitoring data of  

dam behavior]

Сравнение расчетных и замеренных эквивалентных 
параметров поведения плотины 

[Comparison of calculated and measured equivalent parameters 
of dam behavior] 

Различия < Допуски 
[Differences < Tolerances]

Корректировка некоторых расчетных
параметров изменения проекта 
[Adjustment of some estimated  
parameters of project change] 

Подготовка плотины 
к пуску в эксплуатацию 

[Preparing dam  
for commissioning] 

Нет 
[No] 

Да 
[Yes] 

Данные мониторинга плотины 
[Data of dam monitoring] 

Данные визуальной инспекции плотины
[Data of visual inspection of dam] 

Сравнение расчетных  
и замеренных параметров 

работы плотины 
[Comparison of calculated 

and measured parameters of  
dam behavior] 

Прогноз  
поведения плотины

по статической 
модели 

[Forecast of 
dam behavior 

by static model] 

Нет
[No]

Да  
[Yes] 

Соответствие 
поведения  

плотины проекту? 
[Matching 

dam behavior  
to project?] 

При опасном поведении плотины 
запуск системы оповещения в НБ 
[In case of dangerous dam behavior 

launching of alert system in downsteam region] 

Продолжение нормальной 
эксплуатации плотины 
[Continuation of normal  

operation of dam] 

Ограничения эксплуатации водохранилища.
Обеспечение безопасности плотины 

[Restrictions on reservoir operation. 
Ensuring dam safety] 
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 Abstract 
Relevance. Numerical analyses of behavior or stress-strain state (SSS) of em-

bankment dams are usually performed using various computational programs, which 
use different, often complex mathematical models of soils. However, the right choice 
of these models is left to the program user, who usually has not enough experi-
ence in this field of knowledge, and therefore the results of these analyses are often 
obscure and erroneous. The aims of the work – development of recommenda-
tions for selecting the most reliable mathematical models of soils in numerical 
analyses of embankment dams and comparing these models with the most com-
mon models in modern world practice of their application. Methods. Deep com-
parative analysis of many soil models was conducted on the use of the soil mo-
dels in numerical analyses of embankment dams during author’s work in ICOLD 
Committee on Analysis and Dam Design. Results. On the basis of the evaluation 
of the reliability of soil models, recommendations were obtained on the choice 
and application of these models in the numerical analyses of SSS of embankment 
dams under action of static and seismic impacts; interactions between the results 
of these analyses and dam monitoring data were identified. 
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 Abstract 
Relevance. The necessity of division of umbrella surfaces and surfaces of 

umbrella type into two separated classes is explained in introduction. Earlier, 
umbrella surfaces and surfaces of umbrella type were in the same class of surfaces 
because they consist of the identical fragments lying on the surfaces of revolu-
tion. Umbrella surfaces are compound surfaces on the base surface of revolution 
but umbrella-type surfaces are kinematic surfaces formed by continuous move-
ment of a changing curve and that is why taking into account the methods of 
construction of these surfaces they were divided in two separate classes. The aim 
of the work is a collection of main publications on all areas of the investigation 
of umbrella-type shells. Methods. For the determination of principal results of 
investigation of umbrella-type shells, it is necessary to know differential geome-
try of surfaces, structural mechanics of thin shells, and approaches used in ar-
chitecture of spatial structures. Results. In this article, the principal scientific 
papers on geometry, strength analysis, and offers of applications of thin-walled 
shells of umbrella type in building and of reflectors of umbrella type for space 
apparatuses. The accurate parametric equations of some determined surfaces are 
presented. The approximated computer models of middle surfaces of the real umbrel-
la shells but in the form of umbrella-type surfaces are given. The examples of 
determination of stress-strain state of thin-walled shells of umbrella type without 
dividing of the whole shell in identical fragments are shown. New information and 
materials already known about shells of umbrella type give reasons to suppose that 
the shells of this type will be claimed by engineers and architects. 
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Introduction1 
At present, the movement in the direction of in-

creasing of the interest for design of large-span struc-
tures begins to show. Interesting facts from the histo-
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tures and perspectives of their application in future are 
presented in a review paper [1] where the authors insist 
that “there are signs, however, that shells are attracting 
interest among the new generation of architects and 
engineers”. The modern architects’ views at the place 
of shell structures in modern architecture of arbitrary 
forms and in building are set forth in papers [2; 3].  

Consider the investigations on geometry, analy-
sis, and application of umbrella-type shells and show 
up their advantages in comparison with umbrella 
shells. 
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The definitions of umbrella surfaces and umbrella-
type surfaces are given in a monograph [4] or in 
an encyclopedia [5]. Adduce them almost word for 
word.  

“A cyclic symmetrical spatial structure formed 
from several identical elements is called an umbrella 
dome (Figure 1). Curves obtained as a result of the inter-

section of their middle surfaces are the generatrix curves 
of any dome-shaped surface of revolution. A dome-
shaped surface of revolution, on which the contour 
curves of the elements of a dome are placed, is called 
a contour surface. The contour curves of the element 
are the curves bounding the contour of the middle 
surface of the element of the dome.” 

 
a b c 

  

 
Figure 1. The formation of an umbrella dome with the opening at the top [6; 7] 

 
In scientific and technical literature, the shells put 

together from identical fragments of the hypar are also 
called umbrella domes. F. Candela [4; 8] designed and 
built the first umbrella shell in the form of four inter-
secting hypars that formed a covering of a restaurant 
in Xochomilco, Mexico, in 1957.  

“The cyclic symmetrical surfaces consisting from 
several identical elements are called surfaces of um-
brella type. But unlike an umbrella surface, the whole 
surface of umbrella type and all surfaces of the identical 
elements forming the whole surface are determined by 
one and the same explicit, implicit or parametrical equa-
tions. In popular scientific literature, the umbrella-type 
shells are often called also waving or wave-shaped domes.” 

Much useful information is presented in a manu-
script [9] where 240 individual solutions of different 
domes are given and various classifications are pre-
sented. Some types of domes presented in this manu-
script can be reckoned among umbrella shells, for exam-
ple, wave-and-folded domes with folds of arched form 
and segment domes.  

The results of investigation 
A review of researches on geometry of 

umbrella-type surfaces 

Firstly, umbrella-type surfaces were introduced 
into practice in papers [10; 11] where fourteen surfaces 
were proposed, their analytical formulas were given, 
and Gaussian quantities of the first and second orders 
in the theory of surfaces were obtained. Later, a part 
of these surfaces was investigated with the help of 
the MathCAD computer program in a work [12] where 
changes of the surface form were examined depending 
on constant parameters containing in analytical equa-
tions of surfaces of umbrella type.  

Two surfaces from fourteen surfaces presented in 
works [10; 11] were offered by other authors. These are 
the Skidan’s ruled surface [13] and the crossed 
trough [14. P. 286]. V.N. Ivanov [15] offered a method 
of forming of the umbrella-type surface in the shape of 
Joachimsthal canal surface with a director circular sinu- 
soid. This surface is formed by the rotation of the cir-
cle of variable radius with the common chord [16] 
(Figure 2). The generatrix circles of canal surfaces are 
lines of principal curvature. Cutting out from the common 
surface the fragment with radii r1 and R, one can obtain 
an umbrella-type shell with the opening at the vertex. 

 

 
 

Figure 2. A surface of umbrella type on the base of 
the canal surface of Joachimsthal [15] 

 
Following after V.N. Ivanov’s method [16], his post- 

graduate student Nasr Younis A. Abboushi [17] made 
several models of Joachimsthal canal surfaces defining 
three methods of their formation:  

1) a surface is formed by the rotation of the circle 
of variable radius R(u) so that a distance from the axis 
of rotation till the point of contact with the generatrix 
circle c = (r2 – R2)1/2 remains constant;  

R = 40 м
r1=8 м 
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2) a surface is formed by the rotation of the cir-
cle of variable radius R(u) around the common chord;  

3) a surface is formed by the rotation of the circle 
of variable radius R(u) around the common tangent, 
i.e. с = 0, r = R. Here, r(u) is a distance from the axis 
of rotation till the center of the generatrix circle.  

The methods 2 (r < R) and 3 (r = R) give the op-
portunity to obtain umbrella-type surfaces.  

A computer program in the AutoCAD system for 
tracing of umbrella-type surfaces with parabolic gene- 
ratrixes and with a circular opening at the vertex is 
presented in a paper [18]. It gives the possibility to 
consider a process of forming umbrella-type surfaces 
in dynamic conditions by means of making mini-film. 
Analogous program for another surface of umbrella 
type is given in a paper [19] (Figure 3). 

 

 
 

Figure 3. A forming surface with radial sinusoidal waves 
damping in the central point and formed by the cubic parabolas 

 
Umbrella-type surfaces with elliptic contour surfa- 

ces and with the circular sinusoidal equator were taken 
as a base of research of waving domes in a paper [20]. 
A vector equation of the waving ellipsoidal surface may 
taken in the form  

r(u,v) = a{[1 + μcos(pu)]cosv∙h(u) + γsinvk}, 
h(u) = icosu + jsinu, γ = b/a,                                    (1)  

where a, b are the semi-axes of the ellipsoid of revo-
lution; u, v are the parameters at the interval [0, π];  
i, j, k are the unit vectors; μ is a ratio of the amplitude 
of the sinusoid to the radius a of the circle; p is a 
number of waves of the sinusoid. The waving ellip-
soidal surfaces were modeled under different parame-
ters γ, μ, р.  

Umbrella shells and umbrella-type shells 
in architecture and technics 
in the 20th and 21st centuries 

It should be noted, that umbrella shells are presented 
in architecture of the 20th century very widely [4; 21]. 
Real erections in the form of umbrella-type surfaces 
were not found. But outward examination of some shells 

showed that their middle surfaces can be quite given 
by analytical formulae, i.e. these shells can be number 
among umbrella-type shells. For example, a covering 
of a restaurant attached to a hotel “La Concha Hotel”, 
San Juan, Puerto Rico [22], arch. Jose R. Marchand, 
2009 [Available from: http://www.architecturaldigest.com/ 
homes/hotels/2009], can be approximated by a parabo- 
loid of revolution with four radial waves [5. P. 388] or 
by a surface with astroidal level lines that is generated 
by biquadratic parabolas [5. P. 392].  

A wave-shaped surface of the Marché Royan, 
France, consisting of 13 reinforced sinusoidal para-
bolic fragments is well simulated by a paraboloid of 
revolution with radial waves [5. P. 388], that has a pa- 
rametrical form of definition:  

x = x(u,v) = cucosv,  
y = y(u,v) = cusinv, 
z = z(u,v) = [asin(nv) + b]u2,                                    (2) 

where v is the angle read from the axis Ox in the di-
rection to the axis Oy; a = const is an amplitude of  
a wave; n is a number of the vertexes of the waves;  
b is a constant parameter of the datum paraboloid of 
revolution, с = const. W 

When a = 0, a paraboloid of revolution with radi-
al waves degenerates into a paraboloid of revolution. 
The real shell has a 100 mm thickness and a 50 m 
span. It supports at 13 points along the outward pe-
rimeter (Figure 4). A market was built in 1956 and 
now it is architectural and historical possessions of 
the town.  

 

 
 

 
 

Figure 4. Marché Royan, France, and its possible computer model 
 
The three-tiered many-waved umbrella church in 

the suburb of St. Louis (USA) designed by G. Obata 
with participation of P.L. Nervi apparently was arranged 
from fragments of cylindrical parabolic shells [22; 23]. 
Middle surfaces of these three tiers can be easily ap-
proximated by a paraboloid of revolution with radial 
waves (Figure 5), i.e. by a surface of umbrella type (2) 
a = b.  
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Figure 5. Approximated two lower tiers 
in the suburb of St. Louis, USA, 1966 

 
Umbrella glass-fibre plastic dome of radar installa-

tion consist of fragments of the same type united be-
tween themselves by bolted joints (Figure 6, а) [24]. 
The joints are sealed by glass fabric on elastic special 
mastic. Airports Domodedovo, Vnukovo, Sheremetyevo, 
and other airports of Russia exploit the shells of this 
type. The form of these domes is rather like surface of 
a sphere with external cycloidal crimps (Figure 6, b) 
which may be given by parametrical equations: 

 ( ,φ) ( ) cos φ cos( 1)φ cos ,  x x u R r r n u      

 ( ,φ) ( )sin φ sin( 1)φ cos ,  y y u R r r n u      
,sin)( uRuzz   

where u is the angle read from the plane xOy in the 
direction of the axis Oz; 0 ;z R   0 φ 2π;   
0 π / 2.u   In the cross section of the surface in ques-
tion by the planes z = const, i.e., when u = u0 = const, 
we have the epicycloids:  

  0(φ) ( )cosφ cos( 1)φ cos ,  x x R r r n u      

  0(φ) ( )sin φ sin( 1)φ cos  y y R r r n u      

with n = const, n is a number of the vertexes of  
the epicycloid on the circular plane; n = R/r, 2r is 
the maximum amplitude of the crimps at the base of 
the surface; R is a radius of the equator of the sphere; 
φ is the angle read from the axis Ох in the direction of 
the axis Оу.  

In case of need, domes of radar installation can be 
designed in the form of corrugated paraboloid of revo- 
lution with external crimps (Figure 6, c) with a circu-
lar waving curve at the foot with the vertexes directed 
out of the center of the circular base: 

( cos φ ) cos φ,    x R a n   

( cos φ )sin φ,    0,y R a n z    

where n is a number of the vertexes of the sinusoid 
on a circular plan; a is an amplitude of the crimps at 
the foot of the surface; R is a radius of the base circle 
of the corrugated paraboloid in the foot relative to 
which, the circular sinusoid is constructed.  

Parametrical of the definition of the corrugated 
paraboloid of revolution with the external crimps: 

2

cos φ
( ,φ) 1 cos φ,   

ar n
x x r r

R
 

   
 

 

2

cos φ
 ( ,φ) 1 sin φ,   

ar n
y y r r

R
 

   
 

 

,1)( 2

2











R
rhrzz

 
where h is the height of a corrugated paraboloid of 
revolution, 0 ;z h   0 φ 2π;  0 .r R   

 
а b c 

 
 

 
Figure 6. An umbrella dome (a) and computer models of the umbrella-type shells (b, c): 

a – the composite shell of radar installation (OAO “Avangard”); b – a sphere with external cycloidal crimps (n = 12);  
c – a corrugated paraboloid of revolution with external crimps 
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  a b 

 

 
Figure 7. A form of a parabolic reflector 

of umbrella type 

 
Figure 8. The tent umbrella structure and its proposed computer models 

 
One can find several works devoted to design of 

parabolic reflectors of antennas of space apparatus of 
umbrella type. In a paper [25], a review of results of 
modeling of parabolic reflectors the structure of which 
consist of parabolic spokes and a form of the reflecting 
surface is created by metal mesh cloth. The initial form 
of the spokes coincides with contour curves on a theo-
retical paraboloid. Having assumed an edge of a reflec-
tor in the form of a hypocycloid one may create a surface 
of umbrella type with the parabolic generatrixes and 
the round opening at the vertex [5. P. 389] (Figure 7). 
In any cross section of the surface by a plane passing 
through the central axis, the parabola would be placed. 
Suitableness of the proposed surface for the reflectors with 
taking into account distortion of the reflecting surface 
one can corroborate only by experimental measurements. 

Designers offer enormous choice of tent umbrella 
structures for sheltering from the sun and rain. For these 
purposes, it is possible to use existing surfaces of um-
brella type. For example, architectural street umbrellas 
“Edelveis” designed by specialists of the firm “TeniRadi” 
are unique durable umbrella structures for using at 
the grounds with large wind loads (Figure 8, а). They 
have built-in drainage system. In Figure 8, b, two pos-
sible forms for approximation of a surface of an um-
brella shown in Figure 8, a are presented. The upper 
surface is a surface of umbrella type on the cycloidal 
plan formed by semi-cubic parabolas, the lower sur-
face is a waving surface formed by semi-cubic parabo- 
las with the waving foot line [10; 11]. 

The works on strength analysis of 
umbrella-type shells 

At the middle of the 20th century, some principles 
of forming surfaces of umbrella and umbrella-type 
domes and methods of their strength analysis were ab-
sent and that is why architectural and technical con-
ceptions were bound [26]. But attempts of building of 

umbrella domes were undertaken by different architects 
and builders. Simplified methods of strength analysis 
were offered. For example, every fragment of the cove- 
ring of the market in Royan (Figure 4) was considered 
as a beam on two hinges: at the foot and at the vertex 
of the dome. Taking into account that the covering 
works already 60 years, an analysis circuit was chosen 
successfully and can be recommended for preliminary 
calculation of umbrella-type shells at present time.  

As it was noted before, middle surfaces of um-
brella-type shells are defined by one analytical equa-
tion and it gives the opportunity to use the standard 
computer programs and to derive author’s programs 
for static and dynamic analysis of considered shells 
on diverse types of loading.  

For example, a thin shell shown in Figure 2 was 
examined on action of dead load with the help of finite 
difference energy method [15]. This method was used 
also for strength analysis of two types of umbrella-type 
shells with middle surfaces in the form of Joachim-
sthal canal surfaces. They were subjected to action of 
their own weight [27]. 

 

 
 

Figure 9. A corrugated sphere 
 
A finite element analysis of stress-strain state of  

a reinforced concrete shell of umbrella type with an el-
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liptic contour surface (1) was realized in a work [20]. 
The analysis was fulfilled on action of the own weight 
when γ = 1 and the shell has the hinged supports. A pro-
gram complex LIRA SAPR 2013 was applied. It was 
established on the example of a shell with the sphere 
contour surface (Figure 9) that a waving shell has 
more rigidity but in the comparison with the smooth 
shell, torque internal moments appear. Considerable 
reduction of strength characteristics when a spherical 
contour middle surface of the shell is substituted for 
the elliptic surface is not observed. We can increase 
rigidity of the shell if we shall increase the vertical 
semi-axis of the ellipse.  

Conclusion 
Builders began to erect umbrella stone domes se- 

veral hundred years ago but thin-walled umbrella shells 
appeared only in the middle of the 20th century. At that 
time, geometrical science could not give a strict defi-
nition of umbrella surface. A shell divided into identi-
cal segments and analysis fulfilled for one fragment 
but the results applied to all shell.  

At the beginning of 21st century, analytical umbrella-
type surfaces were singled out of a class of umbrella 
surfaces into the separate class. More than two tens of 
new surfaces were introduced into practice. Scientific 
papers devoted to the determination of stress-strain 
state of umbrella-type shells and suggestions on their 
application began to appear. At present, only numeri-
cal methods of analysis are applied.  

Real umbrella-type shells were not used else. But 
the author agrees with V.A. Lebedev [26] that “revival 
of highly artistic umbrella form in modern dome buil- 
ding is possible only in the shape of thin-walled struc-
tures. <…> These forms undoubtedly must find the wide 
application in building”. 
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 Аннотация 
В статье объясняется актуальность разделения зонтичных поверхностей 

и поверхностей зонтичного типа на два разных класса. Раньше зонтичные по-
верхности и поверхности зонтичного типа входили в один класс поверхно-
стей, так как состоят из тождественных фрагментов, лежащих на поверхности 
вращения. Учитывая способ построения этих поверхностей, а именно то, что 
зонтичные поверхности – составные поверхности на базовой поверхности 
вращения, а поверхности зонтичного типа – кинематические поверхности, 
образованные непрерывным движением изменяющейся кривой, они были раз-
делены на два отдельных класса. Цель статьи – собрать воедино основные 
публикации по всем разделам исследований оболочек зонтичного типа. 
Методы. Для получения основных результатов исследований оболочек зон-
тичного типа были изучены сведения о дифференциальной геометрии по-
верхностей, строительной механике оболочек и подходах, используемых в 
архитектуре пространственных структур. Результаты. Представлены ос-
новные научные работы по геометрии, расчету и предложениям по приме-
нению тонкостенных оболочек зонтичного типа в строительстве и для ре-
флекторов зонтичного типа космических аппаратов. Приведены уточненные 
параметрические уравнения некоторых рассматриваемых поверхностей. Про-
демонстрированы аппроксимационные компьютерные модели срединных 
поверхностей существующих зонтичных оболочек, но в форме поверхностей 
зонтичного типа. Показаны примеры определения напряженно-деформируемого 
состояния тонкостенных оболочек зонтичного типа без разбиения целой обо-
лочки на тождественные фрагменты. Полученные новые и уже известные 
сведения об оболочках зонтичного типа дают основания предполагать, что 
оболочки этого типа будут востребованы инженерами и архитекторами. 

Ключевые слова: зонтичная оболочка, оболочка зонтичного типа, вол-
нистый купол, рефлекторы зонтичного типа космических аппаратов, обо-
лочка радиолокационной станции, вариационно-разностный метод расчета 
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 Аннотация 
Наиболее распространенный способ образования полуправильных много-

гранников состоит в отсечении плоскостями углов и ребер правильных мно-
гогранников. Цель данной работы – рассмотреть автоматизированное обра-
зование на базе додекаэдра ряда поверхностей полуправильных многогранников 
Архимеда. К ним относятся усеченный додекаэдр, икосододекаэдр, ромбо-
икосододекаэдр и усеченный икосододекаэдр. Методы. Формирование поверх-
ностей осуществляется кинематическим методом в среде AutoCAD с исполь-
зованием программ, составленных на языке AutoLISP. Методика образования 
указанных многогранников предусматривает усечение углов и ребер доде-
каэдра. Это требует расчета ряда геометрических параметров данных много-
гранников и додекаэдра, таких как величина усечения ребер додекаэдра, размер 
ребер усеченных многогранников, центры граней, двугранные углы и др. 
С целью генерирования указанных поверхностей строится их каркас, поскольку 
каркасные линии используются в качестве направляющих для образования 
поверхностей кинематическим способом. Электронная модель каждого много-
гранника строится в виде набора отсеков поверхностей всех его граней, причем 
каждый отсек закрепляется за определенным слоем чертежа. Каркас и элек-
тронная модель исследуемых многогранников формируются посредством 
пользовательских программ, составленных на функциональном языке AutoLISP. 
Процесс образования поверхностей выбранных многогранников в среде 
AutoCAD обеспечивают специальные программы, составленные также на языке 
AutoLISP. Результаты. Создано программное обеспечение для демонстрации 
на экране монитора процесса образования ряда многогранников Архимеда. 

Ключевые слова: полуправильный многогранник, усеченный додека-
эдр, икосододекаэдр, ромбоикосододекаэдр, усеченный икосододекаэдр, 
электронная модель, образование многогранников, направляющая линия, 
образующая линия, AutoCAD, AutoLISP 
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Введение 1 
Полуправильные многогранники, или тела Ар-

химеда, – это тринадцать выпуклых многогранников, 
которые имеют следующие признаки многогранни-
ков Платона (правильных многогранников): все ребра 
равны, все грани – правильные многоугольники [1]. 
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Однако, в отличие от тел Платона, полуправильные 
многогранники имеют грани двух или трех форм 
[2; 3]. 

Для образования полуправильных многогран-
ников обычно используют метод усечения плоско-
стью углов правильных многогранников, при этом 
происходит также усечение ребер, исходящих из 
этих углов. Для усечения тетраэдра, октаэдра ико-
саэдра, кубооктаэдра и икосододекаэдра величина 
усечения ребер известна [4]. Для образования усе-
ченного додекаэдра и усеченного куба эта вели-
чина рассчитывается. Ромбокубододекаэдр и усе-
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ченный икосододекаэдр формируются отсечением 
ребер с одновременным усечением углов [5]. 

Известно построение ромбоикосодекаэдра и усе- 
ченного икосододекаэдра с использованием прямо-
угольников, в которых отношение сторон соответ-
ствует пропорции золотого сечения [6]. 

Вопросы визуализации архитектурных и инже- 
нерных тел в трехмерном пространстве посред-
ством использования различных видов программ-
ного обеспечения отражены в работах [7–12].  

Использование системы AutoCAD и языка 
AutoLISP для образования различных поверхностей 
опубликовано в работах [13–18]. Визуализация 
образования поверхностей тел Платона кинемати-
ческим способом в динамическом режиме в си-
стеме AutoCAD рассмотрена в работе [19]. 

Предложенная статья является продолжением 
исследований в области визуализации процессов 
образования многогранников Архимеда [20].  

Далее рассмотрена задача о визуализации об-
разования на базе додекаэдра четырех полуправиль- 
ных многогранников: усеченного додекаэдра, ико-
сододекаэдра, ромбоикосододекаэдра и усеченно-
го икосододекаэдра. 

1. Образование поверхности 
усеченного додекаэдра 

Усеченный додекаэдр (рис. 2) образуется усе-
чением вершин додекаэдра (рис. 1) и, следователь-
но, углов у пятиугольников. Он имеет 20 треуголь-
ных и 12 десятиугольных граней. Конфигурация 
вершины: 3, 10, 10. 

Для образования усеченного додекаэдра кине- 
матическим способом строится его каркас усечени- 
ем каркасных линий додекаэдра. 

Величины сторон десятиугольников, треуголь- 
ников и отсекаемых отрезков определяются из со- 
отношений (рис. 3) 

𝑎 ൌ 𝑏  2𝑐,                                                              (1) 

𝑎 ൌ 𝑟 ∗ 2 ∗ sin ϑ,                                                      (2) 

𝑏 ൌ 2 ∗ 𝑐 ∗ cos ϑ,                                                     (3) 

𝑐 ൌ 𝑟 ∗ 𝑠𝑖𝑛 ϑ ሺ1   cos ϑሻ⁄ ,                                      (4) 

где 𝑎 – длина стороны пятиугольника додекаэдра; 
𝑟 – радиус окружности, описанной вокруг пятиуголь-
ника; ϑ = 36° – угол при вершине в треугольнике 
𝐴𝑂𝐵; 𝑏 – величина граней десятиугольника; 𝑐 – 
величина отрезков, отсеченных от сторон пяти-
угольников. 

Каркас усеченного додекаэдра строится на базе 
каркаса додекаэдра. В пятиугольных ячейках до-
декаэдра образуются десятиугольные ячейки усе-

ченного додекаэдра. В образовавшемся между ними 
пространстве появляются ячейки треугольной формы. 

 

 
 

Рис. 1. Додекаэдр 
[Figure 1. Dodecahedron] 

 

 
 

Рис. 2. Усеченный додекаэдр 
[Figure 2. Truncated dodecahedron] 

 

 
 

Рис. 3. Определение размеров ребер 
[Figure 3. Definition of the size of the ribs] 

 
Полученный каркас используется для постро-

ения отсеков поверхностей десятиугольных и тре-
угольных граней. Образование отсеков выполня-
ется раздельно двумя пользовательскими функци-
ями в виде двух конструктивных форм. 
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Формирование конструктивной формы 1 

Набор отсеков поверхности десятиугольной 
грани строится в ячейке каркаса усеченного доде-
каэдра. Система координат 𝑥𝑂𝑦𝑧 устанавливается 
в середине нижнего основания дестиугольника и 
поворачивается вокруг оси 𝑥 на величину двугран-
ного угла, при этом система 𝑥𝑂𝑦𝑧 преобразуется в 
систему координат 𝑥ଵ𝑂ଵ𝑦ଵ𝑧ଵ, расположенную в 
плоскости ячейки (рис. 4).  

Образование набора отсеков поверхности де-
сятиугольника выполняется в цикле с использова-
нием функции Loft и ее опции «По сечениям». 

Конструктивная форма 1 изображена на рис. 5. 
Она состоит из отсеков двух рядов десятиуголь-
ников и двух оснований такой же формы. 

 

 
 

Рис. 4. Образование отсеков в десятиугольнике 
[Figure 4. Formation of compartments in the decagon] 

 

 
 

Рис. 5. Конструктивная форма 1 с направляющими линиями 
[Figure 5. Constructive form 1 with guide lines] 

 
Формирование отсеков поверхности треуголь- 

ной грани также выполняется в ячейке каркаса. Ее по- 
ложение определяется двумя углами α и τ (рис. 6). 

Треугольные ячейки расположены в 4 ряда. 
Ячейка 1-го ряда изображена на рис. 6, где 𝐵ଵ𝐶ଵ  – 
сторона десятиугольника; 𝐴ଵ𝑀ଵ, 𝐵ଵ𝑀ଵ и 𝐶ଵ𝑀ଵ – 
отрезки, отсеченные от сторон пятиугольников. 

Сторона десятиугольника равна  

𝐵ଵ𝐶ଵ ൌ 2 ∗  𝐶ଵ𝑀ଵ ∗ cos φ,                                       (5) 

при этом φ ൌ  ϑ. 

Сторона пятиугольника 𝑎 равна 

𝑎 ൌ 2 ∗ 𝐶ଵ𝑀ଵ  𝐵ଵ𝐶ଵ.                                              (6) 

С учетом равенства углов φ и ϑ формулы (2), 
(5) и (6) позволяют получить выражения для опре-
деления величин стороны десятиугольника и отсе-
ченных отрезов и имеют вид 

𝐶ଵ𝑀ଵ ൌ
 ∗ ୱ୧୬ 

ሺଵାୡ୭ୱ  ሻ
, 𝐵ଵ𝐶ଵ ൌ

 ∗ ୱ୧୬ ଶ

ሺଵାୡ୭ୱ ሻ
 . 

Углы α и τ определяют положение треуголь-
ной ячейки и вычисляются по формулам 

α ൌ arctg 𝑀ଵ𝑇ଵ 𝐴ଵ𝑇ଵ⁄ , τ ൌ arctg 𝑀ଵ𝑇ଵ 𝐷ଵ𝑇ଵ⁄ , 

где 𝑀ଵ𝑇ଵ – высота правильной пирамиды 𝑀𝐴ଵ𝐵ଵ𝐶ଵ; 
𝑇ଵ – центр треугольника 𝐴ଵ𝐵ଵ𝐶ଵ, являющегося ос-
нованием пирамиды. 

 

 
 

Рис. 6. Треугольная ячейка 1-го ряда 
[Figure 6. 1st row triangular cell] 

 
Для образования отсеков поверхности треуголь-

ника первого ряда систему координат переносим в 
точку 𝐴ଵ и совмещаем ось 𝑦 с высотой 𝐴ଵ𝐷ଵ, вы-
полнив следующие операции: 

– поворот системы координат 𝑥𝑂𝑦𝑧 вокруг оси 
𝑧 с тем, чтобы ось 𝑦 стала перпендикулярной сто-
роне 𝐵ଵ𝐶ଵ; 

– перенос системы 𝑥𝑂𝑦𝑧 в точку 𝐷ଵ; 
– поворот системы 𝑥𝑂𝑦𝑧 вокруг стороны 𝐵ଵ𝐶ଵ 

на угол τ; 
– перенос системы 𝑥𝑂𝑦𝑧 из точки 𝐷ଵ в точку 𝐴ଵ. 
Для образования отсеков поверхности треуголь-

ника второго ряда систему координат переносим в 
точку 𝐷ଶ и совмещаем с высотой 𝐴ଶ𝐷ଶ (рис. 7), 
выполнив следующие операции: 

– поворот системы координат 𝑥ଵ𝐴ଵ𝑦ଵ вокруг 
оси 𝑥ଵ на угол α – ось 𝑦ଵ по ребру 𝐴ଵ𝐴ଶ; 



Romanova V.A. Structural Mechanics of Engineering Constructions and Buildings, 2020, 16(4), 279–289 
 

 

282   GEOMETRY OF MIDDLE SURFACES OF SHELLS 

– перенос системы 𝑥ଵ𝐴ଵ𝑦ଵ по каркасной линии 
𝐴ଵ𝐴ଶ в точку 𝐴ଶ;  

– поворот системы координат вокруг оси 𝑥ଵ на 
угол α – ось y по 𝐴ଶ𝐷ଶ; 

– перенос системы координат в точку 𝐷ଶ. 
Формирование отсеков грани десятиугольной 

формы выполняется в цикле с шагом 𝑑𝑦1.  
Конструктивная форма 1 формируется из от-

секов поверхностей 12 десятиугольных граней. 
Она представлена на рис. 5. 

Формирование отсеков треугольной формы вы- 
полняется в цикле с шагом 𝑑𝑦2, который зависит 
от шага 𝑑𝑦1. 

 

 
 

Рис. 7. Формирование системы координат 𝑥ଶ𝐷ଶ𝑦ଶ 
[Figure 7. Formation of the coordinate system 𝑥ଶ𝐷ଶ𝑦ଶ] 

 

 
 

Рис. 8. Определение шага 𝑑𝑦2 для ряда 1 
[Figure 8. Definition of a 𝑑𝑦2 step for rank 1] 

 
На рис. 8 продемонстрировано образование от- 

секов поверхности треугольника 1-го ряда сверху.  

Если шаг образования поверхности десятиуголь-
ной грани – 𝑑𝑦1, а треугольной грани – 𝑑𝑦2, то их про-
екции на ребро 𝐶𝑂ଶ – отрезок 𝐷𝑂ଶ. Следовательно, 

𝑑𝑦1 sin 36° ൌ  𝑑𝑦2  cos 30°⁄⁄ , 

𝑑𝑦2 ൌ 𝑑𝑦1 ∗ cos 30° sin 36°⁄ . 

На рис. 9 представлено образование отсеков по-
верхности треугольника 2-го ряда сверху. Если шаг 
образования поверхности десятиугольной грани – 
𝑑𝑦1, а треугольной грани – 𝑑𝑦2, то их проекции 
на ребро 𝐵𝐶 – отрезок 𝐶𝐷. Следовательно, 

𝑑𝑦2 ൌ 𝑑𝑦1 ∗ cos 30° cos 18°.⁄  

Вычисление шага образования отсеков поверх- 
ности треугольных граней, расположенных в дру-
гих рядах, выполняется по такому же алгоритму. 

 

 
 

Рис. 9. Определение шага 𝑑𝑦2 для ряда 1 
[Figure 9. Definition of a 𝑑𝑦2 step for rank 2] 

 

 
Рис. 10. Конструктивная форма 2 

[Figure 10. Constructive form 2] 
 

 
 

Рис. 11. Образование поверхности усеченного додекаэдра 
[Figure 11. Formation of truncated dodecahedron] 
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Конструктивная форма 2, составленная из от-
секов поверхностей 20 треугольных граней, изоб-
ражена на рис. 10. 

Визуализация образования поверхности усе-
ченного додекаэдра в динамическом режиме осу-
ществляется потребительской функцией, в которой 
в качестве блоков задействованы конструктивные 
формы 1 и 2. Фрагмент образования усеченного 
додекаэдра представлен на рис. 11. 

2. Образование поверхности икосододекаэдра 
Икосододекаэдр имеет 32 грани, среди них – 

12 правильных пятиугольников и 20 правильных 
треугольников [рис. 12]. Все грани являются пра-
вильными многоугольниками двух типов – пяти-
угольник и треугольник. В каждой вершине схо-
дятся два пятиугольика и два треугольника. Кон-
фигурация вершины: 3, 3, 5, 5.  

 

 
 

Рис. 12. Икосододекаэдр 
[Figure 12. Icosododecahedron] 

 

 
 

Рис. 13. Образование поверхности икосододекаэдра 
[Figure 13. Formation of icosododecaheron surface formation] 

 
Многогранник получается при срезании вершин 

додекаэдра плоскостями, проходящими через сере-
дины ребер додекаэдра. В результате такого усече-
ния пятиугольные грани изменяются в размере и 
между ними образуются грани треугольной формы.  

Усечение пятиугольников показано на рис. 14. 
Секущие линии 𝑙 (i = 1,…, 5), проходят через се-
редины сторон пятиугольника 𝑀𝑁𝐾𝐹𝑄. Результат 
усечения – пятиугольник 𝐴𝐵𝐶𝐸𝐺.  

 

 
 

Рис. 14. Усечение пятиугольника MNKFQ додекаэдра 
[Figure 14. Truncation of the dodecahedron pentagon MNKFQ] 

 

 
 

Рис. 15. Образование отсеков одной грани икосододекаэдра. 
[Figure 15. Formation of compartments of a face of 

the icosodododecahedron] 
 

Окружность, описанная вокруг пятиугольника 
𝐴𝐵𝐶𝐸𝐺, является вписанной в пятиугольник 𝑀𝑁𝐾𝐹𝑄, 
радиус которой равен  

𝑂𝐶 ൌ 𝑟 ∗ cos ϑ,  

где 𝑟 െ радиус окружности, описанной вокруг пяти- 
угольника 𝑀𝑁𝐾𝐹𝑄. 

Сторона пятиугольника 𝐴𝐵𝐶𝐸𝐺 равна 

𝐵𝐶 ൌ 2 ∗ 𝑂𝐶 ∗  sin ϑ. 

Каркас икосододекаэдра содержит ячейки пяти- 
угольной и треугольной форм (рис. 15 ). Образова-
ние отсеков пятиугольной грани показано на том же 
рисунке. 

Отсеки поверхности треугольных граней рас-
положены в четыре ряда. 

Если шаг образования поверхности пятиуголь-
ной грани – 𝑑𝑦1, то шаг 𝑑𝑦2 образования отсеков 
треугольной грани равен: 

𝑑𝑦2 ൌ 𝑑𝑦1 ∗ cos 30° cos 36°⁄  – ряды 1, 4;  

𝑑𝑦2 ൌ 𝑑𝑦1 ∗ sin 60° sin 72°⁄  – ряды 2, 3. 
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С целью выполнения визуализации процесса 
образования икосододекаэдра создаются две кон-
структивных формы. Первая форма – набор отсеков 
поверхности пятиугольных граней, вторая – набор 
отсеков поверхности треугольных граней (рис. 16). 
Для использования в программе формирования по- 
верхности икосододекаэдра конструктивные формы 
представляются в виде блоков. 

 

 
 

Рис. 16. Набор отсеков треугольных граней 
[Figure 16. Set of compartments of triangular faces] 

 
Икосододекаэдр в процессе образования пока-

зан на рис. 13.  

3. Образование поверхности 
ромбоикосододекаэдра 

Ромбоикосододекаэдр состоит из 12 правильных 
пятиугольников, 30 квадратов и 20 правильных тре-
угольников [рис. 17]. В каждой из вершин сходят-
ся треугольник, пятиугольник и два квадрата. 

Ромбоикосододекаэдр формируется усечением 
ребер и вершин додекаэдра или икосаэдра. При усе-
чении додекаэдра его 12 конгруэнтных правильных 
пятиугольников трансформируются в 12 уменьшен- 
ных правильных пятиугольников ромбоикосододе-
каэдра, расположенных в тех же плоскостях. В обра-
зовавшемся пространстве формируются 30 конгру-
энтных квадратов и 20 конгруэнтных равносто-
ронних треугольников.  

Усечение ребра 𝐴𝐶 додекаэдра представлено 
на рис. 19. Для того чтобы стороны пятиугольни-
ков и образовавшегося между ними прямоуголь-
ника были равны между собой, необходимо вы-
полнить условие подобия пятиугольников 𝐴𝐶𝑄𝐹𝐸 
и 𝐴ଵ𝐶ଵ𝑄ଵ𝐹ଵ𝐸ଵ: 

்

 
ൌ

భభ


,                                                                (7) 

𝐴𝐶 ൌ 2 ∗ 𝑟 ∗ sin ϑ  𝐵𝐷 ൌ 𝑟 ∗  cos ϑ,                        (8) 

где r – радиус окружности, описанной вокруг пя-
тиугольника додекаэдра (задан). 

Если фигура 𝐴ଵ𝐶ଵ𝐶ଶ𝐴ଶ – квадрат, то 𝐴ଵ𝐶ଵ ൌ 𝑀𝑇.  

𝐴ଵ𝐶ଵ ൌ 2 ∗ ሺ𝐵𝐷 െ 𝐵𝑇ሻ ∗ cos β,                              (9) 

где β ൌ
ଵ଼ିநభ

ଶ
, ψଵ ൌ 116, 565° – двугранный угол 

додекаэдра. 
 

 
 

Рис. 17. Ромбоикосододекаэдр 
[Figure 17. Romboicosododecahedron] 

 

 
 

Рис. 18. Образование поверхности ромбоикосододекаэдра 
[Figure 18. Formation of romboicosododecahedron surface] 

 

 
 

Рис. 19. Усечение ребра додекаэдра 
[Figure 19. Truncation of the dodecahedron edge] 

 
Выражения (7), (8), (9) позволяют найти вели-

чину стороны 𝐴ଵ𝐶ଵ, принадлежащей и пятиуголь-
нику ромбоикосододекаэдра, и прямоугольнику.  

𝐴ଵ𝐶ଵ ൌ
ଶ∗∗ ୱ୧୬ 

ଵା 
౪ ತ
ౙ౩ ಊ

. 
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Двугранный угол между пятиугольниками и 
квадратами равен 

ψଶ ൌ ψଵ  β ψଶ ൌ 148,283°. 

Таким образом, при усечении ребер додекаэд-
ра образуются пятиугольники, центры которых сов- 
падают с центрами прямоугольников додекаэдра, 
между пятиугольниками формируются квадраты, 
а между квадратами – конгруэнтные треугольники, 
стороны которых равны сторонам квадрата. Усечен-
ные пятиугольники, квадраты и треугольники со-
ставляют каркас ромбоикосододекаэдра. 

В ромбоикосододекаэре имеется еще один дву- 
гранный угол ψଷ между квадратом и треугольни-
ком (рис. 20).  

𝜓ଷ ൌ 180 െ ሺδ െ γሻ,  

где δ – угол между осью 𝑥 и осью 𝑦ଶ; γ – угол 
между осью 𝑥 и осью 𝑦ଵ; δ ൌ  arcsinሾሺcos  

 

ଶ
ሻ ∗

ሺsin ψଵሻሿ; γ ൌ ୱ୧୬ ஒ

ୡ୭ୱ   ቀ
ൗ ቁ

. 

Конструктивная форма 1 образуется посред-
ством функции Array для набора отсеков граней, 
представленных на рис. 21. По существу это участки 
двух меридианов, к первому меридиану относятся 
квадрат и пятиугольник (ряд слева), ко второму – 
два треугольника и квадрат (ряд справа). Между ме- 
ридианами находятся половинки квадратов. Отсеки 
поверхности этих граней строятся в ячейках кар-
каса ромбоикосододекаэдра. Система координат со- 
ответствует SEIsometric. 

 

 
 

Рис. 20. Углы ромбоикосододекаэдра 
[Figure 20. Angles of the rhombicosododecahedron] 

 
 

Рис. 21. Набор отсеков для формирования конструктивной формы 1 
[Figure 21. Set of compartments for forming a structural form 1] 

 
Алгоритм образования отсеков поверхности 

в ячейках 1-го меридиана: 
– поворот системы координат вокруг оси 𝑧  

на 108°; 
– перенос системы координат в середину осно-

вания квадрата; 
– поворот системы координат вокруг оси 𝑥 на 

угол (180 – ψଵ); 
– формирование отсеков поверхности квадрата; 
– перенос системы координат в основание пяти- 

угольника; 
– поворот системы координат вокруг оси 𝑥 на 

угол (180 – ψଶ); 
– формирование отсеков поверхности пяти-

угольника; 
– установка системы координат в положение 

World. 
Алгоритм образования отсеков поверхности 

в ячейках 2-го меридиана: 
– поворот системы координат вокруг оси 𝑧  

на 72°; 
– перенос системы координат в вершину ниж- 

него треугольника; 
– поворот системы координат на угол γ вокруг 

оси 𝑥; 
– формирование отсеков поверхности нижнего 

треугольника; 
– перенос системы координат в основание квад-

рата; 
– поворот системы координат вокруг оси 𝑥 на 

угол (180 – ψଷ); 
– формирование отсеков поверхности квадрата; 
– перенос системы координат в середину ос-

нования верхнего треугольника; 
– поворот системы координат вокруг оси 𝑥 на 

угол (180 – ψଷ); 
– формирование отсеков поверхности верхне-

го треугольника; 
– установка системы координат в положение 

World. 
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Алгоритм образования отсеков поверхности 
в ячейках квадратов между меридианами 1 и 2: 

– перенос системы координат в точку 𝐶 или 𝐷 
и установка оси 𝑦 перпендикулярно основанию го- 
лубого треугольника;  

– формирование отсеков поверхности треуголь-
ников; 

– установка системы координат в положение 
World. 

Конструктивная форма 2 формируется из от-
секов граней, представленных на рис. 22. 

Конструктивные формы 1 и 2 представлены 
на рис. 23 и 24. 

Образование поверхности ромбоикосододека-
эдра продемонстрировано на рис. 18.  

 

 
 

Рис. 22. Набор отсеков  
для формирования конструктивной формы 2 

[Figure 22. Set of compartments for forming a structural form] 

 

 
 

Рис. 23. Конструктивная форма 1 
[Figure 23. Constructive form 1] 

 

 
 

Рис. 24. Конструктивная форма 2 
[Figure 24. Constructive form 1] 

4. Образование поверхности 
усеченного икосододекаэдра 

Усеченный икосододекаэдр формируется отсе- 
чением ребер и вершин додекаэдра.  

При усечении додекаэдра необходимо его 12 кон- 
груэнтных правильных пятиугольников трансфор-
мировать в 12 конгруэнтных правильных десяти-
угольников, а также образовать 30 конгруэнтных 
квадратов и 20 конгруэнтных равносторонних ше-
стиугольников. 

 

 
 

Рис. 25. Усеченный икосододекаэдр 
[Figure 25. Truncated icosododecahedron] 

 

 
 

Рис. 26. Фрагмент формирования усеченного икосододекаэдра 
[Figure 26. A fragment of the formation of 

a truncated icosododecahedron] 
 

Стороны квадрата принадлежат и десятиуголь-
нику, и шестиугольнику (рис. 25). Поэтому стороны 
всех многоугольников, составляющих усеченный 
икосододекаэдр, будут равны друг другу, если при 
усечении будет выполнено условие равенства сто-
роны десятиугольника стороне квадрата: 

𝐴ଵ𝐴ଶ ൌ 𝐴ଵ𝐶ଵ.                                                         (10) 

На рис. 27 изображены два десятиугольника и 
квадрат после усечения ребра 𝐴𝐶 додекаэдра.  

Расстояние между основанием десятиугольника 
и ребром додекаэдра равно 

𝐷𝑇 ൌ 𝐷𝑀 ൌ  𝑟 ∗ cos 36° െ 𝑟ଵ ∗ cos 18°,              (11) 

где 𝑟 – радиус окружности, описанной вокруг пя-
тиугольника (задано), 𝑟 ൌ 𝐴𝐵 ൌ 𝐴𝐶; 𝑟ଵ – радиус 
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окружности, описанной вокруг десятиугольника, 
𝑟ଵ ൌ 𝐵𝐶ଵ. 

𝑟ଵ ൌ
భభ

ଶ∗ୱ୧୬ ଵ଼°
. 

𝐷𝑇 ൌ 𝑟 ∗ cos 36° െ
భభ

ଶ∗୲ୟ୬ ଵ଼°
.                                 (12) 

 
 

 
 

Рис. 27. Усечение ребра додекаэдра 
[Figure 27. Truncation of the dodecahedron edge] 

 
Величину стороны квадрата можно определить 

из выражения 

𝐴ଵ𝐴ଶ ൌ 𝑀𝑇 ൌ 2 ∗ 𝐷𝑇 ∗ cos β.                               (13)  

Принимая во внимание, что 𝐴ଵ𝐴ଶ ൌ 𝐴ଵ𝐶ଵ, а так-
же выражения (11), (12) и (13), получим 

𝐴ଵ𝐴ଶ ൌ
ଶ∗ୡ୭ୱஒ∗∗ୡ୭ୱ ଷ°

ଵା
ౙ౩ಊ
౪భఴ°

. 

 

 
 

Рис. 28. Отсеки граней для формирования конструктивной формы 
[Figure 28. Compartments of faces for the formation of a structural form] 

 
Итак, стороны всех многоугольников равны по 

величине стороне квадрата 𝐴ଵ𝐴ଶ. 

Полученные данные позволяют построить кар-
кас усеченного икосододекаэдра на базе додекаэдра 
Платона. Двугранный угол между квадратом и деся-
тиугольником равен двугранному углу между квад-
ратом и пятиугольником в ромбоикосододекаэдре, 
двугранный угол между квадратом и шестиуголь-
ником равен двугранному углу между квадратом и 
пятиугольником в ромбоикосододекаэдре. 

Для визуализации процесса образования усе-
ченного додекаэдра строится конструктивная форма 
из отсеков граней рассматриваемого многогранника. 
Форма образуется формированием полярного мас-
сива из заранее сформированных отсеков двух ме-
ридианов (рис. 28). Алгоритм образования отсеков 
меридианов аналогичен алгоритму, приведенному 
для ромбоикосододеаэдра. 

Образование поверхности показано на рис. 26.  

Заключение 
Результатом проведенной работы является со-

здание алгоритмов и программного обеспечения на 
языке AutoLISP для образования электронных мо-
делей и визуализации формирования кинематиче-
ским способом поверхностей следующих полупра-
вильных многогранников Архимеда: 

– усеченного додекаэдра; 
– икосододекаэдра; 
– ромбоикосододекаэдра; 
– усеченного икосододекаэдра. 
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 Abstract 
The most common method of forming semi-control polyhedra consists in cutting 

off angles and ribs of regular polyhedra by planes. The aim of the work – to consider 
the automated formation of a number of surfaces of semi-regular Archimedean polyhe-
dra based on the dodecahedron. These include the truncated dodecahedron, the icoso-
dodecahedron, the romboicosododecahedron and the truncated icosododecahedron. 
The formation of surfaces is carried out by the kinematic method in AutoCAD using 
programs compiled in the AutoLISP language. Methods. The methodology for 
the formation of these polyhedra provides for truncation of the angles and edges 
of the dodecahedron. This requires the calculation of a number of geometric parameters 
of these polyhedra and dodecahedron, such as the value of the truncation of the dodeca-
hedron edges, the size of the edges of truncated polyhedra, the centers of faces, dihedral 
angles, etc. In order to generate these surfaces, a frame is constructed because the frame 
lines are used as guides to form surfaces in a kinematic way. The electronic model of 
each polyhedron is constructed as a set of compartments of surfaces of all its faces, and 
each compartment is assigned to a certain layer of the drawing. The frame and electro-
nic model of the polyhedra under study are formed by means of user programs com-
posed in the functional language AutoLISP. The process of forming surfaces of selected 
polyhedra in the AutoCAD environment is provided by special programs that are also 
compiled in the AutoLISP language. Results. Software was created to demonstrate 
the process of formation of a number of Archimedes polyhedra on the monitor screen. 

Keywords: semi-regular polyhedron, truncated dodecahedron, icosododeca-
hedron, rhomboicosododecahedron, truncated icosododecahedron, electronic model, 
polyhedron formation, guide line, forming line, AutoCAD, AutoLISP 
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 Abstract 
The aim of the work – experimental investigation on crack propagation and de-

formation in high-strength fiber reinforced concrete beams with round cross-sections 
under combined bending and torsion for the development of practical methods of crack 
resistance, deformation and strength analysis of such structures, and also for the accu-
mulation of new experimental data on resistance under combined loading. Method is 
experimental-theoretical. Results. Deflection plots and force-deformation relationships 
for high-strength fiber reinforced concrete beams with round cross-sections under com-
bined bending and torsion are determined experimentally. Principal deformations in 
terms of elongation and compression of concrete for the experimental beam structures 
with high torsion to bending moment ratio are determined. It is established that for 
high-strength fiber reinforced concrete structures of circular cross-section, generally, 
development of one-two discrete cracks is observed, therefore the circular shape of 
the cross-section slightly reduces the concentration defined by the material structure of 
high-strength concrete. On the basis of the conducted investigation on high-strength 
fiber reinforced concrete structures with circular sections, new experimental data on 
the combined stress-strain state in the studied areas of resistance is obtained, such as: 
values of generalized cracking, and failure, load, its level relative to the ultimate load; 
distance between the cracks at different stages of crack propagation; crack widths at 
principal reinforcement axis level, at a double diameter distance from the principal 
rebar axes and also along the entire crack profile at various stages of loading; coordi-
nates of nonplanar crack formations; patterns of crack formation, development and ope-
ning in reinforced concrete structures under combined bending and torsion. 

Keywords: reinforced concrete structures, high-strength concrete, fiber rein-
forced concrete, combined bending and torsion, experimental results 
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Introduction  
In the last two-three decades the publications of 

researchers from different countries give increasingly 
greater attention to the investigation of reinforced con- 
crete under special and emergency loadings, which cause 
combined stress state in the structures [1–8]. Architec- 
tural solutions and structural element cross-section shapes 
used in design practice are becoming more complex 
as well. It should be noted that until now a relatively 
limited number of studies on the stress-strain state of 
structures under combined loading have been conduc- 
ted. In this field a number of Russian and various in-
ternational studies on reinforced concrete structures from 
regular concrete can be mentioned, for example [9–15]. 
Even less studies are devoted to testing beams and other 
structures under combined bending and torsion. Exis- 
ting experimental results, according to their methodo- 
logies [11; 13; 16–18], relate to particular individual 
stress-strain state cases, boundary condition kinds, re- 
inforcement types, concrete grades and types. At the same 
time, resistance of reinforced concrete structures to com- 
bined loading (bending and torsion) until now remains 
globally underexplored due to a number of reasons, 
primarily due to the complexity of the experiment. 
As to high-strength reinforced concrete and fiber rein-
forced concrete structures, the studies of their combi- 
ned stress state and crack propagation properties are 
practically absent. This is evidenced by the fact that in 
Russian, European, US and other countries’ building 
codes there are no recommendations on designing struc-
tures under combined bending and torsion. There are 
general guidelines of particular individual stress state 
cases only for ultimate limit state and only for rectan-
gular cross-sections of structures, which do not always 
correspond well enough to the real behavior of rein-
forced concrete in the stage of crack formation and 
development and also in the ultimate stage of their re- 
sistance.  

In [19–21] the authors begin the publications on 
the conducted experimental studies of high-strength re- 
inforced concrete structures under combined loading. 
Here are the methodologies and some particular test 
results on structures with high-strength concrete of grade 
B100 or higher for rectangular, hollow circular and 
solid circular beam cross-sections. Following on these 
studies, the present article provides the experimental 
results of high-strength fiber reinforced concrete cir-
cular beams under combined loading. It is also worth 
mentioning that the cross-sectional shape accepted for 
the experiment is fairly often used in design practice 
(cores of high-rise buildings that act as cantilever beams, 
power transmission line supports, factory building co- 
lumns, etc.). 

Investigation results and their analysis 
A series of six sample beams from high-strength 

fiber reinforced concrete has been tested (see Table). 
The following notation is used for the test structures: 
FB – fiber reinforced concrete beam, CR – circular 
cross-section, 720 – value of external force couple arm 
for creating torsional moment, (1) – number of test 
sample. Reinforcement details in the cross-sections of 
test sample structures are presented in Figure 1. Lon-
gitudinal reinforcement of the test samples is grade 
A240C and 6 mm diameter, positioned along the cross-
section perimeter. Transverse reinforcement is grade 
A240C, 6 mm diameter with 100 mm spacing. Metal-
lic plates 8 mm thick with reinforcement anchors from 
10 mm A240C grade bars were placed on the ends of 
the test samples. A series of test samples were made 
from grade B130 high-strength fiber reinforced con-
crete. More detailed information on the structure of beam 
test samples, reinforcement details and testing methods 
are given in [20]. 

Obtained experimental results, their processing and 
analysis allow to state the following. 

A characteristic feature of crack propagation in 
high-strength fiber reinforced concrete structures with 
circular cross-section is that they develop several dis-
crete cracks, from which one stands out with increasing 
load and which then governs the failure. This crack 
becomes predominant over the others at the load steps 
close to failure and has the maximum opening size 
(Figure 1). 

 

 
 

 
 

Figure 1. Crack pattern in test sample structure  
from high-strength fiber reinforced concrete FB-CR-720 (1) 

Side A Side B 

A

B
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Comparing the obtained crack pattern with the pat- 
tern in regular reinforced concrete structures in the acting 
region of bending and torsional moments [11; 18; 22] 
it can be stated that such structures form an entire net- 
work of cracks. In addition to that, with increasing load 
new cracks are being formed, and correspondingly 
the distances between them and the intensity of deve- 
lopment of the already formed cracks change. There-
fore, the deformation concentration in the reinforcement 
due to crack propagation is decreasing in the structu- 
res from regular concrete. 

The obtained experimental results on the features 
and physical process of crack propagation in high-
strength fiber reinforced concrete structures allow to 
conclude that the traditionally applied theoretical mo- 
del of reinforced concrete deformation for service limit 
state, which is based on the hypothesis of averaging 
deformations after crack formation (coefficient ψs), 
needs correction in regards to the reinforced concrete 
in consideration. 

 
 

 
 
 

Figure 2. Deflections of test sample structure 
from high-strength fiber reinforced concrete FB-CR-720 (1): 

1 – deflection according to indicator I2; 
2 – deflection according to indicator I3 

 
 

Figure 3. Angles of deflection of test sample structure 
from high-strength fiber reinforced concrete FB-CR-720 (1): 

1 – angle of deflection according to indicators I1–I2; 
2 – angle of deflection according to indicators I3–I4 

 
From the analysis of experimental deflections and 

angles of deflection of tested structures (Figures 2 and 3) 
it can be noted that the relative cracking load level in 
fiber reinforced concrete beams (Т+М)/(Тu+Мu) is sig- 
nificantly higher than in structures from regular con-
crete. For all FB-CR-720 beam test samples the men-
tioned ratio comprised 0,55–0,64. This implies that 
the presence of fiber in structures from high-strength 
reinforced concrete under the considered stress state 
substantially increases the second stage of the stress-
strain state, and this feature should be accounted for 
in the design.  

The obtained experimental graphs of concrete com- 
pressive strains in the test samples from strain gauge 
measurements are of interest as well (Figures 4 and 5). 
Strain gauge rosettes were processed after the gauge 
measurements according to the know formulas for de- 
termination of the principal tensile (compressive) de-
formations of concrete. 

 

 
 

Figure 4. Loading force to concrete deformation relationship for test sample structure 
from high-strength fiber reinforced concrete FB-CR-720 (1), side A 
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Figure 5. Loading force to concrete deformation relationship for test sample structure 
from high-strength fiber reinforced concrete FB-CR-720 (1), side B 

 
So, with regard to FB-CR-720 (1) beam side A 

(Figure 4) the following is obtained: 
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With regard to FB-CR-720 (1) beam side B (Fi- 
gure 5) the following is obtained: 
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– load step 
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Experimental investigation of the considered beam 
structures from high-strength reinforced concrete pro-
duces a number of important parameters for the evalua-
tion of resistance of reinforced concrete structures to 
combined loading – bending with torsion, given in Table. 
They include the following: coordinates of nonplanar 
crack formation, generalized cracking load sup,crcR ; 
failure load sup,uR ; width of nonplanar crack which 
governed failure on the level of longitudinal and 
transverse reinforcement axes, at a double diameter 
distance from reinforcement axes and along the entire 
crack profile; changes in the distance between cracks 
crcl  with increasing load. 

 
Table 

Experimental parameters of resistance of fiber reinforced concrete structures under combined bending and torsion 

Structure 
notation 

𝑹𝐬𝐮𝐩,𝒄𝒓𝒄, 
kN 

𝑹𝐬𝐮𝐩,𝐦𝐚𝐱, 
kN 

𝑷𝐦𝐚𝐱, 
kN 

Load step,  
Pi / Pmax 

Nonplanar crack, 
which governed failure 

Actual 
height of 
the com- 
pression 

zone, 
xfact, mm 

Coordinates of
nonplanar crack

formation 
𝑎,ଵ, 
mm 

𝑎,ଶ, 
mm 

𝑙,୫ୟ୶, 
mm 

xexp, 
mm 

yexp,  
mm 

FB-CR-720 (1) 
Side A 

12.5 17.5 35.0 

0.57 – – 

368 

– 
–35.3 –22.5 0.85 0.2 0.3 50 

1 1.8 4.8 0 

FB-CR-720 (1) 
Side B 

0.57 – – – 
–154.7 43.9 0.85 0.1 0.2 70 

1 1.2 1.6 20 

FB-CR-720 (2) 
Side A 

15.0 19.5 39.0 

0.64 – – 

377 

– 
–44.8 –18.0 0.77 0.1 0.2 40 

1 0.5 1.8 0 

FB-CR-720 (2) 
Side B 

0.64 – – – 

–168.1 35.6 0.77 – – 95 

1 0.1 1 15 

FB-CR-720 (3) 
Side A 

17.5 260 52.0 

0.67 – – 

224 

- 
122.5 –93.4 0.76 0.1 0.17 102 

1 3.5 4 10 

FB-CR-720 (3) 
Side B 

0.67 – – – 
–116.8 –36.4 0.62 0.1 0.11 30 

0.82 0.1 0.16 0 
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The actual height of compression zone xfact and 
the height of compressed concrete above the inclined 
crack xB in the effective section 1–1 (going through 
the end of the nonplanar crack), deflections and an-
gles of deflection, values of nonplanar cracks projec-
tions onto the horizontal were also determined. 

As a result, the obtained experimental data allow 
to verify the accuracy of the analytical model of re-
sistance of fiber reinforced concrete structures to com- 
bined bending and torsion, and will be useful for  
the accumulation of new experimental information on 
the stress-strain state of reinforced concrete structures 
under combined loading. 

Conclusion 

Experimental investigation of beams from high-
strength fiber reinforced concrete with circular cross-
section produced new data on the stress-strain state 
parameters of such structures under combined bending 
and torsion. They include the values of generalized 
cracking load and failure load, concrete deformation 
in the region of the reference section, structure deflec-
tions and angles of deflection, nonplanar crack patterns 
and the distance between cracks at different loading 
stages, crack widths on the level of principal reinfor- 
cement axis and at a double diameter distance from this 
axis, and also along the entire crack profile at different 
loading stages, coordinates of nonplanar crack forma- 
tion at the considered stress state. 

It is established that for beams from high-strength 
fiber reinforced concrete with circular cross-section 
during cracking several discrete cracks propagate, from 
which one stands out with increasing load and which 
then governs the failure. At the stages close to failure 
this crack becomes predominant over the other and 
has the maximum width. It was also established that 
the relative cracking load in fiber reinforced concrete 
structures is high and it comprised 0.55–0.64 from 
the failure load for the tested structures. 

The obtained and previously undetermined experi- 
mental parameters on the stress-strain state of fiber re- 
inforced concrete structures are relevant for the analy-
sis and verification of the developing analytical model, 
evaluation of resistance of such structures under com-
bined bending and torsional moments. 
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 Аннотация 
Цель исследования – экспериментальное изучение особенностей тре-

щинообразования и деформирования сложно напряженных балок круглого 
поперечного сечения из высокопрочного фиброжелезобетона для развития 
практических методов расчета трещиностойкости, жесткости и прочности 
таких конструкций при кручении с изгибом, а также для накопления новых 
опытных данных о сложном силовом сопротивлении. Метод исследования – 
экспериментально-теоретический. Результаты. Экспериментально определены 
опытные значения и построены графики прогибов и углов поворота, зависимо-
стей деформаций бетона от нагрузки для сложнонапряженных балок круг-
лого поперечного сечения из высокопрочного фиброжелезобетона. Определе-
ны главные деформации удлинения и укорочения бетона для опытных кон-
струкций балок с высоким уровнем соотношения крутящего и изгибающе-
го моментов. Установлено, что для железобетонных конструкций из высоко-
прочного фиброжелезобетона круглого сечения, как правило, наблюдается 
развитие дискретных одной-двух трещин, следовательно, круглая форма попе-
речного сечения несколько снижает концентрацию, обусловленную струк-
турой высокопрочного бетона. На основании проведенных испытаний же-
лезобетонных конструкций из высокопрочного фиброжелезобетона кругло-
го сечения получены новые экспериментальные данные о сложном напря-
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  женно-деформированном состоянии в исследуемых областях сопротивления, 
такие как: значения обобщенной нагрузки трещинообразования и разруше-
ния, ее уровень относительно предельной нагрузки; расстояние между тре-
щинами на разных уровнях трещинообразования; ширина раскрытия тре-
щин на уровне оси рабочей арматуры и на удалении двух диаметров от осей 
арматуры, а также вдоль всего профиля трещины на различных ступенях на-
гружения; координаты точек образования пространственных трещин; схемы 
образования, развития и раскрытия трещин железобетонных конструкций при 
рассматриваемом сложном напряженном состоянии – кручении с изгибом. 
Ключевые слова: железобетонные конструкции, высокопрочный бетон, фиб-
рожелезобетон, кручение с изгибом, результаты эксперимента 
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 Аннотация 
Актуальность. Исследование особенностей взаимодействия зданий и со-

оружений с основанием при землетрясении является одной из наиболее важных 
задач теории сейсмостойкости. Реакция сооружения на сейсмическое воздей-
ствие в значительной степени зависит от соотношения жесткостных характери-
стик грунта, фундамента и надфундаментного строения. При этом, учитывая 
достаточно высокую степень статистической изменчивости характеристик грун-
тового основания, обеспечить необходимый уровень безопасности сооружения 
можно только на основе применения вероятностных моделей и количественной 
оценки надежности системы «сооружение – основание» в целом. В настоящее 
время для расчета системы «сооружение – основание» на сейсмические нагрузки 
преимущественно применяются детерминированные дискретные модели метода 
конечных элементов. Но эти модели плохо приспособлены для вероятностных 
расчетов и требуют обширных статистических данных, которых сегодня недо-
статочно. Поэтому в задачах оценки надежности целесообразно применение 
упрощенных аналитических моделей, позволяющих при сравнительно неболь-
шой исходной информации о системе получить величину статистической измен-
чивости ее реакции. Цель статьи – на основе известного решения для одномас-
совой модели представить аналитическое решение в матричной форме задачи 
свободных горизонтальных колебаний многомассового консольного стрежня на 
основании, заданном моделью упругого полупространства. Методы. Проведено 
исследование влияния податливости грунтового основания на частоты и формы 
горизонтальных колебаний сооружения. Дано сравнение результатов с расчетом, 
выполненным методом конечных элементов. Результаты. Полученное решение 
предназначено для проведения вероятностного расчета системы «сооружение – 
основание» при сейсмических нагрузках и оценки ее надежности. 

Ключевые слова: система «сооружение – основание», жесткость осно-
вания, динамические характеристики, горизонтальные колебания, частоты 
колебаний, формы колебаний, многомассовый консольный стержень 
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Введение 1 
Одной из актуальных задач теории сейсмо-

стойкости является учет взаимодействия зданий и 
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сооружений с грунтом основания при землетрясе-
нии. Реакция сооружения на сейсмическое движе-
ние грунта неоднозначна и зависит от соотноше-
ния масс и жесткостных характеристик грунта, фун-
дамента и надфундаментного строения [1; 2].  

Для расчета системы «сооружение – основа-
ние» на сейсмические нагрузки преимущественно 
применяются дискретные модели грунтового ос-
нования и сооружения на основе метода конечных 
элементов [1; 3–5]. При этом используются стан-
дартные вычислительные комплексы, позволяющие 
на данном этапе развития техники производить рас-
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четы любой сложности, в том числе и нелиней-
ные. Вместе с тем дискретные модели приводят к 
необходимости обоснования размеров зоны осно-
вания, которую следует включать в анализ. Число 
степеней свободы для моделирования грунта мо-
жет существенно превышать число степеней сво-
боды для сооружения, что снижает эффективность 
модели системы в целом. 

С другой стороны, существует проблема оценки 
надежности сейсмостойких зданий. Действующие 
нормативные документы [6] учитывают их надеж- 
ность с помощью полувероятностных методов, со-
держащих условные детерминированные коэффици-
енты для расчетных характеристик системы «со-
оружение – основание». Однако грунты основания 
представляют собой случайные поля с изменяющи-
мися в пространстве и времени физико-механичес- 
кими характеристиками. Сейсмическое движение 
грунта также является ярко выраженным случайным 
процессом. Детерминированный подход к оценке 
надежности сейсмостойких зданий не обеспечива-
ет их необходимую безопасность [7; 8], так как риск 
повреждения или разрушения здания при реализа-
ции проектного землетрясения остается неопреде-
ленным. Следовательно, расчет сейсмостойких зда-
ний должен проводиться на основе вероятностной 
концепции с использованием методов теории на- 
дежности.  

Переход на вероятностные методы расчета сей-
смостойких зданий с использованием дискретных 
моделей требует обширной статистической инфор-
мации, которой в настоящее время недостаточно. 
В этом случае целесообразно применение упро-
щенных аналитических моделей, позволяющих при 
сравнительно небольшой исходной информации о 
системе получить качественные закономерности 
взаимодействия сооружений с основанием, оценить 
влияние физико-механических свойств оснований 
на реакцию сооружения. 

Если грунт основания однороден, а фундамент 
сооружения может рассматриваться как жесткая 
плита, то для расчета системы «сооружение – ос-
нование» применима модель грунта в виде упру-
гого полупространства. Во время землетрясения 
плита фундамента перемещается по шести степе-
ням свободы, включающим по три компоненты по-
ступательного движения и вращения [9–12]. Дан-
ная модель используется для расчета специальных 
инженерных сооружений (атомных станций, пло-
тин и др.), представляющих собой массивные объ-
екты. Тем не менее характер взаимодействия с грун-
том в процессе землетрясения различен для мас-
сивных сооружений и сравнительно гибких зданий 
массовой застройки [13; 14]. Так, в работе [15] уста-

новлено, что при изменении соотношения жестко-
стей сооружения и основания происходит не только 
изменение частот свободных колебаний системы, 
но и возможна перемена мест между формами. 

В настоящей работе представлено аналитиче-
ское решение задачи свободных горизонтальных 
колебаний многомассового консольного стрежня 
на основании, заданном моделью упругого полу-
пространства, и проведен анализ влияния жестко-
сти основания на динамические характеристики со- 
оружения. 

Задача свободных колебаний 
консольного многомассового стержня 

на упругом основании 
Рассмотрим свободные горизонтальные коле-

бания с учетом демпфирования невесомой консоль-
ной стойки на упругом основании в предположе-
нии, что на ее уровнях 1,  2,  ,  k n   расположе-
ны сосредоточенные массы 1 2,  ,  ,  nm m m  (рис. 1). 
Данные колебания в форме метода перемещений 
будут описываться системой n  дифференциальных 
уравнений [16; 17]: 

,
1

( ) 2ε ( ) ( ) 0;
n

k k k k k j j
j

m y t m y t k y t


                        (1) 

( 1,  2,  ,  );k n   

( 1,  2,  ,  ),j n   

Где ( ),  ( ),  ( )k k jy t y t y t   – функции ускорений, ско-
ростей и перемещений в уровнях масс k  и j со-
ответственно; ε  – коэффициент демпфирования 
(затухания); ,k jk  – реакция в связи номер k  при 
смещении связи j  на единицу. 

 

 
 

Рис. 1. Расчетная схема многомассового консольного стержня 
с учетом податливости основания 

[Figure 1. Design model of a multi-mass cantilever bar 
with due account for foundation bed ductility] 
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Поделив левую и правую части уравнения на 
km , получим  

,
1

1
( ) 2ε ( ) ( ) 0.

n

k k k j j
jk

y t y t k y t
m 

                           (2) 

Решением (2) будет система уравнений вида  

, ,
1 1

( ) ( ) Φ ( ),
n n

k k i k i i
i i

y t y t X t
 

                                 (3) 

где ,k iX  – величина, не зависящая от времени t , 
определяющаяся местоположением k  и номером 
члена i  суммы ( 1,  2,  ,  )i n  .  

Функция Φ ( )i t  зависит от времени t . Соот-
ветственно  

, ,
1 1

, ,
1 1

( ) ( ) Φ ( );

( ) ( ) Φ ( ).

n n

k k i k i i
i i
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                      (3*) 

С учетом (3) и (3*) система уравнений (2) при-
мет вид 

, ,
1 1

Φ ( ) 2ε Φ ( )
n n

k i i k i i
i i

X t X t
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1 Φ ( ) 0.
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                                   (4) 

Введем обозначение 

2 Φ ( )
φ ,

Φ ( )
i

i
i

t
t

 


                                                            (5) 

тогда система уравнений (4) после некоторых пре- 
образований будет выглядеть 

2Φ ( ) 2εΦ ( ) φ Φ ( ) 0.i i i it t t                                     (6) 

Если принять, что ε, ε ,2ε γ φi i , то данное урав-
нение будет аналогично уравнению модели упруго- 
вязкого сопротивления А.И. Цейтлина [18], учиты-
вающей различную степень демпфирования при 
различных формах собственных колебаний: 

2
ε, ε, ε,Φ ( ) γ φ Φ ( ) φ Φ ( ) 0,i i i i i it t t                              (7) 

где ε,γ i  – коэффициент потерь или неупругого со- 

противления при -йi  форме колебаний; ε,φ i  – уг-
ловая частота -йi  формы колебаний с учетом демп- 
фирования. 

2

ε, ε ,
ε , ε , ε ,

ε ,

δ ε 2π ε
γ ;  ;  φ φ 1 .

π π φ φ
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i i i i
i i

T
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  (8) 

Величина ε,δ i  является логарифмическим декре- 
ментом -йi  формы колебаний. Из формул (8) сле-
дует, что коэффициент демпфирования постоянен 
( ε const ), а логарифмический декремент колеба- 
ний ε,δ i  зависит от частоты ε,φ i  (согласно гипоте-
зе Фойгта). Однако эксперименты показывают, что 
такой зависимости нет [16] и в качестве констан-
ты правильней принять величину εδ . Тогда ε,i iT T  
и из (8) следует: 

2

ε ε ε
ε ε,
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δ δ δ ε
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  (9) 

С учетом (9) уравнения (7) примут вид 
2

ε ε, ε ,Φ ( ) γ φ Φ ( ) φ Φ ( ) 0.i i i i it t t                              (10) 

Решением системы дифференциальных урав-
нений (10) будут функции 

 ε ε,
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Соответственно 
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Запишем выражения для полных перемещений 
( )ky t , скоростей ( )kv t  и ускорений ( )ka t  масс в 

уровне k  с учетом демпфирования: 

 

 

 

ε ε,
, ε, ε, ε,

1

ε ε,
, ε, ε, ε, ε,

1

ε ε, 2
, ε, ε, ε, ε,

1

γ φ
( ) exp sin φ ν ;

2
γ φ

( ) exp φ cos φ ν ;
2
γ φ

( ) exp φ sin φ ν .
2

n
i

k k i i i i
i

n
i

k k i i i i i
i

n
i

k k i i i i i
i

y t X A t t

v t X A t t

a t X A t t







  

  

  

 
 

  
  
 

  
      







  (12) 

Постоянные ε,iA  и ε,ν i  определяются из гра-
ничных условий при 0t   (начальных переме- 
щений (0)ky  и скоростей (0)kv  в уровне -йk  
массы): 
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   (13) 

В практических расчетах разложение колебаний 
механических систем по их собственным формам 
осуществляется без учета демпфирования, а функции 
затухания вводятся в итоговые формулы опреде-
ления перемещений, скоростей и ускорений. 

Таким образом, на первом этапе для определе-
ния частот собственных колебаний i необходимо 
решить уравнения, аналогичные уравнениям (1), 
но без учета демпфирования: 

,
1

( ) ( ) 0.
n

k k k j j
j

m y t k y t


                                       (14) 

В случае консольной стойки, а также для даль-
нейшего учета жесткости грунта основания удоб-
нее решать систему уравнений не в форме метода 
перемещений, а в форме метода сил: 

,
1

δ ( ) ( ) 0,
n

k j j j k
j

m y t y t


                                        (15) 

где ,δk j  – перемещения точки k  под действием 
силы, равной единице, приложенной соответствен-
но в точках 1,  2,  ,  j n  . 

После известных преобразований система урав-
нений (15) примет вид 
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(16) 

Уравнение (16) является однородным относи-
тельно ,k iX , так как не имеет свободных членов. 

Тривиальное решение при 1, 2, , 0i i n iX X X     
неинтересно, потому что соответствует случаю от- 
сутствия колебаний. Колебания будут происходить, 
если все или часть величин ,k iX  будут отличны от 
нуля. Это возможно при равенстве нулю детерми-
нанта системы, образуемой из членов с неизвестны- 
ми 2φi  при ,k iX : 
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  (17) 

После раскрытия детерминанта (17) получится 
уравнение -йn  степени относительно 2φi , решение 
которого дает n  положительных корней, соответ-
ствующих угловым частотам собственных колеба-
ний 1 2φ ,  φ ,  ,  φn .  

Полученные значения частот i  и амплитуд-
ных коэффициентов ,k iX  используются в форму-
лах (9)–(13), то есть с учетом демпфирования. 

Расчет консольной стойки с учетом демпфиро- 
вания и жесткости грунта основания удобней про-
изводить в матричной форме. 

Вначале задаем матрицы податливости D  и 
масс M :  
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  (18) 

В матрице податливости ,δk j  – перемещение 
точки k  под действием силы, равной единице, при-
ложенной в точке j . Оно складывается из переме-
щений, обусловленных жесткостью самой стойки 

I, ,k j , горизонтальным смещением фундамента II, ,k j  

и поворотом фундамента III, ,k j : 

, I, , II, , III, , .k j k j k j k j                                            (19) 

Обусловленное жесткостью самой стойки пе-

ремещение I, ,k j определяется классическими ме-
тодами строительной механики по единичным 
эпюрам и не представляет интереса в данной ста-
тье. Жесткость основания в матрице податливости 

учитывается слагаемыми II, ,k j  и III, ,k j :  

II, , III, ,

1
;  ,k j

k j k j
y x

z z
k k

                                         (20) 

где yk  – квазистатическая жесткость основания 
при горизонтальном поступательном движении по 
оси y ; xk  – квазистатическая жесткость основа-
ния при повороте относительно горизонтальной 



Pshenichkina V.A., Drozdov V.V., Strok S.I. Structural Mechanics of Engineering Constructions and Buildings, 2020, 16(4), 298–310 
 

 

302   DYNAMICS OF STRUCTURES AND BUILDINGS 

оси x ; kz  – ордината рассматриваемой точки k  
(за 0z   принят уровень фундамента); jz  – орди-
ната точки приложения единичной силы j .  

Есть множество теорий по определению коэф-
фициентов квазистатической жесткости грунта осно- 
вания [9; 19]. Так, согласно [10] данные коэффици-
енты для сооружений с фундаментом прямоуголь-
ной формы в плане определяются по формулам 

 
   

d A,d
31,1 1 8,52

; ,
7 8 1

x y x
y x

G L L JG
k k

A


 

    
 (21) 

где   – коэффициент Пуассона грунта основания; 

dG  – динамический модуль сдвига грунта основа-
ния; xL  и yL  – размеры фундаментной плиты по 

осям x  и y  соответственно; A,xJ  – момент инер-
ции подошвы фундаментной плиты относительно 
оси x ; A  – площадь подошвы фундаментной плиты. 

Между модулями сдвига dG и деформаций dE  
грунта основания имеется взаимосвязь: 

 
d

d .
2 1

E
G 

 
                                                       (22) 

Из уравнения (17) в матричной форме опреде-
ляются частоты собственных колебаний без учета 
демпфирования стойки и основания 1 2φ ,  φ ,  ,  φn : 

 2det 0,i  DM E                                               (23) 

где E  – единичная матрица. 
Далее из уравнений (16) определяются ампли-

тудные коэффициенты ,k iX  для -йi  формы коле-
баний: 

 2 0,i i  DM E X


                                              (24) 

где iX


 – вектор амплитудных коэффициентов для 
-йi  формы ( 1,  2,  ,  i n  ). 
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Таким образом, результатом последовательного 
решения (23) и (24) будет получение вектора ча-
стот собственных колебаний φ  и матрицы ампли-
тудных коэффициентов X :  
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                (25) 

Далее при известных частотах собственных 
колебаний предварительно определяем коэффици-
енты затухания i  с учетом демпфирования стой-
ки и грунта основания: 

I, II III

1
,

1 1 1i

i

 
 

  

                                               (26) 

где I,i  – коэффициент затухания, обусловленный 
демпфированием самой стойки и определяемый по 
формуле (9) в зависимости от -йi  частоты собст- 
венных колебаний; II.  и III  – коэффициенты за-
тухания, обусловленные демпфированием грунта при 
смещении и повороте фундамента соответственно. 
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               (27) 

где yc  – мгновенная жесткость основания при го- 
ризонтальном поступательном движении по оси y ; 

xc  – мгновенная жесткость основания при пово-
роте относительно горизонтальной оси x . 

Согласно [10] коэффициенты мгновенной жест-
кости основания для прямоугольного в плане фун-
дамента определяются по формулам 
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  (28) 

где   – плотность грунта основания. 
В матричной форме формулы (27): 
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1
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k
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I IIε φ ε M E
  

 21 1

1
,

n

x k k
k

c  




    IIIε M z E


                                 (29) 

где M


 – вектор масс; E


 – единичный вектор раз-
мерности n ; z  – вектор ординат масс. 
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1 1

2 2
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 1 n n

m z
m z

m z

  M E z
  

 
 

Полученные из (29) векторы подставляем в (26) 
в матричной форме и получаем вектор коэффици-
ентов затухания с учетом демпфирования стойки 
и грунта основания: 

11 1 1 .
      I II IIIε ε ε ε

                                         (30) 

Далее по формуле (9) уточняем частоты с уче-
том демпфирования: 

 211 , εφ φ εφ 
                                               (31) 

где φ  и ε  – диагональные матрицы, образованные 
из элементов векторов φ  и ε  соответственно. 

По формулам (29) и (30) можно уточнить 
коэффициенты демпфирования, подставляя εφ  
вместо φ .  

Из граничных условий (13) определяем посто-
янные ,iA  и ,i  для функций ( )i t : 

sin ;
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где εA  и εν  – диагональная матрица и вектор из 
постоянных коэффициентов ,iA  и ,i  соответ-

ственно; 0y  и 0v  – векторы начальных перемеще-
ний и скоростей (граничные условия) соответ-
ственно; εφ  – диагональная матрица, образован-
ная из элементов вектора угловых частот с учетом 
демпфирования εφ .  
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Теперь можно задать выражения для полных 
перемещений ( )ky t , скоростей ( )kv t  и ускорений 

( )ka t  (12) в матричной форме: 
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      (33) 

Используя формулы (18)–(31), рассмотрены соб-
ственные колебания симметричного в плане услов-
ного пятиэтажного здания (рис. 2). Размер здания 
в плане составляет 6×6 м при шаге осей 2 м, высо-
та этажа – 3 м. Фундамент условного сооружения 
представляет собой монолитную железобетонную 
плиту с подошвой 8×8 м и толщиной 60 см. Вер-
тикальные конструкции представлены колоннами 
сечением 40×40 см, расположенными по углам зда-
ния, и ядром жесткости в центре из стен толщиной 
20 см, образующими в плане коробчатое сечение 
размером в осях 2×2 м. Горизонтальные конструк-
ции – плиты перекрытий толщиной 16 см. Мате-
риал всех конструкций – бетон класса B30 (модуль 
деформации E  равен 32,5 ГПа). К плитам перекры-
тий приложена постоянная нагрузка от веса пола. 

Условное сооружение приведено к пятиэлемент-
ному консольному стержню с шестью массами (рис. 3). 
Первая масса ( 1 133,12 тm  ) приложена в уровне 
фундаментной плиты (в заделке стержня при 1 0z  ), 
остальные ( 2 3 6 52, 08 тm m m    ) – в уровне 
плит перекрытий. Задание массы фундаментной пли-
ты в заделке обусловлено необходимостью более 
точного учета податливости основания при гори-
зонтальных колебаниях. В заделке стержня прило-
жены связи zk  с бесконечной жесткостью, запре-
щающая перемещения по вертикали, yk , характе-
ризующая квазистатическую жесткость основания 
при поступательном движении по оси y  (по гори-
зонтали) и φxk , характеризующая квазистатическую 
жесткость основания при повороте относительно 
оси x . Момент инерции сечения стержня xJ  со-
ставляет 6,85 м4, а изгибная жесткость xEJ  – 
222,49×109 Н·м2. Логарифмический декремент ко- 
лебаний εδ  принят равным 0,30 – как для железо-
бетонных сооружений.  
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Рис. 2. Общий вид и план условного здания 
[Figure 2. General appearance and the plan of the conventional building] 

 

   
 

Рис. 3. Расчетная схема условного здания с учетом податливости основания 
[Figure 3. Design model of the conventional building with due account for the ductility of the foundation bed] 

 
Таблица 1 

Жесткостные характеристики основания 
[Table 1. Stiffness properties of the foundation bed] 

Вариант [Variant] 1 2 3 4 5 6 7 8 9 10 

Ed, МПа [MPa] 9,86 12,35 15,47 19,37 24,25 30,37 38,03 47,62 59,63 74,67 

Gd, МПа [MPa] 3,65 4,57 5,73 7,17 8,98 11,25 14,09 17,64 22,09 27,66 

ρ, т/м3 [t/m3] 1,75 1,80 1,86 1,92 1,99 2,07 2,16 2,26 2,38 2,53 

ky, кН/м [kN/m] 79 333 99 367 124 470 155 849 195 114 244 355 305 986 383 147 479 778 600 789 

kφx, кН·м [kN·m] 1 152 267 1 443 255 1 807 867 2 263 632 2 833 923 3 549 123 4 444 292 5 565 006 6 968 528 8 726 145

cy, кН·с/м [kN·s/m] 4597 5218 5937 6749 7688 8775 10 031 11 481 13 184 15 211 

cφx, кН·с·м [kN·s·m] 38 217 43 378 49 352 56 107 63 912 72 947 83 385 95 444 109 603 126 454 
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Таблица 2 
Частоты собственных колебаний, Гц, по формам (аналитический расчет) 

[Table 2. Natural vibration frequencies, Hz, according to vibration mode shapes (analytical analysis)] 

Вариант [Variant] 1 2 3 4 5 6 7 8 9 10 

Форма 1 [Mode shape 1] 0,99 1,11 1,23 1,38 1,53 1,71 1,90 2,11 2,34 2,58 

Форма 2 [Mode shape 2] 3,53 3,95 4,41 4,93 5,50 6,14 6,85 7,64 8,51 9,47 

Форма 3 [Mode shape 3] 37,07 37,14 37,22 37,33 37,46 37,63 37,83 38,08 38,39 38,77 

Форма 4 [Mode shape 4] 110,77 110,82 110,89 110,97 111,08 111,22 111,38 111,59 111,85 112,17 

Форма 5 [Mode shape 5] 237,97 238,01 238,07 238,15 238,25 238,37 238,53 238,73 238,98 239,29 

Форма 6 [Mode shape 6] 448,20 448,19 448,18 448,18 448,19 448,20 448,22 448,24 448,28 448,34 
 

 

 
 

Рис. 4. Формы колебаний условного здания с учетом податливости основания 
[Figure 4. Vibration mode shapes of the conventional building with due account for the foundation bed ductility] 

 
Были рассмотрены собственные колебания шести- 

массового консольного стержня при десяти вариан-
тах жесткости основания [15]. Характеристики осно-
вания представлены в табл. 1 (коэффициент Пуассо-
на грунта μ  во всех случаях принят равным 0,35). 

По результатам расчета получены формы и 
частоты собственных колебаний. Для каждого ва-
рианты учтено по шесть форм. Частоты свобод-
ных колебаний системы для различных вариантов 
жесткости основания и форм колебаний представ-

лены в табл. 2, а сами формы (идентичные для всех 
вариантов жесткости основания) – на рис. 4. 

Для контроля расчет пятиэлементного шести-
массового консольного стержня был произведен 
методом конечных элементов в программном ком-
плексе «ЛИРА 10.8» (рис. 5). Сооружение задава-
лось стержнем пользовательского сечения, в узлах 
прикладывались массы, а опора моделировалась 
упругой связью с коэффициентами квазистатиче-
ской жесткости. Для исследования только горизон-
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тальных колебаний перемещения по вертикали (вдоль 
оси z ) для всех узлов запрещались. После прове-
дения модального анализа конечно-элементной мо-
дели были рассмотрены также по шесть форм соб-

ственных колебаний. Результаты расчета в про-
граммном комплексе «ЛИРА 10.8» представлены 
в табл. 3. Формы колебаний идентичны формам, 
представленным на рис. 4. 

 

 
 

Рис. 5. Расчетная схема условного здания в ПК «ЛИРА 10.8» 
[Figure 5. Design model of the conventional building in the software package “LIRA 10.8”] 

 
 

Таблица 3 

Частоты собственных колебаний, Гц, по формам (расчет конечно-элементной модели в ПК «ЛИРА 10.8») 
[Table 3. Natural vibration frequencies, Hz, according to vibration mode shapes 

(analysis of finite element model in the software package “LIRA 10.8”)] 

Вариант [Variant] 1 2 3 4 5 6 7 8 9 10 

Форма 1 [Mode shape 1] 0,99 1,11 1,24 1,38 1,54 1,71 1,90 2,11 2,34 2,59 

Форма 2 [Mode shape 2] 3,54 3,95 4,42 4,93 5,51 6,15 6,86 7,65 8,52 9,48 

Форма 3 [Mode shape 3] 37,11 37,18 37,27 37,37 37,51 37,67 37,88 38,13 38,44 38,82 

Форма 4 [Mode shape 4] 112,08 112,14 112,21 112,30 112,41 112,55 112,72 112,93 113,20 113,52 

Форма 5 [Mode shape 5] 229,09 229,14 229,19 229,26 229,35 229,46 229,60 229,77 229,98 230,24 

Форма 6 [Mode shape 6] 366,35 366,37 366,40 366,43 366,47 366,52 366,58 366,66 366,75 366,87 

 
Также были рассмотрены колебания данного кон-

сольного стержня на абсолютно жестком основании 
(рис. 6). В этом случае необходимость учета податли-
вости основания и массы фундамента отсутствуют и 
система становится пятимассовой ( 1 2 5m m m     

52,08 т ). Очевидно, в результате расчета будет вы- 
явлено лишь пять форм колебаний. Результаты дан-
ного расчета аналитически в матричной форме и мо-
дального анализа конечно-элементной модели пред- 
ставлены в табл. 4, формы колебаний – на рис. 7. 
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Рис. 6. Расчетная схема условного здания на абсолютно жестком основании 
[Figure 6. Design model of the conventional building on absolutely stiff foundation bed] 

 
Таблица 4 

Частоты собственных колебаний, Гц, по формам при расчете на абсолютно жестком основании 
[Table 4. Natural vibration frequencies, Hz, according to vibration mode shapes in the analysis for absolutely stiff foundation bed] 

Метод расчета  
[Method of analysis] 

Форма 1 
[Mode shape 1] 

Форма 2 
[Mode shape 2] 

Форма 3 
[Mode shape 3] 

Форма 4 
[Mode shape 4] 

Форма 5 
[Mode shape 5] 

В матричной форме  
[In the matrix form] 7,41 47,24 132,50 277,03 459,38 

Конечно-элементный  
[Through finite element method] 7,41 47,35 134,15 259,24 386,08 

 

 
 

Рис. 7. Формы колебаний условного здания на абсолютно жестком основании 
[Figure 7. Vibration mode shapes of the conventional building on absolutely stiff foundation bed] 
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Заключение 
Результаты модального анализа конечно-элемент- 

ной модели в программном комплексе «LIRA 10.8» 
достаточно хорошо сходятся с аналитическим рас- 
четом в матричной форме. Расхождения значений 
частот для первых трех форм колебаний составля- 
ют менее 1 %, для формы 4 – 1,2 %, для формы 5 – 
от 3,7 до 6,4 %, для формы 6 – от 16,0 до 18,3 %. 

Идентичны и формы колебаний при податли-
вом и жестком основании с тем отличием, что во 
втором случае исчезает форма, обусловленная пре- 
имущественно смещением и поворотом фундамен-
та (рис. 4, форма 2). Таким образом, форма 2 при 
жестком основании аналогична форме 3 при подат-
ливом, форма 3 – форме 4. 

Установлено, что низшие формы более чувстви- 
тельны к жесткости основания. При увеличении мо- 
дуля деформации грунта основания в 7,57 раза ча-
стота колебаний формы 1 увеличилась в 2,61 раза 
с (0,99 до 2,58 Гц), формы 2 – в 2,68 раза, формы 3 – 
в 1,05 раза. Частоты остальных форм при увели-
чении жесткости основания изменились незначитель- 
но. Теоретически при стремлении жесткости ос-
нования к бесконечности частота колебаний фор-
мы 1 может увеличиться еще в 2,87 раза (с 2,58 до 
7,41 Гц), формы 3 – в 1,22 раза (став формой 2), 
формы 4 – в 1,18 раза, формы 5 – в 1,16 раза, фор-
мы 6 – в 1,02 раза. Ожидаемо, что частота колеба-
ний формы 2, обусловленной преимущественно пере- 
мещениями фундамента, наиболее чувствительна к 
податливости основания. Тем не менее для рассмат-
риваемого сооружения при заданном интервале 
модуля деформации грунта перемена мест между 
формами не выявлена, так как для этого требуется 
бо́льшая степень свободы исследуемой системы 
для учета не только изгибных, но и крутильных и 
поступательных форм колебаний [20]. 

Полученное решение может быть эффективно ис- 
пользовано для вероятностного анализа системы «со-
оружение – основание» при сейсмических нагрузках. 
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 Abstract 
Relevance. The study of the interaction of buildings and structures with 

the base during an earthquake is one of the most important tasks of the theory of 
earthquake resistance. The response of the structure to seismic impact depends to 
a large extent on the ratio of the stiffness characteristics of the soil, foundation, 
and foundation structure. Moreover, taking into account a rather high degree of 
statistical variability of the characteristics of the soil foundation, it is possible to 
ensure the required level of safety of a structure only through the use of probabilis-
tic models and a quantitative assessment of the reliability of the construction-base 
system as a whole. At present, for the calculation of the “construction – base” 
system for seismic loads, deterministic discrete models of the finite element 
method are mainly used. But these models are poorly adapted for probabilistic 
calculations and require extensive statistical data, which are currently insufficient. 
Therefore, in problems of reliability assessment, it is advisable to use simplified 
analytical models, which make it possible to derive the value of the statistical 
variability of its reaction with relatively small initial information about the system. 
The aim of the work – based on the well-known solution for the single-mass 
model to present an analytical solution in the matrix form of the problem of free 
horizontal vibrations of a multi-mass cantilever rod on the foundation specified 
by the elastic half-space model. Methods. A study was made of the effect of 
the compliance of the soil foundation on the frequencies and forms of horizontal 
vibrations of the structure. A comparison of the results with the calculation per-
formed by the finite element method is given. Results. The obtained solution is 
intended to conduct a probabilistic calculation of the construction-base system 
under seismic loads and evaluate its reliability. 

Keywords: “structure – foundation bed” system, foundation bed stiffness, 
dynamic properties, horizontal vibrations, vibration frequencies, vibration mode 
shapes, multi-mass cantilever bar 
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 Аннотация 
Актуальность. При расчете многослойных оснований, когда материал од-

ного слоя или нескольких имеет выраженную анизотропию, характер распреде-
ления перемещений и напряжений в основании зависит от направления осей 
анизотропии в каждом слое. Поэтому при проектировании и анализе работы 
многослойных сред необходимо иметь оценку влияния данного фактора. Цель – 
исследовать напряженное состояние в полосе, составленной из двух с разными 
физическими характеристиками анизотропных плоскопараллельных слоев, ле-
жащей без трения на жестком основании. Методы. Интегрирование уравнений 
плоской задачи теории упругости анизотропного тела проводится символиче-
ским методом в сочетании с методом начальных функций. Начальные функции 
на линии контакта полосы и основания определяются из условий жесткого сцеп-
ления между слоями, условий плотного контакта и отсутствия трения между 
полосой и основанием, характера нагрузки, приложенной к верхней плоскости 
полосы. После преобразований функции перемещений и напряжений в каждом 
слое записываются через нормальную поверхностную нагрузку в виде несоб-
ственных интегралов. Результаты. Представлены графики изменения напряже-
ний в полосе от значений характеристик анизотропных материалов, толщины 
слоев. Максимальные значения напряжений на линии сопряжения слоев и на 
линии контакта с основанием, в зависимости от направления осей анизотропии в 
каждом слое, приведены в таблицах и показаны в виде графиков. Дана оценка 
влияния модулей упругости материалов на характер распределения напряжений 
в полосе, составленной из двух изотропных материалов. 

Ключевые слова: перемещение, напряжение, анизотропия, упругость, 
полоса, слой 
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тактирующих с жесткими или упругими основани-
ями, необходимо при заданных внешних нагрузках 
обеспечить оптимальное соотношение между тол- 
щиной и упругими характеристиками материала 
каждого слоя. Задачи, связанные с определением 
напряженно-деформированного состояния в много- 
слойных упругих средах под действием поверхност- 
ных нагрузок, возникают при расчете несущих по- 
крытий от воздействия транспортного оборудования, 
в механике грунтов (расчет оснований фундаментов), 
геомеханике, при анализе работы деталей машин с 
покрытиями и т. д. Для многослойных сред из изо- 
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тропных материалов данный класс задач рассмат-
ривался в ряде работ, например [1–10], для транс-
версально-изотропного материала в работах [11–20]. 

1. Постановка задачи 
На основе уравнений плоской задачи теории 

упругости анизотропного тела исследуется напря- 
женное состояние двухслойной полосы, лежащей 
без трения на жестком основании (рис. 1). Полоса 
составлена из двух анизотропных плоскопараллель- 
ных слоев с разными упругими характеристиками. 
Нумерацию слоев выбираем снизу вверх. Переме- 
щения, напряжения, физические и геометрические 

характеристики в каждом слое обозначим нижним 
индексом ( 1, 2)k k  , высота полосы 

1 2h h h   
по длине не меняется. Положительные направления 
перемещений и напряжений показаны на рис. 1. 
Статическая нормальная поверхностная нагрузка 

( )q x  прикладывается к верхней плоскости поло-
сы. Ось x  направим по нижней плоскости поло-
сы, ось y  – перпендикулярно границе основания. 
На рис. 1 нормальное давление между полосой и 
жестким основанием обозначено 1 ( )oq x , а нормаль-
ные и касательные усилия на линии контакта слоев 

2 ( )oq x  и 2τ ( )o x . 

 

 
 

Рис. 1. Схема взаимодействия между слоями полосы и жестким основанием 
[Figure 1. Scheme of interaction between strip layers and rigid base] 

 
2. Метод расчета 

При решении исходим из уравнений, получен-
ных в [16]. Перемещения и напряжения в произ-
вольной точке каждого слоя записываются через 
функции перемещений и усилий на нижней плос-
кости полосы. Неизвестные функции перемещений 
и усилий на нижней плоскости определяются из ус- 
ловий отсутствия трения и плотного контакта между 
полосой и основанием, условий жесткого сцепле-
ния между слоями, характера нагрузки, приложен- 
ной к верхней плоскости полосы. Данные гранич-
ные условия имеют вид: 

1 1 1τ ( , 0) τ 0,xy ox y      

1 1 1υ ( , 0) υ ( ) 0,ox y x    

1 1 1 2 2 2( , ) ( , 0) ( ),ou x y h u x y u x      

1 1 1 2 2 2υ ( , ) υ ( , 0) υ ( ),ox y h x y x     

1 1 1 2 2 2σ ( , ) σ ( , 0) ( ),y y ox y h x y q x      

1 1 1 2 2 2τ ( , ) τ ( , 0) τ ( ),xy xy ox y h x y x     

2 2 2σ ( , ) ( ).y x y h q x   

После преобразований перемещения и напря-
жения в произвольной точке каждого слоя выра-
жаются, используя интегральное преобразование 
Фурье [5], через заданную поверхностную нагруз-
ку в виде несобственных интегралов, которые име-
ют сложную структуру и не приводятся. 
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3. Результаты 

Рассмотрим вариант, когда в сечении 0x   
приложена сила интенсивностью ,F  равномерно 
распределенная вдоль оси перпендикулярной плоско-
сти (рис. 2). В общем случае имеем неограничен-
ное количество комбинаций между упругими харак-
теристиками материалов слоев полосы. Для при-
мера проведем анализ напряженного состояния по-

лосы, когда верхний слой выполнен из тканевого 
стеклопластика горячего прессования (СТЭТ), ниж-
ний – стеклопластика на основе стеклоткани мар-
ки АСТТ(б)-С2-О и полиэфирной смолы марки 
ПН-3. Упругие характеристики материалов приве-
дены в [21] и указаны на рис. 2. Направления осей 
анизотропии материала в каждом слое определя-
ются углом φ .k  

 

 
 

Рис. 2. Схема нагружения двухслойной полосы 
[Figure 2. Loading scheme for a two-layer strip] 

 

 
 

Рис. 3. Распределение параметра σy
  по линии контакта слоев полосы в зависимости от 2φ  при 1φ 0  и 1 2α α 0, 5   

[Figure 3. Distribution of the parameter σy
  along the contact line of the strip layers depending on 2φ  when 1φ 0  and 1 2α α 0, 5  ] 

 
Результаты численного анализа приводятся для 

плоского напряженного состояния (ширина поло-
сы равна единице) в безразмерных параметрах: 
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Рассмотрим влияние направления осей анизо-

тропии материала в каждом слое на напряженное 
состояние двухслойного покрытия. При проведе-
нии расчетов коэффициенты деформации, кото-

рые входят в функции перемещений и напряже-
ний, выражены через технические постоянные по 
формулам преобразования упругих постоянных 
при повороте осей анизотропии на некоторый 
угол φk  [21]. 

Распределение параметра напряжения σy  по 
линии контакта слоев полосы в зависимости от 

2φ  показано на рис. 3. Видно, что для варианта 

1φ 0  и 1 2α α 0, 5   максимальное значение 

σy  возникает при 2φ 90 .   
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В табл. 1 приведены на линии контакта слоев 
значения maxσ y  в зависимости от направления осей 

анизотропии в каждом слое при 1 2α α 0, 5 ,    
в табл. 2 – на линии контакта полосы и основания. 

 
Таблица 1 

Значения maxσ y  на линии контакта слоев полосы 

в зависимости от φk  

[Table 1. Values maxσ y  on the contact line of the strip layers 

depending on φk ] 

2

1

φ
φ

 0º 30º 45º 60º 90º 

0º 4,18 3,43 3,24 3,52 4,42 

30º 4,00 3,30 3,11 3,38 4,25 
45º 4,01 3,29 3,10 3,37 4,27 
60º 4,08 3,36 3,16 3,44 4,33 
90º 4,45 3,63 3,41 3,72 4,73 

 
На рис. 4 представлены графики результатов 

расчета параметра maxσ y  в зависимости от направ-
ления осей анизотропии в каждом слое. Из сопостав-
ления кривых видно, что максимальные значения 
возникают для варианта, когда наименьшее значе-

ние модуля упругости материала обоих слоев по-
лосы направлено параллельно границе основания. 

Влияние параметра высоты и направления осей 
анизотропии в верхнем слое на значения maxσ y  при 

1φ 0   показано на рис. 5. Результаты расчетов 
maxσ y на линии контакта слоев представлены на 

рис. 5, а, на рис. 5, б – на линии контакта полосы и 
основания. Из анализа графиков следует, что с уве-
личением параметра 2α  значения maxσ y  убывают 
более заметно при значении 2φ 45 .   
 

Таблица 2 

Значения maxσ y  на линии контакта полосы с основанием 

в зависимости от φk  

[Table 2. Values maxσ y  on the contact line of the strip with the base 

depending on φk ] 

2

1

φ
φ

 0º 30º 45º 60º 90º 

0º 3,13 2,75 2,63 2,79 3,23 
30º 2,63 2,36 2,28 2,39 2,67 
45º 2,48 2,24 2,17 2,26 2,51 
60º 2,73 2,45 2,36 2,48 2,78 
90º 3,48 3,00 2,86 3,05 3,60 

 

 

 
 

Рис. 4. Изменение параметра maxσ y
  в зависимости от φk  при 

1 2α α 0, 5  : 
а – на линии контакта слоев полосы; б – на линии контакта полосы с жестким основанием 

[Figure 4. Change the parameter maxσ y
  depending on φk  when 

1 2α α 0, 5  : 

а – on the contact line of the strip layers; б – on the contact line of the strip with a rigid base] 

 
Графики на рис. 6 иллюстрируют влияние отно-

шения модулей упругости материалов и параметра 2α  

на значения maxσ y  для варианта, когда полоса состав-
лена из двух изотропных материалов 1 2(ν ν 0,25).   
 

Расчетные формулы получены путем перехода от 
анизотропного материала к изотропному [19]. Штри-
ховой линией показаны кривые при 2α 0, 25 ,  
сплошной – линии, соответствующие значению 
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2α 0,5 ,  штрихпунктирной – 2α 0, 75 .  Из ана-
лиза кривых следует, что при увеличении отно-
шения 2 1/E E  значения параметра maxσ y  убывают. 

На рис. 7 показано распределение параметра 
напряжения τxy  по линии контакта слоев полосы. 

Видно, что параметр напряжения на некотором рас-
стоянии от линии действия силы достигает макси-
мума, а затем затухает. Сравнивая кривые заклю-
чаем, что значения τxy  и размер области распро-

странения по оси x больше при 2φ 45 .   

 

 
 

Рис. 5. Изменение параметра maxσ y
  в зависимости от 2α  при 1φ 0   

а – на линии контакта слоев полосы; б – на линии контакта полосы с жестким основанием 

[Figure 5. Change the parameter maxσ y
  depending on 2α  when 1φ 0   

а – on the contact line of the strip layers; б – on the contact line of the strip with a rigid foundation] 
 

 
 

Рис. 6. Изменение параметра maxσ y
  в зависимости от 2 1/E E  и 2α : 

а – на линии контакта слоев полосы; б – на линии контакта полосы с жестким основанием 

[Figure 6. Change the parameter maxσ y
  depending on 2 1/E E  and 2α : 

а – on the contact line of the strip layers; б – on the contact line of the strip with a rigid foundation] 
 

 
 

Рис. 7. Распределение параметра τ xy
  по длине контакта слоев полосы в зависимости от 2φ  при 1φ 0  и 1 2α α 0, 5   

[Figure 7. Distribution of the parameter τ xy
  along the contact line of the strip layers depending on 2φ  when 1φ 0  and 1 2α α 0, 5  ] 
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Результаты вычислений параметра maxt xy
  на 

линии контакта слоев полосы в зависимости от 
направлений углов φk  представлены в табл. 3. В 

числителе указана максимальная величина τ ,xy  в 

знаменателе – координата ,x  в которой возни-
кает m axτ .xy  

 
Таблица 3 

Значения maxτ xy  на линии контакта слоев полосы 

в зависимости от φk  

[Table 3. Values maxτ xy  on the contact line of the strip layers 

depending on φk ] 

2

1

φ
φ

 0º 30º 45º 60º 90º 

0º 0,816 
0,226 

 

0,927 
0,313 

 

0,992 
0,340 

 

0,963 
0,304 

 

0,903 
0,209 

30º 0,773 
0,223 

 

0,879 
0,309 

 

0,943 
0,336 

 

0,918 
0,301 

 

0,867 
0,209 

45º 0,786 
0,223 

 

0,889 
0,308 

 

0,953 
0,335 

 

0,930 
0,300 

 

0,882 
0,209 

60º 0,729 
0,219 

 

0,829 
0,306 

 

0,890 
0,333 

 

0,867 
0,297 

 

0,821 
0,205 

90º 0,689 
0,217 

 

0,786 
0,306 

 

0,846 
0,334 

 

0,819 
0,297 

 

0,770 
0,200 

Распределение параметра σx  по линии кон-
такта слоев полосы приведено на рис. 8. Серия 
кривых на рис. 8, а показывает изменение значе-
ний σx  на нижней плоскости верхней полосы,  
на рис. 8, б – на верхней плоскости нижней поло-
сы. Из анализа графиков видно, что в области, 
примыкающей к линии действия силы, параметр 
σx  положительный, а при некотором значении па- 
раметра x  меняет знак и далее становится рав-
ным нулю. 

На рис. 9 показан характер изменения пара-
метра σx  по линии контакта слоев, когда каждый 
слой полосы выполнен из изотропного материала 

1 2(ν ν 0, 25) .   Кривые на рис. 9, а построены 
по результатам вычислений σx  на нижней плоско-
сти верхней полосы, на рис. 9, б – на верхней 
плоскости нижней полосы. Из сопоставления кри-
вых заключаем, что при отношении 2

1

1Е
Е

  на 

границе контакта слоев в верхнем и нижнем слоях 
полосы возникают положительные значения σx . 

При отношении 2

1

0, 5Е
Е

  на нижней границе 

верхнего слоя значения параметра σx  отрицатель-
ные, на верхней границе нижнего слоя – положи-
тельные. 

 

 
 

Рис. 8. Распределение параметра σx
  по линии контакта слоев полосы в зависимости от 2φ  при 1φ 0  и 1 2α α 0, 5  : 

а – на нижней плоскости верхней полосы; б – на верхней плоскости нижней полосы 

[Figure 8. Distribution of the parameter σx
  along the contact line of the strip layers depending on 2φ  when 1φ 0  and 1 2α α 0, 5  : 

а – on the bottom plane of the top strip; б – on the top plane of the bottom strip] 
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Рис. 9. Изменение параметра σx
  на линии контакта слоев из изотропных материалов при отношении 1 2α α 0, 5  : 

а – на нижней плоскости верхней полосы; б – на верхней плоскости нижней полосы 

[Figure 9. Change the parameter σx
  on the contact line of layers made of isotropic materials at 1 2α α 0, 5  :  

а – on the bottom plane of the top strip; б – on the top plane of the bottom strip] 
 

Заключение 

Приведена качественная и количественная 
оценка напряженного состояния в двухслойной по-
лосе, лежащей без трения на жестком основании, 
в зависимости от направления осей анизотропии 
материала в каждом слое. Расчеты проведены для 
варианта нагружения полосы сосредоточенной 
силой. Показано, что максимальные нормальные 
напряжения, действующие в направлении, перпен-
дикулярном границе основания, возникают, когда 
наименьшие значения модулей упругости матери-
ала в слоях полосы направлены параллельно гра-
нице основания, минимальные – при направлении 
осей анизотропии в каждом слое под углом 45° к 
границе основания. Касательные напряжения при 
расположении осей под углом 45° принимают 
наибольшие значения в сечениях, более удален-
ных от линии действия силы, в сравнении с дру-
гими вариантами направления осей анизотропии. 
Наименьшие отклонения в результатах вычисле-
ний продольных нормальных напряжений при за-
данных физических характеристиках материалов 
на линии раздела сред возникают при направле-
нии осей анизотропии под углом 45°. Для полосы, 
составленной из двух изотропных материалов с 
разными физическими характеристиками, нор-
мальные напряжения в продольном направлении 
полосы при уменьшении модуля упругости мате-

риала нижнего слоя возрастают на нижней грани-
це верхнего слоя и уменьшаются на верхней гра-
нице нижнего слоя. 
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 Abstract 
Relevance. In the calculation of multilayer bases, when the material of one 

or several layers has a pronounced anisotropy, the nature of the distribution of dis-
placements and stresses depends on the direction of the anisotropy axes in each 
layer. Therefore, it is necessary to have an evaluation of the influence of this 
factor in the design and analysis of the operation of multilayer media. The aim 
of the work – to research the stress state in a strip composed of two anisotropic 
plane-parallel layers with different physical characteristics, lying without friction 
on a rigid base. Methods. The integration of the equations of the plane problem of 
the theory of elasticity of an anisotropic body is carried out by the symbolic method 
in combination with the method of initial functions. The initial functions on the contact 
line of the strip and the base are determined from the conditions of tight adhesion 
between the layers, the conditions of tight contact and the absence of friction be-
tween the strip and the base, the nature of the load applied to the upper plane of 
the strip. After transformations, the functions of displacements and stresses in each 
layer are written through the normal surface load in the form of improper integrals. 
Results. Plots of changes in stresses in the strip from the values of the characteris-
tics of anisotropic materials, layer thicknesses are given. The maximum stresses on 
the interface line of the layers and on the line of contact with the base, depending 
on the direction of the anisotropy axes in each layer, are presented in the tables and 
shown in graphs. The effect of the elastic modules of materials on the nature of 
the stress distribution in a strip composed of two isotropic materials is estimated. 
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