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 Аннотация 
Актуальность. При расчете строительных конструкций на динамические 

воздействия традиционно используется метод разложения искомого решения в 
ряд по формам собственных колебаний. В зависимости от сложности решаемых 
задач требуется учитывать разное число форм – от нескольких первых мод до 
десятков или сотен форм. Получаемые результаты тем более точны, чем больше 
форм учитывает расчет. Вклад в искомые параметры напряженно-деформиро-
ванного состояния сооружения неучтенных высших форм колебаний, как прави-
ло, никак не оценивается, хотя в ряде случаев это делать необходимо. Кроме того, 
появляется важный вопрос выполнения расчета при уменьшенном числе учиты-
ваемых форм, так чтобы получать достаточно точный результат. Цель. Настоя-
щая работа посвящена способу статического учета высших форм колебаний в 
задачах динамики строительных конструкций. Приведено описание основных по-
ложений метода, рассмотрено его использование на пространственной стержне-
вой системе, нагруженной несколькими гармоническими силами с разными ча-
стотами. Методы. Изучаемый в работе метод статического учета высших форм 
колебаний требует решения одной динамической задачи с небольшим числом 
форм и вспомогательной статической задачи. Важным обстоятельством подхода 
является то, что статическая задача должна быть решена двумя способами: точ-
ным и методом разложения по собственным формам колебаний, после чего вы-
числяется статическая поправка к динамическому решению. Результаты. Пред-
лагаемый в статье подход позволяет значительно снизить вычислительные затра-
ты на динамический расчет в сравнении с классическим подходом при сравнимой 
точности результатов. Этот может иметь значение при решении задач на слож-
ные динамические воздействия и для неоднородных по жесткости конструкций. 

Ключевые слова: динамика сооружений, спектральный метод, формы коле-
баний, статический учет высших форм колебаний, полигармоническая нагрузка 

Для цитирования  
Лалин В.В., Ле Ты Куанг Чунг. Расчет стро- 
ительных конструкций на несколько ди- 
намических воздействий со статическим 
учетом высших форм колебаний // Стро- 
ительная механика инженерных конструк- 
ций и сооружений. 2020. Т. 16. № 3.  
С. 171–178. http://dx.doi.org/10.22363/1815- 
5235-2020-16-3-171-178 
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удар копровой установки, работа двигателя стаци-
онарного оборудования, движение автотранспорта 
и прочее, совершают колебательные движения.  

Основным подходом к решению задач дина-
мики является метод разложения в ряд по формам 
собственных колебаний [1–5]. Вопросам опреде-
ления частот и форм собственных колебаний слож- 
ных строительных конструкций до сих пор уделя-
ется значительное внимание [6–8]. 

Известно, что вклад первых слагаемых ряда, со- 
ответствующих низшим формам, в перемещения и 
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внутренние усилия системы является основным, в то 
время как вклад высших форм, как правило, незна-
чителен. Кроме того, учитывать большое число мод 
в расчете достаточно сложно, поскольку ресурсы 
вычислительной техники ограничены.  

Однако существует ряд случаев, когда возника- 
ет необходимость в учете высших форм, например 
при изучении работы конструкции при сейсмиче-
ской нагрузке [9–14], где само динамическое воз-
действие носит сложный характер. 

Более того, в условиях разработки проектной 
документации на здание или сооружение при вне-
сении изменений в расчетную схему и ее пересче-
те может потребоваться значительное количество 
времени и затрат ресурсов вычислительной техники. 
Поэтому важно иметь возможность выполнять рас-
чет при небольшом числе учитываемых форм соб-
ственных колебаний, так чтобы получить достаточ-
но точный результат. Это возможно в том случае, 
если получается определенным образом учесть вклад 
отброшенных мод. Вопросам учета вклада высших 
форм колебаний посвящено значительное количе-
ство работ. 

В работе [15] рассмотрены различные способы 
учета вклада высших форм колебаний в задачах сей-
смостойкости при использовании линейно-спектраль- 
ного метода. В работе [16] применительно к зада-
чам сейсмостойкости сооружений автор предлага-
ет приближенный метод оценки реакции системы 
по всем высокочастотным формам, объединяя их в 
одну глобальную форму. В статьях [17; 18] пока-
зано, что выделение квазистатических составляющих 
позволяет значительно ускорить сходимость ряда по 
собственным формам колебаний, что имеет важное 
значение при действии на сооружение сосредото-
ченных динамических воздействий. В работе [19] 
предложен способ учета вклада высших форм при 
анализе чувствительности форм колебаний к вариа-
циям параметров системы. 

Подход к учету высших форм колебаний, изу-
чаемый в данной работе, основан на так называе-
мом методе статического учета высших мод коле-
баний. Первоначально этот метод был назван ме-
тодом построения матрицы остаточных податли-
востей [20; 21]. Метод не реализован в существу-
ющих программных комплексах, что делает не-
возможным его использование в первоначальной 
форме без написания дополнительного программ-
ного кода. В дальнейшем этот метод под названи-
ем «метод статического учета высших форм коле-
баний» был независимо предложен в работах [22; 
23] для решения задач определения собственных 
частот и форм колебаний. В работе [24] метод был 
распространен на задачи о вынужденных колеба-

ниях при действии гармонической нагрузки, при-
чем был разработан вариант метода, ориентирован- 
ный на использование существующих программных 
комплексов. 

Метод предполагает решение задачи динамики 
способом разложения в ряд по формам собствен-
ных колебаний с небольшим числом учитываемых 
мод с последующим добавлением к этому реше-
нию статической поправки, которую можно полу-
чить при решении вспомогательной статической 
задачи в точной и приближенной постановках. 

В настоящей работе исследуется применение 
метода статического учета высших форм колебаний 
при действии на систему одновременно нескольких 
гармонических нагрузок с разными частотами. По-
добная задача может представлять интерес при мо-
делировании сейсмического воздействия в виде не-
скольких синусоидальных составляющих с экспо-
ненциально убывающей амплитудой [12; 25; 26]. 

1. Метод решения 
Уравнение движения системы при вынужден-

ных колебаниях можно записать в виде 
ρ ( ) ( ),u L u p t                                                         (1) 

где ( , )u x t  – искомое перемещение; ρ  – плотность 
элементов системы; ( )p t  – внешняя динамическая 
нагрузка; ( )L u  – оператор статической задачи, за- 
висящий от характера работы конструкции.  

Можно привести следующие примеры вида 
оператора статической задачи ( )L u : 

a) ( )L u EAu – для задач растяжения – сжа-
тия стержней;  

б) ( ) IVL u EIu  – для задач изгиба стержней;  
с) 4 4 4 2 2 4 4( ) ( / 2 / / )L u D u x u x y u y          – 

для задач изгиба пластин.  
Пусть на систему действует внешняя гармони- 

ческая нагрузка 0( ) sin(θ )p t P t , тогда для устано-
вившегося режима колебаний решение можно ис-
кать в виде ( , ) ( )sin(θ ),u x t u x t  и уравнение для 
определения амплитуды ( )u x будет иметь вид 

2
0( ) ρθ 0.L u u P                                                  (2) 

Решение уравнения (2) ищется в виде разло-
жения по собственным формам колебаний: 

1
( ) ( ),

n

n k k
k

u x a U x


                                               (3) 

где n – число учитываемых мод колебаний; ka  – 

амплитудное значение k-той моды колебаний ( )kU x . 
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Решение динамической задачи по формуле (3) 
подразумевает выбор такого числа n  учитываемых 
в расчете мод собственных колебаний системы, ко- 
торое будет достаточно для нахождения искомого 
решения с необходимой точностью. Это число может 
быть значительным, что приведет к существенным 
затратам времени и ресурсов.  

Можно подойти к решению данной задачи дру-
гим способом: принять в формуле (3) небольшое 
число слагаемых ( )N N n , а остальную часть (выс- 
шие моды колебаний) учесть в расчете статически.  

Для этого необходимо рассмотреть решение 
вспомогательной статической задачи от действия 
статической силы 0P . Точное статическое пере-

мещение  ,Т стu x  определяется при решении диф- 
ференциального уравнения равновесия: 

0( ) 0.L u P                                                           (4) 

Следующим шагом решается та же статическая 
задача, но с помощью метода разложения в ряд по 
формам собственных колебаний. Аналогично реше- 
нию динамической задачи можно записать решение 
задачи (4) в виде  

,
1

( ) ( ).
N

N ст k k
k

u x b U x


                                            (5) 

Получив решения  ,Т стu x  и  ,N стu x , можно 
найти искомое решение задачи (2) при учете неболь- 
шого числа N  мод собственных колебаний в сле-
дующем виде: 

     , ,( ) ,N Т ст N стu x u x u x u x                      (6) 

где  Nu x  – решение динамической задачи по фор- 

муле (3) при n = N;  ,Т стu x  – точное решение ста- 

тической задачи (4);  ,N стu x  – приближенное ре- 
шение статической задачи по формуле (5). Разность 

   , ,Т ст N стu x u x    является статическим вкла-
дом высших мод колебаний. 

Как отмечалось выше, вспомогательная стати-
ческая задача должна решаться методом разложе-
ния в ряд по формам собственных колебаний. При 
выполнении расчетов на стандартных программных 
комплексах для этого выполняется решение динами-
ческой задачи с внешней нагрузкой в виде ( )p t 

0 sin(φ )P t , где задается очень маленькое значение 
угловой частоты φ . При φ  → 0 решение динами-
ческой задачи стремится к решению статической.  

2. Результаты и обсуждение 
2.1. Описание задачи 

Рассматривается пространственная рама, которая 
состоит из стержневых конечных элементов (рис. 1). 
Габаритные размеры расчетной схемы составляют 
12×10×14 м, нижние узлы – жестко защемлены. В ка- 
честве материала принят бетон В25, размеры попе-
речных сечений элементов: 20×20, 35×40, 50×50 см2 
(рис. 2). Для железобетонных конструкций принят 
коэффициент неупругого сопротивления материа-
ла γ 0,1 . Первые собственные частоты системы 
приведены в табл. 1. 

На систему действует три внешние гармониче-
ские нагрузки, изменяющиеся во времени по закону

( ) sin(θ )i i ip t P t . Их параметры приведены в табл. 2. 
 

 
 

Рис. 1. Схема пространственной рамы 
[Figure 1. Spatial frame scheme] 

 
Рис. 2. Жесткости элементов схемы 

[Figure 2. Stiffness of scheme elements]
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Таблица 1 
Cобственные частоты колебаний 

[Table 1. Natural frequencies of the structure] 

Номер  
собственной формы 

[Number of  
the natural mode] 

Собственные частоты  
[Natural frequencies] 

Техническая  
частота, Гц 

[Technical 
frequency, Hz] 

Угловая частота,
рад/с 

[Angular frequency,
rad/sec] 

1 1,71 10,73 
2 1,81 11,40 
3 2,31 14,52 
4 3,80 23,82 
8 5,98 37,58 
15 10,41 65,43 
25 15,24 95,81 

 
Таблица 2 

Параметры вынуждающих динамических нагрузок 
[Table 2. External harmonic loads] 

i Номер 
узла 

[Num-
ber  

of the 
node] 

Направ- 
ление 

действия 
силы 

[Direction 
of force] 

Амплитуда 
силы (P0i),  

кН 
[Amplitude 
of force (P0i), 

kN] 

Вынуждающая 
частота (θi) 

[Driving frequency (θi)]

Гц 
[Hz] 

рад/с 
[rad/sec] 

1 15 по оси X 1000 2,1 13,19 
2 24 по оси X 500 3,0 18,84 
3 33 по оси Z 1500 5,0 31,40 

 
Далее в работе приводятся перемещения узлов 

2 и 25 по направлению Х, перемещение узла 33 по 
направлению Z, а также изгибающий момент отно-
сительно оси Y в элементе N57 (на рис. 1 выделен 
толстой линией).  

2.2. Решение задачи методом 
статического учета высших мод колебаний 

Задача решалась с помощью программы SCAD 
Office 21.1.9.3. Результат расчета рамы на динами- 
ческую нагрузку от каждой силы по отдельности 
приведен в табл. 3. 
 

Таблица 3 
Решение динамической задачи от каждой силы 

[Table 3. Dynamic frame calculation] 

Силы 
[Force] 

Число 
учиты- 
ваемых 

форм 
колебаний 
[Number 
of modes] 

u2 – x, 
мм 

[mm] 

u25 – x, 
мм 

[mm] 

u33 – z, 
мм 

[mm] 

M57,  
кН⸱м [kN·m] 
Мах Min 

p1(t) 8 –56,184 146,524 0,810 –1331,74 –403,13
p2(t) 15 –21,821 182,744 5,435 –520,42 –156,35
p3(t) 25 4,492 –26,728 250,019 –636,13 428,88

Отметим, что рассматриваемая расчетная схема 
имеет 243 динамических степеней свободы, таким 
образом число учтенных в расчетах форм колеба-
ний мало по сравнению с их полным количеством. 

Далее была точно решена вспомогательная ста-
тическая задача от статических сил, равных ампли- 
тудам вынуждающих нагрузок 0iP . Точные статиче-
ские перемещения узлов 2, 25 и 33, а также изгиба-
ющий момент в элементе N57 приведены в табл. 4. 
 

Таблица 4 
Точное решение статической задачи 

от каждой из внешних сил 
[Table 4. Exact solution of the static problem for each loads] 

Cилы 
[Force] 

u2 – x, 
мм [mm]

u25 – x,  
мм [mm] 

u33 – z,  
мм [mm] 

M57,  
кН⸱м [kN·m]
Мах Min

P0_1 –39,220 –44,965 –1,588 –921,62 –291,56
P0_2 –11,058 –320,103 –6,504 –254,17 –85,52 
P0_3 –1,843 –44,540 –156,728 237,57 –162,53

 
На следующем шаге вспомогательная статиче-

ская задача была решена динамическим методом при 
задании в программе очень малой частоты каждой 
вынуждающей силы, равной θ 0,0001 , причем 
амплитуда сил не менялась. При такой частоте ре- 
шение динамической задачи практически совпада- 
ет с решением задачи статики с условием учета всех 
форм колебаний. Использование небольшого чис-
ла собственных форм позволит получить прибли-
женное решение статической задачи. Результаты рас- 
чета при разном числе учитываемых мод приведе-
ны в табл. 5. 
 

Таблица 5 
Решение вспомогательной статической задачи 

от каждой из внешних сил 
[Table 5. The solution of the auxiliary static problem 

by the dynamic method for each loads] 

Силы
[Force]

Число 
учиты-
ваемых 

форм 
колеба-

ний 
[Num-
ber of

modes]

u2 – x, 
мм 

[mm] 

u25 – x, 
мм 

[mm] 

u33 – z, 
мм 

[mm] 

M57, 
кН⸱м [kN·m] 
Мах Min 

p1(t) N = 8 –42,704 –43,682 –2,117 –1010,52 –307,65
p2(t) N = 15 –9,872 –320,322 –6,559 –227,73 –76,71
p3(t) N = 25 –1,886 –44,474 –138,673 227,93 –158,15

 
В табл. 6 приводятся решения динамических за- 

дач от каждой силы по предлагаемому методу со-
гласно формуле (6).  
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Таблица 6 
Результаты решения задачи методом статического 

 учета высших мод колебаний для каждой силы 
[Table 6. The results of solving the problem by the method of 

 static accounting of higher vibration forms for each load] 

Силы 
[Force] 

Число 
учиты- 
ваемых 

форм 
колеба-

ний 
[Num- 
ber of 

modes] 

u2 – x, 
мм 

[mm] 

u25 – x,
мм 

[mm] 

u33 – z, 
мм 

[mm] 

M57, 
кН⸱м [kN·m] 
Мах Min

p1(t) N = 8 52,700 145,241 1,339 1242,84 387,04 
p2(t) N = 15 23,007 182,963 5,490 546,86 165,16 
p3(t) N = 25 4,535 26,794 231,964 626,49 424,50 

 
В случае одновременного действия трех сил пе-

ремещения и моменты рассчитываются как сумма 
решений от каждой из сил в отдельности. Резуль-
таты приведены в табл. 7. 

 
Таблица 7 

Результаты решения задачи  
методом статического учета высших мод колебаний 

от одновременного действия всех внешних сил 
[Table 7. The results of solving the problem  

by the method of static accounting of higher vibration forms 
from the simultaneous action of all external loads] 

Силы 
[Force] 

u2 – x, 
мм 

[mm] 

u25 – x, 
мм 

[mm] 

u33 – z, 
мм 

[mm] 

M57,  
кН⸱м [kN·m]
Мах Min 

p1(t) + p2(t) + p3(t)  80,242  354,998  238,793  2416,19 976,70
 

Решение задачи прямым интегрированием урав- 
нений движения. Для оценки точности предлагаемо-
го подхода исходная задача о действии одновремен-
но трех сил была решена в программном комплек-
се SCAD с помощью прямого интегрирования урав-
нений движения. Таким же методом были решены 
задачи о действии каждой силы по отдельности. За-
дачи решались на интервале времени от 0 до 10 с 
при шаге по времени 0,005 с. 

 
Таблица 8 

Решение динамической задачи 
методом прямого интегрирования уравнений движения 

[Table 8. Solution of a dynamic problem 
by direct integration of the equations of motion] 

Силы 
[Force] 

u2 – x,  
мм 

[mm] 

u25 – x, 
мм 

[mm] 

u33 – z, 
мм 

[mm] 

M57,  
кН⸱м [kN·m]
Мах Min

p1(t) 52,579 146,646 1,335 1239,87 386,35 
p2(t) 22,839 183,977 5,506 538,6 162,9 
p3(t) 4,591 25,775 227,884 602,45 406,71 

3

1

( )i
i

p t

  78,635 350,509 232,171 2366,08 932,89 

В табл. 8 приведены результаты решения ди-
намической задачи от каждой силы в отдельности 
и при их одновременном действии. 

Сравнение результатов решения предлагаемым 
методом и методом прямого интегрирования урав-
нений движения. В табл. 9 проводится сравнение 
результатов расчетов. 
 

Таблица 9 
Сравнение результатов предлагаемого метода 

и метода прямого интегрирования уравнений движения 
[Table 9. Comparison of the results of the proposed method 

and the method of direct integration of the equations of motion] 

Силы
[Force] 

Вид 
расчета
[Calcu-
lation

methods]

u2 – x, 
мм 

[mm] 

u25 – x,  
мм 

[mm] 

u33 – z, 
мм 

[mm] 

M57,  
кН⸱м [kN·m]
Max Min 

p1(t) 
(1) 52,700 145,241 1,339 1242,84 387,04
(2) 52,579 146,646 1,335 1239,87 386,35

ε (%) 0,23 0,96 0,30 0,24 0,18 

p2(t) 
(1) 23,007 182,525 5,380 546,86 165,16
(2) 22,839 183,977 5,506 538,60 162,90

ε (%) 0,74 0,55 0,29 1,54 1,40 

p3(t) 
(1) 4,449 26,794 268,074 645,77 433,26
(2) 4,591 25,775 227,884 602,45 406,71

ε (%) 1,22 3,95 1,79 3,99 4,37 

3

1

( )i
i

p t



(1) 80,242 354,998 238,793 2416,19 976,70
(2) 78,635 350,509 232,171 2366,08 932,89

ε (%) 2,04 1,28 2,85 2,12 4,70 
 
Примечание: (1) – предлагаемый метод; (2) – метод пря-

мого интегрирования уравнений движения; ε – относительная 
погрешность. 

 
Анализ результатов, приведенных в табл. 9, по- 

зволяет сделать следующие выводы: 
1) погрешность предлагаемого метода при учете 

небольшого количества форм колебаний нигде не 
превосходит 5 %, то есть метод имеет достаточную 
для инженерных расчетов точность; 

2) достаточно высокая точность результатов до-
стигается как по перемещениям, так и по усилиям; 

3) использованный в работе простой способ сум- 
мирования результатов от действия трех сил с раз-
ными частотами возможен, так как существуют мо-
менты времени, в которые вклады от каждой силы 
одновременно достигают максимальных значений. 

Заключение 

В настоящей работе метод статического учета 
высших форм колебаний распространен на задачи 
динамики при действии на сооружение одновремен-
но нескольких гармонических нагрузок с разными 
частотами. При этом используется такой вариант 
метода, который позволяет получать результаты с 
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использованием существующих программных ком-
плексов. 

Предлагаемый вариант метода с использовани-
ем стандартных программных комплексов требует 
решения двух динамических задач с малым числом 
мод и одной статической задачи, причем вспомо-
гательная динамическая задача должна решаться с 
малой величиной частоты вынуждающей нагрузки. 

На численном примере показано, что предложен- 
ный метод дает достаточно высокую точность реше- 
ния при учете небольшого количества собственных 
форм колебаний по сравнению с полным количеством 
динамических степеней свободы. Высокая точность 
решения получается не только по перемещениям, 
но и по усилиям.  

Установлено, что при одновременном действии 
трех гармонических динамических воздействий с 
разными частотами, результирующие искомые ве-
личины могут быть получены как сумма решений 
задачи от каждой из внешних сил в отдельности. 
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 Abstract 
Relevance. When calculating building structures for dynamic effects, the method 

of expanding the desired solution in a series according to the forms of natural 
oscillation is traditionally used. Depending on the complexity of the tasks to be 
solved, it is required to take into account a different number of forms – from 
the first few forms to tens or hundreds of forms. The results obtained are all 
the more accurate the more forms the calculation takes into account. As a rule, 
the contribution to the required parameters of the stress-strain state of the structure 
of unaccounted for higher oscillation forms is not evaluated in any way, although 
in some cases this must be done. In addition, the important question arises of 
performing the calculation with a reduced number of considered forms so as to 
obtain a sufficiently accurate result. The aim of the work. This work is devoted 
to the method of static accounting of higher forms of oscillation in the problems 
of the dynamics of building structures. The basic principles of the method are 
described, its use on a spatial rod system loaded with several harmonic forces 
with different frequencies is considered. Methods. The method of static accoun-
ting of higher forms of oscillations studied in this work requires the solution of 
one dynamic problem with a small number of forms and an auxiliary static prob-
lem. An important circumstance of the approach is that the static problem must 
be solved in two ways: the exact one and the decomposition method according to 
its own forms of oscillation, after which the static correction to the dynamic so-
lution is calculated. Results. The approach proposed in the article can signifi-
cantly reduce the computational cost of dynamic calculation in comparison with 
the classical approach with comparable accuracy of the results. This may be of 
value in solving problems of complex dynamic effects and for structures with 
inhomogeneous rigidity. 

Keywords: structure dynamics, spectral method, forms of oscillation, static 
accounting of higher forms of oscillation, polyharmonic load 
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 Аннотация 
Цель исследования – предложить схему и аналитический расчет 

статически определимой плоской фермы с подвесным нижним поясом. 
Методы. Вывод формулы зависимости прогиба фермы под действием рав-
номерной нагрузки по нижнему поясу от ее размеров и числа панелей выпол-
нен в системе компьютерной математики Maple. Усилия в стержнях нахо-
дятся из решения общей системы уравнений равновесия всех узлов в сим-
вольной форме. Прогиб вычисляется по формуле Максвелла – Мора. Жест-
кость всех стержней, исключая опорные, предполагается одинаковой. Обоб-
щение ряда формул для прогиба, полученных при последовательном увеличе-
нии числа панелей на произвольное их число, производится методом двой-
ной индукции по двум независимым параметрам. Один параметр – число 
панелей в ригеле, другой – число панелей в боковых частях арки. При этом 
задействуются специальные операторы системы Maple, позволяющие для по-
следовательности коэффициентов в искомой формуле составить и решить 
рекуррентные уравнения, которым удовлетворяют элементы последовательно-
стей. Результаты. Полученные решения имеют полиномиальную форму 
по числу панелей не выше пятой степени. Построены и проанализированы 
кривые зависимости прогиба от числа панелей. Найдены асимптотические 
свойства решений в случае фиксированной длины пролета конструкции и 
заданной суммарной нагрузки. Предложенная схема статически определи-
мой конструкции с двумя независимыми параметрами регулярности допус-
кает нахождение достаточно простого аналитического решения. Получен-
ная формула наиболее эффективна в расчетах систем с большим числом 
элементов, где численные методы имеют тенденцию к накоплению ошибок 
округления. 

Ключевые слова: ферма, решетка фермы, Maple, прогиб, индукция, ар-
ка, асимптотика 
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Введение 1 
Существующие методы расчета строительных 

конструкций основаны, как правило, на численных 
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методах, в частности на методе конечных элемен-
тов [1–3]. С развитием систем компьютерной мате- 
матики (Maple, Mathematica, Derive и др.) все боль- 
шее значение приобретают аналитические методы 
[4–11]. Формулы, полученные для прогиба и уси-
лий в элементах конструкции, могут быть исполь-
зованы как для оценки точности численных реше-
ний, так и для простого предварительного расчета 
систем. Ценность аналитических решений тем боль- 
ше, чем больше независимых параметров геомет-
рии и упругих характеристик объекта. Для конструк-
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ций, имеющих регулярную структуру, например 
периодическую, решения методом индукции могут 
быть обобщены на произвольное число элементов 
периодичности. В регулярных фермах элементом 
периодичности является панель стержней. Если же 
конструкция имеет форму рамы или арки, то в ней 
может быть два и более параметра регулярности. 
В этом случае для обобщения решения на произволь- 
ное число панелей необходимо проводить двойную 
индукцию, например, сначала по числу панелей в 
ригеле, потом в опорах. Ранее этим методом были 
получены решения для прогиба плоских решетча-
тых [4–10], арочных [11–14] и пространственных 
[15–17] ферм. Более 70 формул для прогиба различ-
ных плоских ферм приведены в справочнике [18]. 
Предлагаемая конструкция (рис. 1, 2) арочной фер-
мы рассчитывается этим методом. 

1. Материалы и методы 
Ригель фермы имеет прямолинейное очертание 

поясов и нисходящие раскосы длиной 2 2h ac  . 
Симметричные части арки соединяются в шарни-
ре C. Высота конструкции равна (k + 3)h, длина 
пролета 2( 1) .L n k a    Каждая ветвь арки со-
стоит из трех частей: вертикальной высотой 2h, 
наклонной из k панелей и горизонтальной (ригеля) 
из n панелей. Угол наклона боковых частей опре-
деляется соотношением размеров h и a. Нижний 
горизонтальный пояс фермы (стяжка) из шарнирно 
соединенных стержней длиной a крепится упру-
гими вертикальными подвесками к нижнему поя-
су ригеля.  

 

 
 

Рис. 1. 3D-модель фермы: n = 4, k = 2 
[Figure 1. 3D model of the truss: n = 4, k = 2] 

 

 
 

Рис. 2. Ферма под действием равномерной нагрузки 
при n = 6, k = 3 

[Figure 2. Truss under uniform load: n = 6, k = 3] 

Расчет усилий в стержнях выполним в систе-
ме компьютерной математики Maple по програм-
ме [18] на основе опыта ее применения [4–14] для 
решения подобных задач для плоских ферм. Сна-
чала в программе задаются координаты узлов и по-
рядок соединения стержней. По этим данным рас-
считываются направляющие косинусы усилий, явля- 
ющиеся элементами матрицы системы уравнений рав- 
новесия узлов. На языке системы Maple это имеет вид 
 
> m0:=8m+12n+12k+4 
> Lxy[1]:=x[N[i][2]]-x[N[i][1]]: 
> Lxy[2]:=y[N[i][2]]-y[N[i][1]]: 
> L[i]:=sqrt(Lxy[1]^2+Lxy[2]^2); 
> for j to 2 do  
> u:=2N[i][2]-2+j:  
> if u<=m0 then G[u,i]:=-Lxy[j]/L[i]:fi;  
> u:=2N[i][1]-2+j:  
> if u<=m0 then G[u,i]:= Lxy[j]/L[i]:fi;  
> od; 
 
где x[],y[] – координаты шарниров; Lxy[1], Lxy[1] – 
проекции условно направленных стержней на оси ко- 
ординат; L[i] – длина стержня; m0 – число стерж-
ней, включая три опорные; G[,] – матрица системы 
уравнений равновесия.  

Решение системы линейных уравнений выпол- 
няется средствами системы Maple. 

Полученное решение для усилий в стержнях 
можно представить графически, выделив красным 
цветом растянутые стержни и синим сжатые (рис. 3). 
Толщина отрезков стержней пропорциональна моду- 
лю усилий. Расчет произведен при a = 5 м, h = 2 м. 
Усилия отмечены значениями, отнесенными к вели-
чине нагрузки P и округленными до целого числа. 

Заметим несколько неожиданное появление 
сжатых стержней в нижнем поясе ригеля и растя-
нутых в верхнем поясе боковых сторон. Наличие 
стяжки затрудняет при расчете усилий непосред-
ственное использование метода сечений. 

Определим по формуле Максвелла – Мора про-
гиб фермы под действием равномерной нагрузки, 
приложенной к узлам нижнего пояса: 

0 3

1
/ ( ),

m

i i i
i

S s l EF




    

где iS  – усилия от действия внешней нагрузки; is  – 
усилия от единичной вертикальной нагрузки, при-
ложенной к сочленяющему узлу C; il  – длины стерж- 
ней; 0m  – число стержней, включая три опорные 
стержня. 
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Рис. 3. Распределение усилий в стержнях конструкции: n = 3, k = 2 
[Figure 3. Force distribution in the construction rods: n = 3, k = 2] 

 
2. Результаты 

Замечено, что при расчете прогиба вид результа-
та для разного числа панелей не меняется: 

3 3 3 2 2
, , ,( ) / (( 3) ).n k n k n kP A a C c H h k EFh          

Вывод общих формул для коэффициентов в этом 
выражении производится в два этапа. Сначала фик-
сируется k = 1 и вводится зависимость коэффици-
ентов от n при этом значении k. Затем данный вы-
вод повторяется при k = 2,3,4,... ровно столько раз, 
сколько необходимо для получения закономерности 
по k. Особенность оператора rgf_findrecur пакета 
genfunc системы Maple состоит в том, что число чле- 
нов анализируемой последовательности должно быть 
четным. При k = 1 коэффициенты ,1nA  образуют по-
следовательность 51, 232, 703, 1704, 3555, 6656, 
11487, 18608 ... . Оператор rgf_findrecur дает одно-
родное рекуррентное уравнение, которому удовле-
творяют члены последовательности: 

,1 1,1 2,1 3,1 4,1 5,15 10 10 5 .n n n n n nA A A A A A          

Оператор rsolve решает это уравнение:  

2 3
,1

4( ) /12.232 260 80 40nA n n n n    

Аналогично при других значениях k имеем сле-
дующие выражения: 
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Второй этап индукции – обобщение получен-
ных выражений по k. Для этого используются те же 
операторы – rgf_findrecur и rsolve. В итоге имеем: 
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Проверку этих зависимостей можно выполнить, 
поменяв порядок индукции: сначала по k, потом по n. 

На рис. 4 даны кривые найденного решения 
для безразмерного прогиба 0' / ( )EF P L    при фик- 
сированной длине пролета L = 2a(n + k + 1) =100 м, 
заданной общей нагрузке 0 (2 2 1)P P n k    и огра-
ниченной сумме панелей k + n = 15. Последнее 
ограничение сделано для иллюстрации влияния вы- 
бора соотношения размеров ригеля и боковых сто-
рон на жесткость сооружения. На рисунке видно, 
что при малых n и, следовательно, больших k про-
гиб очень мал или даже отрицательный. Такое соот-
ношение n и k соответствует высоким аркам, а боль- 
шие значения n – низким конструкциям с большим 
пролетом и большим прогибом. 

Если же просто увеличивать число панелей k 
в боковых частях арки, то прогиб монотонно умень- 
шается (рис. 5), причем тем быстрее, чем меньше 
высота панели h. Более того, при некотором зна-
чении k прогиб обращается в ноль и даже становит-
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ся отрицательным. Это – следствие прямолинейно-
сти боковых сторон арки. Будь прогиб криволиней- 
ным с выпуклостью вверх, этого бы не произошло. 
Кривые зависимости прогиба от числа панелей име-
ют точки перегиба, но не имеют экстремальных то-
чек. Отметим, что при выбранном значении про-
лета L = 100 м и n = 4 длина панели в случае про-
гиба, близкого к нулю, то есть при k = 11, равна  
a = 3,1 м, а при k = 44 (в районе самопересечения 
кривых) a = 1,0 м. 
 

 
 

Рис. 4. Зависимость прогиба от соотношений числа панелей: 
L = 100 м 

[Figure 4. Deflection dependence on the ratio of  
the number of panels: L = 100 m] 

 

 
 

Рис. 5. Зависимость прогиба от числа k панелей: n = 4 
[Figure 5. Deflection dependence on the number of panels k:  

n = 4] 

Операторы системы Maple могут найти и асим- 
птотические свойства решения, иллюстрирующие 
характер зависимостей в принятой постановке (фик-
сированная нагрузка и заданный пролет). Рост про-
гиба по числу k панелей имеет квадратичный ха-
рактер c выпуклостью параболы вверх: 

2lim '/ ( 1) / (24 ).
k

k h n L


   
 

Аналогичный порядок асимптотики имеет ре- 
шения по числу n панелей в ригеле для произволь-
ного параметра k: 

2 2lim '/ ( 6 8) / (6 ( 3)).
n

n h k k L k


    
  

Заключение 
Предложена схема плоской модели статически 

определимой фермы арочного типа с дополнитель-
ным нижним поясом, выполняющим роль стяжки. 
Схема может быть рассчитана в аналитической фор-
ме. Решение для прогиба в зависимости от числа 
панелей достаточно компактно, а два независимых 
параметра n и k дают возможность использовать это 
решение для широкого класса ферм арочного типа. 
При решении была выбрана система Maple, одна-
ко это не принципиальный выбор. С не меньшим 
успехом для расчета усилий и прогиба в аналитиче- 
ской форме можно использовать и системы Mathe- 
matica, Maxima, Derive, Reduce и др. Трудности для 
некоторых систем возникают при составлении и ре- 
шении рекуррентных уравнений, для которых не во 
всех системах имеются специальные операторы. 
В таких случаях можно использовать существующие 
онлайн-сервисы, например на базе Mathematica, 
или писать свои программы. 
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 Abstract 
The aim of the work – to propose a scheme and analytical calculation of 

a statically definable planar truss with a suspended lower belt. Methods. The for-
mula for the dependence of the deflection of the truss under the action of a uni-
form load on the lower belt on its size and the number of panels is derived in 
the computer mathematics system Maple. The forces in the rods are found from 
the solution of the general system of equilibrium equations of all nodes in sym-
bolic form. The deflection is calculated using the Maxwell – Mohr's formula. 
Generalization of a number of formulas for deflection obtained by increasing 
the number of panels sequentially to an arbitrary number is performed by double 
induction using two independent parameters. In this case, special operators of 
the Maple system are used, allowing for a sequence of coefficients in the desired 
formula to create and solve recurrent equations that satisfy the elements of 
the sequences. Results. The obtained solutions have a polynomial form for 
the number of panels. Curves of deflection dependence on the number of panels 
are constructed and analyzed. Asymptotic properties of solutions are found in 
the case of a fixed span length of the structure and a given total load. The pro-
posed scheme is a statically determinate structure with two independent parame-
ters of regularity allows for the finding of a fairly simple analytical solution. 
The resulting formula is most effective in calculating systems with a large num-
ber of elements, where numerical methods tend to accumulate rounding errors. 

Keywords: truss, truss lattice, Maple, deflection, induction, arch, asymptotics 
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 Аннотация 
Цель исследования – проанализировать теорию, имеющую массовое приме-

нение в расчетах различных конструкций и сооружений, состоящую из пяти не 
соответствующих друг другу (либо ошибочных) теорий, отвергающих фундамен-
тальные свойства конструкционного бетона и принципы Еврокода. Методы. Ис-
следование показывает, что теория расчета железобетона содержит набор от-
вергающих друг друга теорий различного назначения (в том числе ошибочных), 
физически невозможные перескоки одной теории в другую, перескоки различ-
ных расчетных схем конструкции, недопустимые в упругопластической стадии. 
По мнению авторов, в ней присутствуют математические ошибки, искажаются 
фундаментальные понятия классической и общей теорий расчета, отвергаются 
принцип проектирования несущей способности по предельным состояниям, про-
цесс непрерывного загружения конструкций, установленный Еврокодом, фунда-
ментальные по Еврокоду свойства конструкционного бетона подменяются, заяв-
ляется, что теория определяется не свойствами материалов, а мнением разработчи-
ков, даются ссылки на абстрактные результаты экспериментов. Результаты. Ана-
лизируемая в статье теория расчета массового применения сопровождается не-
обходимыми математическими выкладками и экспериментальными оценками. 

Ключевые слова: упругопластические деформации бетона, теория пол-
зучести бетона, длительное сопротивление железобетона, современные строи-
тельные нормы, принципы Еврокода 
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Введение 1 
Анализируемая теория, имеющая массовое при- 
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оружений, состоит из пяти не соответствующих друг 
другу (либо ошибочных) теорий, отвергающих фун-
даментальные свойства конструкционного бетона 
и принципы Еврокода [1; 2]. Для связи между тео-
риями используется постулат о возможности мгно-
венного превращения одной теории в другую. В ре- 
зультате таких перескоков конструкция приобре-
тает отвергающие друг друга свойства, например: 
длины конструкции нет и она есть; трещины в бе-
тоне есть и одновременно их нет; у конструкции нет 
длины, а прогиб ее стремится к бесконечности; бетон 
на растяжение не работает, но напряжения в растя- 
нутой зоне бетона во много раз превышают приз-
менную прочность. В ней присутствуют математи- 
ческие ошибки, искажаются фундаментальные по-
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нятия классической и общей теорий расчета, отвер-
гаются принцип проектирования несущей способ-
ности по предельным состояниям, процесс непре-
рывного загружения конструкций Еврокода. 

1. Особенности анализируемых теорий 

Для наглядности восприятия дальнейшего ана-
лиза приведем сначала один из многочисленных при- 
меров научного построения теории сжатой конструк- 
ции (в рамках гипотез анализируемой теории) (рис. 1). 
Такие кривые, удобные в практических расчетах для 
рядовых проектировщиков, требуют соответствую-
щих теоретических, математических и вычислитель- 
ных исследований; они обычно выполняются весьма 
авторитетными учеными (Г.В. Никитин, А.Р. Ржа-
ницын, В.А. Гастев, Г.А. Гениев, O. Baumann,  
A. Habel, C. Claeson и др.), но недоступны в рамках 
анализируемой здесь теории. 

 

 
 

Рис. 1. Критические зависимости «сила – гибкость –  
начальная погибь» для упругопластической колонны 
[Figure 1. Critical dependencies “strength – flexibility –  

initial bend” for an elastoplastic column] 
 
В рассматриваемой теории представлены (вме-

сто исполнения требований Еврокода): 
● (п. 1) – теория конструкции, не имеющей 

длины и обладающей пластическим шарниром; 
● (п. 2) – теория упругоползучей колонны с на- 

чальной погибью, не имеющая ограничений в на- 
пряжениях и деформациях; 

● (п. 3) – теория бесконечно упругой колонны 
из «деформационной теории», ошибочно распростра- 
няемая на область сугубых пластических дефор-
маций; 

● (п. 4) – исковерканная задача Эйлера; 
● (п. 5) – глубоко ошибочная теория линейной 

ползучести бетона. 

2. Теория конструкции, не имеющей длины 
Рассмотрим теорию (п. 1) [3–5], являющуюся 

несостоятельным научным вымыслом для всего мно-
гообразия сжатых конструкций; у конструкций на 
рис. 1 пластического шарнира нет; невозможен он 

также при продольно-поперечном изгибе колонн и 
других расчетных схемах; невозможен он и в рам-
ках исполнения требований Еврокода 2 [6]. 

 

 
а 

 
б 

Рис. 2. Колонна без длины,  
у которой возможен пластический шарнир: 
а – расчетная схема; б – поперечное сечение,  

«предельные усилия» и эпюра напряжений бетона 
[Figure 2. The column without length 

which can be have a plastic hinge: 
a – design scheme; б – cross section, “ultimate forces” 

and the stress diagram of concrete] 
 

На рис. 2 показана расчетная схема и распре-
деление напряжений по сечению. Пластический 
шарнир является предельной точкой ( 0l ) кри-
вой критических состояний ( 0df

dl , l – длина, f – 

прогиб) по устойчивости для колонн, выполнен-
ных из бетона и стали с неограниченной площад-
кой текучести; в нем краевые деформации дости-
гают бесконечных значений; в предельной точке 
зоны пластического растяжения и сжатия (удовле-
творяющие гипотезе плоских сечений перед нача-
лом предельного перехода) смыкаются. И эта ло-
кальная точка (в весьма частной расчетной схеме) 
с нереальными свойствами сжатых конструкций 
принимается за основу общей теории расчета же-
лезобетона. В теории по (п. 1) нет жесткости сече-
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ния, в ней невозможно условие непрерывного за-
гружения конструкции; например, с увеличением 
продольной силы изгибающий момент обязатель-
но уменьшается; изменение этой силы невозмож-
но при фиксированном значении эксцентриситета. 

3. Теория упругоползучей колонны 
с начальной погибью и теория бесконечно 

упругой колонны из «деформационной теории» 

В теориях (п. 2) и (п. 3) железобетон наделяется 
новыми фантастическими свойствами. Бетон одина- 
ково хорошо сопротивляется растяжению и сжатию. 
Трещин в сечениях нет, бетон и сталь обладают бес-
конечно упругими свойствами. Напряжения при сжа-
тии и растяжении могут во много раз превышать приз- 
менную прочность и предел текучести арматуры. 
Расчетная схема для этих теорий показана на рис. 3. 

 

 

а 

б 
Рис. 3. Упругая либо упруговязкая колонна с начальной погибью: 

а – расчетная схема; б – поперечное сечение, неограниченные  
напряжения в бетоне и арматуре – трещины отсутствуют 

[Figure 3. Elastic or visco-elastic column with initial bend: 
a – design scheme; б – cross section, unlimited stresses  

in concrete and reinforcement without cracks] 

В теории (п. 2) «связь между напряжениями и 
деформациями устанавливается формулой, основан- 
ной на линейной зависимости между напряжени-
ями и деформациями и на принципе наложения»: 
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Здесь и далее использованы общепринятые 
обозначения. 

В теории (п. 2) указывается: «Известно, что в 
случае, когда материал стержня обладает ползуче-
стью и старением (1), задача об устойчивости упру-
гого стержня, имеющего начальную погибь ( 00 fy  ) 
и сжатого постоянной силой P, сводится к реше-
нию уравнения» 
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Задача определения прогиба f(t) сводится к 
решению «интегрального уравнения Вольтерра 
2-го рода»: 
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Критическое состояние по устойчивости желе-
зобетонной колонны при ползучести бетона опреде-
ляется несостоятельным по Еврокоду и удивитель-
ным для теории железобетона критерием: прогиб 
среднего сечения колонны увеличивается до беско-
нечности (с постоянной скоростью его нарастания). 
Структура формулы добавочного бесконечного про-
гиба, вызванного ползучестью бетона, становится 
тождественной структуре бесконечно упругого про-
гиба по теории (п. 3) (см., например, формулу (8.13) 
в [5]). Изменяется лишь значение критической силы: 
вместо кратковременной критической силы Эйлера 
используется понятие длительной критической силы, 
равной силе Эйлера, деленной на коэффициент, за- 
висящий от характеристики ползучести бетона. 

Следует обратить особое внимание на три об-
стоятельства в теории (п. 2, п. 3). 

Гипербола Эйлера прерывается в точке C (рис. 1), 
то есть на участке CB пластической области поня-
тие критической силы Эйлера (также длительной кри- 
тической силы) является вымыслом; следователь-
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но, в области средних и малых гибкостей участка 
CB теории (п. 2, п. 3) являются вымыслом: Ламарль 
предупреждал об этом еще в 1845 г., позже – Клебш 
(1889 г.), на что неоднократно обращал внимание 
академик В.Л. Кирпичев. 

При неограниченных упругих свойствах у сжато- 
изогнутых колонн критической силы Эйлера не су- 
ществует (рис. 4), что дополнительно характери-
зует несостоятельность теории (п. 2, п. 3) с точки 
зрения Еврокода. 

 

 
 

Рис. 4. Зависимость между стрелой прогиба и продольной 
силой для сжатоизогнутых и центрально сжатых (e = 0) колонн 
[Figure 4. The ratio between the deflection and the longitudinal force 

for compressed bent and centrally compressed (e = 0) columns] 
 

В рамках любой теории ползучести теория (п. 2) 
неверна для оценки длительного сопротивления 
железобетона, так как наделяет бетон фантастиче-
скими свойствами. 

Каждая из изложенных теорий является истиной 
лишь на своем месте в общей теории расчета со-
оружений. Так, теория (п. 1) является всего лишь 
одной из четырех линий – границ области в частной 
схеме загружения упругопластической устойчиво-
сти – лишь одной из многих схем, в которых таких 
границ вовсе нет (пример – рис. 1). Причем в этой 
частной схеме рассматривается идеально упругопла-
стический материал с бесконечной площадкой теку-
чести, то есть находящийся вне правил Еврокода 2 
и для теории железобетона являющийся ошибкой [6]. 

Кажущаяся новизна теории (п. 1) и ее ошибоч-
ная привлекательность в сороковые годы прошло-
го столетия вызвали решительные действия к внед-
рению, и в угоду этим действиям была принесена 
в жертву сущность теории расчета железобетона, 
о чем свидетельствует выдвинутая гипотеза о свя-
зи теорий (п. 2, п. 3) и теории (п. 1): «При внецен-
тренном сжатии… явление разрушения протекает 
почти так же, как при изгибе, а расчет строится исхо-
дя из тех же соображений и допущений. В интере-
сах простоты расчета еще более желательно, чем 
при изгибе симметричных сечений, допускать…, что 
сечение ведет себя упруго вплоть до образования 
пластического шарнира». 

Итак, рассмотрим последовательности переско-
ков от одной теории к другой. Пусть изначально име- 

ется железобетонная колонна с заданными свой-
ствами несущей способности. Применим к ней тео- 
рию (п. 1) и получим после исполнения расчета 
сильно завышенную несущую способность. 

По этой причине переходим к теории (п. 3) либо 
(п. 2), подменяя расчетную схему теории (п. 1) на 
расчетную схему колонны с начальной погибью. 
Можно было бы использовать теоретические данные 
по образцу рис. 1, но этого не происходит. 

Рассматривается процесс загружения бесконеч-
но упругой колонны, по окончании которого извле-
кается цитированная гипотеза и совершается пере- 
ход от (п. 3) к (п.1) в виде следующих удивитель-
ных действий: 

– исчезает скачком длина бесконечно упругой 
колонны; остается только одно сечение с линей-
ной эпюрой напряжений без трещины; 

– упругая эпюра напряжений (рис. 3) мгновенно 
превращается в эпюру напряжений пластического 
шарнира (рис. 2); 

– начальный прогиб f0 упругой колонны из (п. 3) 
мгновенно становится заданным эксцентриситетом 
в теории (п. 1); 

– стрела дополнительного прогиба упругой ко-
лонны f теории (п. 3) превращается в эксцентриси-
тет теории (п. 1), который именуется дополни-
тельным эксцентриситетом и появление которого 
разрушает теоретическую сущность пластическо-
го шарнира, описанную выше, как сущность колон-
ны не имеющей длины; 

– появляется «новая» научная сущность общей 
теории в виде пластического шарнира, не имею-
щего длины, но имеющего прогиб; сумма fe 0  
становится расчетным эксцентриситетом 10e  в тео- 
рии (п. 1). 

– на основании «новой» сущности снова рассчи- 
тывается несущая способность заданной железобе-
тонной колонны: результаты расчета снова дают 
завышение несущей способности заданной колонны. 

Еще более парадоксальным является соедине-
ние в одну теорию пластического шарнира по (п. 1) 
с переменным во времени прогибом теории (п. 2). 
«Новая» научная сущность в этом случае являет 
удивительное непрерывное изменение продольной 
силы колонны, происходящее с течением времени, 
а также непрерывное явление перескоков. 

Теория железобетона приобретает в «новой» 
научной сущности двойственные свойства по мно-
гим обстоятельствам и параметрам, что позволяет 
менять смысл этих параметров, проводить ненауч-
ные дискуссии. 

Например, в теории пластического шарнира (п. 1) 
жесткость сечения EID   не нужна, но для «ис-
правления» анализируемой теории железобетона 
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«новая» научная сущность позволяет использовать 
и исковеркать это понятие. 

4. Исковерканная задача Эйлера 
В классической задаче Эйлера об устойчивости 

колонны теория (п. 4), представляющая дифферен-
циальное уравнение изгиба, имеет вид 

Pv
dx

vdD 2

2
. 

Как уже отмечалось, на участке ВС (рис. 1) в плас- 
тической области этого уравнения нет. Как и жест-
кости в теории (п. 1); нет и силы Эйлера. «Новая» 
научная сущность не только вводит несуществующую 
здесь силу Эйлера, но и коверкает ее смысл, выду-
мывая силу Эйлера, зависящую от эксцентрисите-
та е0: 

 
2

0
2

l
eD

Ncr


 . 

Экспериментальные оценки результатов расче-
та сжатых железобетонных конструкций по анали-
зируемой теории, приведенные известными учеными 
в публикациях последних лет, составляют ±50 %, 
свидетельствуя, что ненаучность и несоответствие 
Еврокоду помимо политических аспектов дают низ-
кую экономическую эффективность железобетона. 

5. Ошибочная теория 
линейной ползучести бетона 

В теории (п. 5), являющейся мировой теорией, 
интегральные уравнения Вольтерра, представляю-
щие ползучесть бетона с его нестационарными и не- 
линейными свойствами, имеют выдуманные ядра, 
нарушающие предусмотренный математический по- 
рядок их построения: вследствие этого у бетона об-
разуется ошибочный набор фиктивных сил, непра-
вильно формирующих деформации ползучести. 

Из множества причин, искажающих фундамен- 
тальные свойства конструкционного бетона и ана-
лизируемых в [7–10], для наглядности восприятия 
выделим здесь только две главные: 1 – математи-
ческие ошибки принципа наложения (называемого 
также принципом суперпозиции Больцмана), ковер-
кающие любую из множества предложенных мер 
ползучести C(t,τ), даже если бы среди них была и 
правильная; 2 – неверный анализ особенностей экс-
периментальных данных по простой ползучести – 
на что обращал внимание еще в 1955 г. А.Р. Ржа-
ницын и особо подчеркивали в 1976 г. С.В. Алек-
сандровский и П.И. Васильев [11]  

Существует однозначная связь между функ-
цией, представляющей ядро интегрального урав-

нения и соответствующей механической задачей: 
подмена даже одного параметра функции может 
существенно изменить структуру механической 
модели. Это обстоятельство наглядно демонстри-
рует интегральное уравнение Абеля: 

 
 

 a
xa

dxxUa

m
P





0 2 2

1
1

. 

Здесь показатель степени 1/2 часто заменяют 
другим числом α ( 10  ), что приводит к появ-
лению сил, не имеющих отношения к исходной за- 
даче. Покажем это. 

Механическая задача, поставленная и решен-
ная Абелем, рассматривает движение в вертикаль-
ной плоскости тяжелой несвободной материальной 
точки по гладкой плоской кривой  xyy  . На ос-
новании теоремы об изменении кинетической энер-
гии в интегральной форме (избавляемся от неиз-
вестной реакции) 

 xaPmv 2
2
1  

и скорости, выраженной через дуговую координа-
ту ρ имеем 

 xa

ddt
m
P 




2
, 

где    dxxyd 21  . 

Обозначая     xuxy  21  и интегрируя с 
учетом убывания дуги ρ при возрастании t, полу-
чаем приведенное выше уравнение Абеля. 

Показатель 1/2 здесь имеет фундаментальное 
значение, определяемое мерой механического дви- 
жения по Лейбницу. Если мы хотим сделать его дру-
гим, например 1/3, мы должны произвести в основ-
ном законе движения очевидные тождественные 
преобразования. Получим 

   
 



a

m
P xa

dxxU

V
a

0 3 2 3
1

1
. 

Если же мы самовольно и формально запишем 
это уравнение в ином виде: 

   
 



a

m
P xa

dxxUa
0 2 3

1
1

, 

то имеем ошибочное интегральное уравнение с точ-
ки зрения первоначальной механической задачи; 
сила P здесь становится выдуманной. 
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Классический случай Абеля позволяет подчерк-
нуть важную сущность: подмена либо незначитель-
ное изменение только одного параметра интеграль-
ного уравнения коверкает сущность теории. 

В теории же ползучести железобетона осуществ-
лена подмена десяти фундаментальных свойств кон-
струкционного бетона, подробно описанных в [9]; 
подмена каждого из них искажает сущность теории, 
приводит к грубым ошибкам расчета. Рассмотрим 
численные оценки двух подмен, указанных выше 
под номерами 1 и 2: 1 – подмена нестационарных 
кратковременных деформаций – приводит к ошибке 
до 300 % [8]; 2 – подмены нелинейных деформа-
ций ползучести несуществующими линейными – 
изменяет их величины в 2–5 раз [9] (рис. 5). 
 

 
 

Рис. 5. Изменение отношений удельных деформаций 
ползучести при разных начальных уровнях напряжений 

Cσ(t,τ) к удельным деформациям ползучести  
при начальном уровне напряжений C0,1(t,τ) 

[Figure 5. Change in the ratio of specific creep deformations 
at different initial stress levels Cσ (t,τ) to specific  
creep deformations at initial stress level C0,1(t,τ)] 

 

В анализируемой теории можно найти и более 
абсурдные ситуации, когда условная (для железо-
бетона) теория (п. 2) упруговязкой устойчивости 
сжатого стержня с начальной погибью, бесконеч-
ными напряжениями, с ее значением длительной 

критической силы 
 12

2
д






cl
EIP , где c , ста-

новится теорией расчета предельного состояния же-
лезобетонных оболочек с трещинами при длитель-
ном загружении. Она включена в методические ре-
комендации, является под видом модуля упругости 

1д 


c
EE  ( 2с c , предельная характеристика 

ползучести обычного бетона), маскируется эмпириче-
скими выражениями, что особенно наглядно продемон-
стрировали расчеты конструкций «Трансвааль-парка». 

Заключение 

В ряде работ, а также в нормах, анализируе-
мой теории предшествует разъяснение в виде двух 
Положений: I – что нужно использовать нелиней-

ную деформационную модель (вывеска); II – что 
допускается расчет производить на основе анали-
зируемой теории (с разными названиями: расчет по 
предельным усилиям; расчет по стадии разрушения 
или по принципу пластического разрушения; метод 
предельного равновесия; метод расчетных предель- 
ных состояний). 

Один из разработчиков норм в 2011 г. преду-
преждал, что рядовой проектировщик не сможет 
использовать Положение I: «Деформационная мо-
дель силового сопротивления в основном реализу-
ется через вычислительные комплексы, поэтому 
здесь возникает ряд формальных процедур, напри-
мер, устойчивость, оценка точности решения. Не-
достаток инструментария обусловлен также мно-
гоитерационным процессом решения, особенно по 
мере приближения действующего усилия к несущей 
способности… Результаты зависят от корректности 
выбора исходных (расчетных) диаграмм состояния». 

Россия вступила в ВТО и обязана исполнять 
требования Еврокода. 

Поскольку Еврокод запрещает менять свои прин- 
ципы и правила применения, а рядовой проектиров-
щик не сможет применить Положение I, рождается 
заблуждение, что Положение II соответствует Евро-
коду. В учебной литературе в связи с этим можно 
прочесть: «Вместо гипотезы плоских сечений при- 
меняется принцип пластического разрушения»; «Пред- 
ложение определять несущую способность по пре- 
дельному (“пластическому”) состоянию на десят-
ки лет опередило мировую практику в этом вопро-
се»; «В расчетных моделях Еврокода есть и расчет 
по предельным усилиям», что вводит специалистов 
в заблуждение. 

Сопоставляя национальный норматив и евро-
пейские нормы, А.А. Гвоздев с соавт. [12] указал 
на их существенное отличие в принципах и мето-
дах расчета, в частности, касающихся «расчета нор-
мальных… сечений, учета влияния гибкости колонн 
и длительности действия нагрузки». 

На ненаучность анализируемой теории железо- 
бетона в отдельных аспектах и в разное время указы-
вали авторитетные ученые: Б.Г. Скрамтаев, В.М. Кел- 
дыш, Г.В. Никитин, А.Р. Ржаницын, Г.А. Гениев, 
П.Ф. Дроздов, К.Э. Таль и др. Осредненный ответ 
на критику звучал уклончиво: «Выбор расчетной 
схемы определяется соображениями дидактическо-
го характера». После утверждения Еврокода нена-
учность и несоответствие Еврокоду анализируемой 
теории стали очевидными. 

На проблему ненаучности теории ползучести 
бетона указывают отрицательные результаты про-
ектной практики, в том числе мировой опыт про-
ектирования уникальных сооружений структура-
ми RAMBOLL (Великобритания) [13]; президент 
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fib Гордон Кларк предупреждает: «точное прогно-
зирование влияния ползучести… носит весьма про- 
тиворечивый характер»; нами установлены причи- 
ны ненаучности этой теории – среди них матема-
тические ошибки и нарушение принципов класси-
ческой механики [7–9; 14]; нами также разработана 
новая нелинейная теория ползучести бетона, еще не 
опубликованная, дополняющая общую теорию [15]. 

Результаты анализа теории расчета железобе-
тона, включая сущность математических ошибок 
теории ползучести бетона, докладывались и об-
суждались на международном симпозиуме 2018 г. 
в Бельгии [16] и на международной конференции 
2014 г. в Москве [13]. 
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The aim of the work – to analyze the theory, which is widely used in the calcu-
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correspond to each other (or erroneous), which reject the fundamental properties
 

                                                 
Rudolf S. Sanjarovskiy, Grand Ph.D., Professor, principal researcher; eLIBRARY SPIN-code: 9723-0539.  
Frieder Sieber, Grand Ph.D., Professor. 
Tatyana N. Ter-Emmanuilyan, Grand Ph.D., Professor, Department of Theoretical Mechanics; eLIBRARY SPIN-code: 9868-6330. 
Maxim M. Manchenko, Ph.D, senior lector. 
Turlybek T. Musabaev, Grand Ph.D., Professor, Academician, Director of the Eurasian Institute of Technology; eLIBRARY SPIN-code: 7830-4456. 
Muhlis Ahmed ogly Gadzhiev, Grand Ph.D., Professor, Head of the Department of Building Structures; AuthorID: 552244. 
 



Sanjarovskiy R.S. et al. Structural Mechanics of Engineering Constructions and Buildings, 2020, 16(3), 185–192 
 

 

192   ANALYSIS AND DESIGN OF BUILDING STRUCTURES 

  of structural concrete and the principles of the Eurocode. Methods. According to 
the authors and their research this theory contains: a set of theories of various 
purposes rejecting each other, including erroneous, physically impossible jumps 
from one theory to another, jumps of various design schemes, unacceptable in 
the elastoplastic stage. In it: there are mathematical errors; the fundamental con-
cepts of the classical and general theory of calculation are distorted; the principle 
of designing bearing capacity in ultimate conditions and the process of continuous 
loading of structures established by the Eurocode are rejected; the fundamental 
properties in Eurocode of structural concrete are replaced; it is stated that the theory is 
determined not by the properties of materials, but by the partialities of the developers; 
references are made to the abstract results of experiments. Results. We analyze 
the theory of calculating for mass application which accompanied by the neces-
sary mathematical calculations and experimental estimates. 

Keywords: elastic-plastic deformations of concretem, theory of concrete creep, 
long-term resistance of reinforced concrete, modern construction standards, Eurocode 
principles 
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 Аннотация 
Актуальность. По причине широкого распространения на практике в 

качестве объекта исследования данной работы выбраны печи трубчатой кон-
струкции. В статье приведен анализ повреждений несущих конструкций нефте-
перерабатывающих трубчатых печей. Установлены причины возникновения 
повреждений и физическая природа их развития. По результатам натурных 
обследований установлено, что около 10 % печей эксплуатируется с повре-
ждениями в виде значительных искривлений несущих конструкций, кото-
рые развились в результате взрыва газовоздушной смеси и технологическо-
го продукта внутри пространства печи. Целями исследования являются ана-
лиз повреждаемости и оценка влияния повреждений на работу несущих кон-
струкций печей. Методы. Основные результаты получены путем статического 
численного анализа пространственных моделей каркасов печей в программ-
ном комплексе ЛИРА-САПР. Данный комплекс относится к классу программ-
ных продуктов, реализующих метод конечных элементов. Результаты. Расчет 
серии моделей сооружений позволил определить влияние повреждений на 
работу несущих конструкций печи. На основе анализа данных расчета мо-
делей трубчатых печей с повреждениями и сопоставления результатов рас-
чета моделей печей с повреждениями конструкций, выявленными при про-
ведении обследований, предложены пути оптимизации конструктивных реше-
ний промышленной печи. Проведенное исследование показало необходимость 
совершенствования конструкции трубчатых печей в направлении модерни-
зации технологии и конструктивной формы несущего каркаса печи. 

Ключевые слова: промышленные печи, обследование, повреждения, 
деформации, напряженно-деформированное состояние 
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Введение 1 
Продолжительное время конструкции промыш- 

ленных печей относились к оборудованию. При вы- 
полнении оценки технического состояния большая 
часть внимания уделялась поддержанию работоспо-
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собного состояния технологического оборудования, 
в частности конструкции змеевиков и футеровки. 
По результатам осмотра несущих конструкций печей, 
находящихся в эксплуатации, установлено разви-
тие значительных повреждений, реализовавшихся 
в виде искривлений элементов каркаса стрелкой до 
150 мм. 

Предметом исследования данной работы являют- 
ся качественные и количественные характеристи-
ки дефектов и повреждений, характер изменения 
напряженно-деформированного состояния под влия- 
нием повреждений. 

Объектом исследования являются несущие и 
ограждающие конструкции трубчатых печей. 
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Конструктивная форма сооружения представ-
лена несущими конструкциями, объединенными в 
единую пространственную систему – несущий остов, 
и ограждающими конструкциями, изолирующими 
и защищающими внутреннею среду от внешней сре-
ды и воздействий с ее стороны. 

Целями исследования являются анализ повреж- 
даемости и оценка влияния повреждений на рабо-
ту несущих конструкций печей. Для их достижения 
решены следующие задачи исследования:  

– выполнен анализ существующих конструктив- 
ных решений нефтеперерабатывающих печей; 

– проведены обследования фактического состо-
яния ряда промышленных трубчатых печей; 

– проведен анализ типовых повреждений кон-
струкций каркаса и причин их появления; 

– определены количественные показатели влия-
ния повреждений на несущую способность конструк- 
ции печи. 

1. Анализ конструктивных решений 
По конструктивной схеме промышленная печь 

представляет собой сложную пространственную сис- 
тему, состоящую из расположенных в вертикальном 
и горизонтальном направлении стержней, укреплен- 
ных пластинами обшивки и пода. Работа стержней 
и пластин описана в работах [1–7]. 

В работе [4] описываются недостатки взрывных 
окон, предназначенных для снижения давления взры-
ва на конструкции печи. Отмечается постепенный 
сдвиг в нефтегазовой промышленности в сторону 
удаления или сварки взрывных окон, что не явля-
ется рациональным решением данной проблемы. 

Классификация промышленных трубчатых пе-
чей по конструктивным признакам приведена в ра-
ботах [8; 9]. В работе [8] также указана необходи-
мость оптимизации как оборудования печи, так и 
несущих и ограждающих конструкций по причине 
низкого КПД существующих печей, неэкономного 
расходования ресурсов и значительных капиталь-
ных затрат при эксплуатации. 

Особенности обследования металлических кон-
струкций приведены в работах [9–11]. 

Согласно общепринятой классификацией основ- 
ного технологического оборудования НПЗ, трубча-
тая печь представляет собой высокотемпературное 
термотехнологическое устройство с рабочей каме-
рой, огражденной от окружающей атмосферы. Труб-
чатые печи предназначены для высокотемператур-
ного нагрева нефти или нефтепродуктов в процес-
се их переработки. 

Несмотря на большое разнообразие конструк-
ций печей, принцип работы их во многом одноти-
пен. Как правило, рабочая камера печи разделена 

полуперегородкой на две части, называемые радиа-
ционной и конвекционной камерами. В этих каме-
рах размещены трубные змеевики, через поверхно-
сти которых осуществляется теплопередача. 

Радиационная теплопередача представляет собой 
поглощение лучистого тепла, конвективная тепло- 
передача осуществляется путем омывания поверх- 
ностей труб дымовыми газами. 

В камере радиации основное тепло передается 
радиацией и незначительно конвекцией, в камере 
конвекции – наоборот. Мазут или газ сжигается при 
помощи горелок, располагаемых на поду или на сте- 
нах радиационной камеры. При сгорании образуется 
светящийся факел, излучающий тепло. Тепловые лучи 
падают на наружные поверхности змеевиков камеры 
радиации и поглощаются, создавая так называемую 
поглощающую поверхность. Также тепловые лучи 
попадают и на внутренние поверхности стен радиа-
ционной камеры печи. Нагретые поверхности стен,  
в свою очередь, излучают тепло, которое поглощает-
ся поверхностями змеевиков камеры радиации. 

Признаки для классификации существующих 
трубчатых печей: технологические, теплотехниче-
ские и конструктивные (рис. 1).  

 

 
 

Рис. 1. Признаки классификации печей 
[Figure 1. Signs of furnace classification] 

 
Остановимся на каждом признаке подробнее. 
Технологические признаки. По технологическо-

му назначению различают печи нагревательные и 
реакционно-нагревательные. Нагревательные печи 
предназначены для нагрева сырья до заданной тем-
пературы. Реакционно-нагревательные печи пред-
назначены как для нагрева сырья, так и для пере-
дачи ему тепла, необходимого для проведения эндо-
термических реакций. 

Теплотехнические признаки. По теплотехни-
ческим признакам различают печи конвективные, 
радиационные, радиационно-конвективные.  

Конвективная печь состоит из двух основных 
частей – камеры сгорания и трубчатого простран-
ства, которые отделены друг от друга стеной так, 
что трубы не подвергаются прямому воздействию 
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пламени и большая часть тепла передается нагре-
ваемому веществу путем конвекции. В радиацион-
ной печи все трубы, через которые проходит нагре-
ваемое вещество, помещены на стенах камеры сго-
рания, поэтому у радиационных печей камера сго-
рания значительно больше, чем у конвективных. 
Радиационно-конвективные имеют две секции: каме-
ру радиации и камеру конвекции. 

По конструктивным признакам типы карка-
сов делятся следующим образом (рис. 2). 

Коробчатые с верхним отводом дымовых га-
зов (тип ВС) (рис. 2, а). Вертикальное расположе-
ние труб радиационного змеевика. Свободное верти-
кально-факельное сжигание комбинированного топ-
лива. В камере радиации установлен однорядный вер- 
тикальный настенный экран. Конвективная камера 
с горизонтальными трубами расположена над ради-
ационной камерой. Горелки находятся в поду печи. 

Размещение двух камер радиации рядом возможно 
благодаря обслуживанию горелок с одной стороны 
печи. Камера конвекции у двух камер радиации об-
щая (тип ВС2). Печи типа ВС могут применяться на 
установках АТ, вторичной переработки и т. д. 

Коробчатые с верхним отводом дымовых га-
зов (тип ГС) (рис. 2, б). Горизонтальное расположе- 
ние труб змеевика. Свободное вертикально-факель- 
ное сжигание комбинированного топлива. В каме-
ре радиации установлены однорядные или двухряд-
ные горизонтальные трубные экраны. Горелки нахо-
дятся в поду печи. Размещение двух камер радиа-
ции рядом возможно благодаря обслуживанию го- 
релок с одной стороны печи. Камера конвекции у 
двух камер радиации общая (тип ГС2). Печи типа 
ГС применимы на установках первичной перегонки, 
а также во вторичных процессах. Печи ГС2 – предпо-
чтительны на установках замедленного коксования. 

 

   
а б в г 

Рис. 2. Классификация трубчатых печей по конструктивным признакам [13] 
[Figure 2. Classification of tube furnaces according to design features [13]] 

 

Цилиндрические с верхним отводом дымовых 
газов (тип ЦС) (рис. 2, в). Пристенное расположе-
ние труб змеевика в одной камере радиации. Сво-
бодное вертикально-факельное сжигание комбини-
рованного топлива. В радиационной камере уста-
новлен вертикальный либо в виде витой спирали од-
норядный настенный трубный экран. Камера кон-
векции с горизонтальным размещением труб рас-
положена над камерой радиации. Горелки находят-
ся в поду печи. Существует два варианта исполне-
ния печей типа ЦС: без камеры конвекции (ради-
антная печь) и с камерой конвекции (радиантно-
конвективная печь). 

Кольцевые с верхним отводом дымовых газов 
(тип КС) (рис. 2, г). Вертикальный трубный змее-
вик в конвекционной и радиантной камере. Свобод-
ное вертикально-факельное сжигание топлива. В ра- 
диационной камере расположен вертикальный од-
норядный настенный трубный экран. Цилиндриче-

ская радиантная камера установлена соосно с коль-
цевой камерой конвекции, в которой находится кон- 
вективный змеевик. Змеевик набирается секциями. 
Горелки размещены в поду печи. 

Установка АВТ представляет собой комбина-
цию из блоков АТ+ВТ: АТ – атмосферная трубчатка 
(первичная переработка поступающей на НПЗ сы-
рой нефти), ВТ – вакуумная трубчатка (переработка 
мазута, поступающего с блока АТ). 

2. Анализ типовых повреждений  
конструкций каркаса и причин их появления 

Характеристики повреждаемости конструкций 
сооружения являются показателями несовершен-
ства конструктивной формы и указывают на пути 
ее оптимизации.  

Основные типы повреждений установлены по 
результатам натурных осмотров, проведенных при 
выполнении обследования серии печей. В табл. 1 
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приведены максимально реализовавшиеся при экс-
плуатации значения повреждений, полученные по ре- 
зультатам статистической обработки данных замеров. 

Особенности обследования зданий и сооруже-
ний, подверженных воздействию взрывных нагру-
зок приведены в литературе [14–16]. По результа-
там обследования промышленных печей было вы-
явлено, что при воздействии взрыва кожух и кар-
кас печи получают значительные искривления. Су-
ществуют конструктивные мероприятия для ослаб-
ления давления взрыва на каркас, например устрой-
ство предохранительных окон. 

Предохранительные окна предназначены для 
ослабления силы хлопка (взрыва) в топке печи в 
случае нарушения нормального режима. При ремон-
тах окнами пользуются как лазами, через которые 
обслуживающий персонал проникает внутрь печи. 
Результаты обследования печей с повреждениями 
после взрыва показали, что существующие конструк-
тивные решения взрывных окон не обеспечивают 
достаточное ослабление силы хлопка. В результа-
те несовершенства предохранительных конструк-
ций возникают значительные деформации кожуха 
и несущих элементов каркаса. 

 
Таблица 1 

Виды повреждений конструкций печи 

Вид повреждения Степень развития Причина появления 
Коррозионный износ обшивки 
кожуха 

Износ до δ = 100 % Длительная эксплуатация, отсутствие планово-пре-
дупредительных ремонтов. Сложность обслуживания
закрытых пазух (рис. 3, д) 

Деформация стальных листов 
кожуха 

Локальные впадины/выпуклости стрел-
кой до f = ±50 мм 

Нарушение нормального режима работы, воздействие
взрыва, воздействие повышенных температур вслед-
ствие износа футеровки (см. рис. 3, в) 

Деформация стоек и ригелей 
каркаса 

Искривление продольной оси в виде 
прогиба до f = 150 мм 

Нарушение нормального режима работы, воздействие
взрыва, воздействие повышенных температур вслед-
ствие износа футеровки (деформации стоек – рис. 3, г; 
деформации ригелей – рис. 3, а) 

Деформация связей Разрыв отдельных связей, искривле- 
ние продольной оси в виде прогиба  
до f = 150 мм 

Нарушение нормального режима работы, воздействие
взрыва, воздействие повышенных температур вслед-
ствие износа футеровки 

Совокупность дефектов кон-
струкции пода 

Прогиб балок пода стрелкой до f = 140 мм; 
разорванные элементы жесткости пода 
(пластины и уголки ) 

Нарушение нормального режима работы, воздействие
взрыва, воздействие повышенных температур вслед-
ствие износа футеровки (рис. 3, б) 

Разрушение футеровки До 50 % толщины Длительная эксплуатация, отсутствие планово-пре-
дупредительных ремонтов, нарушение нормального 
режима работы, воздействие взрыва (рис. 3, е) 

 
Table 1 

Types of defect to furnace designs 

Types of defect Degree of development Reason for occurrence 
Corrosion wear on casing Wear to δ = 100% Long-term operation, lack of scheduled preventive repairs. 

Difficulty maintaining closed sinuses (figure 3, д) 
Deformation of the steel sheets 
of the casing 

Local hollows/bulges-up arrow  
f = ±50 mm 

Violation of the normal mode of operation, the effect of 
an explosion, the effect of elevated temperatures due to 
wear of the lining (figure 3, в) 

Deformation of the struts  
and crossbars of the frame 

Curvature of the longitudinal axis in  
the form of a deflection to f = 150 mm 

Violation of the normal mode of operation, the effect of 
an explosion, the effect of elevated temperatures due to 
wear of the lining (rack deformations – figure 3, г; de-
formation of crossbars – figure 3, а) 

Bond deformation Separation of individual bonds, curvature  
of the longitudinal axis in the form of  
a deflection to f = 150 mm 

Violation of the normal mode of operation, the effect of 
an explosion, the effect of elevated temperatures due to 
wear of the lining 

Hearth design defect set Deflection of the beams under the arrow 
to f = 140 mm; torn floor stiffeners (plates 
and corners) 

Violation of the normal mode of operation, the effect of 
an explosion, the effect of elevated temperatures due to 
wear of the lining (figure 3, б) 

Lining destruction To 50% thickness Long-term operation, lack of scheduled preventive re-
pairs, violation of normal operation, explosion effects
(figure 3, е) 
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а  б 

в  г 

д  е 
Рис. 3. Характерные повреждения конструкции печи: 

а – деформация ригелей каркаса; б – искривление настила, ребер пода; в – деформация листов обшивки;  
г – искривление стоек каркаса; д – коррозионный износ кожуха до 100 % толщины; е – обрушение футеровки на отдельных участках 

[Figure 3. Typical defects in furnace design: 
а – deformation of the crossbars of the supporting frame; б – bottom curvature; в – deformation of metal sheathing sheets; 

г – curvature of the struts of the supporting frame; д – corrosion wear of metal sheets up to 100%; е – local destruction of the lining] 
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3. Оценка влияния повреждений 
на несущую способность конструкции печи 

Для получения знаний о природе развития по-
вреждений и оценки влияния повреждений на не-
сущую способность конструкций печи созданы рас- 
четные модели трубчатых печей и выполнен про-
странственный расчет.  

Оценка изменения несущей способности несу-
щего каркаса печи выполнена по результатам рас-
чета моделей в программном комплексе ЛИРА-
САПР 2016 в соответствии с требованиями норма-
тивных документов [17–20]. Матрица геометриче-
ских размеров моделей для проведения численных 
исследований приведена в табл. 2, матрица разме-
ров повреждений – в табл. 3. 

 

  

а б в 
Рис. 4. Расчетная модель несущего каркаса промышленной печи: 

а – недеформированная модель; б – модель с учетом деформаций; в – стержневая модель 
[Figure 4. Calculation model of the supporting frame of an industrial furnace: 

а – undeformed model; б – deformed model; в – core model] 
 

а б 
Рис. 5. Мозаика изменения изгибающего момента относительно оси Y: 
а – недеформированная модель; б – модель с учетом деформаций 

[Figure 5. Changes in bending moment about the Y-axis: 
a – undeformed model; b – deformed model] 
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Таблица 2 
Матрица геометрических размеров моделей 
[Table 2. Matrix of geometric sizes of models] 

Геометрический параметр 
[Geometric parameter] 

Количество секций трубчатой печи [The number of sections of the tube furnace] 
1 2 3 

a, (м) [a, (m)] 6,0 6,0 6,0 
b, (м) [b, (m)] 3,6 7,2 10,8 
h, (м) [h, (m)] 18,0 18,0 18,0 

 
Таблица 3 

Матрица размеров повреждений 
[Table 3. Damage dimension matrix] 

Тип повреждения 
[Type of defect]

Диапазон изменения, мм
[Range of change, mm]

Шаг варьирования повреждения, мм
[Defect variation step, mm]

Деформация стальных листов кожуха 
[Deformation of the steel sheets of the casing] 50,0–300,0 50,00 

Деформация стоек каркаса 
[Frame rack deformation] 0,0–150,0 25,00 

Деформация ригелей каркаса 
[Skeleton deformation] 0,0–150,0 25,00 
Деформация связей 
[Bond deformation] 0,0–75,0 15,00 

 
Таблица 4 

Влияние повреждений на конструкции печи 

Вид повреждения Природа повреждения Влияние повреждения 
Коррозионный износ  
обшивки кожуха 

Воздействие агрессивной среды Нарушение герметичности, потеря тепла, снижение несущей 
способности 

Деформация стальных  
листов кожуха 

Воздействие нагрузки от взрыва Деформации приводит к выключению из работы стальных 
листов в качестве элемента жесткости. Обшивка не участ-
вует в работе с несущим каркасом 

Деформация стоек  
каркаса 

Воздействие нагрузки от взрыва Добавочный эксцентриситет равный прогибу конструкции. 
Увеличение напряжения в элементах до 150 % 

Деформация ригелей  
каркаса 

Воздействие нагрузки от взрыва Добавочный эксцентриситет равный прогибу конструкции. 
Увеличение напряжения в элементах до 200 % 

Деформация связей Воздействие нагрузки от взрыва Добавочный эксцентриситет равный прогибу конструкции. 
Увеличение напряжения в элементах до 300 % 

Совокупность дефектов 
конструкции пода 

Воздействие нагрузки от взрыва Снижение эксплуатационных свойств конструкций печи, не-
возможность использования для полноценного осуществле-
ния технологического процесса 

Разрушение футеровки Воздействие нагрузки от взрыва Нарушение герметичности, потеря тепла. Невозможность ис-
пользования для полноценного осуществления технологиче-
ского процесса 

 
Table 4 

The effect of damage on the design of the furnace 

Type of defect Nature of defect Effect of defect 
Corrosion wear on casing 
upholstery 

Exposure to aggressive environments Lack of tightness, heat loss, reduced load-bearing capacity 

Deformation of the steel 
sheets of the casing 

Explosive loading Deformation leads to the shutdown of steel sheets from work 
as an element of rigidity. The casing is not involved in the work 
with the supporting frame 

Frame rack deformation Explosive loading Additional eccentricity equal to the deflection of the structure. 
The increase in voltage in the elements to 150% 

Skeleton deformation Explosive loading Additional eccentricity equal to the deflection of the structure. 
The increase in voltage in the elements to 200% 

Bond deformation Explosive loading Additional eccentricity equal to the deflection of the structure. 
The increase in voltage in the elements to 300% 

Set of floor design defects Explosive loading Reducing the operational properties of the furnace designs, the inabi-
lity to use for the full implementation of the technological process 

Lining destruction Explosive loading Lack of tightness, heat loss. Non-ability to use for the full imple-
mentation of the process 
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Анализ повреждаемости существующих печей 
показал, что наиболее значимые повреждения силово-
го характера получены в результате взрыва (табл. 4). 
Данное обстоятельство свидетельствует о том, что 
конструктивная форма сооружения не обеспечива-
ет в полной мере восприятие взрывных нагрузок в 
соответствии с требованиями нормативных доку-
ментов [17–20]. 

Примечательно, что в работах ряда современ-
ных ученых представлены результаты обширных 
исследований характера изменения НДС каркасов 
при возникновении такого явления, как прогресси-
рующее обрушение [21–25]. Анализ опыта расчета 
каркасов печей показал, что исследования поведе-
ния каркасов печей под воздействием взрыва практи-
чески не проводятся. В отечественных [18] и зару-
бежных [12] нормативных документах не приведе-
ны методики расчета каркасов печей с учетом взрыв-
ного воздействия. По указанной причине перспек-
тивным направлением исследования в данной об-
ласти является изучение поведения каркасов печей 
на действие особого воздействия от взрыва газо-
воздушной смеси. 

Заключение 
По результатам серии расчетов установлено, 

что влияние повреждений, вызванных эксплуатаци-
ей в агрессивной среде, приводит к снижению экс-
плуатационной пригодности и несущей способно-
сти до 50 %; влияние повреждений, обусловленных 
взрывом ГПВС внутри пространства печи, приво-
дит к снижению несущей способности до 300 %, 
вплоть до выключения отдельных конструктивных 
элементов печи из работы. 

Установлено, что снижение несущей способно-
сти до 300 % вызвано реализовавшимися вследствие 
воздействия взрывной нагрузки деформациями стрел- 
кой до 150 мм. 

Проведенные исследования показали необходи- 
мость совершенствовать конструкцию несущего кар-
каса печи в направлении модернизации технологии 
и конструктивной формы несущего каркаса печи. 

Требуется разработать эффективную конструк-
цию взрывных окон и оптимизировать несущие кон-
струкции в направлении эффективного сопротив-
ления воздействию взрывных нагрузок. 
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 Abstract 
Relevance. Due to the widespread use in practice, tubular furnaces were chosen 

as the object of study of this work. The article provides an analysis of damage to 
the supporting structures of oil refining tubular furnaces. The causes of damage 
and the physical nature of the development of damage are established. According 
to the results of field surveys, it was found that about 10% of the furnaces are operated 
with damage in the form of significant curvature of the supporting structures that 
developed as a result of the explosion of the gas-air mixture and the technologi-
cal product inside the furnace space. The aim of the work is to analyze the damage 
and assess the impact of damage on the operation of the supporting structures of 
furnaces. Methods. The main research results were obtained by static numerical 
analysis of spatial models of furnace frameworks in the LIRA-SAPR software 
package. This complex belongs to the class of software products that implement 
the finite element method. Results. According to the results of calculating a se-
ries of models of structures, the effect of damage on the operation of the suppor-
ting structures of the furnace is determined. Based on the analysis of calculation 
data for models of tube furnaces with damage and comparison of calculation 
results for furnace models with structural damage identified during the survey, 
ways to optimize the design decisions of an industrial furnace are determined. 
Studies have shown the need to improve the design of tube furnaces in the direc-
tion of improving technology and improving the structural form of the suppor-
ting frame of the furnace. 

Keywords: industrial furnaces, examination, damage, deformations, stress-
strain state 
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 Abstract 
The aim of the work is to present the trend of the advancement of steel design 

code and practical approach of steel frame design from the current AISC-LFDR 
to the advanced analysis. As the trend of steel frame analysis method is from first-
order elastic analysis to second-order inelastic analysis which is an advanced 
analysis. Methods. In this paper the comparison between the load – displacement 
curves of several structural analysis methods is presented. Case studies are con-
sidered to analyze by different methods and comparison of practical advanced analy-
sis method with PROKON software. The case studies includes a two-story one bay 
steel frame and four bays of twelve-stories steel frame. The results of first-order 
elastic, elastic buckling, second-order and nonlinear analyses of an unbraced frame 
are compared and their difference is presents. The proposed software for ad-
vanced methods demonstrates the accuracy and the computational efficiency in 
predicting the nonlinear analysis response of steel frame structures. 

Keywords: steel frame analysis, sway frame, nonlinear analysis, advanced 
analysis 
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Introduction 1 
The current design approach under American In-

stitute of Steel Construction (AISC) specifications inclu- 
des three design methods and the most common and up-
to-date approach for steel design is the load and resis- 
tance factor design specification (LRFD). On the other 
hand, the plastic design (PD) approach and the allow-
able stress design specification (ASD) are quiet used. 
The aim of steel structure designer is to analyze the struc-
tural member of the frame through assessing displace-
ments, internal forces and moments and checking mem-
ber safety.  
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Different methods are available for analysis and de-
sign of steel frame structures and likewise there are 
many commercial software packages used in practice 
which provide a variety of approaches to the problem 
[1–4]. The steel framed structure behavior is affected 
by the geometric and material nonlinearities which in- 
cludes second-order effect and gradual yielding respec-
tively. As the trend of steel frame analysis method is 
from first-order elastic analysis to second-order inelastic 
analysis which is an advanced analysis. Elastic structural 
analysis is developed to calculate the internal forces at 
each member of the structure, whereas inelastic struc-
tural analysis is utilized to predict the ultimate strength 
of each isolated member [3–5]. The comparison be-
tween the load-displacement curves of several struc-
tural analysis is shown in Figure 1 because it includes 
the key factors influencing steel frame behavior. These 
approaches are well documented by McGuire, Gallagher, 
and Ziemian (2000) as well as in the individual refe- 
rences cited [6–7]. 

The purpose of this paper is to present the trend 
and practical approach of steel frame design from the 
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current AISC-LFDR to the advanced analysis. The first- 
order analysis (Elastic analysis) is the most common 
method as the deflection is limited to a small and the 
equations of equilibrium are developed with reference 
to undeformed configuration of the structure as presen- 
ted in Figure 1. The first-order analysis is not an ad-
vanced analysis method as the code ignoring the effect 
of buckling, yielding and imperfections for example re- 
sidual stress, crookedness’s and twist as they are con-
sidered in the advanced analysis [6]. An elastic buck-
ling analysis can provide the critical buckling load of 
a single column and is the basis for the effective length 
factor. It can be seen in Figure 1 that the results of this 
analysis do not provide a load-displacement curve but 
rather the single value of load at which the structure 
buckles. 

In the AISC LFRD-1993, the second-order P-δ 
and P-∆ effects can be estimated from a first-order ana- 
lysis by using the respective B1 and B2 magnification 
factor to correlate the linear moments to second-order 
moments based on the results from Kanchanalai (1977) 
and Bjorhovde et al. (1978). Unlike the first-order analy-
sis, in which the equilibrium and kinematic relationships 
of a frame are established with respect to the undefor- 
med geometry of the structure, the equations of equi-
librium in the second-order analysis are associated with 
the deformed geometry of the structure [8–9]. The im- 
portant attributes which affect the behavior of steel framed 
structures may be grouped into two categories: geomet-
ric and material nonlinearities. The geometric nonlinea- 
rity includes second-order effects associated with P- and 
P- effects and geometric imperfections [10]. The ma- 
terial nonlinearity includes gradual yielding associated 
with the influence of residual stresses and flexure [11]. 
Generally two components second-order effects should 
be included in the analysis. Primarily, when the influ-
ence of member curvature is included, it is said that 
the P-δ effects or member effects are included, and, se- 
condly, while the side-sway effects are included, it is said 
that the P-∆ effects, also referred to as the story sway 
or frame effects, are included. The load-displacement 
history obtained through second-order analysis may 
approach to the critical buckling load obtained from 
the eigenvalue solution as shown in Figure 1. Second-
order analysis usually requires an iterative solution so 
it is a bit more complex than the first-order elastic analy-
sis [8; 12]. Because of the problems inherent with ite- 
rative solutions, many researchers have proposed one-
step approximations to the second-order elastic analy-
sis [12]. It should also be noted that not all commer-
cial computer analysis software includes both the mem-
ber effects and the frame effects.  

First-order rigid-plastic analysis neglects the ef-
fects of elastic deflections and assumes that all struc-

tural deformation takes place in discrete regions, called 
plastic hinges, where plasticity has developed. Once 
a sufficient number of plastic hinges have formed so 
that the structure will collapse, it is said that a mecha-
nism has formed and no additional load can be placed 
on the structure. Thus, a plastic-mechanism analysis 
can predict the collapse load of the structure as shown 
in Figure 1.  

There are two main types of second-order analysis, 
i.e. second-order elastic analysis and second-order inelas-
tic analysis. The first type does not consider the effect 
of material yielding therefore section capacity check per 
member is required to locate the load causing the first 
plastic moment or first yield moment of the structu- 
re [3; 8; 13]. It has a limitation in providing informa- 
tion about non linearity of the structure and excludes 
the necessity of moment amplification factor. The se- 
cond type considers the effect of material yielding so 
the maximum failure load can be directly located by 
the load deflection plot. The section capacity check is 
therefore used for assessing the condition of plastic 
hinge formation [1; 3; 14–18]. Direct second-order ine-
lastic analysis for frame design without the use of 
K-factor to do member by-member capacity checks 
with code requirements [3].  

 

 
 

Figure 1. Load-displacement curve for different method of analysis 
 

Advanced analysis is defined as any analysis me- 
thod that accurately represents the behavioral effects as- 
sociated with member primary limit states to the extent 
that corresponding specification checks are supersed-
ed [19]. 

1. Methods and discussion 
1.1. Comparison of first-order, elastic buckling 

and second-order elastic analyses 

Figure 2 is considered to show the similarity and 
difference between the three methods and the analysis 
is carried out using PROKON (2019) by considering 
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different cases of deformations. The frame is formed 
with three W8×28 members subjected to gravity load 
and a lateral load. The result of the three analysis is 
presented graphically in Figure 2. As the graph is pre-
sented load vs displacement, both first-order and elas-
tic buckling analysis are formed linearly but yielded in 
different points. The first-order analysis yield as a linear 
and the elastic buckling analysis yield with a critical 
load of Pcr but both intersects each other at one point. 
In the case of second-order elastic analysis the approach 
is done by considering different load steps, the maxi-
mum load should be less than Pcr thus the lateral dis-
placement increases gradually to a large amount con-
sequently additional moments are developed. 

 

 
 

Figure 2. Comparison of load/lateral displacement results 
for the frame 

 
The frame is loaded with gravity load of P, a lateral 

load of 0.01P and in addition the columns are treated 
as pin supports. The relationship between displacement 
and load is shown in Figure 2 as the elastic buckling 
analysis yields a critical load of 714 Kips with the given 
frame buckling in a sideway mode. The point of inter-
section of the first-order and elastic buckling is denoted 
by the load of 714 Kips and displacement of 0.69 in. 
The results of the second-order elastic analysis are also 
shown in Figure 2. This analysis was carried out at eight 
different load levels. It can be seen that as the magni-
tude of the load P is increased, the lateral displacement 
increases at a progressively greater rate. This reflects 
the influence of the additional moments induced as 
the structure deflects. As the load approaches 714 Kips, 
the slope of the load-displacement curve approaches to 
zero and the displacement tends toward infinity, con- 
firming that a second-order elastic analysis can be used 
to approximate the results of an elastic buckling analysis. 

1.2. Examples 1:  
two-story unbraced plane frame analysis 

A two-story one bay steel frame is considered and 
analyzed by different methods as it is tabulated in 
the table below. Different methods are presented below 

which allow us to compare the trend of steel frame 
analysis as shown in Figure 3. The steel frame is sub-
jected to the combined factored gravity and lateral 
loads and also considering preliminary member sizes 
and yield stress of steel Fy = 50. The comparison is done 
by considering the steel frame as sway frame and their 
results are tabulated in the Table 1. 

 

 
 

Figure 3. Two-story unbraced frame 
 

Although steel structures can be adequately designed 
by using the AISC-LRFD method as shown in the pre-
vious section, the member capacity checks and the deter- 
mination of effective length factors and their procedures 
are often tedious and confusing. Also, since AISC-LRFD 
method is a member-based design approach, inelastic 
member forces will not be redistributed and the actual 
structural behavior and failure mode cannot be predicted. 

1.3. Examples 2:  
analysis for geometrically nonlinear plane frame  

In order to account for the true stiffness of elastic 
frames in the determination of the effective length fac-
tors of their columns a geometrically nonlinear analy-
sis of the frame as a whole is performed using java soft-
ware [19]. The properties of the frame and a load pat-
tern for the frame are prescribed. The applied load is 
the product of the load pattern and a load factor. The non-
linear analysis is performed by increasing the load factor 
stepwise with the constant arc method [10].  

The nonlinear governing equations are solved with 
a stepwise iterative method and controlled by keeping 
the arc increment constant [20; 21]. The displacement 
increments in the steps are summed to yield the total dis-
placements. In each step of the analysis, the tangent stiff-
ness matrix K of the current frame configuration is de-
composed into the product of a left triangular matrix L 
with unit diagonal elements, a diagonal matrix D with 
diagonal coefficients di and a right triangular matrix 
LT. The product d1 d2 d3.....dn of the diagonal coeffi-
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cients of D equals the determinant of the tangent stiff-
ness matrix K of the frame in the current load step. 

TK LDL , 1 2 3det , , ........ nK d d d d . 

Unbraced building frame with hinged and fixed 
supports is considered for comparison between software 
for nonlinear analysis with java programming and 

PROKON structural analysis and design. The frame 
given in Figure 4 consists of four bays of equal width 
6.0 m and twelve stories of equal height 4.0 m. All gir- 
ders carry a uniformly distributed load of 80 KN/m. 
The coordinate origin is located at the foundation of 
the leftmost column. Axis x is directed horizontally 
from left to right, axis y vertically from bottom to top. 
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Figure 4. Graphic display with the generated frame, member property and displacement of the frame 
 

Table 1 
Comparative result of sway frame using different method of analysis 

Members/ 
nodes with unites 

First-order 
elastic 

Elastic  
buckling 

Second-order 
elastic 

First-order vs. 
second-order (%)

Nonlinear 
analysis 

Second-order elastic vs. 
nonlinear analysis (%)

M12 (Kipin) 62264.26 – 54416.74 12.60 57321.54 5.07 
M23 (Kipin) 81156.09 – 81173.42 0.02 80246.77 1.14 
N2/5 (Kipin) 149028.27 – 153159.72 2.77 153536.88 0.25 
M25(Mid) (Kipin) 87765 – 80443.00 8.34 79942 0.62 
M45 (Kipin) 82782.84 – 86703.16 4.74 85358.65 1.55 
M56 (Kipin) 66245.44 – 66456.55 0.32 68178.22 2.59 
N3/4 (Kipin) 74561.95 – 79964.77 7.25 78176.09 2.24 
M34(Mid) (Kipin) 71508.69 – 87657.9 0.49 69783.60 1.98 
N25 (Kip) 342.69 510.60 385.27 12.43 362.29 5.96 
N34 (Kip) 1008.64 1502.87 1041.43 3.25 1024.77 1.60 
N12 (Kip) 4472.84 6664.53 4416.01 1.27 4425.07 0.21 
N23 (Kip) 1490.93 731.4857 1472.41 1.26 1480.8 0.57 
N45 (Kip) 1510.51 2250.66 1529.02 1.23 1520.58 0.55 
N56 (Kip) 4528.36 6747.26 4585.19 1.25 4573.83 0.25 
3 (in) 2.28 – 6.27 175.00 5.76 8.13 
2 (in) 0.8 – 2.57 221.25 2.35 8.56 
3 (in) 0.81 – 0.81 0.00 0.86 6.17 
2 (in) 0.61 – 0.61 0.00 0.63 3.28 
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2. Result and discussion 
The results of comparatives steel frame analysis 

using first-order elastic, elastic buckling, second-order 
and nonlinear analyses of an unbraced frame are given 
in Table 2. By ignoring all second-order moments, first-
order elastic analysis calculates the linear behavior of 
steel frame. The second-order analysis result may be 
used to approximate using elastic buckling analysis 
of member axial force. For the frame of Figure 3,  

the second-order sway deflections are about 8% larger 
than those of the second-order analysis, while the mo- 
ment at the top of the right-hand lower story column 
is about 12.6% larger than that of the first-order ana- 
lysis. The nonlinear sway deflections are about 175% 
larger than those of the first-order analysis, while 
the moment at the top of the right-hand lower story 
column is about 5.07% larger than that of the second-
order analysis. 

 
Table 2 

Comparison result of java software for nonlinear analysis and PROKON software 

Members/nodes Unites Method of analysis for pined support Method of analysis for fixed support 
PROKON Java software PROKON Java software 

Vertica displacement top left node mm 14.04 14.2 35.7 36.3 
Vertica displacement top middle nodes mm 32.80 30 76.06 76.4 
Mid span moment for top story  kNm 128.20 130 431 430 
End moments for top story kNm 248.52 240 576.52 578 

 
The unbraced building frame in Figure 4 is ana-

lyzed with hinged and fixed supports using software for 
nonlinear analysis with java programming. The load 
pattern is applied in 10 steps. The pinned and fixed 
support frame reaches a singular state for load factors 
0.9628 and 2.4412 respectively. The displacement of 
the frame in the singular state is shown in Figure 3 
and the results for displacement and bending mo-
ments using java software for nonlinear analysis and 
PROKON software are presented in Table 2.  

In this example we checked the developed practi-
cal advanced analysis software which can be used for 
nonlinear inelastic analysis of steel frame structures. 
Referencing the numerical example, the proposed soft-
ware demonstrates the accuracy and the computatio- 
nal efficiency in predicting the nonlinear analysis re-
sponse of steel frame structures. It can be concluded 
that the proposed software and the comparison with other 
software’s show the reliable and valuable for applica-
tion in engineering design. 

Conclusion 
As the trend of the frame analysis and design is from 

hand calculation approach based on member capacity 
checks to computer-based approach based on advanced 
analysis to consider the interdependent effects between 
member and frame stability. Both first-order and elas-
tic buckling analysis are formed linearly but yielded 
in different points but in second-order analysis the maxi- 
mum load should be less than Pcr thus the lateral dis-
placement increases gradually to a large amount con-
sequently additional moments are developed. 

According AISC, the term advanced analysis strictly 
means second-order inelastic analysis for frame design 

without the use of the effective length factor (K-factor). 
Elastic structural analysis is developed to calculate 
the internal forces at each member of the structure, 
whereas inelastic structural analysis is utilized to pre-
dict the ultimate strength of each isolated member. 
The software demonstrates the computational efficien-
cy in predicting the nonlinear analysis response of steel 
frame structures and the comparison with other software’s 
show the reliable and valuable for application in engi-
neering design. In order to achieve its full potential as 
a tool for the practical design of steel frames, the up-
coming work required in order to take part of the 3D 
member behavior and member stability analysis with 
advance analysis. 
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 Аннотация 
Цель исследования – изучить тенденцию развития строительных норм 

по стальным конструкциям и практического подхода к проектированию сталь-
ных каркасов от ныне действующих стандартов Американского института 
стальных конструкций до расчетов по методам более высокого порядка, по-
скольку развитие теории расчета стальных конструкций заключается в перехо-
де от упруго-линейного расчета первого порядка к нелинейному расчету 
второго порядка. Методы. В работе представлено сравнение зависимостей 
нагрузки от перемещения, полученных по различным теориям расчета. Прово-
дятся расчет конкретных примеров конструкций различными методами и со-
поставление практического метода высокого порядка с программой PROKON. 
Конкретные примеры включают в себя двухэтажную однопролетную стальную 
раму и двенадцатиэтажную четырехпролетную раму. Результаты. Выпол-
нено сравнение результатов упруго-линейного расчета первого порядка, 
расчета устойчивости по упругой схеме, расчета второго порядка и нели-
нейного расчета стальных рам и показано их различие. Предложенное про-
граммное обеспечение для расчета по методам высокого порядка демон-
стрирует точность и вычислительную эффективность в определении нели-
нейного поведения стальных конструкций. 

Ключевые слова: расчет стальных рам, рамы с поперечным смещением, 
нелинейный расчет, расчет высокого порядка 
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 Аннотация 
Цель исследования – изучение изменения динамической жесткости свай-

ного фундамента от расстояния между сваями при вертикальных колебаниях 
с использованием экспериментальных данных из литературных источников и 
решения волновых моделей, описывающих вертикальные колебания тонкой 
пластины с круглыми вырезами. Методы. Для проверки достоверности реше-
ний волновых моделей, описывающих изменение динамических жесткостей 
при вертикальных колебаниях свайных фундаментов, используются данные, 
полученные в экспериментах по определению собственных частот связанных 
ростверками групп 3×3 висячих свай с различными расстояниями между ними. 
Также использованы данные, полученные при вынужденных вертикальных 
колебаниях связанных ростверками групп свай 2×2 при различных нагрузках и 
расстояниях между сваями. При обработке имеющихся амплитудно-частотных 
кривых решается обратная задача с использованием теории нелинейных коле-
баний для определения динамической жесткости. Оценивается соответствие 
между измеренными и прогнозируемыми данными при описании поведения 
свайно-грунтовой системы. Результаты. Установлено, что соотношения, учи-
тывающие взаимное влияние висячих свай в кусте, полученные в рамках ре-
шений волновых моделей и применяемые для расчета динамических жестко-
стей при вертикальных колебаниях свайных фундаментов, позволяют получать 
удовлетворительные результаты по точности. Отклонение результатов расче-
тов от данных экспериментальных исследований не превышает 15 %. 

Ключевые слова: свайный фундамент, взаимное влияние свай в группе, 
расстояние между сваями, свайно-грунтовая система, волновая модель 
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зуемых под машины с динамическими нагрузками, 
всегда актуальная проблема [1–25]. Динамика взаи-
модействия свайного фундамента с грунтом пред-
ставляет собой одну из наименее изученных задач, 
а взаимное влияние свай в группе еще более ее ус- 
ложняет. В случаях, когда расстояние между сваями 
велико, групповую жесткость можно оценить про-
стым суммированием жесткостей от одиночных свай. 
Однако сваи, находящиеся на близком расстоянии 
друг от друга, имеют значительное взаимное вли-
яние, и в результате их эффективность может сильно 
меняться. Для оценки динамического взаимодей-
ствия свай как между собой, так и с грунтом необ-
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ходимо создание теорий, описывающих процессы 
и экспериментальные исследования для проверки 
их применимости. 

Отметим, что работы по определению ампли-
тудно-частотных характеристик свайных фундамен- 
тов ведутся продолжительное время, но пока далеки 
от своего завершения. Точное теоретическое реше-
ние проблемы динамического взаимодействия сваи 
и грунта осложняется нелинейностью процесса, по-
этому используются приближенные методы. В част-
ности, можно упомянуть подходы, предложенные в 
[9–12]. Многие исследования посвящены взаимо-
действию с грунтом одной сваи при динамической 
нагрузке, но наряду с этим анализируется поведе-
ние и групп свай. Для получения оценок динами-
ческого состояния свайных сооружений в слож-
ных условиях эксплуатации широко применяются 
методы численного моделирования с использова-
нием конечных или граничных элементов [16–19]. 

В большинстве инженерных задач, взаимодей-
ствие сваи и грунта обычно хорошо описывается в 
рамках теории упругости, и, как показывают мно-
гие теоретические и экспериментальные исследо-
вания, волновые модели достаточно точно отража-
ют процесс колебаний фундаментов в грунте [1–5; 
14; 25]. Анализ реакции упругого полупростран-
ства, возбуждаемого периодической вертикальной 
силой, действующей вдоль вертикальной оси, вы-
полненный Г. Лэмбом в 1904 г. является первым ис-
следованием в этой области [26]. В настоящее время 
при определении амплитудно-частотных характери-
стик свайных фундаментов под действием динами- 
ческих нагрузок успешно используются решения, 
полученные для задач колебания бесконечной пла-
стины с круглым вырезом [14]. Однако практиче-
ский интерес представляют обобщения этого ре-
зультата на случаи, когда вырезов больше одного. 
Для определения связей между перемещениями и 
реакциями на боковой поверхности погруженных 
твердых тел, расположенных либо в ряд, либо в 
кусте, в [16; 27; 28] предложено решение задачи о 
вертикальных колебаниях пластины с нескольки-
ми круглыми вырезами и получены формулы для 
определения жесткостных и демпфирующих харак-
теристик системы (см. схему на рис. 1). Но остает-
ся открытым вопрос о достоверности и точности 
полученных результатов.  

В связи с этим настоящая работа посвящена ис-
следованию изменений динамических жесткостей 
при вертикальных колебаниях свайных фундамен-
тов с учетом расстояния между висячими сваями  
с использованием теоретических оценок, получен- 
ных в [27; 28], и их сопоставлению с эксперименталь- 
ными данными из литературных источников [7–9; 

29; 30]. За основу взяты результаты серии экспе-
риментов на полигоне с группами висячих свай 33, 
связанных ростверком, по определению собствен-
ных частот фундаментов (s/d = m = 2,3,5; d – диа-
метр сваи, s – расстояние между центральными ося-
ми соседних свай), проведенных и описанных нами 
в [29; 30]. Наряду с этим использовались результа-
ты экспериментов на принудительную вертикальную 
вибрацию групп свай 22, объединенных роствер-
ком, при s/d = 2,3,4, полученные в полевых усло-
виях при различных нагрузках [8; 9].  

Методика исследований 
Оценивалось соответствие между измеренными 

и прогнозируемыми данными при описании нелиней- 
ного поведения свайно-грунтовой системы. Для опре- 
деления динамической жесткости и затухания ре-
шалась обратная задача с использованием теории 
нелинейных колебаний при обработке имеющихся 
в [7; 8] амплитудно-частотных кривых.  

 

 
а 

 
б 

Рис. 1. Схема расположения вырезов 
в колеблющейся тонкой пластине: 
а – двух соседних; б – по схеме 3×3 

[Figure 1. The arrangement of cuts in a wavering thin plate: 
а – two neighboring; б – according to the 3×3 scheme] 

 
В работе [14] при рассмотрении депланацион- 

ных осесимметричных колебаний бесконечно тонко-
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го слоя с одним круглым вырезом, имеющим ра-
диус r0, описываемых уравнением движения упру-
гой среды при отсутствии объемных сил в цилин-
дрической системе координат ),( tr  в виде  

2

2

μ
ρ

w w
r

r r r t
  
  

  

с граничным условием на контуре 
ω

0 0( , ) i tw r t w e  

определено, что реакция слоя грунта единичной тол- 
щины, приложенная к боковой поверхности сваи, 
описывается как 

ω ω
0 0 0 0 1,0 2,0( ) μ ( )i t i t

w w wS a w e w e S iS  , 

где действительную Sw1,0 и мнимую Sw2,0 безразмер-
ные части Sw0 можно представить в виде 

0 0 1 0 0 0 1 0
1,0 0 0 2 2

0 0 0 0

( ) ( ) ( ) ( )( ) 2π
( ) ( )w

J a J a Y a Y aS a a
J a Y a





,  

2,0 0 2 2
0 0 0 0

4( )
( ) ( )wS a

J a Y a



.                                      (1) 

Здесь ,n nJ Y  – функции Бесселя первого и вто-
рого рода; ( , )w w r t  – перемещение вдоль оси z; 
ρ – плотность; 0w  – амплитуда колебаний; ω  – 
угловая частота колебаний; μ  – коэффициент Ламе, 

эквивалентный модулю сдвига G, 0 0ω / μ/ρa r  – 
безразмерная частота. 

В работе [16] рассмотрены депланационные 
колебания слоя с несколькими круглыми вырезами 
в ряд, имеющими радиусы r0, центры которых рас-
положены на расстоянии 02s r m  или m диамет-
ров друг от друга, 1m   (см. схему на рис. 1, а), а 
также для внутреннего из вырезов, упорядоченных 
по схеме, представленной на рис. 1, б, для которого 
реакция слоя грунта единичной толщины, примы-
кающего к боковой поверхности сваи, согласно 
[27] записывается как 

ω ω
1 0 0 0 0 1,1 2,1( , ) μ ( ),i t i t

w w wS a ma w e w e S iS           (2) 

где 1,1 2,1,w wS S  – действительные и мнимые без-

размерные части 1wS  можно представить в виде 

1,1 0 0 1,0 1 0 0
3( , ) ( , ),
2w w w corS a ma S S a ma   

2,1 0 0 2,0 2 0 0
3( , ) ( , ),
2w w w corS a ma S S a ma   

1 0 0

0 0 1 0 0 0 1 0
0 2 2

0 0 0 0

( , )
( ) ( ) ( ) ( )π ,

( ) ( )

w corS a ma
J a J ma Y a Y maa C

J a Y a







 

2 0 0

0 0 1 0 0 0 1 0
0 2 2

0 0 0 0

( , )
( ) ( ) ( ) ( )π ,

( ) ( )

w corS a ma
Y a J ma J a Y maa C

J a Y a







 

 
 

 
 

2
2 1 0 2 2 0 2 0

1 2 1 0 2 2 0 2 0

2
2 1 0 2 2 0 2 0

1 2 1 0 2 2 0 2 0

( ) ( ) ( )

( ) ( ) ( )
,

( ) ( ) ( )

( ) ( ) ( )

n n n

n n n n

n n n

n n n n

J a Y a Y a

Y a Y a Y a
C

J a Y ma Y ma

Y a Y ma Y ma

 

  

 

  

 

 


 

 




 

здесь в отличие от (1) появились дополнительные 
члены, учитывающие влияние соседних вырезов.  

В работе [28] были получены выражения, 
описывающие реакцию слоя грунта граничного 
(не углового) выреза (см. схему на рис. 1, б) 

ω ω
2 0 0 0 0 1,2 2,2( , ) μ ( ),i t i t

w w wS a ma w e w e S iS   

1,2 0 0 1,0 0 1 0 0

2,2 0 0 2,0 0 2 0 0

5( , ) ( ) ( , ),
4
5( , ) ( ) ( , )
4

w w w cor

w w w cor

S a ma S a S a ma

S a ma S a S a ma

 

 
 

и углового выреза 

ω ω
3 0 0 0 0 1,3 2,3( , ) μ ( ),i t i t

w w wS a ma w e w e S iS   

1,3 0 0 1,0 0 1 0 0

2,3 0 0 2,0 0 2 0 0

7( , ) ( ) ( , ),
8
7( , ) ( ) ( , ).
8

w w w cor

w w w cor

S a ma S a S a ma

S a ma S a S a ma

 

 
 

Таким образом, динамические жесткости wjS  
(j = 1, 2, 3) описываются комплексными функция-
ми, зависящими от частоты колебаний ω , раз-
меров выреза 0r , а также плотности ρ  и модуля 
сдвига среды μ . Реакции опережают соответ-
ствующие перемещения на временные интервалы 

j , которые определяются из соотношений 

2, 1,arctan( / )j w j w jS S  . Параметры, характери-
зующие амплитуду перемещений, можно оценить 
из соотношений 2 2 0,5

1, 2,( )j w j w jA S S  . 
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2 4 6

0,6

0,8

1,0

S w1
j /S

w1
0

m=s/d  
Рис. 2. Изменение относительной жесткости  

при a0 = 0,05 (штриховые кривые) и a0 = 0,35 (сплошные кривые) 
от расстояния между сваями и их положения в кусте 

 (j = 1),  (j = 2),  (j = 3) 
[Figure 2. Variation of the relative stiffness  

at a0 = 0,05 (dashed curves) and a0 = 0,35 (solid curves) from 
the distance between the piles and their position in a group 

 (j = 1),  (j = 2),  (j = 3)] 
 
Рис. 2 иллюстрирует изменение относительной 

динамической жесткости 1, 1,0/ , 1, 2,3w j wS S j   при 

0 0,05; 0,35a   в зависимости от расстояния меж-
ду сваями и их положения в кусте согласно схеме 
на рис. 1, б. Из представленных результатов сле-
дует, что при сокращении расстояния между сва-
ями жесткость может уменьшаться до 40 %. 

Для проверки представленных теоретических 
оценок динамического взаимодействия системы 
«свая – грунт – свая» использованы результаты серии 
полевых экспериментов со связанными ростверками 
группами висячих свай 33 (схемы на рис. 3 и 1, б) 
по определению собственных частот фундаментов, 
опубликованные в [29; 30]. Все три опытных фун-
дамента были выполнены в виде монолитного же-
лезобетонного ростверка с габаритными размера-
ми 1,0×1,0×0,2 м, опирающегося на девять жестко 
закрепленных свай диаметром d = 76 мм (r0 = d/2) 
с рабочей длиной 1,4 м, изготовленных из метал-
лических труб с толщиной стенки 3,5 мм. Рассто-
яние между осями свай равнялось 2d, 3d и 5d. Масса 
M каждого из фундаментов составляла 690 кг. Ро-
стверк с грунтом не соприкасался. Величина заглуб- 
ления сваи в грунт h = 1,25 м. Импульсное нагру-
жение производилось стальным грузом, имеющим 
форму параллелепипеда массой 6 кг, который сво-
бодно падал на поверхность каждого испытуемого 
фундамента с высоты 0,5 м. 

Грунт опытного полигона до глубины 9,3 м со-
стоял из лессовидной маловлажной супеси с плотно-
стью ρ  = 1,7 т/м3 и модулем деформации Е = 14 МПа, 
подстилаемой полутвердыми суглинками. Грунтовые 

воды на площадке отсутствовали. Значение скоро-
сти поперечных волн для грунта опытного полигона 
было экспериментально определено как sV = 146 м/с.  

Результаты исследований [29; 30] на опытном 
полигоне по определению собственных частот фун-
даментов представлены на рис. 4 и в табл. 1. 

 

 
Рис. 3. Схема экспериментальных исследований 

опытных фундаментов 
[Figure 3. Scheme of testing foundations experimental researches] 
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m=s/d  
Рис. 4. Собственные частоты свайных фундаментов 33 

при различных s/d: 
 – эксперимент;  – среднее значение 

[Figure 4. Natural frequencies of the pile foundations 33 
at different s/d: 

 – experiment;  – average value] 
 

Таблица 1 
Измеренные частоты 

[Table 1. Measured frequencies] 

Расстояние между сваями 
[Distance between piles] 

Измеренная частота fz, Гц
(среднее значение) 

[Measured frequency fz, Hz
(average value)] 

2d 82,90 
3d 91,36 
5d 101,05 
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Собственные частоты λz  при вертикальных 

колебаниях фундаментов и жесткости zK  при 
наличии демпфирования связаны соотношениями 

2λ 2π , λ ,z z z z zf K M K M    

где M  – масса всей конструкции. 

Жесткости групп свай при различных величи-
нах s были определены с использованием резуль-
татов измерений, представленных в табл. 1, и фор- 
мулы 

2( ) [2π ( )]g
z zK m f m M .                                         (3) 

Согласно [2; 27], с использованием соотно-
шения (2) для определения реакции слоя грунта 
толщиной h, примыкающего к боковой поверхно-
сти свай, получены теоретические оценки жестко-
сти по боковой поверхности групп свай:  

1 0 0( ) μ ( , )g g
z wK m hS a ma ,                                      (4) 

откуда следует, что значение коэффициента жест-
кости свай в кусте g

wS 1  связано с безразмерной 
частотой колебаний 0a  и расположением свай в 
ростверке. Для рассматриваемых фундаментов из 
33 свай h = 1,25 м и g

wS 1  определяется согласно 
схеме на рис. 1, б по формуле  

1 0 0 1,1 0 0

1,2 0 0 1,3 0 0

( , ) ( , )
 4 ( , ) 4 ( , ),

g
w w

w w

S a ma S a ma
S a ma S a ma

 

 
 

где 0 0ω / μ/ρa r , ω 2π zf , 2μ ρsV  – модуль 
сдвига; sV  – скорость поперечных волн в грунте.  

В рассматриваемых случаях безразмерная ча-
стота колебаний 0a  изменяется в диапазоне от 
0,13 до 0,17. При оценке изменения жесткости 
системы от расстояния между сваями использова-
лось 0 0,15a  .  

Результаты, полученные при проведении инже-
нерных расчетов с использованием формул (3), (4) 
представлены на рис. 5. Расчетная кривая и точки, 
соответствующие результатам измерений, иллюстри- 
руют изменение жесткостей относительно значе-
ния при s/d = 5. Величины, полученные с исполь-
зованием формулы (4), имеют максимальное раз-
личие с опытными данными, не превышающее 14 %. 
Представленный результат подтверждает, что рас-
четы в рамках используемых приближений позво-
ляют получить удовлетворительное совпадение с 
экспериментальными данными.  

2 4
0,0

0,5

1,0

Kg z(m
) /

Kg z(5
)

m=s/d
 

Рис. 5. Изменение жесткости системы от расстояния между сваями: 
сплошная линия – результаты расчетов;  – эксперимент 
[Figure 5. Changing in system stiffness depending on 

distance between piles: 
solid line – result of calculation;  –experiment] 

 
Таблица 2 

Резонансные частоты fres и амплитуды Ares  
[Table 2. Resonant frequencies fres and amplitudes Ares] 

mere, 
кгм 

[kgm]

s/d = 2 s/d = 3 s/d = 4 
Ares, 

мм [mm]
fres, 

Гц [Hz]
Ares, 

мм [mm] 
fres,  

Гц [Hz] 
Ares, 

мм [mm]
fres, 

Гц [Hz]
0,0187 0,0358 29,61 0,0317 35,45 0,0262 38,21 
0,0278 0,0510 29,22 0,0422 34,41 0,0381 36,71 
0,0366 0,0633 28,95 0,0589 33,35 0,0501 35,18 
0,0450 0,0832 28,46 0,0707 32,73 0,0619 33,50 

 
В качестве дополнительной проверки соотно- 

шений для получения теоретических оценок ис-
пользованы результаты динамических испытаний 
в полевых условиях по определению резонансных 
частот и амплитуд фундаментов при различных уров- 
нях вертикального гармонического возбуждения с 
ростверками для групп висячих свай 22 [7–9; 31]. 
Все опытные фундаменты были выполнены в виде 
монолитного железобетонного ростверка с габарит-
ными размерами 0,57×0,57×0,25 м, опирающегося 
на четыре жестко закрепленные бетонные сваи. Диа- 
метр свай d = 100 мм, расстояние между осями свай s 
равнялось 2d, 3d и 4d. Ростверки с грунтом не со-
прикасались. Величина заглубления свай в грунт 
h = 1,5 м. Испытания проводились при различных 
эксцентрических моментах 0,0187; 0,0278; e em r 

0,0366 и 0,0450 кгм, где em  – масса эксцентрич-
ной вращающейся части в генераторе, а er  – экс-
центриситеты массы. Методология вибрационных 
испытаний описана в [8]. Масса каждого из фун-
даментов 0 1200M   кг, включая массу вращаю-
щейся части. Для грунта опытного полигона опре-
делены значения модуля сдвига μ  от 14106 до 
26106 Н/м2 и скорости поперечных волн sV  в диа-
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пазоне 95–150 м/с, которые зависят от глубины [9]. 
Результаты определения резонансных частот resf  
и амплитуд resA  представлены в табл. 2. 

При экспериментальных исследованиях часто 
приходится решать обратные задачи теории коле-
баний [31]. Сначала по измеренным амплитудно-
частотным кривым определяются эффективная мас-
са, жесткость и демпфирование свайно-грунтовой 
системы. Затем, с использованием найденных зна-
чений параметров, в рамках теории колебаний вы-
числяются амплитудно-частотные кривые и резуль-
таты сравниваются с результатами испытаний.  

Рассмотрим воздействие на фундамент гармо-
нически меняющейся силы с амплитудой, пропор-
циональной квадрату частоты ω : 

2 eez mrP , 

тогда уравнение движения для рассматриваемой 
системы можно записать следующим образом: 

2ω sin ωz z e eMz K z K z m r t    . 

Здесь M – эффективная масса, которая включает 
M0 и массу присоединенного грунта, колеблющегося 
вместе с фундаментом; Kz – жесткость;  – модуль 
затухания. Решение этого уравнения записывается 
в виде 

)sin(  tAz ,  

2
ω /tg(δ) ,
/ ω

z

z

K M
K M


 


 

где амплитуда A описывается формулой 
2

2 2 2

ω .
( / ω ) ( ω / )

e e

z z

m rA
M K M K M


  

     (5) 

Из (5) следует, что амплитуда зависит от ча-
стоты вынуждающей силы. При режиме колеба-
ний на больших частотах, когда коэффициент ди-
намичности близок к единице, амплитуда колеба-
ний будет равна MrmA ee / . До выхода си-
стемы в режим колебаний на больших частотах 
возможно возникновение резонанса с амплитудой  

2( / )(1 / 4 )
res

z z

AA
K M K M


 

                  (6) 

при частоте  

2
/ω

1 / 2
z

res
z

K M
K M




, 2 / 2zK M  .           (7) 

Соотношения (6), (7) позволяют оценить зна-
чения   и MKz / , если при проведении измере-
ний на каком-либо объекте были определены ве-
личины resA  и resf  ( resres f 2 ): 

 22 /1/ resresz AAMK  ,  

 

 

2
1

2

2 2 1 /
ω

1 /

res
res

res

A A

A A





 
 


. 

На рис. 6, а представлены экспериментальные 
частотные кривые для группы свай при 4s d  для 
различных значений e em r  [8]. 

При известных e em r , согласно [28], эффектив-
ную массу M можно оценить, используя экспери-
ментальные значения для A  –  ArmM ee / ,  
а затем уточнить при последующих расчетах. По-
лученная таким образом величина M составляет 
3200 кг, что намного больше массы конструкции 

0 1200M   кг.  
Используя данные из табл. 2 с резонансными 

частотами resf  и амплитудами resA ( 4s d ), опре-

деляются значения MK g
z /  для группы свай при раз-

личных значениях s. Результаты расчетов MK g
z / и 

  представлены в табл. 3. Нелинейные амплитудно-
частотные кривые, рассчитанные с определенными 
M, MK g

z / и  , изображены на рис. 6, а. В каче-
стве дополнительной проверки выполнены расчеты 
для 2s d  при том же значении 3200M   кг и 
соответствующих этому варианту величинах MK g

z /
и   (рис. 6, б). Приведенные данные иллюстри-
руют, что теоретические результаты удовлетвори-
тельно согласуются с данными измерений, имею-
щимися в доступных литературных источниках.  

 
Таблица 3 

Результаты расчетов /g
zK M  и   

[Results of calculations of /g
zK M  and  ] 

mere, 
кгм 

[kgm]

s/d = 2 s/d = 3 s/d = 4 

/g
zK M , 
1/c2 

[1/s2] 

 , 
c [s] /g

zK M , 
1/c2 

[1/s2] 

 ,  
c [s] /g

zK M , 
1/c2 

[1/s2] 

 , 
c [s] 

0,0187 3,41104 0,8910–3 4,88104 0,8410–3 5,62104 0,9510–3

0,0278 3,32104 0,9410–3 4,57104 0,9710–3 5,18104 1,0010–3

0,0366 3,25104 1,0110–3 4,31104 0,9410–3 4,71104 1,0510–3

0,0450 3,15104 0,9610–3 4,14104 0,9810–3 5,31104 1,1010–3
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Рис. 6. Экспериментальные и расчетные частотные кривые  
группы свай 22 при s = 4d (а), s = 2d (б), для различных  

значений reme = 0,0187 ( ), 0,0278 (), 0,0366 ( ),  
0,0450 ( ), кгм [7; 8] (кривые – результаты расчетов) 

[Figure 6. Experimental and calculated frequency curves of 
the pile group 22 at s = 4d (а), s = 2d (б), for different  

values reme = 0,0187 ( ), 0,0278 (), 0,0366 ( ),  
0,0450 ( ), kgm [7; 8] (curves – results of calculations)] 
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Рис. 7. Изменение относительной жесткости группы свай 22 
от расстояния между сваями в кусте: эксперимент  

при различных значениях reme = 0,0187 ( ), 0,0278 (),  
0,0366 ( ), 0,0450 ( ), кгм [8], кривые – результаты расчетов 

[Figure 7. Variation the relative stiffness of a group piles 22 
from the distance between the piles in the group: the experiment 

at different values reme = 0,0187 ( ), 0,0278 (), 0,0366 ( ),  
0,0450 ( ), kgm [8], (curves – results of calculations] 

Значения MK g
z /  для группы свай позволяют 

оценить собственные частоты λ z  при вертикальных 
колебаниях фундаментов и наличии демпфирования – 
λz zK M . Из представленных в табл. 3 ре-
зультатов следует уменьшение собственных частот 
при увеличении интенсивности возбуждения, что 
согласуется с выводами из [31] о нелинейном по-
ведении рассматриваемой системы «сваи – грунт». 
Модуль затухания изменяется слабо, и его средняя 
величина оценивается как 0,9710–3 с. Сравнение 
с экспериментом подтверждает, что аналитические 
методы позволяют описывать основные особенно-
сти амплитудно-частотного поведения групп свай 
при малых вертикальных вибрационных воздействи-
ях. В рассмотренных случаях эффективная масса и 
демпфирование сохраняют свои величины при уве-
личении интенсивности возбуждения. Изменение, 
определяемой по результатам экспериментов ди-
намической жесткости относительно максималь-
ного значения при s/d = 4, представлено на рис. 7. 

Согласно [2], теоретическая оценка жесткости 
по боковой поверхности группы свай получена с 
использованием соотношения 

1,3 0 0( ) 4μ ( , )g
zK m hS a ma , 

где h – величина заглубления свай в грунт.  
Определено, что в рассматриваемых случаях 

при имеющихся значениях радиуса сваи, скорости 
поперечных волн и определенных резонансных ча-
стотах возможные значения безразмерной частоты 
колебаний 0 0ω / sa r V , ω 2π rezf  изменяются в 
диапазоне от 0,06 до 0,1. При оценке изменения 
жесткости системы от расстояния между сваями ис- 
пользовалось 0a = 0,08. Близко расположенные кри-
вые на рис. 7 иллюстрируют изменение рассчитан-
ных жесткостей относительно максимального зна-
чения при 4s d   для различных e em r .  

Из сравнения теоретической оценки с экспе-
риментами следует, что рассматриваемый анали-
тический метод позволяет прогнозировать основ-
ные особенности динамического взаимодействия 
между сваями в группе. Максимальное отличие меж-
ду экспериментальными результатами и теорети-
ческими оценками, которые уменьшают эффект вза-
имодействия, при 2s d   составляет около 15 %, 
а при величине параметра 3s d   результаты раз-
личаются не более чем на 5 %. Вместе с тем необ-
ходимо отметить, что нами не учитывается взаи-
модействие под концом свай, которое является су-
щественным. Однако в результате можно сделать 
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вывод об удовлетворительном совпадении, хотя оче- 
видно, что разработка теоретических оценок взаи-
модействия группы свай между собой и грунтом тре- 
бует дальнейшего совершенствования с привлече-
нием экспериментальных данных, полученных при 
испытаниях полноразмерных свайных фундаментов 
в полевых условиях. 

Заключение 
Проведено сравнение теоретических результа-

тов с данными экспериментов по количественной 
оценке взаимодействия связанных ростверком вися-
чих свай при вертикальных колебаниях. Использо-
вались полученные ранее аналитические выражения 
для расчетов динамической жесткости свай в группе 
в зависимости от их расположения и расстояния 
между ними. По результатам проведенных иссле-
дований установлено, что соотношения, получен-
ные в рамках волновых моделей, учитывающих 
взаимное влияние свай в кусте, применяемые для 
расчета динамических жесткостей при вертикаль-
ных колебаниях свайных фундаментов, позволяют 
получать удовлетворительные результаты по точ-
ности, что подтверждается их сравнением с дан-
ными экспериментальных исследований. 
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 Abstract 
The aim of the work – to research changes in the dynamic stiffness of pile foun-

dations from the distance between the piles during vertical vibrations using experi-
mental data from literature sources and solving wave models describing the vertical 
vibrations of a thin plate with round cuts. Methods. To verify the reliability of solutions 
of wave models describing changes in dynamic stiffness during vertical vibrations of 
pile foundations, it is used data obtained in experiments to determine the eigenfrequen-
cies of 3×3 groups of friction piles with different distances between them. Also the data 
obtained from forced vertical oscillations of 2×2 groups of friction piles connected by 
pile-caps at different loads and distances between piles was used. In the processing of 
available amplitude-frequency curves for determining the dynamic stiffness the inverse 
problem is solved using the theory of nonlinear oscillations. The correspondence be-
tween the measured and predicted data is evaluated, when describing the behavior of 
the pile-ground system. Results. It is established that the relations that take into account 
the mutual influence of piles in the group, obtained in the framework of wave models 
solutions and used for calculating dynamic stiffness in vertical vibrations of pile foun-
dations, allow us to obtain satisfactory results in accuracy. The deviation of the calcula-
tion results from the experimental data does not exceed 15%. 

Keywords: pile foundation, mutual influence of piles in a group, distance 
between piles, pile-ground system, wave model 
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 Аннотация 
Актуальность. Односвязные и многосвязные пластинчатые системы часто 

используют в строительстве, авиастроении, кораблестроении, машиностроении, 
приборостроении. Вследствие этого исследование устойчивости геометрически 
нелинейных пространственных пластинчатых систем является актуальной темой 
как при действии статических, так и динамических нагрузок. Но, несмотря на 
значительные достижения в этой области, имеется еще много нерешенных про-
блем. Так, запросы вышеуказанных областей применения тонкостенных про-
странственных систем требуют дальнейшего исследования статической и дина-
мической устойчивости. Цель – разработка метода расчета на устойчивость гео-
метрически нелинейных пластинчатых систем типа призматических оболочек 
под действием динамических сжимающих нагрузок. Методы. Рассматривается 
пластинчатая система, на которую в продольном направлении действуют дина-
мические сжимающие нагрузки. Учитываются гипотезы Кирхгофа – Лява. Гео-
метрическая нелинейность вводится через соотношения между деформациями и 
перемещениями. Диаграмма деформирования материала – линейная. Перемеще-
ние точек в нормальном направлении к срединной плоскости пластин определя-
ется в виде разложения по Власову. Для решения задачи используются энергети-
ческий метод и вариационный метод Власова. Экстремальное значение полной 
энергии определяется с использованием уравнений Эйлера – Лагранжа. В резуль-
тате получена система основных нелинейных дифференциальных уравнений для 
исследования потери устойчивости пластинчатой системы под действием дина-
мических сжимающих нагрузок. Результаты. Разработанный метод применяет-
ся для расчета на устойчивость геометрически нелинейной призматической обо-
лочки с замкнутым контуром поперечного сечения при центральном сжатии под 
действием динамической нагрузки. Края оболочки опираются на диафрагмы. Ис-
следуется потеря устойчивости призматической оболочки в продольном направ-
лении по одной и двум полуволнам синусоиды. Численное интегрирование не-
линейных дифференциальных уравнений выполняется методом Рунге – Кутта. 
По результатам расчетов построены графики зависимости относительной величи-
ны прогиба от динамического коэффициента. Рассмотрено влияние скорости из-
менения сжимающего напряжения, начального несовершенства оболочки и дру-
гих параметров на критерий динамической устойчивости пластинчатой системы. 

Ключевые слова: динамическая устойчивость, геометрическая нелиней-
ность, пластинчатая система, призматическая оболочка, вариационный ме-
тод Власова 
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Введение 
Для расчета на устойчивость пластин и оболо-

чек используются различные аналитические, чис-
ленно-аналитические и численные методы. К чис-
ленным методам расчета относится метод конеч-
ных элементов (МКЭ), который совершенно не-
пригоден для ручного счета. Вариационный метод 
В.З. Власова [1; 2] относится ко второму виду ме-
тодов расчета, где в отличие от МКЭ конечные урав- 
нения можно реализовать в замкнутом виде. Данный 
метод эффективно применяется для расчета пластин 
и оболочек на прочность как при статических, так 
и при динамических воздействиях [1]. Также он при- 
меняется и при исследованиях на устойчивость [1; 
3], доказывающих, что метод В.З. Власова доста-
точно эффективен для изучения физически и гео-
метрически нелинейных пластинчатых систем.  

Тема, связанная с исследованием устойчивости 
пространственных пластинчатых систем, является 
одной из важнейших проблем механики деформи-
руемого твердого тела. При движении таких систем 
в жидкости или воздушной среде (например, при воз-
действии ветровой нагрузки) может возникать ди-
намическая потеря устойчивости [5; 6]. В настоя-
щее время в области расчетов на устойчивость тон-
костенных конструкций имеется достаточно боль-
шое число публикаций [6–15]. Анализируя ука-
занные статьи, можно сделать общие выводы. Та-
кого вида работы были выполнены ранее А.С. Воль-
миром [5; 6] и П.А. Лукашем [13] только без при-
менения метода МКЭ. Данная работа отличается от 
статей [14; 15] тем, что здесь не определяется верхняя 
и нижняя критические силы и не решается стати-
ческая задача. Критическое значение динамической 
силы определяется из условия бурного выпучива-
ния. Вычисляется отношение динамической нагруз-
ки к статической критической нагрузке. 

1. Разработка математической модели 
В отличие от работ [3; 4] настоящая статья по-

священа исследованию устойчивости пластинчатых 
систем (типа призматических оболочек) под дей-
ствием динамической нагрузки P(t) с учетом гео-
метрической нелинейности (рис. 1). 

Через u = u(x, s, t); v = v(x, s, t); w = w(x, s, t)  
(t – время) обозначим перемещения точки М сре-
динной поверхности оболочки в направлении коор-
динатных осей x, s, z (рис. 1). Геометрическую нели-
нейность вводим через известные соотношения [1]: 

0 1 0 1ε χ ;ε χ ;x x x x s s s se e z e e z        

0 1ε 2 χ ,xs xs xs xse e z                                               (1) 

где 

 

 

 
 

Рис. 1. Общая схема многосвязной пластинчатой системы 
[Figure 1. The general diagram of a multi-connected plate system] 

 
Определим полную энергию L системы: 

L = П + К,                                                                (2) 

состоящей из потенциальной П и кинетической К 
энергий: 
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Внутренние усилия (изгибающие моменты Мх, 

Мs, действующие соответственно в продольном х 
и поперечном s направлениях, крутящие моменты 
Мхs, нормальные Nx, Ns и сдвигающие Nxs силы) 
определяются по следующим формулам [1]: 

2
1

2
1

( );
1 ;
2

( );
1v ;
2

x xx ss

x x x

s ss xx

s s s

M D w w

N К u w

M D w w

N К w





  

   
 

  

   
 

 

(1 ) ;   xs sx xsM M D w      

δ( v ),xs s x x sN G u w w                                          (4) 

где в формулах (3) и (4) индексы при перемеще-
ниях u, v, w обозначают частные производные по 
переменным x, s, t: 
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Здесь Е, G – модули упругости первого и вто-
рого рода; δ – толщина пластин оболочки. 

Все перемещения запишем в виде ряда [1; 2]: 
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( 1 2 1 2 ),i , , ... , m; k, d , , ... , n                                      (5) 

где Ui(t), Vk(t), Wd(t) – обобщенные перемещения, 
которые зависят только от времени и определяют-
ся из решения задачи; φi(x,s), ψk(x,s), fd(x,s) – функ-
ции распределения, которые задаются заранее [1; 3]. 

Число обобщенных перемещений можно сокра-
тить, используя условия совместности деформаций 
в узловых точках контура поперечного сечения обо-
лочки, и при d = k [1]  

Wd(t) = Vk(t).                                                             (6) 

С учетом соотношения (6) определим минимум 
функционала (2) [1]: 
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В развернутой форме уравнения (7) принима-
ют следующий вид:  
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где   – отношение модуля 
упругости Е к модулю сдвига G, ; 
величина а* – длина контура поперечного сечения 
оболочки, на который действует динамическая на- 
грузка P(t); нагрузка Qk позволяет учитывать на- 
чальное несовершенство оболочки. 

В системе уравнений (8) в функциях , , 

,  индексы после запятой указывают на диф- 
ференцирование по времени t. 

Коэффициенты уравнений (8) имеют вид [1; 3]: 

, ,

, ,

, ,

φ φ δ ;       

φ φ δ ;

φ ψ δ ;      

ji j x i x
x s

ji j s i s
x s

jk j s k x
x s

a dsdx

b dsdx

c dsdx







 

 

 
  

, ,

, ,

, ,

, ,

ψ φ δ ;    

;     

 ψ ψ δ ;    

( ψ ψ δ) ;    

hi h x i s
x s

hk h xx k xx
x s

hk h x k x
x s

hk h xx k xx k h
x s

c dsdx

e Jf f dsdx

r dsdx

d Jf f dsdx







 

 

 

 

 
 

*
, , ;    hk h xx k xx

x s

e f f dsdx  
 

, , ;    hk h ss k ss
x s

n f f dsdx    

3δ .
12

J                                                                      (9)

 В выражениях (9)   
… . 

Правые части Фj и Фh уравнений (8) имеют 
следующий вид: 

 

1 , , , , ,

2
1 , , , , , ,

, , , , , , ,

Ф γ φ δ φ δ ; 

3Ф γ [ φ δ φ δ ]
2

[ φ ψ  

j k k x k k xx j k k x k k x j s
k k k ks s

h i i xx k k x h i i x k k xx h k k x k k xx h
i k i k ks s s

i i xs k k x k k xx k k s k k x k k s k k x
i k k k ks

V f V f ds V f V f ds

U V f f ds U V f f ds V f V f f

U V f V V f V f V f V f

  

    

  

    

      

     2
, ,( ) ] δs k k xx k k s h

k k k k
V f V f f ds    

 

, , , ,( )ψ δ .k k xx k k s k k x k k xs h
k k k ks

V f V f V f V f ds                                                                                            (10) 
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Получена общая система (m + n) дифференци-
альных уравнений (8). Данные уравнения пригодны 
для исследования устойчивости призматических обо- 
лочек под действием динамических нагрузок P(t), 
которые могут изменятся по различным законам [6]. 
А.С. Вольмир в работе [6] отмечает: «Говоря о не- 
прерывном увеличении нагрузки, мы имеем при этом 
в виду, что важный для нас процесс прощелкива-
ния оболочки происходит на восходящем участке 
диаграммы нагружения; дальнейшим поведением 
конструкции мы не интересуемся». Решающее вли-
яние на бурное выпучивание оболочки оказывает 
скорость возрастания нагрузки. Далее это будет про- 
демонстрировано на примере расчета призматиче-
ской системы.

 

2. Алгоритм решения задачи 
Уравнения (8) для решения конкретной зада-

чи можно реализовать двумя способами. 
Первый способ заключается в непосредствен-

ном интегрировании по времени нелинейных диф-
ференциальных уравнений при заданной нагрузке 
P(t), изменяющейся во времени. При достижении 
критического значения времени t колебательный про- 
цесс нарушается, происходит резкое увеличение 
амплитуды колебаний, что соответствует бурному 
выпучиванию оболочки. Далее определяется соот-
ветствующее значение динамической нагрузки по 
формуле, которая задана для P(t). 

Второй способ заключается в использовании 
новой переменной t* [6], которая связана с времен-
ной сжимающей нагрузкой P(t) и Эйлеровой кри-
тической нагрузкой Pкр следующей зависимостью 
t* = P(t)/Pкр. А.С. Вольмир [6] отмечает: «Под ве-
личиной KД понимается отношение динамической 
“критической” нагрузки к верхней статической кри-
тической нагрузке, вычисленной для идеальной 
оболочки или пластинки с теми же параметрами». 
Далее по преобразованным уравнениям строятся 
графики зависимости прогиба от t*.  

Для численного интегрирования дифференци-
альных уравнений используем метод Рунге – Кут-
та по программе, составленной на языке Фортран. 

3. Пример расчета 
Применим второй способ решения по получен- 

ным уравнениям (8) для исследования динамиче-
ской устойчивости односвязной призматической 
оболочки при центральном сжатии (рис. 2) [1]. Обо- 
лочка опирается торцами на диафрагмы, которые 
считаются абсолютно жесткими в своей плоскости 
и абсолютно гибкими из плоскости. 

Приняты следующие геометрические парамет- 
ры замкнутой призматической оболочки: а = 2,4 м;  

b = 1,6 м; δ = 0,1 м; l = 31,4 м. Коэффициент 
Пуассона материала оболочки ν = 0,2; объемный вес 
материала ρ = 20 кН/м3. 

Положим, что динамическая нагрузка изменя- 
ется по линейному закону: 

,)( *  atktP                                                    (11) 

где k – величина, которая характеризует скорость 
изменения сжимающего напряжения; а* – периметр 
контура поперечного сечения. 
 

 
 

Рис. 2. Односвязная призматическая оболочка: 
а – схема оболочки под действием динамической нагрузки; 

б – поперечное сечение оболочки 
[Figure 2. The single-connected prismatic shell: 

a – the diagram of shell under the action of dynamic load; 
б – the cross section of shell] 

 
Для данной замкнутой оболочки при потере 

устойчивости от центрального сжатия по кру-
тильной форме перемещения можно представить в 
виде [1] 

1 1

1 1 2 2

( , , ) ( ) φ ( , );
( , , ) ( ) ψ ( , ) ( ) ψ ( , );

u x s t U t x s
v x s t V t x s V t x s


    

1 1 2 2( , , ) ( ) ( , ) ( ) ( , ),w x s t W t f x s W t f x s             (12) 

где U1(t), V1(t), V2(t), W1(t), W2(t) – обобщенные 
перемещения в направлении осей x, s, z; φ1(x,s), 
ψ1(x,s), ψ2(x,s), f1(x,s), f2(x,s) – координатные функ- 
ции, которые задаются при крутильной форме потери 
устойчивости в поперечном направлении (рис. 2, a, б). 

Для данной оболочки в случае потери устойчи- 
вости по синусоиде в направлении оси х коорди- 
натные функции можно записать следующим об-
разом: 

1 1 1 1

2 2 1 1

φ ( , ) φ ( ) сos λ ; ψ ( , ) ψ ( ) sin λ ;
ψ ( , ) ψ ( ) sin λ ; ( , ) ( ) sin λ ;

x s s x x s s x
x s s x f x s f s x

 
 

  

2 2( , ) ( ) sin λ ,f x s f s x                                         (13) 

где λ = m1π/l, l – длина оболочки; m1 – число полу-
волн. 
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Функции распределения φ1(s), ψ1(s), ψ2(s), f1(s), 
f2(s), зависящие от переменной s (рис. 2, б), пред-
ставлены в работе [1]. Обход замкнутого контура 
ведется начиная с левого верхнего угла (рис. 2, б). 
Используя данные функции по формулам (9) с уче-
том (13) определяем коэффициенты уравнения (8).  

Дифференциальные уравнения устойчивости (8) 
для данной призматической оболочки под действи-
ем динамической нагрузки принимают вид
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 21 1 21 1, 22 2, 3
ρ Ф ;tt ttc U d V d V

gG
                   (14) 

Здесь Ф1, Ф2, Ф3 учитывают геометрическую 
нелинейность системы и определяются по форму-
лам (10) при i = 1; k, h = 1, 2.  

Уравнения (14) можно решить первым спосо-
бом, непосредственно интегрируя их по времени. 

Конечную реализацию уравнений (14) прово-
дим, используя второй способ, вводя следующие 
обозначения: 

1 2
кр 1 2

кр

( )0,00134 ;    * ;    ζ ;    ζ ;
δ δ
V VP tP E t

P
   

2 2
*

2 2
кр

δ ( ) ,
λ
a sS

P g G




  

                                              (15) 

где Ркр – величина статической критической нагрузки; 
t* – безразмерный параметр времени; ζ – относитель-
ная величина прогиба пластин оболочки; S* – пара-
метр скорости изменения напряжения (нагрузки) [1]. 

Пренебрегаем депланацией оболочки, вводим 
новую переменную t*, c учетом (15) после некото-
рых преобразований уравнения (14) приводим к 
следующему виду: 

1 2

1 2 1 21, 2,

1 2

66, 242 (0,0549 )ζ 25, 478 (0,0607 )ζ

(13,65ζ 4,78ζ ) Ф (ζ , ζ );

25, 478 (0,0607 )ζ 66, 242 (0,0549 )ζ
t t t t

t t

S Q

t t

   

 



 

     

   

     

 

2 3 1 21, 2,
(4, 78ζ 13, 65ζ ) Ф (ζ ,ζ ),
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S Q   

          (16) 

где ., 2
2

2

,22
1

2

,1 





 

dt

d

dt

d
tttt   

По результатам численного интегрировании диф- 
ференциальных уравнений (16) с помощью метода 
Рунге – Кутта построены графики зависимости пе- 
ремещения ζ = v/δ узловой точки поперечного се-
чения, расположенного в середине пролета, от па-
раметра времени t* = P(t)/Pкр (рис. 3). 

На рис. 3 графики 1, 2, 3 построены соответ-
ственно для скоростей S* = 10, 50, 100 изменения 
сжимающей нагрузки при потере устойчивости по 
одной полуволне синусоиды m1 = 1 и параметру, 
учитывающему величину начального несовершенства 
оболочки Q1 = Q2 = 0,1. График 4 соответствует 
параметру S* = 50 при m1 = 1, Q1 = Q2 = 0,01. Гра-
фик 5 построен для S* = 50 при m1 = 2, Q1 = Q2 = 0,1. 

 

 
 

Рис. 3. Графики зависимости перемещения ζ  
от параметра времени t* 

[Figure 3. Graphs of the displacement ζ  
against the time parameter t*] 

 

Из анализа графиков следует, что с увеличе-
нием скорости действия нагрузки S* величина ди-
намического коэффициента Кд = t* возрастает зна-
чительно (см. графики 1, 2 и 3). При увеличении 
числа полуволн m1 величина Кд также значительно 
возрастает (видно из сравнения графиков 2 и 5). 
При уменьшении начального несовершенства зна-
чение Кд увеличивается (см. графики 2 и 4). 

Для сравнения выполнен расчет и первым 
способом. Оба способа дают близкие результаты. 

Заключение 
Разработана математическая модель расчета на 

устойчивость пластинчатых систем при действии 
динамической нагрузки с учетом геометрической 
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нелинейности. Получена система нелинейных диф-
ференциальных уравнений для исследования дина-
мической устойчивости призматических оболочек. 

Предложен алгоритм конечной реализации урав- 
нений двумя способами. Предпочтение отдано вто-
рому способу, так как его использование сразу вы-
являет, во сколько раз динамическая нагрузка пре-
вышает статическую критическую нагрузку (на ос-
нове величины t*). 

В качестве примера выполнен расчет на устой-
чивость оболочки замкнутого контура при действии 
динамической нагрузки, изменяющейся по линей-
ному закону. Рассмотрено влияние скорости изме-
нения сжимающего напряжения, начального несо-
вершенства оболочки и числа полуволн на крите-
рий динамической устойчивости оболочки. 
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  Abstract 
Relevance. Single-connected and multi-connected plate systems are widely 

used in construction, aircraft, shipbuilding, mechanical engineering, instrument 
making. As a result, the study of the stability of geometrically nonlinear plate
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  systems is an urgent topic. But, despite significant achievements in this area, 
there are still many unsolved problems. Thus, the requests of the above-mentioned 
areas of application of thin-walled spatial systems require further study of the issue 
of static and dynamic stability. The aim of the work – development of a method 
of the dynamic stability analysis of geometrically nonlinear plate systems such as 
prismatic shells under the action of dynamic compression loads. Methods. A plate 
system, which is subject to dynamic compression loads in the longitudinal direction, 
is considered. Kirchhoff – Love hypotheses are taken into account. The material 
stress-deformation diagram is linear. The displacement of points in the normal 
direction to the median plane of the plates is determined in the form of the Vlasov 
expansion. To derive the basic differential equations of stability, the energy method 
and the variational Vlasov method are used. The extreme value of the total ener-
gy is determined using the Euler – Lagrange equation. As a result, a set of basic 
nonlinear differential equations for studying the buckling of the plate system 
under the action of dynamic compression loads is obtained. Results. The developed 
method is used to stability analysis of a geometrically nonlinear prismatic shell 
with a closed contour of the cross section, under central compression under the action 
of dynamic loading. The edges of the shell rest on the diaphragm. The buckling 
of the prismatic shell in the longitudinal direction along one and two half-waves 
of a sinusoid is studied. The numerical integration of nonlinear differential equa-
tions is performed by the Runge – Kutta method. Based on the calculation re-
sults, graphs of the dependence of the relative deflection on the dynamic coeffi-
cient are constructed. The influence of the rate of change of compression stress, 
the initial imperfection of the system, and other parameters on the criteria for 
the dynamic stability of the plate system is investigated. 

Keywords: dynamic stability, geometric nonlinearity, plate system, prismatic 
shells, variation method of Vlasov 
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 Abstract 
Relevance. Wood is one of the most widely used building materials throughout 

history, and because of its physical-mechanical properties it mainly has been used 
in flexed and compressed elements. Eucalyptus was introduced to Latin America 
in the mid-19th century and nowadays is one of the most used woods for construc-
tion in the Andean region of Ecuador. To designing slender structural elements under 
axial loading engineers usually use the Euler formula, but it is applicable only if 
the compression stress does not exceed the proportional limit. One way to de-
termine if the compression stress will be below the proportional limit is by com-
paring of the slenderness of the element with the limiting flexibility of its mate-
rial which allows knowing if the buckling will occur in the elastic zone where Euler 
formula applies. The aim of the work – determine the magnitude of the limiting 
flexibility of eucalyptus, since this wood has been the subject of some investiga-
tions, however, no information about the limiting flexibility magnitude for the calcu-
lation of axially compressed elements. Methods. The laboratory tests to determine 
the magnitudes of the modulus of elasticity, proportional limit, admissible com-
pression stress and limiting flexibility was carried out. Results. This experimental 
investigation shows that the magnitude of the limiting flexibility or so-called 
critical slenderness ratio for eucalyptus globulus is 59. 

Keywords: axial loading, central-compressed elements, critical force, criti-
cal slenderness ratio, eucalyptus, limiting flexibility, proportionality stress 
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Introduction1 
Eucalyptus is a fast growing diffuse-porous hard- 

wood genus of trees from the Myrtle family [1], there 
are about 500 species in the world, most of which are 
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originally from Australia. The genus eucalyptus first 
was described by the French botanist C.L. L'Héritier 
in 1788 [2]. After the introduction of the eucalyptus to 
Ecuador, a large variety of forests of this tree appeared 
in highlands where the spice eucalyptus globulus do- 
minates among others [3]. The Eucalyptus is a widely 
used wood in the construction sector in the Andean 
region of Ecuador [4], it can reach an height of 20 m 
and a diameter of 0.25 m at the age of 5 to 10 years, 
while at an older age it can reach a height of 60 m. 

This investigation aims to determine the magni-
tude of the flexibility of Eucalyptus since this wood has 
not been the subject of investigations like other woods [5] 
and the existing investigations about it [5–11] don’t 
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give information about the limiting flexibility (critical 
slenderness ratio) for the calculation of axially com-
pressed elements. 

In this article are presented the results of labora-
tory tests on the definition of the magnitude of admis-
sible compressive stress parallel to grain, modulus of 
elasticity and proportional stress with the purpose of 
the definition of the value of limiting flexibility (λlim) 
of this material. 

For the calculation of axially compressed elements, 
the magnitude of the critical force usually is determi- 
ned with the Euler formula, however, it is applicable 
only when the axial compression stresses do not exceed 
the stress of proportionality. Therefore, is necessary 
to determine if the compression stresses will be below 
the proportional range, by comparing the magnitude 
of the slenderness λ (geometric characteristic of the 
element) with the magnitude of the limiting-flexibility 
λlim (mechanical characteristic of the material), this com- 
parison allows to determine if the element has great or 
intermediate slenderness, to proceed to the calculation 
of the element considering the risk of loss of stability 
(buckling). 

If the element has great slenderness, the buckling 
would occur in the elastic zone and Euler formula can 
be applied to determine the magnitude of the critical 
load, but if the element has “intermediate” slenderness 
the loss of stability would occur in the plastic zone 
and the Euler formula is no more applicable, here em-
pirical formulas such as F.S. Yasinskiy (1895) [12] could 
be used, however, the problem is determining if the 
element has “great” or “intermediate” slenderness, and 
the answer to this question is in the magnitude of li- 
miting flexibility. 

1. Methodology 
First, a bending test was performed to verify the ob-

tained results by comparing them with the information 
available about the bending mechanical properties of 
eucalyptus, then the compression test was performed 
on 21 various-sizes samples to analyse their behaviour 
according to the variation of slenderness. The expe- 
rimental analysis was based on norms and stan- 
dards of the “Pan American Standards Commission” 
(COPANT 461, COPANT 464, COPANT 555), “Ame- 
rican Society for Testing and Materials” ASTM 
D143-94 (2000) and “International Organization for 
Standardization” ISO 13061-17:2017 [13–17], which 
describe the materials, equipment and procedures to 
obtain: the stresses for ultimate bending and compres-
sion parallel to the grain, the average modulus of elas-
ticity, the maximum breaking load and the stress-strain 
graph, that permit determine the mechanical proper-
ties of the wood.  

 
 

Figure 1. Compression test 
 

 
 

Figure 2. Flexure test 
 

The compression test (Figure 1) was carried out 
according to standards in samples with a cross-section 
of 5×5 cm and 20 cm of length [14], the flexure test (Fi- 
gure 2) was carried out in samples with a cross section 
of 5×5 cm and 75 cm between supports, however  
an alternative cross-section of 2×2×30 cm could be 
used for samples from trees of small diameter (30 cm 
or less) and also when long samples cannot be obtained 
due to a bent tree, tilting of grains, knots or other de-
fects [15]. 

2. Bending test 
The flexural testing was carried out on 20 samples, 

in accordance with [13; 15–17], the information about 
deflextions and loads were recorded, and then the cor- 
responding magnitude of bending moment and normal 
stress under flexure were calculated in order to obatin 
the stress-strain curve and the modulus of elasticity.  

The results of the flexure test are shown in the Fi- 
gure 3. According to the results of this experiment, 
the modulus of elasticity in bending for the eucaliptus 
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globulus is E = 104 180.68 kgf/cm2, the ultimate 
strength is 800.46 kgf/cm2, and the proportional limit 
is 517.47 kgf/cm2.  

 

 
 

Figure 3. Stress-strain curve for bending, kgf/cm2 

Table 1 
Flexural mechanical properties 

Flexural mechanical properties of eucalyptus globulus 
 kgf/cm2 mPa 

Modulus of elasticity 104 180.68 10 220.12 
Stress of the proportional limit 517.47 50.76 
Ultimate strength 800.46 78.53 

 
The obtained results are according with the existing 

information about the flexure mechanical properties of 
eucalyptus, some of which is shown in [1; 6–9; 18–21].  

3. Compression parallel to the grain test 
The experiments were performed on 21 speci-

mens based on the standards [14; 16; 17], taking into 
account that the COPANT-464 standard specifies 
that the cross-section of the specimen for the com-
pression test parallel to the grain is 5×5×20 cm [14]. 
The standard dimensions, both in height and in the cross-
section, were varied to test different slendernesses. 
The dimensions of the analysed samples have shown 
in Table 2. 

The compression test was performed until the fai- 
lure of each sample, and both the longitudinal defor-
mation and the corresponding compression load were 
registered to calculate the compression stresses accor- 
ding to the cross-sections of each sample and to get 
the stress-strain curves (Figure 4). 

 
Table 2 

Dimensions of specimens for compression test 

ID.No. Length, cm amax, cm amin, cm Mass, kg Area, cm2 Imin, cm4 imin, cm λ Specific weight, kgf/m3

1 13-c 4.10 4.10 3.90 0.070 15.990 20.267 1.13 3.64 1067.74 
2 13-a 5.15 4.10 3.90 0.080 15.990 20.267 1.13 4.57 971.48 
3 13-b 6.60 4.10 3.90 0.100 15.990 20.267 1.13 5.86 947.56 
4 8 9.59 3.95 3.95 0.160 15.603 20.287 1.14 8.41 1069.32 
5 20 10.07 2.95 2.92 0.090 8.614 6.121 0.84 11.95 1037.55 
6 19 10.16 2.93 2.93 0.090 8.585 6.142 0.85 12.01 1031.84 
7 9 10.20 3.99 3.96 0.170 15.800 20.648 1.14 8.92 1054.83 
8 18 10.20 2.14 2.06 0.060 4.408 1.559 0.59 17.15 1334.35 
9 7 12.30 3.91 3.89 0.220 15.210 19.180 1.12 10.95 1175.96 
10 5 14.57 4.00 3.93 0.230 15.720 20.233 1.13 12.84 1004.19 
11 4 15.10 3.93 3.52 0.240 13.834 14.284 1.02 14.86 1148.94 
12 1 15.14 3.97 3.97 0.240 15.761 20.700 1.15 13.21 1005.78 
13 2 15.26 4.00 3.91 0.240 15.640 19.925 1.13 13.52 1005.59 
14 3 15.30 3.90 3.77 0.230 14.703 17.414 1.09 14.06 1022.42 
15 17 19.45 3.99 3.95 0.340 15.761 20.492 1.14 17.06 1109.15 
16 10 19.75 3.97 3.96 0.430 15.721 20.544 1.14 17.28 1384.89 
17 12 19.90 3.98 3.96 0.390 15.761 20.596 1.14 17.41 1243.46 
18 14 19.90 4.04 3.93 0.380 15.877 20.435 1.13 17.54 1202.70 
19 16 19.98 3.90 3.45 0.320 13.455 13.346 1.00 20.06 1190.34 
20 21 20.05 2.95 2.90 0.180 8.555 5.996 0.84 23.95 1049.39 
21 15 20.10 4.04 3.92 0.350 15.837 20.280 1.13 17.76 1099.52 
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a  b c 
 

Figure 4. Stress-strain curves for compression parallel to the grain 
 

Compression tests parallel to the grain indicate three 
characteristic behaviours as a function of the modulus of 
elasticity. For slenderness less than λ = 20.06, 42.85% of 
the samples presented a minimum modulus of elasticity 
MOEmin = 42 210.42 kgf/cm2 (Figure 4, a), 33.33% 
of the samples an intermediate magnitude of MOEint = 
= 79 811.58 kgf/cm2 (Figure 4, b) and 23.82% a maximum 
value of MOEmax = 117 781.86 kgf/cm2 (Figure 4, c). 
The results are summarized in the Table 3 and Figure 5. 

 

 
 

Figure 5. Stress-strain curves and MOE of eucalyptus 
in compression parallel to the grain 

 
Table 3 

Grain-parallel compression mechanical properties 

Mechanical properties under compression parallel to the grain
Modulus of elasticity, kgf/cm2 Proportional limit, kgf/cm2

Minimum (Emin) 42 210.42 277.61 
Intermediate (Eint) 79 442.47 296.30 
Maximum (Emax) 117 781.86 329.13 
Mean value (Em) 79 811.58 301.01 

In this test case, the obtained results are according 
with the existing information about the compression 
parallel to the grain mechanical properties of eucalyptus, 
some of which is shown in [8; 9; 19; 20].  

4. Analysis of results 
The buckling of a compressed slender-element 

can lead to a sudden failure of a structure, and as a 
result, special attention must be given to the design of 
these elements so they can safely support their intend-
ed loadings without buckling. The well-known Euler 
formula (1) usually is used by engineers to designing 
slender-structural elements under axial loading, but 
this formula is applicable only if the compression 
stress does not exceed the proportional limit.  

𝐹ୡ୰ ൌ
஠మ∙ா∙ூౣ౟౤

ሺஜ∙௅ሻమ
.                                                          (1) 

σୡ୰ ൌ
ிౙ౨
஺
ൌ

஠మ∙ா∙ூౣ౟౤

ሺஜ∙௅ሻమ∙஺
ൌ

஠మ∙ா∙ூౣ౟౤

ஜమ∙௅మ∙஺
 .                    (2) 

𝑖୫୧୬ ൌ ටூౣ౟౤

஺
.                                                         (3) 

In the formula (2) the length L, the area moment 
of inertia Imin and area of cross-section A are geometric 
characteristics of the element, then the expression (2) 
can be written like this: 

σୡ୰ ൌ
஠మ∙ா∙௜ౣ౟౤

మ

ஜమ∙௅మ
.                                                         (4) 

In the formula (4) the only geometric characteris-
tics of the element are the radius of gyration imin and 
the length L, while the effective-length factor is µ. 
The effective-slenderness ratio of the element as a func-
tion of geometric characteristics is shown in the for-
mula (5), in consequence the slenderness can be con-
sidered as a geometric characteristic of the element. 
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λ ൌ
ஜ∙௅

௜ౣ౟౤
.                                                         (5) 

Then, the expression (2) could be been wrote like (6). 

σୡ୰ ൌ
஠మ∙ா

஛మ
൑ σ୮୪.                                            (6) 

Here we can see that the critical stress is a func-
tion of both a physical-mechanical property of the ma- 
terial E and a geometric characteristic of the element λ, 
where E represents the constant of proportionality and 
is applicable under stresses that not exceed the pro-
portional limit, for this reason, Euler formula is appli-
cable only for stresses that do not exceed the propor-
tional limit of the material. 

From the expression (6) it is possible to obtain 
the inequality (7), whose right side represents a physi- 
cal-mechanical characteristic of the material known as 
“limiting flexibility” (λ୪୧୫). 

λ ൒ π ∙ ට
ா

஢౦ౢ
ൌ λ୪୧୫.                                            (7) 

Therefore, if we compare the slenderness of  
the element with the limiting flexibility of its material 
and when λ is higher than λ୪୧୫, then the buckling will 
occur in the elastic region and the Euler formula is ap-
plicable, otherwise buckling will have a plastic beha- 
viour [22]. 

We experimentally have determined the physical-
mechanical characteristics of eucalyptus, including 

the value of the “limiting flexibility”. The results are 
shown in the Table 4. 

Table 4 
Experimental results for limiting flexibility of eucalyptus 

Mechanical properties of eucalyptus wood 
under compression parallel to the grain 

 Modulus of 
elasticity 

Proportional  
limit 

Limiting 
flexibility 

E, kgf/cm2 σ୮୪, kgf/cm2 λlim 
Minimum 42 210.42 277.61 39 
Intermediate 79 442.47 296.30 52 
Maximum 117 781.86 329.13 59 

The Euler formula for “intermediate-slenderness” 
elements will predict very high values of critical force 
that do not reflect the failure load seen in practice. 
To account for this, a correction curve is used for these 
elements. The J.B. Johnson formula has been shown 
to correlate well with real buckling failures [23], and is 
given by the equation (8) [24; 25]. 

σୡ୰,௃ ൌ σ௔ௗ௠ െ
ଵ

ா
∙ ቀ

஢ೌ೏೘
ଶ஠

∙ λቁ
ଶ
.                                (8) 

Based on the results of the laboratory tests, the stress-
slenderness graph (Figure 6) has been prepared, where 
the Euler and Johnson curves are indicated for the mini-
mum, intermediate, maximum and mean value of 
the MOE. Consequently, from the graph the magnitude 
of the limiting flexibility of eucalyptus has been de-
termined as λlim = 57.5. 

 

 
 

Figure 6. Stress-slenderness graph for eucalyptus wood
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Conclusion 
According to [10; 11] the mechanical properties 

(MOE and MOR) of eucalyptus wood under compres-
sion parallel to the grain showed a strong correlation 
with the basic density and the linear and volumetric 
contractions of the tree.  

A total of 41 samples were tested. Based on the tests 
and the calculations different magnitudes of limiting 
slenderness have been determined, i.e. from formula (7) 
we have three values 39, 52 and 59 and 57.5 from the Fi- 
gure 6 for the average value of the MOE. As we know, 
the Euler formula for “intermediate-slenderness” elements 
will predict high-values of critical force. For this rea-
son and safety, we consider that the greater value of 
limiting slenderness should be assumed. This is 59. 

In this experimental investigation, the following 
mechanical properties of eucalyptus globulus were ob-
tained (Table 5). 

 
Table 5 

Mechanical properties of eucalyptus globulus wood 

Static bending 
Modulus of elasticity E 104 180.68 kgf/cm2 
Proportional limit σ୮୪ 517.47 kgf/cm2 
Ultimate strength σ௨ 800.46 kgf/cm2 

Compression parallel to the grain 
Modulus of elasticity E 79 811.58 kgf/cm2 
Proportional limit σ୮୪ 301.01 kgf/cm2 

Admissible stress σ௔ௗ௠ 431.90 kgf/cm2 
Limiting flexibility λlim 59  

 

Although some research has been performed on 
relevant eucalyptus species, the mechanical behaviour 
of Eucalyptus wood is far less known compared to 
other woods [5], e.g. pine or bamboo [22; 26–32]. 

In this investigation was determined a novel data 
about the limiting flexibility or so-called “critical slender-
ness ratio” for eucalyptus globulus, and it could be con-
sidered λlim = 59. However, there are required more 
researches about the physical-mechanical properties 
of the eucalyptus. 
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 Аннотация 
Актуальность. Древесина является одним из наиболее широко используе-

мых строительных материалов на протяжении всей истории и, благодаря своим 
физико-механическим свойствам, в основном применяется в изгибаемых и сжа-
тых элементах. Эвкалипт был завезен в Латинскую Америку в середине XIX в. и 
в настоящее время является наиболее востребованной древесиной для строитель-
ства в Андском регионе Эквадора. Для расчета стержней при осевом сжатии 
обычно используется формула Эйлера, но она применима, лишь если напряже-
ние сжатия не превышает величины предела пропорциональности. Один из спо-
собов определить, находится ли напряжение ниже предела пропорциональности, 
заключается в сравнении гибкости элемента с предельной гибкостью его матери-
ала, что позволяет узнать, будет ли расчет на устойчивость проводится в упругой 
зоне, где применима формула Эйлера. Цель исследования – определить величи-
ну предельной гибкости эвкалипта, так как, хотя эта древесина была предметом 
нескольких исследований, по-прежнему нет сведений о величине ее предель-
ной гибкости для расчета центрально-сжатых элементов на устойчивость. 
Методы. Проводились лабораторные испытания для установления величины мо-
дуля упругости, предела пропорциональности, допустимого напряжения сжатия 
и предельной гибкости. Результаты. Экспериментальное исследование показы-
вает, что величина предельной гибкости для эвкалипта шаровидного равна 59. 

Ключевые слова: осевое сжатие, критическая сила, эвкалипт, предель-
ная гибкость, гибкость элемента, предел пропорциональности 
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 Аннотация 
В настоящее время возвращается интерес к проектированию и приме-

нению оболочечных конструкций в архитектуре и строительстве. В связи с 
появлением современных компьютеров, уточненных методов расчета обо-
лочек, новых строительных материалов, развитием дифференциальной гео-
метрии и бурным ростом численных методов расчета возникла возможность 
создавать архитектурные шедевры из оболочек канонических и неканони-
ческих форм, которые становятся визитной карточкой города или страны. 
Эта проявляющаяся тенденция у молодых российских и зарубежных спе-
циалистов внушает оптимизм ученым, чьи исследования связаны с тонко-
стенными оболочками. В статье рассмотрены некоторые итоги работы де-
партамента строительства Инженерной академии Российского университе-
та дружбы народов по привлечению студентов к архитектурному проекти-
рованию и вовлечению магистрантов в научные исследования по архитек-
туре, теории расчета тонкостенных пространственных конструкций и их 
применению в строительстве и архитектуре. Приводятся публикации сту-
дентов по рассматриваемому направлению. 

Ключевые слова: оболочка, архитектура оболочек, концептуальное ар-
хитектурное проектирование, оптимальная оболочка вращения, аналитиче-
ская геометрия, аналитические поверхности, формообразование поверхно-
стей, учебный процесс в магистратуре 
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Введение 1 
Купола, своды и навесы впервые были скон-

струированы еще в Средние века и получили рас-
пространение по всему миру, но важные инженер-
ные решения, уточненные результаты расчета и ме-
тодики возведения тонких большепролетных обо-
лочек появились в период с 1920 по 1963 г. В то вре- 
мя у ученых не было сомнений, что эти конструк-
ции найдут широкое применение в будущем. Кони-
ческие, цилиндрические поверхности, поверхности 
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вращения и переноса обычно называют канониче-
скими поверхностями. Оболочки, очерченные по 
другим поверхностям, называют оболочками не- 
канонической формы. В 1960-е гг. заведующий 
кафедрой сопротивления материалов УДН имени 
П. Лумумбы, доктор технических наук, профессор 
В.Г. Рекач создал научную школу по расчету тон-
ких оболочек неканонической формы, которая акту-
альна и в настоящее время в департаменте строи-
тельства Инженерной академии РУДН [1]. 

Однако после 1963 г. вопросы применения тон-
костенных большепролетных оболочек стали ставить- 
ся под сомнение. Тем не менее с появлением уточ-
ненных методов расчета оболочек, а также новых 
строительных материалов, с развитием дифферен-
циальной геометрии и численных методов расчета 
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интерес к применению оболочек в архитектуре и 
строительстве в XXI в. стал увеличиваться. Кафедра 
прочности материалов и конструкций РУДН нико-
гда не прекращала исследований в этой области [2]. 

Все больше студентов стали интересоваться 
вопросами использования оболочечных конструк-
ций и сооружений в своих дипломных проектах, 
поэтому было решено создать магистратуру по под-
готовке специалистов по архитектуре, геометрии 
и расчету большепролетных пространственных струк- 
тур и оболочек [3]. В помощь магистрантам сотруд-
никами, преподавателями и профессорами депар-
тамента строительства РУДН были подготовлены 
монографии, учебники и обзорные статьи, напри-
мер [4–6]. 

Рассмотрим некоторые итоги работы департа-
мента строительства РУДН по привлечению студен-
тов в архитектурное проектирование и вовлечению 
магистрантов в научные исследования по архитек-
туре, теории расчета тонкостенных пространствен-
ных конструкций и их применению в строитель-
стве и архитектуре. 

1. Параметрическая архитектура 
Параметрическая архитектура – новый стиль в 

архитектуре, основанный на аналитических методах 
задания поверхностей, математическом и компью-
терном моделировании. Этот стиль сформировал-
ся в начале XXI в. Самыми известными архитек-
торами, работавшими в этом стиле, считаются Заха 
Хадид и Патрик Шумахер.  

 

 
 

 
 

Рис. 1. Параметрическая архитектура: фрагменты  
дипломных диссертаций магистрантов-архитекторов 

[Figure 1. Parametrical architecture: fragments of  
diploma papers of Master’s Degree students in Architecture] 

Это направление пользуется большой популяр-
ностью среди магистрантов-архитекторов. Ими был 
опубликован ряд научных статей [7; 8] и защище-
но несколько магистерских диссертаций (рис. 1). 
Для расширения кругозора студентов преподава-
тели департамента также были вовлечены в ис-
следования по этой тематике [9]. 

2. Бионическая архитектура 
«Архитектурная бионика – новое явление в ар- 

хитектурной науке и практике, изучает законы фор- 
мирования и структурообразования живых тканей, 
занимается анализом конструктивных систем жи-
вых организмов по принципу экономии материа-
ла, энергии и обеспечения надежности» [5]. 

 

 
 

Рис. 2. Бионическая архитектура: пример  
из дипломной диссертации магистранта-архитектора 

«Участок жилого района в Бресте» [8] 
[Figure 2. Bionic architecture: an example  

from a diploma paper of Master’s Degree student in Architecture 
“Fragment of residential district in Brest” [8]] 

 
Это архитектурное направление воплощено во 

многих зданиях и сооружениях мира, поэтому моло-
дые магистранты, имея наглядные примеры, стара- 
ются применять методы бионической архитектуры  
в своих проектах (рис. 2) и представляют свои раз-
работки на научных конференциях [10; 11]. Учи-
тывая это, преподаватели департамента помогают 
им, публикуя свои результаты исследований [12]. 

3. Тонкостенные большепролетные 
структуры неканонической формы 

В департаменте строительства работают не-
сколько преподавателей – представителей научной 
школы по расчету тонких оболочек неканонической 
формы, поэтому студенты, еще обучаясь в бака-
лавриате Инженерной академии РУДН, выбирают 
тему исследований по своему желанию. 

3.1. Циклические оболочки 

Доктор технических наук, профессор В.Н. Ива-
нов является известным специалистом по геомет-
рии и статическому расчету циклических оболо-
чек [13], то есть оболочек, срединные поверхности 
которых образовываются движением в простран-
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стве окружности постоянного или переменного ра-
диуса. Магистерские диссертации, выполненные под 
его руководством, отличаются оригинальностью и 
практической направленностью (рис. 3) [14; 15]. 

 

 
 

 
 

Рис. 3. Циклические оболочки: примеры 
из дипломных диссертаций магистрантов-строителей 

[Figure 3. Cyclic shells: examples from diploma papers of 
Master’s Degree students in Civil Engineering] 

3.2. Поверхность Монжа 

Резную поверхность Монжа можно построить 
кинематическим методом качения без скольжения 
плоскости с плоской линией по развертывающейся 
поверхности. Простейшим примером поверхности 
Монжа служит поверхность вращения, которую мож-
но рассматривать как вырожденную поверхность 
Монжа. Под руководством В.Н. Иванова студенты ис- 
следуют эти кинематические поверхности Монжа [16] 
и пытаются найти им применение в архитектуре. 
В дальнейшем некоторые студенты продолжают 
исследования в аспирантуре, развивая результаты, 
полученные их руководителем [17]. 

3.3. Винтовые и спиральные оболочки 

Оболочки в форме винтовых и спиральных по-
верхностей исследуются доктором технических наук, 
профессором С.Н. Кривошапко [18] и его ученика- 
ми [19; 20], которые также работают в Инженер-
ной академии РУДН, поэтому магистранты имеют 
большой выбор тем по исследованию тонких обо-
лочек в форме винтовых и спиральных поверхно-
стей (рис. 4). Свои результаты студенты доклады-
вали на научно-технических конференциях и пуб-
ликовали в научных статьях [21; 22]. 

 
 

Рис. 4. Модели линейчатых винтовых поверхностей 
[Figure 4. Models of ruled helical surfaces] 

3.4. Топографические поверхности 

Задание поверхностей аналитическими форму-
лами или численными отметками может использо-
ваться не только в архитектуре и строительстве, 
но и в маркшейдерском деле [23]. Некоторых сту-
дентов, обучающихся в специалитете «Маркшей-
дерское дело», заинтересовывают способы построе-
ния топографических и непрерывно-топографических 
поверхностей при помощи компьютерного модели- 
рования [24] или аппроксимация рельефа извест-
ными аналитическими топографическими поверх-
ностями. 

3.5. Торсовые оболочки 

Проблемами статического расчета торсовых 
оболочек в РУДН стали заниматься под руковод-
ством профессора В.Г. Рекача в 1964 г. [2]. Были 
защищены шесть кандидатских и одна докторская 
диссертации. Линейчатые срединные поверхности 
этих оболочек могут быть развернуты на плоскость 
без разрывов и складок [4; 25]. Торсовые изделия, 
полученные параболическим изгибанием тонкого 
металлического листа, нашли применение в судо-
строении и машиностроении. Однако примеров 
реального применения этих оболочек в строитель-
стве и архитектуре не обнаружено. Учитывая по-
лезные свойства торсовых поверхностей, молодые 
исследователи предлагают свои рекомендации по 
созданию торсовых строительных конструкций и 
их расчету [26]. 

4. Тонкостенные большепролетные 
структуры канонической формы 

Не утратили своей актуальности и оболочки ка-
нонических форм. Система цилиндрических форм, 
или группа фрагментов сферической формы, или ус- 
тановленные определенным образом конические обо- 
лочки создают очень выразительные архитектурные 
образы, которые можно увидеть в реальных соору-
жениях. Они стали визитными карточками соответ-
ствующих городов и стран, поэтому молодежь не 
теряет к ним интерес. 
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Гипары благодаря своим методикам формооб-
разования, архитектурной выразительности и хоро-
шо разработанным методам расчета будут всегда 
использоваться инженерами и архитекторами. Еже-
годно магистры Инженерной академии РУДН вы-
бирают в качестве основы своей диссертации гипер- 
болические параболоиды (рис. 5) или планируют их 
использовать в своих дальнейших разработках [27]. 

 

 
 

 
 

Рис. 5. Гипар: пример из дипломной диссертации 
магистранта-строителя (эскиз и расчетная схема для МКЭ) 

[Figure 5. Hypar: an example from a diploma paper of  
Master’s Degree student in Civil Engineering 
(a draft and a calculated diagram for FEM)] 

5. Оптимальные оболочки вращения 
Сравнительно недавно в департаменте строи-

тельства Инженерной академии РУДН стали рабо-
тать над поиском оптимальных оболочек вращения 
в зависимости от приложенной внешней нагрузки 
[28; 29]. Студенты заинтересовались этой тематикой 
и принимают участие в ее разработке [30]. 

6. Материалы для тонкостенных 
большепролетных структур 

Вначале проектирования тонкостенного объек-
та обязательно встанет вопрос о выборе его формы 
и материала для строительства. Несмотря на огром-
ный ассортимент новых строительных материалов, 
студенты в основном предпочитают метал, бетон, 
дерево и реже композиты или полимерные мате-
риалы. 

В помощь студентам преподавателями был под-
готовлен ряд обзорных статей по зданиям, соору-
жениям и конструкциям, выполненным из наибо-

лее используемых строительных материалов [31; 32]. 
Некоторые обзоры были составлены студента-
ми [33–35]. 

7. Выводы 
Создание магистратуры по направлению «Стро-

ительство», специализация «Архитектура, геомет-
рия и расчет большепролетных пространственных 
структур» и по направлению «Архитектура», спе-
циализация «Архитектура зданий и сооружений. 
Творческие концепции архитектурной деятельно-
сти» в Инженерной академии РУДН обусловлено 
сегодняшними тенденциями в развитии современ-
ного архитектурного стиля – хай-тека, олицетворя-
ющего «новаторскую архитектуру» и претендую-
щего на доминирование в XXI в. 

 

 
 

Рис. 6. Студенты-архитекторы инженерного факультета РУДН 
на Международной научной студенческой конференции, 

2013 г., Киев, Украина  
[Figure 6. Students-architects of the Engineering Department of 

RUDN University at the International scientific student conference, 
2013, Kiev, Ukraine] 

 

 
 

Рис. 7. Аспиранты и студенты РУДН.  
ВВЦ, IX Всероссийская выставка НТТМ-2009, Москва 

[Figure 7. Postgraduates and students of RUDN University. 
VDNH, IX all-Russian exhibition NTTM-2009, Moscow] 
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Отраслевой журнал «Строительство» в № 3 за 
2016 г. отмечает, что «строительным компаниям, 
архитектурным бюро и проектным НИИ впору при-
смотреться к студентам магистратуры. Это штуч-
ные специалисты, получающие уникальное обра-
зование практически в индивидуальном порядке». 
Магистранты с увлечением работают над пробле-
мой внедрения оболочек в своих странах и горо-
дах. Студентка Мария Салех завоевала первое ме-
сто в конкурсе молодых ученых РУДН с проектом 
«Применение конструкций сетчатых оболочек в фор- 
мообразовании прогрессивной архитектуры» [8]. 
Е. Тупикова предложила вариант спортивно-развле- 
кательного комплекса с тремя инновационными 
оболочками в форме велароидальной поверхности 
и двух зонтичных и стала победителем в конкурсе 
УМНИК-МФТИ. Группой студентов разработан про-
ект оригинальной консольной автомобильной до-
роги к частному домовладению в Московской об-
ласти. Можно привести еще десятки оригинальных 
решений в области архитектуры и строительства, 
предложенных магистрантами. Они с удовольстви-
ем участвуют в международных студенческих науч-
ных конференциях (рис. 6) и различных конкурсах 
(рис. 7). 

Заключение 
Опыт работы двух магистратур архитектурно-

строительной направленности показывает, что тема- 
тика, связанная с проектированием и расчетом на 
прочность и устойчивость оболочечных больше-
пролетных структур, вызывает большой интерес у 
молодых российских и зарубежных специалистов, 
что внушает оптимизм ученым, чьи исследования 
связаны с тонкостенными оболочками, и надежду 
на возрождение запроса на создание этих структур 
[36; 37]. Автор полностью согласен с мнением про-
фессора А.Л. Хейфеца и соавт. [36], что «создание 
форм на основе аналитических поверхностей явля-
ется сравнительно новым актуальным направлением 
в концептуальном архитектурном проектировании. 
Требуется дальнейшая научная и методическая про-
работка нового направления применительно к прак-
тике проектирования и учебному процессу». 
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 Abstract 
At present, there is a renewed interest in the design and application of wall 

structures in architecture and construction. With the advent of modern computers, 
refined methods for calculating shells, new building materials, the development 
of differential geometry and the rapid growth of numerical methods of calcula-
tion, it became possible to create architectural masterpieces from shells of canoni-
cal and non-canonical forms, which can be the hallmark of a city or country. This 
emerging trend among young Russian and foreign specialists inspires optimism 
among scientists who are researching thin-walled shells. The article considers some 
results of the work of the Department of Civil Engineering of the Engineering 
Academy of the Peoples’ Friendship University of Russia on attracting students 
to architectural design and involving undergraduates in researches on architec-
ture, the theory of thin-walled spatial structures and their application in construc-
tion and architecture. The publications of students in this field are presented. 

Keywords: shell, shell architecture, conceptual architectural design, optimal 
rotation shell, analytical geometry, analytical surfaces, surface shaping, educa-
tional process in the master's program 
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