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 Аннотация 
Актуальность. По своей природе сейсмическое воздействие, представлен-

ное акселерограммой, является ярко выраженным многомерным случайным про-
цессом, в общем случае содержащим шесть компонентов. Расчет в детерминиро-
ванной постановке не всегда позволяет адекватно оценить реакцию системы, 
в то время как расчет в вероятностной постановке более адекватно отражает рабо-
ту системы и позволяет оценить ее сейсмостойкость с заданной обеспеченностью. 
Целью работы является оценка действительного запаса несущей способности и 
принимаемого при проектировании коэффициента К1, учитывающего допускае-
мые повреждения зданий и сооружений для стальной пространственной рамы при 
расчете на сейсмическое воздействие. Методы. В процессе исследования был 
произведен расчет стальной пространственной рамы на два набора акселерограмм 
с доминантными частотами, близкими к основным частотам собственных колеба-
ний рамы. Каждый набор синтезировался как семейство реализаций нестационар-
ного случайного сейсмического воздействия. Расчет производился на двухкомпо-
нентное сейсмическое воздействие в нелинейной динамической постановке в 
программном комплексе LS-DYNA. Предварительно рама была запроектирована 
в соответствии с СП 14.13330.2014. «Строительство в сейсмических районах» на 
сейсмическое воздействие уровня ПЗ в ПК ЛИРА 10.8. По разработанной вероят-
ностной методике для каждого набора были получены действительные коэффи-
циенты запаса несущей способности Кз и произведена оценка коэффициентов К1. 
Результаты. Анализ результатов показывает, что рассматриваемая стальная 
рама имеет достаточно большой запас несущей способности, а коэффициент К1 
принимается в нормах чрезмерно консервативно. Разработанная методика позво-
ляет скорректировать значение принимаемого коэффициента К1 для зданий и 
сооружений определенных конструктивных схем, что в свою очередь позволит 
повысить экономическую эффективность строительства в сейсмических районах 
и обеспечить надежность проектируемых зданий и сооружений. 

Ключевые слова: сейсмостойкость, нелинейный динамический метод рас-
чета, акселерограмма, случайный процесс, явный метод интегрирования, 
LS-DYNA, ПК ЛИРА, теория надежности строительных конструкций, ве-
роятностные методы, метод статистических испытаний 

Для цитирования  
Мкртычев О.В., Булушев С.В. Вероят-
ностная оценка запаса несущей способ-
ности пространственной стальной рамы 
при землетрясении // Строительная ме-
ханика инженерных конструкций и со-
оружений. 2020. Т. 16. № 2. С. 87–94. 
http://dx.doi.org/10.22363/1815-5235-2020-
16-2-87-94 
 

Введение1 
Последствия сильных землетрясений показыва- 
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нормам сейсмостойкого строительства, могут иметь 
дефицит несущей способности [1–3]. Действующие 
СП [19] еще не проходили проверку на реальные зем- 
летрясения высокой интенсивности. А предыдущий 
вариант норм, регламентирующих проектирование 
в сейсмических районах [20], такую проверку про- 
ходил и, к сожалению, не всегда удачно. Послед-
ствия произошедших землетрясений свидетельству-
ют, что разрушались здания и сооружения опреде-
ленных типов конструктивных схем. Анализ пока-
зывает, что зачастую это связано с тем, что приня-
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тые в нормах методики не обеспечивают требуемую 
сейсмостойкость для таких конструктивных схем. 
При проектировании зданий и сооружений на силь- 
ные землетрясения предъявление требований об уп- 
ругой работе конструкций является экономически 
нецелесообразным. Известно, что линейно-спект- 
ральный метод (ЛСМ) не позволяет учесть нели-
нейный характер деформирования напрямую. При 
проектировании вводится коэффициент К1, учиты- 
вающий допускаемые повреждения зданий и соору- 
жений. В настоящее время исследований, обосно-
вывающих значения этого коэффициента, выполне-
но недостаточно. Уточнение значений коэффици-
ента К1 для зданий и сооружений различных кон-
структивных схем является актуальной и важной 
задачей. 

1. Цель исследования 
Нормативный расчет с помощью ЛСМ предпо-

лагает использование проектного спектра ответа, 
который построен с определенной обеспеченностью. 
При проектировании используется расчетная акселе-
рограмма, полученная по результатам геофизиче-
ских исследований в рамках детального сейсмиче-
ского районирования. Так как сейсмическое воздей-
ствие является случайным процессом, расчет в де-
терминированной постановке не позволяет адекват-
но оценить реакцию системы. Это возможно толь-
ко при решении задачи в вероятностной постанов-
ке с определением требуемой обеспеченности сейсмо- 
стойкости. 

Целью исследования является оценка действи-
тельного коэффициента запаса несущей способно-
сти Кз и коэффициента К1 для пространственной 
стальной рамы в вероятностной постановке.  

2. Материалы и методы 
При исследовании пространственной стальной 

рамы использовалась следующая методика оценки 
коэффициентов Кз и К1 для зданий и сооружений. 

1. Для рассматриваемого здания или сооружения 
определяются частоты собственных колебаний. 

2. Синтезируются наборы акселерограмм с до-
минантными частотами, близкими к наиболее зна-
чимым собственным частотам колебаний зданий и 
сооружений в продольном и поперечном направ-
лениях. 

3. Акселерограммы синтезируются как реали-
зации случайного процесса сейсмического воздей-
ствия с учетом магнитуды землетрясения с опре-
деленной максимальной амплитудой ускорений, 
соответствующей заданной интенсивности, и с за- 
данным математическим ожиданием доминантной 
частоты. Определенной интенсивности сейсмиче-

ского воздействия соответствует максимальное уско- 
рение акселерограммы [19]: для 7 баллов – 1 м/с2, 
для 8 баллов – 2 м/с2, для 9 баллов – 4 м/с2. Данная 
методика моделирования акселерограмм приведе-
на в [4–6]. 

4. С помощью метода статистических испыта- 
ний строится гистограмма и эмпирическая функция 
плотности распределения коэффициента Кз. Поря-
док расчета следующий: 

а) для каждой реализации сейсмического воз-
действия выполняется детерминированный расчет, 
в котором проверяется выполнение условий осо-
бого предельного состояния по критерию необру- 
шения с помощью нелинейного динамического ме- 
тода, реализованного в LS-DYNA; 

б) если условия особого предельного состояния 
не выполняются, то есть происходит разрушение 
здания или сооружения, то к интенсивности воз-
действия соответствующей реализации вводится по- 
нижающий коэффициент, а если разрушение не про- 
изошло – повышающий; 

в) расчет повторяется снова; 
г) определяется наибольшее значение коэффи-

циента, при котором выполняются условия необ-
рушения. Таким образом определяется коэффици-
ент действительного запаса несущей способности 
Кз для зданий и сооружений при каждой реализации 
случайного процесса (сейсмического воздействия); 

5. Для оценки коэффициента К1 может быть ис-
пользовано среднее значение ср

зК , полученное с уче- 
том всех выполненных статистических испытаний 
путем деления К1 на ср

зК . 
Для апробации описанной выше методики была 

запроектирована пространственная стальная рама 
с жесткими сопряжениями колонн и ригелей. Рас-
четная схема представлена на рис. 1. Рама жестко 
защемлена в основании. 

 

 
 

Рис. 1. Расчетная схема 
[Figure 1. The calculation scheme] 
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Сечения колонн были приняты в виде прокат-
ных двутавров из стали марки С345 [21], сечения 
ригелей – в виде прокатных двутавров из стали мар- 
ки С255. Подбор сечений осуществлялся в програм- 
мном комплексе ПК ЛИРА 10.8. Расчет произво-
дился на сейсмическое воздействие уровня ПЗ интен- 
сивностью 9 баллов в соответствии с СП [19]. Ко-
эффициент К1 принимался равным 0,25, К0 = 1. 
В процессе расчета получены коэффициенты ис-
пользования несущей способности принятых се-
чений стальной рамы (рис. 2). 

 

 
 

Рис. 2. Процент использования несущей способности 
[Figure 2. Percentage of carrying capacity usage] 

 
Наиболее значимые формы собственных коле-

баний рамы в продольном и поперечном направле-
ниях приведены на рис. 3. Соответствующие ча-
стоты равны 0,727 и 0,965 Гц. 
 

 

 
Рис.3. Собственные формы колебаний: 
a – в плоскости YOZ; b – в плоскости XOZ 
[Figure 3. Eigenforms of oscillations: 
a – in the XOY plane; b – in the XOZ plane] 

Для полученных частот были синтезированы два 
набора по 50 реализаций случайного сейсмическо-
го воздействия. Воздействие было принято двух-
компонентным – по X и Y. Вертикальная компо-
нента не учитывалась. Интенсивность воздействия – 
9 баллов [19], математическое ожидание доминант- 
ной частоты 0,727 и 0,965 Гц соответственно. 

На рис. 4 и 5 представлены реализации аксе- 
лерограмм из обоих рассматриваемых наборов. 
 

 
 

Рис. 4. Реализация сейсмического воздействия  
с доминантной частотой 0,727 Гц: 

a – акселерограмма; b – спектральный состав 
[Figure 4. The implementation of the seismic action 

with dominant frequency 0.727 Hz:  
a – accelerogram; b – spectral composition] 

 

 
 

Рис. 5. Реализация сейсмического воздействия 
с доминантной частотой 0,965 Гц:  

a – акселерограмма; b – спектральный состав 
[Figure 5. The implementation of the seismic action 

with dominant frequency 0.965 Hz:  
a – accelerogram; b – spectral composition] 

 
Расчет рассматриваемой рамы производился в 

нелинейной динамической постановке в программ-
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ном комплексе LS-DYNA. Для расчета использо-
вались явные методы интегрирования уравнений 
движения. 

При явном интегрировании применяется ме-
тод центральных разностей. Для определения пе-
ремещений используется выражение с запаздыва-
нием по времени [7; 8]: 

a
tttt fKuuCuM   .                                           (1) 

Явные методы используют рекуррентные соот- 
ношения, которые выражают перемещения, скоро-
сти и ускорения на данном шаге через их значения 
на предыдущих шагах. 

Вектор ускорений: 

 1 ext int ,t t t
 a M f f                                              (2) 

где ext
tf  – вектор внешних сил; int

tf  – вектор внут-
ренних сил. 

В частном случае: 

int cont ,T
t td



 
   

 
 f B σ f                                  (3) 

где B  – матрица деформаций – перемещений; σ  – 
вектор напряжений; cont

tf  – вектор контактных сил. 
При интегрировании уравнений движения по яв- 

ной схеме, в данном случае по методу центральных 
разностей [7], вектор напряжений определяется че-
рез перемещения, найденные на предыдущем вре-
менном шаге (так как напряжения зависят от де-
формаций, а деформации от поля перемещений). 

Векторы скоростей и перемещений на соответ-
ствующем шаге определяются следующим образом: 

/2 /2 ,t t t t t tt   v v a                                           (4) 

/2 .
2

t t t
t t t t t

t t 
 

 
 u u v                               (5) 

При использовании диагональной матрицы масс 
есть возможность упростить расчет и уменьшить вре- 
мя одной итерации, вычислив обратную матрицу. 
Отсюда видно, что явные методы не связаны с реше- 
нием систем алгебраических уравнений. Наиболее 
трудоемкой операцией является вычисление век-
тора внутренних сил int

tf , в котором учитываются 
все виды нелинейностей. 

 

 
 

Рис. 6. Общий вид диаграммы деформирования стали 
[Figure 6. General view of steel deformation diagram] 

 

 
Рис. 7. Картина разрушения с пластическими деформациями в разные моменты времени: 

a – t = 11 сек.; b – t = 12 сек.; c – t = 13 сек.; d – t = 14 сек. 
[Figure 7. The picture of destruction with the plastic deformations at different time moments:  

a – t = 11 sec.; b – t = 12 sec.; c – t = 13 sec.; d – t = 14 sec.] 
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Рама моделировалась с помощью стержневых 
конечных элементов. В узлах задавались соответ-
ствующие сосредоточенные массы. Параметры ма-
териала приняты согласно СП 16.13330.2017 [21]. 
Принималась идеальная упруго-пластическая мо-
дель работы материала с ограничением пластиче-
ских деформаций εпред (в [19] точка Е на рис. В.1). 
Тогда, в соответствии с [19] получаем: для риге-
лей εпред = 0,168, для колонн εпред = 0,139. При до-
стижении этих деформаций, элемент выключается 
из расчетной модели (удаляется). Общий вид диа-
граммы деформирования приведен на рис. 6. Па-
раметр затухания для конструкций принят равным 
ξ = 0,03 (3 % от критического). 

В соответствии с методикой, описанной выше, 
при каждом статистическом испытании был опре-
делен коэффициент ср

зК . На рис. 7 приведена кар-
тина деформирования и разрушения конструкции 
и фрагмент с элементами, в которых возникли пла-

стические деформации, для одного из статистиче-
ских испытаний. Красным цветом показаны эле-
менты, в которых значения пластических деформа- 
ций больше, чем 0,005. 

3. Результаты 
Результаты определения действительного коэф- 

фициента запаса несущей способности Кз представ-
лены в табл. 1 и 2.  

На основе полученных значений были постро-
ены гистограммы коэффициента Кз для обоих на- 
боров акселерограмм (рис. 8). 

Среднее значение коэффициента запаса для 
сейсмического воздействия с доминантной часто-
той 0,727 Гц равно ср

зК  = 1,442, для сейсмическо-
го воздействия с доминантной частотой 0,965 Гц – 

ср
зК .= 2,160. Скорректированные значения коэф-

фициентов К1 равны 0,173 и 0,116 соответственно. 
 
 

Таблица 1 

Действительные коэффициенты запаса несущей способности Кз для сейсмического воздействия с доминантной частотой 0,727 Гц 
[Table 1. The actual load-carrying capacity safety margins Kc for the seismic action with dominant frequency 0.727 Hz] 

№ реализации [No. of implementation] 1 2 3 4 5 6 7 8 9 10 

Коэффициент запаса [Safety margin] 1,7 1,5 1,5 1,1 1,1 1,4 1,2 1,6 1,5 2,0 

№ реализации [No. of implementation] 11 12 13 14 15 16 17 18 19 20 

Коэффициент запаса [Safety margin] 1,8 1,4 1,6 1,4 1,6 1,2 1,0 1,8 1,8 1,2 

№ реализации [No. of implementation] 21 22 23 24 25 26 27 28 29 30 

Коэффициент запаса [Safety margin] 1,4 1,2 1,3 1,5 1,5 1,6 1,4 1,8 1,5 1,3 

№ реализации [No. of implementation] 31 32 33 34 35 36 37 38 39 40 

Коэффициент запаса [Safety margin] 1,2 1,6 1,2 1,9 1,3 1,2 1,3 1,1 1,3 1,5 

№ реализации [No. of implementation] 41 42 43 44 45 46 47 48 49 50 

Коэффициент запаса [Safety margin] 1,6 1,2 1,6 1,5 1,4 1,6 1,4 1,6 1,4 1,3 
 
 

Таблица 2  

Действительные коэффициенты запаса несущей способности Кз для сейсмического воздействия с доминантной частотой 0,965 Гц 
[Table 2. The actual load-carrying capacity safety margins Kc for the seismic action with dominant frequency 0.965 Hz] 

№ реализации [No. of implementation] 1 2 3 4 5 6 7 8 9 10 

Коэффициент запаса [Safety margin] 2,6 2,1 2,0 2,8 2,0 2,8 1,4 2,0 2,5 2,1 

№ реализации [No. of implementation] 11 12 13 14 15 16 17 18 19 20 

Коэффициент запаса [Safety margin] 2,7 1,5 2,5 2,4 2,0 2,0 1,9 1,7 2,3 2,0 

№ реализации [No. of implementation] 21 22 23 24 25 26 27 28 29 30 

Коэффициент запаса [Safety margin] 2,2 1,8 2,4 1,9 2,1 2,4 1,5 2,4 2,4 1,4 

№ реализации [No. of implementation] 31 32 33 34 35 36 37 38 39 40 

Коэффициент запаса [Safety margin] 2,8 2,9 2,0 2,4 2,5 2,1 1,7 1,6 2,8 2,2 

№ реализации [No. of implementation] 41 42 43 44 45 46 47 48 49 50 

Коэффициент запаса [Safety margin] 2,7 2,4 1,7 2,8 2,0 1,6 1,8 2,1 2,3 1,8 
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Рис. 8. Гистограмма коэффициента Кз  

для сейсмического воздействия с доминантной частотой: 
a – 0,727 Гц; b – 0,965 Гц 

[Figure 8. Histogram of safety margin Kc  
for the seismic action with dominant frequency:  

a – 0.727 Hz; b – 0.965 Hz] 

4. Обсуждение 
Проблема обоснованности коэффициента К1 для 

зданий и сооружений различных конструктивных 
схем активно обсуждается в научном сообществе 
[9–14]. Однако исследований в этой области пока 
недостаточно. В работах [8; 15; 16] приведены ре- 
зультаты нелинейного динамического расчета же-
лезобетонных конструкций. Было показано, что ко- 
эффициент К1 для данных конструкций должен иметь 
большее значение, чем указано в нормах проекти-
рования [19]. То есть имеет место дефицит сейсмо-
стойкости. Аналогичные выводы для исследуемых 
железобетонных конструкций сделаны в работе [17]. 
В работах [8; 15] показано, что для стальной про-
странственной рамы значение коэффициента К1, на- 
оборот, завышено. Это говорит о том, что рассмат-
риваемые стальные конструкции имеют запас опре-
деленной несущей способности. В работе [18] по 
описанной выше методике авторами была рассмот-
рена стальная плоская рама в вероятностной поста-
новке. Результаты также показали, что стальная ра-
ма имеет значительный запас несущей способности. 

Заключение 
Современные программные комплексы позво- 

ляют проводить сложные расчеты в нелинейной ди- 
намической постановке. Таким образом, исполь-
зуя методы теории надежности строительных кон-
струкций, становится возможным определить не-
сущую способность зданий и сооружений с высо-
кой достоверностью.  

В работе была рассчитана стальная простран-
ственная рама, запроектированная по современным 
нормам по сейсмостойкому строительству [19] на 
два набора реализаций случайного сейсмического 
воздействия в соответствии с разработанной мето- 
дикой. С помощью метода статистических испытаний 
для каждой реализации был получен действитель-
ный коэффициент запаса несущей способности рас-
сматриваемой конструкции. Для сейсмического воз- 
действия с доминантной частотой 0,727 Гц коэффи-
циенты варьируются от 1 до 1,9, для сейсмического 
воздействия с доминантной частотой 0,965 Гц – от 1,4 
до 2,9. Проведенное исследование показало, что сталь- 
ная рама данной конструктивной схемы имеет запас 
несущей способности при сейсмическом воздействии. 
Полученные результаты свидетельствую, что: 

1) для адекватного отражения работы зданий 
и сооружений при землетрясении сейсмическое воз- 
действие необходимо рассматривать в виде неста-
ционарного случайного процесса; 

2) для зданий и сооружений, как правило, наибо-
лее опасными являются низкочастотные воздействия; 

3) стальные конструкции имеют запас несущей 
способности при расчетном сейсмическом воздей-
ствии – это связано с существенными резервами 
пластической работы применяемых при строитель-
стве сталей; 

4) коэффициент К1, используемый при проек-
тировании зданий и сооружений, должен быть уточ- 
нен применительно к различным конструктивным 
схемам – это позволит обеспечить требуемую надеж- 
ность и безопасность, а также экономическую эф-
фективность проектируемых зданий и сооружений. 
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  Abstract 
Relevance. By its nature, seismic action is represented by the accelerogram 

a pronounced multidimensional random process, generally containing six com-
ponents. The calculation in the deterministic formulation does not always allow 
to adequately assess the reaction of the system. While the calculation in the pro-
babilistic formulation more adequately reflects the work of the system and makes it 
possible to evaluate its seismic resistance with a given security. The aim of the 
work is to assess the actual load-carrying capacity safety margin and the taken when 
designing coefficient K1, taking into account the permissible damage to buildings 
and structures for the steel spatial frame when calculating on the seismic action. 
Methods. In the article, the steel spatial frame was calculated for two sets of ac-
celerograms, with dominant frequencies close to the main frequencies of the frame's 
natural vibrations. Each set was synthesized as a family of unsteady random seismic 
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  impact implementations. The calculation was carried out on two-component seismic 
action in nonlinear dynamic formulation in the software complex LS-DYNA. Previ-
ously, the frame was designed in accordance with national standard SP 14.13330.2014 
“Construction in seismic areas on the seismic action” of the design earthquake 
level in the software complex PC LIRA 10.8. According to the developed proba-
bilistic method for each set the actual load-carrying capacity safety margins were 
obtained and the coefficients K1 were estimated. Results. An analysis of the re-
sults shows that the steel frame under consideration has a sufficiently large margin 
of load-carrying capacity, and the coefficient K1 is taken in norms excessively 
conservatively. The developed technique allows to correct the value of the ac-
cepted coefficient K1 for buildings and structures of certain structural schemes. 
That in its turn will increase the economic efficiency of construction in seis-
mic areas and ensure the reliability of the designed buildings and structures. 

Keywords: seismic stability, nonlinear dynamic calculation method, accelerogram, 
random process, explicit integration method, LS-DYNA, PC LIRA, theory of re-
liability of construction structures, probabilistic methods, method of statistical tests 
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 Аннотация 
Актуальность. Представлена новая волнообразная комбинированная (ком-

плексная) конструкция покрытия для большепролетных зданий – цилиндро-
плитно-вантовое покрытие (ЦПВ), объединяющее в себе три вида конструкций: 
цилиндрическую оболочку нулевой гауссовой кривизны, плоского и вантового 
(висячего) покрытий. Данное сочетание конструкций и материалов для покрытия 
больших площадей выбрано не случайно. Вант (гибкая нить) работает только на 
растяжение всем своим сечением, а цилиндрическая оболочка и плита работают 
в двух (продольной и поперечной) плоскостях. В комплексе при действии внеш-
них воздействий они создают необходимую проектную прочность, учитывая при 
этом рациональный выбор материалов (стали и железобетона). Предложены но-
вые архитектурно-конструктивные решения большепролетного здания с цилин-
дро-плитно-вантовым покрытием, учитывающие разные геометрические формы 
наружного (внешнего) безанкерного опорного контура (наружная опора) в виде 
полуокружности, полуэллипса и др. Цель исследования – проанализировать 
влияние наружного (внешнего) безанкерного опорного контура (полуокружно-
сти, полуэллипса и других форм) на пространственную работу внутренних сил 
в комбинированном ЦПВ-покрытии большепролетного здания (сооружения). 
Методы. Статический численный анализ пространственных моделей больше-
пролетных зданий с разными видами наружного опорного контура в ЦПВ-
покрытии выполнен в программном комплексе FEMAP with NX NASTRAN. 
Данный комплекс относится к классу САЕ, реализующему метод конечных эле-
ментов и позволяющему учитывать физическую и геометрическую нелинейно-
сти деформирования конструкций. Результаты. В расчетном исследовании вы-
полнен сравнительно-численный анализ напряженно-деформированного состоя-
ния комплексного ЦПВ-покрытия с разными очертаниями опорных контуров на 
действие вертикальных нагрузок, определяющий рациональный их выбор с уче-
том общих затрат и полезной площади здания. Результаты расчета большепро-
летных зданий с ЦПВ-покрытием на горизонтальную (ветровую) нагрузку с уче-
том определения аэродинамических коэффициентов предполагается опублико-
вать в следующей статье. 

Ключевые слова: гибкая нить, вант, вантовое (висячее) покрытие, вися-
чая система, комбинированное (комплексное) покрытие большепролетного 
здания (сооружения), цилиндро-плитно-вантовое покрытие здания (соору-
жения), наружная опора, наружный опорный контур вантового покрытия, 
безанкерная опора, внутренняя металлическая опора 
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Введение 1 
Проектирование и строительство большепро-
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ного и торгового назначения является важным и от-
ветственным делом для любого архитектора и ин-
женера. Уникальные здания и сооружения с непо-
вторимыми архитектурными образами – это свое-
го рода визитные карточки любого города, посколь-
ку они отражают его неповторимую культуру, обы-
чаи и традиции. По сей день особое внимание архи-
текторов и инженеров привлекают такие покрытия, 
как купольные, цилиндрические и вантовые. Имен-
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но эти покрытия позволяют рационально перекры-
вать большие площади зданий и сооружений, созда-
вая при этом привлекательные архитектурные об-
разы и украшая внешний облик города.  

В пространственных (купольных и цилиндри-
ческих) тонкостенных покрытиях, благодаря рабо- 
те конструкции в плане в обоих направлениях, до- 
стигается лучшее использование материалов, их су- 
щественная экономия и значительное уменьшение 
массы в сравнении с плоскими покрытиями [1–5]. 
Недостатком же является ограничение в перекры-
ваемых площадях. 

Особое внимание заслуживают здания и соору-
жения с вантовым (висячим) покрытием [1; 6–14], 
поскольку они, в отличие от купольных и цилиндри- 
ческих покрытий, позволяют перекрывать площади 
зданий (сооружений) значительно больших разме-
ров без экономических потерь, при этом просты в 
изготовлении, монтаже и эксплуатации. Однако с 
увеличением площади вантового покрытия, соот-
ветственно, увеличиваются и опорные усилия в ван- 
тах (гибких нитях), которые передаются наружной 
опоре, в таком случае необходимо увеличивать жест- 
костные параметры наружного опорного контура. 

Проанализировав достоинства и недостатки вы- 
шеперечисленных покрытий большепролетных зда-
ний и зная особенности их пространственной ра-
боты, можно создавать новые виды конструкций по- 
крытия путем их сочетания. Речь, в частности, идет 
о новом цилиндро-плитно-вантовом (ЦПВ) покры- 
тии для большепролетного здания. Оно представ-
ляет собой сложную комбинированную конструк-
цию в виде «волны», форму которой можно изме-
нять, обеспечивая при этом изменение эстетично-
го вида самого здания [14]. ЦПВ-покрытие пред-
ставляет собой единый комплекс, состоящий из трех 
разных видов покрытий: цилиндрического, плитно-
го и вантового. При этом эффективность и внешний 
вид конструкции ЦПВ-покрытия во многом опре-
деляются также и формой наружной опоры ванто-
вого покрытия (рис. 1). Одним концом ванты кре-
пятся к наружной опоре, которая представляет собой 
контурную конструкцию, работающую преимуще-
ственно на сжатие, поэтому ее рационально проек-
тировать из бетона и железобетона. А другим кон-
цом – к внутренней опоре, концы которой жестко 
заделаны в плиту плоского покрытия. Внутренняя 
опора вантового покрытия работает только на рас-
тяжение. Материалом для нее может служить ис-
ключительно сталь. Крепление вант к наружной и 
внутренней опорам выполняется, как правило, в виде 
шарнира [15; 16]. 

Схема расположения вант в вантовом покрытии 
может быть разной, например, радиальной, веерной, 

параллельной (продольной и поперечной), перекрест- 
ной и др. [17]. Следует отметить, что изменение ар-
хитектурных форм наружной опоры и схемы рас- 
положения вант оказывает существенное влияние 
на напряженно-деформированное состояние (НДС) 
всей комплексной конструкции ЦПВ-покрытия.  

 

 
 

Рис. 1. Большепролетное здание 
с цилиндро-плитно-вантовым покрытием 

[Figure 1. Large-span building  
with a cylinder-plate-cable-stayed roof] 

1. Описание большепролетного здания 
с цилиндро-плитно-вантовым покрытием 

ЦПВ-покрытие состоит из крайних блоков – по- 
мещений с вантовым покрытием и срединной (цент- 
ральной) частью, выполненной в виде цилиндриче- 
ской оболочки нулевой гауссовой кривизны. Объ-
единяющим участком двух частей служит плита 
плоского покрытия (рис. 1). 

По конструктивному решению плита плоского 
покрытия, работая совместно с диафрагмами жест- 
кости (лестничными клетками и лифтовыми шахта-
ми), воспринимает внутренние усилия от цилиндри-
ческого и вантового покрытий [17]. Рассмотрим че- 
тыре варианта общественного здания с ЦПВ-покры- 
тием, в котором наружные опорные контуры имеют 
разные геометрические формы с соответствующим 
продольным радиусом R (по оси х) (рис. 2): а) R1 = 15 м 
(модель 1); б) R2 = 30 м (модель 2); в) R3 = 45 м 
(модель 3); г) R4 = 60 м (модель 4).  

Правильный выбор параметров наружной опо-
ры вантового покрытия позволяет рационально ис-
пользовать полезную площадь здания, а также ми-
нимизировать издержки при строительстве и экс-
плуатации. Ванты наружного опорного контура ори-
ентированы радиально, с основным шагом s1 = 2 м. 
На ванты уложены железобетонные плиты покры-
тий, имеющие форму трапеций разного типоразме- 
ра с толщиной 0,05 м [17]. К вантам плиты крепятся 
с помощью фиксаторов – зажимов, представляю-
щих собой выпуски арматурных стержней перио-
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дического профиля. Зазоры, образующиеся между 
плитами покрытий, заполняются бетоном на расши- 
ряющемся цементе [14–17]. Провисание вант (или 
стрела провеса) принимается f = 1/25L [6; 14–17], 
где L – пролет ванта, м. 

Разомкнутый наружный безанкерный опор-
ный контур представляет собой многопролетную 
балку прямоугольного сечения высотой h = 0,8 м 
и шириной b = 1,5 м. Ее геометрические формы  
в плане представлены на рис. 2, где R1 = 15 м,  

R2 = 30 м, R3 = 45 м, R4 = 60 м, В = 6 м, l2 = 40 м,  
l1 = 108 м, L = 60 м. Опорная балка (наружный 
опорный контур) вантового покрытия установле-
на на колонны высотой Н, изменяющейся в пре-
делах от 12 до 16 м, с шагом, равным 6 м. Концы 
наружного опорного контура жестко соединены  
с арматурными выпусками плитой плоского по-
крытия и торцевой диафрагмой (монолитной же-
лезобетонной стеной) двухэтажного помещения 
(рис. 1, 2). 

 

 

 

а г 

 

б в 
 

Рис. 2. Планы зданий ЦПВ-покрытий с наружными опорными контурами: 
a – R1 = 15 м (модель 1); б – R2 = 30 м (модель 2); в – R3 = 45 м (модель 3); г – R4 = 60 м (модель 4); 

1 – колонны; 2 – торцевые диафрагмы; 3 – срединные диафрагмы (продольные и поперечные) 
[Figure 2. Building plans for cylinder-plate-cable-stayed roofs with external support contours:  

a – R1 = 15 m (model 1); б – R2 = 30 m (model 2); в – R3 = 45 m (model 3); г – R4 = 60 m (model 4); 
1 – columns; 2 – end diaphragms; 3 – middle diaphragms (longitudinal and transverse)] 

 
Двухэтажное помещение объединяет области 

вантового покрытия и цилиндрической оболочки. 
Цилиндрическая оболочка является средней частью 
ЦПВ-покрытия. Двухэтажное помещение имеет дли-
ну L = 60 м, ширину В = 6 м и образует безригель-
ный каркас с плитами плоского покрытия и пере-

крытия, толщина которых составляет t = 0,2 м. Раз-
меры сетки железобетонных колонн 6×6 м. Колонны 
имеют квадратное сечение с размерами 0,5×0,5 м. 
Высота колонн H1 = 12 м. Ширина продольных 
диафрагм равна 12 м, ширина поперечных и тор-
цевых диафрагм – 6 м, толщина 0,5 м. В расчете 
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приняты следующие геометрические размеры: про-
лет l2 = 40 м, длина l1 = 18×6 м = 108 м, высота  
h = 4 м, толщина монолитной цилиндрической обо-
лочки δ = (1/200…1/300)l2, примем δ = 0,15 м, ра-
диус кривизны оболочки R = 52 м. Оболочка опи-
рается на две железобетонные балки и торцевые арки 
с размерами прямоугольного сечения b = 0,5 м и  
h = 0,8 м [17].  

2. Материалы исследования 
Вант (гибкая нить): стальной канат двойной свив-

ки типа ЛК-РО конструкции 6×36 (1 + 7 + 7/7 + 14) + 
+1.о.с, с модулем упругости Е = 1,47×105 МПа и 
коэффициентом поперечной деформации ν = 0,3 
(табл. Г.10 [18]). Вант представляет собой изогну-

тый элемент, сечение которого определяется по рас- 
чету согласно нормативной документации [15; 19]. 

Железобетонный каркас: армированный тя-
желый бетон класса В25 с модулем упругости 
Eb = 30×103 МПа (табл. 6.11 в [20]), модулем сдви-
га Gb = 0,4, Eb = 0,4 × 30 × 103 = 12×103 МПа  
(п. 6.1.15 в [20]) и коэффициентом Пуассона  
ν = 0,2 (п. 6.1.17 в [20]). Расчетное сопротивление 
бетона для предельного состояния первой группы 
(сжатие осевое) Rb = 14,5 МПа (табл. 6.8 в [20]).  

Внутренняя металлическая опора (полукольцо): 
сталь марки С245 по ГОСТ 27772 [21] с расчетным 
сопротивлением R = 350 МПа (табл. В.5 в [18]), 
модулем продольной упругости (модуль Юнга) 
Е = 2,1×105 МПа (табл. Г.10 в [18]) и коэффициентом 
поперечной деформации ν = 0,3 (табл. Г.10 в [18]).

 

а б 
 

Рис. 3. Внутренняя металлическая опора в форме кольца (а) и полукольца (б): 
1 – ванты; 2 – внутренняя опора в форме кольца или полукольца; 3 – плита плоского покрытия; 

4 – арматура в продольном направлении; 5 – арматура в поперечном направлении; 6 – закладная деталь 
[Figure 3. Internal metal support in the form of ring (a) and half ring (б): 

1 – cables; 2 – an internal support in the form of a ring or half ring; 3 – a plate of a flat roof;  
4 – reinforcement in the longitudinal direction; 5 – reinforcement in the transverse direction; 6 – embedded part] 

 
Внутренняя металлическая опора может пред-

ставлять собой несколько видов конструкций: коль-
цо (рис. 3, а), полукольцо (рис. 3, б) и новый вид 
конструкции металлической опоры для крепления 
неразрезного ванта, оригинальность и новизна кото-
рой подтверждена патентной экспертизой [22]. Опор- 
ные концы соединены с армированием плиты плос-
кого покрытия и забетонированы. Длина заделки 
концов опорного полукольца определяется расче-
том согласно нормативным документам. 

3. Методы исследования 
Инженерный анализ конструкции здания вы-

полнен с помощью программного САЕ-комплекса 
FEMAP with NX NASTRAN, реализующего метод 

конечных элементов (МКЭ) [23; 24]. В расчете учте- 
на физическая и геометрическая нелинейности дефор- 
мирования вантовой системы покрытия здания [19]. 
Как известно, особенность подобных расчетов заклю-
чается в том, что при их выполнении нельзя исполь-
зовать ряд известных теорий и законов строительной 
механики, таких как принцип возможных перемеще-
ний и взаимности работ, закон независимости дей-
ствия сил и др. [19]. В расчетах подобного типа при-
меняются численные итерационные методы, основан-
ные на пошаговом способе нагружения ванта [15; 19; 
23–30]. В программном комплексе FEMAP with NX 
NASTRAN нелинейный статический анализ (Nonlinear 
Static Analysis) выполняется на основе итерационного 
решения методом Ньютона – Рафсона [23; 24]. 
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4. Нагрузки, действующие на ЦПВ-покрытие 

На ЦПВ-покрытие действуют вертикальные ста- 
тические нагрузки: постоянная от собственного веса 
конструктивных элементов, состава кровли [31] и 
временная (снеговая) нагрузка. При расчете проч- 
ности здания с ЦПВ-покрытием выбраны макси-
мальные усилия от неблагоприятных сочетаний на- 
грузок в соответствии с СП 20.13330.2012 [32]. Со- 
четание нагрузок [17; 33–35] на ЦПВ-покрытие: 

1) равномерно распределенная постоянная и вре- 
менная (снеговая) нагрузки (рис. 4, а); 

2) равномерно распределенная постоянная и 
неравномерно распределенная временная нагрузки 
(рис. 4, б).  

При радиальной схеме расположения вант вер-
тикальная нагрузка на отдельные ванты (стальные 
канаты) приложена в форме трапеции [35; 36]. Ее 
величина уменьшается по длине ванта (гибкой нити) 
пропорционально от наружного опорного контура 
разного радиуса Ri = 15, 30, 45 и 60 м к внутрен-
ней опоре с радиусом r = 0,5 м. На рис. 4 пред-
ставлены схемы приложения снеговой нагрузки на 
цилиндрическое покрытие. 

 

 
а 

 
б 
 

Рис. 4. Снеговая нагрузка (район – II) на цилиндрическое покрытие высотой 4 м, рассчитанная по СП [32]: 
а – вариант 1; б – вариант 2 

[Figure 4. Snow load (district – II) on a cylindrical roof 4 m high, calculated by SP [32]: 
a – variant 1; б – variant 2] 
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5. Результаты  
Рассмотрим следующие варианты расчетно-про- 

странственных моделей большепролетных зданий 
с наружными опорами в ЦПВ-покрытии, имеющи- 
ми следующие продольные радиусы: 1) R1 = 15 м 
(модель 1); 2) R2 = 30 м (модель 2); 3) R3 = 45 м 
(модель 3); 4) R4 = 60 м (модель 4). 

5.1. Расчетная модель 1  
с продольным радиусом R1 = 15 м 

Численный анализ показал, что деформации 
вантового покрытия зависят от длины вант и схе-
мы их расположения вдоль наружного безанкерного 
опорного контура (наружная опора). При радиаль- 
ной схеме расположения вант на концах наружной 
опоры ванты (гибкие нити) длиннее, чем в централь- 
ной части. Поэтому их наибольший прогиб возни-
кает по краям висячего покрытия (рис. 5, а). На- 

ружный железобетонный опорный контур с продоль- 
ным радиусом R1 = 15 м имеет форму «полумеся-
ца». В деформированном состоянии в плане (в осях 
х – у) он представляет «коромысло» (рис. 5, б), что 
является следствием особенностей нагружения вант 
(гибких нитей) и пошагового расположения вант 
разной длины (рис. 5, в). Максимальные перемеще- 
ния по оси х составили Δх1 = 0,0156 м, а по оси у – 
Δу1 = 0,0250 м. Максимальный прогиб для расчет-
ных моделей 1 и 2 с цилиндро-плитным покрыти-
ем равен 0,025 м, как при снеговой нагрузке по 
вариантам 1 и 2, а для моделей 3и 4 согласно по-
лученным результатам расчета. В данном анализе 
интерес представляет влияние вантовой системы 
на деформирование цилиндро-плитного покрытия, 
а именно зона прогиба цилиндрической оболочки. 
Для каждой расчетной модели она будет изме-
няться. 

 

а б 

в г 
 

Рис. 5. Расчетная модель 1 (R1 = 15 м) – максимальные перемещения конструктивных элементов ЦПВ-покрытия: 
а – общий вид здания; б – фрагмент модели (наружный опорный контур с радиусом R1 = 15 м); в – центральная часть здания  

с цилиндро-плитным покрытием (снег – вариант 1); г – центральная часть здания с цилиндро-плитным покрытием (снег – вариант 2) 
[Figure 5. Calculation model 1 (R1 = 15 m) – maximum displacement of the structural elements of the cylinder-plate-cable-stayed roof: 
a – general view of the building; б – a fragment of the model (an external support contour with a radius of R1 = 15 m); в – the central part of the building 

with a cylinder-plate roof (snow – variant 1); г – the central part of the building with a cylinder – plate roof (snow – variant 2)] 
 

5.2. Расчетная модель 2  
с продольным радиусом R2 = 30 м  

Деформации вант в центральной части ванто- 
вого покрытия имеют форму полуокружности (рис. 6, 
а). Это объясняется тем, что концы наружного 

железобетонного безанкерного опорного конту-
ра (наружной опоры) жестко закреплены в углах 
продольно-торцевой диафрагмы (ядра жесткости) 
плоского участка покрытия. На рис. 6, б в плане, 
то есть в осях х – у представлена деформирован-
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ная модель наружного железобетонного опорного 
контура с колоннами. Максимальное перемеще-
ние по осям х и у составило Δх2 = Δу2 = 0,0061 м. 
Деформация наружного опорного контура (на- 
ружной опоры) с продольным радиусом R2 =30 м  

в плане повторяет первоначальную форму полу-
окружности, что является следствием пошагового 
расположения вант равной длины и равномерно 
распределенной нагрузки на каждый вант (гибкую 
нить). 

 

а б 

в г 
 

Рис. 6. Расчетная модель 2 (R2 = 30 м) – максимальные перемещения конструктивных элементов ЦПВ-покрытия: 
а – общий вид здания; б – фрагмент модели (наружный опорный контур с радиусом R2 = 30 м); в – центральная часть здания 

с цилиндро-плитным покрытием (снег – вариант 1); г – центральная часть здания с цилиндро-плитным покрытием (снег – вариант 2) 
[Figure 6. Calculation model 2 (R2 = 30 m) – maximum displacement of the structural elements of the cylinder-plate-cable-stayed roof: 
a – general view of the building; б – a fragment of the model: an external support contour with a radius of R2 = 30 m; в – the central part of the building 

with a cylinder – plate roof (snow – variant 1); г – the central part of the building with a cylinder-plate roof (snow – variant 2)] 
 

5.3. Расчетная модель 3 
с продольным радиусом R3 = 45 м 

В расчетной модели 3 ванты (гибкие нити) мак-
симально прогибаются от внешней нагрузки в цен-
тральной части вантового покрытия, как и в моде-
ли 2 с продольным радиусом R2 = 30 м, поскольку 
длина вант в центральной части висячего покры-
тия больше, чем у наружной опоры (рис. 7, а). На 
рис. 7, б представлена деформированная схема на- 
ружного опорного контура с колоннами, макси-
мальные перемещения которого составили по оси 
х – Δх3 = 0,0250 м, а по оси у – Δу3 = 0,0156 м. От 
внешнего воздействия длинные ванты в средин-
ной части максимально растягиваются, из-за чего 
срединная часть наружного опорного контура сме- 
щается к плите плоского покрытия. Исключение со- 

ставляют ванты с относительно малым прогибом, 
расположенные ближе к краям опоры. Отметим, 
что переход полукольца с продольным радиусом 
R3 = 45 м cо смещенным центром в деформирован- 
ную С-форму не связан с потерей устойчивости. На- 
блюдается сложное перераспределение опорных ре-
акций, связанное с дополнительной нагрузкой вант, 
ориентированных преимущественно вдоль его наи- 
большей осевой линии и, наоборот, с разгрузкой 
вант, направленных преимущественно вдоль мень- 
шей осевой линии. 

Максимальный прогиб цилиндрической обо-
лочки составил 0,029 м. Зона ее прогиба существен-
но отличается от двух предыдущих из-за измене-
ния формы вантовой системы и, соответственно, 
длины вант в центральной части. 
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а б 

в г 
 

Рис. 7. Расчетная модель 3 (R3 = 45 м) – максимальные перемещения конструктивных элементов ЦПВ-покрытия: 
а – общий вид здания; б – фрагмент модели (наружный опорный контур с радиусом R3 = 45 м); в – центральная часть здания 

с цилиндро-плитным покрытием (снег – вариант 1); г – центральная часть здания с цилиндро-плитным покрытием (снег – вариант 2) 
[Figure 7. Calculation model 3 (R3 = 45 m) – maximum displacement of the structural elements of the cylinder-plate-cable-stayed roof: 
a – general view of the building; б – a fragment of the model (an external support contour with a radius of R3 = 45 m); в – the central part of the building 

with a cylinder-plate roof (snow – variant 1); г – the central part of the building with a cylinder-plate roof (snow – variant 2)] 
 

5.4. Расчетная модель 4 
с продольным радиусом R4 = 60 м 

Наружный опорный контур, изначально имею-
щий форму полуэллипса с радиально расположен-
ными вантами, приобретает особенную форму де- 
формации. При поперечной нагрузке вантового по- 
крытия возникает форма стесненного полуэллипса 
(рис. 8, б). Относительно большая плотность рас-
положения вант, ориентированных преимуществен- 
но вдоль наибольшей оси полуэллипса опорного кон- 
тура (рис. 8, а), приводит к незначительному под-
жатию внутрь. Максимальные перемещения в гори-
зонтальной плоскости составили: по оси х – Δх4 =  
= 0,0187 м, а по оси у – Δу4 = 0,0250 м. Согласно 
результатам численного анализа, максимальный про- 
гиб цилиндрической оболочки здания для расчет-
ной модели 4 (рис. 8, в) равен 0,035 м. 

Полученные численные результаты расчетов 
максимальных прогибов (перемещений) конструк-
тивных элементов зданий с разными архитектур-
ными очертаниями наружного опорного контура в 
ЦПВ-покрытии приведены в табл. 1. 

На рис. 9–12 представлены фрагменты ЦПВ-
покрытий, а именно вантовых (висячих покрытий) 
разной архитектурной формы (а), и расчетные 
продольные усилия N (Н) для каждого конструк-
тивного элемента: наружного безанкерного опор-
ного контура (наружной опоры) (б) и вант (гибких 
нитей) (в) от поперечной (вертикальной) внешней 
нагрузки. Численные результаты статических рас-
четов приведены в табл. 2. 

Таким образом, изменение формы наружного 
безанкерного опорного контура (наружной опоры) 
приводит к существенному изменению НДС всего 
большепролетного здания (сооружения) с ЦПВ-
покрытием. НДС наружной опоры вантового по-
крытия существенно зависит не только от внеш-
ней нагрузки, но и от схемы расположения вант в 
висячем покрытии (см. табл. 1, 2).  

Согласно полученным численным результатам 
расчетов, в местах сопряжения внутреннего ме-
таллического полукольца (рис. 3) с плитой плос-
кого покрытия возникают большие напряжения, 
которые вызваны внутренними усилиями в вантах 
(рис. 5–8), зависящие от длины и формы вантово-
го покрытия. Напряжения в плите плоского участ-
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ка покрытия можно уменьшить с помощью сле-
дующих конструктивных решений: 

– увеличением толщины плиты покрытия; 
– усилением плиты покрытия ребрами жесткости; 

– увеличением сечения внутреннего полу-
кольца; 

– увеличением стрелы провеса с учетом архи-
тектурного и технологического решения. 

 

а б 

в г 
 

Рис. 8. Расчетная модель 4 (R4 = 60 м) – максимальные перемещения конструктивных элементов ЦПВ-покрытия: 
а – общий вид здания; б – фрагмент модели (наружный опорный контур с радиусом R4 = 60 м); в – центральная часть здания 

с цилиндро-плитным покрытием (снег – вариант 1); г – центральная часть здания с цилиндро-плитным покрытием (снег – вариант 2)  
[Figure 8. Calculation model 4 (R4 = 60 m) – maximum displacement of the structural elements of the cylinder-plate-cable-stayed roof: 
a – general view of the building; б – a fragment of the model (an external support contour with a radius of R4 = 60 m); в – the central part of the building 

with a cylinder-plate roof (snow – variant 1); г – the central part of the building with a cylinder-plate roof (snow – variant 2)] 
 
 

Таблица 1  
Результаты численных расчетов перемещений конструктивных элементов ЦПВ-покрытия 

с радиальной схемой вантового покрытия 
[Table 1. The results of numerical calculations of the displacements of the structural elements of 

the cylinder-plate-cable-stayed roof with the radial cable-stayed roof] 

Расчетная модель 
[Calculation model] 

Продольный 
радиус Ri, м 

[Longitudinal 
radius Ri, m] 

Максимальные прогибы (перемещения) ∆f, м, конструктивных элементов  
[Maximum displacements ∆f, m, of structural elements] 

Покрытие  
[Roof] 

Наружная опора 
[External support] 

Внутренняя опора 
[Internal support] 

Вантовое 
[Cable-stayed]

Цилиндри-
ческое 

[Cylinder] 

Центральная
часть 

[Central part]

Крайняя 
часть 

[Extreme part] 

Центральная 
часть 

[Central part] 

Крайняя 
часть 

[Extreme part]

Модель 1 15,00 0,2190 0,0250 0,0156 0,0250 –0,000405 –0,000625 

Модель 2 30,00 0,0711 0,0250 0,0060 0,0060 –0,004480 –0,001130 

Модель 3 45,00 0,2660 0,0290 0,0250 0,0156 –0,012500 –0,002000 

Модель 4 60,00 0,2860 0,0350 0,0187 0,0250 –0,026000 –0,000653 
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а б в 
 

Рис. 9. Расчетная модель 1 (R1 = 15 м) – продольная сила N, Н: 
а – модель вантового покрытия; б – наружный опорный контур; в – ванты 

[Figure 9. Calculation model 1 (R1 = 15 m) – axial force N, N: 
a – cable-stayed roof model; б – the external support contour; в – cables] 

 
 

а б в 
 

Рис. 10. Расчетная модель 2 (R2 = 30 м) – продольная сила N, Н: 
а – модель вантового покрытия; б – наружный опорный контур; в – ванты 

[Figure 10. Calculation model 2 (R2 = 30 m) – axial force N, N: 
а – cable-stayed roof model; б – the external support contour; в – cables] 

 
 

а б в 
 

Рис. 11. Расчетная модель 3 (R3 = 45 м) – продольная сила N, Н: 
а – модель вантового покрытия; б – наружный опорный контур; в – ванты 

[Figure 11. Calculation model 3 (R3 = 45 m) – axial force N, N: 
а – cable-stayed roof model; б – the external support contour; в – cables] 
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а б в 
 

Рис. 12. Расчетная модель 4 (R4 = 60 м) – продольная сила N, Н: 
а – модель вантового покрытия; б – наружный опорный контур; в – ванты 

[Figure 12. Calculation model 4 (R4 = 60 m) – axial force N, N: 
а – cable-stayed roof model; б – the external support contour; в – cables] 

 
 

Таблица 2  
Результаты расчета внутренних сил конструктивных элементов ЦПВ-покрытия 

с радиальной схемой вантового покрытия 
[Table 2. The calculation results of the internal forces of the structural elements of 

the cylinder-plate-cable-stayed roof with a radial cable-stayed roof] 

Расчетная модель 
[Calculation model] 

Продольный 
радиус Ri, м 

[Longitudinal 
radius Ri, м] 

Максимальные продольные усилия N, Н 
[Maximum axial force N, Н ] 

Ванты 
[Cables] 

Наружная опора 
[External support] 

Внутренняя опора 
[Internal support] 

Центральная
часть 

[Central part]

Крайняя 
часть 

[Extreme part]

Центральная 
часть 

[Central part]

Крайняя 
часть 

[Extreme part] 

Центральная 
часть 

[Central part] 

Крайняя 
часть 

[Extreme part]

Модель 1 15,00 262 751 477 806 –5 038 305 –3 142 955 2 500 363 2 315 194 

Модель 2 30,00 277 446 529 659 –4 883 000 –4 930 000 4 487 207 4 783 374 

Модель 3 45,00 419 586 714 508 –7 110 413 –11 263 550 9 078 340 9 078 340 

Модель 4 60,00 927 460 209647 –7 120 973 –14 174 725 6 986 531 14 040 282 
 

Таблица 3  
Результаты численного анализа полезных площадей здания 

[Table 3. The results of a numerical analysis of the useful area of the building] 

Расчетная модель 
[Calculation model] 

Параметры ЦПВ-покрытия с наружными опорными контурами 
[Parameters of cylinder-plate-cable-stayed roof with external support contours] 

Продольный радиус Ri, м 
[Longitudinal radius Ri, m] 

Поперечный радиус r, м
[Transverse radius r, m] 

Площадь помещения вантового покрытия S, м2 
[The area of the cable-stayed premises S, m2] 

Модель 1 15,00 (в осях 1–7) 30,00 629,00 

Модель 2 30,00 (в осях 1–8) 30,00 1413,00 

Модель 3 45,00 (в осях 1–11) 30,00 2452,00 

Модель 4 60,00 (в осях 1–12) 30,00 2826,00 

 
Полученные результаты сравнительного анали-

за конструкций ЦПВ-покрытия показали, что рас-
четная модель 2 с продольным радиусом R2 = 30 м 
(рис. 2, б) и вантовым покрытием в форме полу-
окружности (рис. 6) подвержена при одинаковых 
внешних нагрузках меньшим деформациям и напря- 
жениям в сравнении с моделями 1, 3 и 4 (табл. 1, 2). 

Несмотря на относительно небольшую площадь ван- 
тового покрытия расчетной модели 2, полуокруж-
ность является оптимальной формой для вант с 
радиальным расположением. Под действием внеш-
них сил форма полуокружности сохраняет свою 
первоначальную форму (рис. 6, б), что приводит к 
наиболее благоприятному перераспределению внут- 
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ренних усилий (табл. 1, 2). Расчетные модели с дру-
гими очертаниями опорных контуров подвержены 
большим деформациям (перемещениям) (табл. 3), 
усилиям (табл. 1, 2) и напряжениям.  

Отличительным архитектурно-конструктивным 
признаком расчетных моделей большепролетных 
зданий с ЦПВ-покрытием является влияние архи-
тектурно-геометрических параметров наружного 
опорного контура (наружной опоры) вантового по- 
крытия на величину полезной площади под ним. 
Проведем сравнительный анализ величины полез-
ной площади помещений большепролетного зда-
ния с вантовыми покрытиями разного архитектур- 
ного очертания. За основной размер (ширину) ван- 
тового покрытия будем считать длину L двухэтаж- 
ного помещения с плоским покрытием, которая 
равна 60 м (рис. 2). Результаты расчета, получен-
ные аналитическим методом, приведены в табл. 3.  

Проанализировав полученные расчеты можно 
сделать вывод, что предложенная геометрия ван-
тового покрытия оказывает существенное влияние 
на полезную площадь покрытия, что является не-
маловажным фактором в архитектурно-планировоч- 
ном решении для зданий (сооружений) рассматри-
ваемого типа.  
 

 
 

Рис. 13. Гистограмма площадей зданий 
с разными вантовыми покрытиями 

[Figure 13. The histogram of the area of buildings 
with different cable-stayed roofs] 

 
Таблица 4 

Сравнение результатов численного анализа 
полезных площадей здания 

[Table 4. The results of a numerical analysis of 
the useful area of the building] 

Показатели 
[Indicators] 

Соотношение площадей  
моделей вантового покрытия в процентах 

[The ratio of the areas of  
cable-stayed models in percent] 

1–2 1–3 1–4 2–3 2–4 3–4 
Увеличение на: 55,48 74,35 77,74 42,37 50,00 13,24 

 
На рис. 13 представлена гистограмма площа-

дей (S, м2) расчетных моделей с вантовым покры-
тием разного архитектурного очертания. Посколь-

ку наибольший интерес представляют висячие по- 
крытия с большими площадями, то проанализиру-
ем соотношение площадей всех моделей между со- 
бой. Детальное сравнение полученных результа-
тов расчета представлено в табл. 4. 

6. Обсуждение  
Применение облегченных конструкций в строи-

тельстве современных зданий и сооружений обес-
печивает архитекторам и инженерам большие воз-
можности по созданию неповторимых архитектур- 
ных образов путем сочетания конструкций разных 
видов. Цилиндро-плитно-вантовое покрытие, соче-
тающее в себе цилиндрическую оболочку нулевой 
гауссовой кривизны, плоское и вантовое покрытия, 
позволяет перекрывать значительные площади, в от- 
личие от отдельно взятых пространственных ван-
товых и цилиндрических покрытий. А предложен- 
ные новые архитектурно-конструктивные решения 
в виде разнообразных архитектурных форм наруж- 
ного опорного контура в форме полуокружности и 
полуэллипса дополнительно увеличивают полезную 
площадь здания без существенных экономических 
затрат. 

В ходе полученных результатов расчета наблю- 
дается интересная особенность работы цилиндро-
плитно-вантового покрытия с разными очертани-
ями наружных опорных контуров при сравнении 
расчетных моделей: 

1) по деформированной схеме вантового по-
крытия. Для расчетных моделей 1 (с продольным 
радиусом R1 = 15 м) и 4 (с продольным радиусом 
R4 = 60 м), несмотря на разные формы («полуме-
сяц», полуэллипс), деформированные схемы ван-
товой системы практически совпадают, а зоны про- 
гибов цилиндрической оболочки отличаются. Ана- 
логично и для расчетных моделей 2 (с продоль-
ным радиусом R2 = 30 м) и 3 (с продольным ради-
усом R3 = 45 м);  

2) по деформированной схеме цилиндро-плит- 
ного покрытия. Расчетные модели 1 (с продольным 
радиусом R1 = 15 м) и 2 (с продольным радиусом 
R2 = 30 м) по зонам прогиба цилиндрической обо-
лочки совпадают, а по деформации вантовой си-
стемы различаются. То же наблюдается у расчет-
ных моделей 3 и 4. 

Заключение 
Признанными достоинствами вант и вантовых 

конструкций являются простота, надежность и эко- 
номичность. Вантовые покрытия привлекают ар-
хитекторов и инженеров возможностью создания 
неповторимых архитектурных образов обществен- 
ных зданий и сооружений, таких как зрелищные (му- 
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зеи, театры, кинотеатры) и спортивные комплексы 
(крытые и открытые стадионы), торговые центры 
и др. При их строительстве предпочтительными ока- 
зываются висячие вантовые покрытия различных 
форм, способные перекрывать большие площади и 
при этом эффективно противостоять весовым, вет- 
ровым и сейсмическим нагрузкам.  

В висячих покрытиях рассмотренного типа уси- 
лия от вант передаются на внутренние и внешние 
опорные конструкции. Внутренняя металлическая 
опора, изготовленная, как правило, в виде кольца, 
является ответственным конструктивным элемен-
том, поскольку она концентрирует опорные реак-
ции от ряда вант. Данная опора должна жестко со-
единяться с плитой плоского покрытия здания, ко- 
торая опирается на продольно-поперечные диафраг- 
мы (рис. 2, б). Наружный опорный контур подвер-
жен наибольшим усилиям и деформациям, что при- 
водит к удорожанию указанного конструктивного 
элемента в вантовом покрытии. При проектирова-
нии и строительстве здания (сооружения) рассмот-
ренного типа выбор геометрической формы наруж- 
ного опорного контура является важным решени-
ем. Он во многом определяет прочность и надеж-
ность всего здания. Именно поэтому необходимо 
принимать простые, надежные и вместе с тем эко-
номичные решения для конструктивного оформле- 
ния наружной опоры вантового покрытия. Полу-
ченные расчеты показали, что наиболее предпо-
чтительной оказывается наружная опорная конструк- 
ция вантовой системы, выполненная в форме по-
луокружности (табл. 3). 

Одновременно при выборе конструкции наруж- 
ного безанкерного опорного контура (наружной 
опоры) необходимо учитывать существенное вли-
яние его архитектурно-геометрической формы на 
величину полезной площади помещения с ванто-
вым покрытием (табл. 3, 4). В инженерном анали-
зе зданий (сооружений) рассматриваемого типа эф- 
фективным приемом оказывается представление 
вантового (висячего) покрытия в качестве внеш-
него суперэлемента (Super Elements) [37; 38]. По-
добный прием позволяет существенно сократить 
порядок решаемой задачи, локализовать область с 
физическим и геометрическим нелинейным дефор- 
мированием материала, требующую расчета с при- 
менением пошаговых либо итерационных методов, 
и обеспечить возможность расчетного конструиро- 
вания без пересчета конструкции в целом. 
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 Abstract 
Relevance. A new wave-like combined (complex) coating design for large-span 

buildings – a cylinder-plate-cable-stayed roof, combining three types of struc-
tures: a cylindrical shell of zero Gaussian curvature, plate and cable-stayed (hanging) 
roofs are presented. This combination of structures and materials for roof large areas 
was not chosen by chance. The cable works in tension with its entire cross section 
only, and the cylindrical shell and plate work in two (longitudinal and transverse) 
planes. In combination with external influence, they create the necessary design strength, 
taking into account, at the same time, a rational choice of materials (steel and rein-
forced concrete). New architectural and constructive solutions of a large-span buil-
ding with a cylinder-plate-cable-stayed roof are proposed taking into account the dif-
ferent geometric shapes of the external support contour in a form of a semicircle, 
semiellipse, etc. The aim of the work is to analyze the influence of the external sup-
port contour (semicircle, semiellipse, and other forms) on the spatial work of internal 
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 forces in the combined cylinder-plate-cable-stayed roof of a large-span building. 
Methods. Results of static numerical analysis of spatial models of large-span buil-
dings with different types of external supporting contour in the centralized roofs were 
made in the FEMAP with NX NAS-TRAN software package. This complex belongs 
to the CAE – class which implements the finite element method (FEM) and allows 
on the basis of the physical and geometric nonlinearity of the deformation of struc-
tures. Results. Calculation study carried out comparative numerical analysis of 
the stress-strain state of a complex cylinder-plate-cable-stayed roof with different 
outlines of the support contours on the effect of vertical loads. This determines their 
rational choice given due consideration to the total cost and useful area of the buil-
ding. The results of calculating large-span buildings with cylinder-plate-cable-stayed 
roofs for horizontal (wind) load, on the basis of determination of aerodynamic coeffi-
cients, are supposed to be published in the next article. 

Keywords: cables, cable-stayed (hanging) roof, hanging system, combined 
(complex) roof of a large-span building (structure), cylinder-plate-cable-stayed 
roof of a building (structure), external support, external support contour of cable-
stayed roof, anchorless support, internal metal support 
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 Аннотация 
Цель. Выполнить анализ напряженного состояния меридиональных ре-

бер металлического ребристо-кольцевого купола на разных стадиях навесно-
го монтажа его каркаса. Купол имеет полусферическую форму и собирается 
из отдельных элементов от опорного контура к вершине. Из-за разного на-
клона элементов меридиональных ребер на разных ярусах в процессе монта-
жа изменяется их напряженное состояние. Выяснялось, как навесной монтаж 
металлического купола отражается на напряженном состоянии его меридио-
нальных ребер. Задачей исследования являлось установление закономерно-
сти изменения напряженного состояния меридионального ребра с монтажом 
каждого вышерасположенного яруса купольного каркаса. Методы. Разрабо-
тана компьютерная модель металлического ребристо-кольцевого купола из 
стальных двутавров с жесткими сопряжениями в узлах. Созданы несколько 
дополнительных монтажных моделей неполного каркаса для исследования 
напряжений в ребрах купола на разных стадиях навесного монтажа. Для каж-
дой монтажной модели купольного каркаса выполнены компьютерные рас-
четы на действие собственного веса. В результате расчетов определены на-
пряжения в меридиональных ребрах каркаса монтажных схем, которые срав-
нивались с аналогичными напряжениями в каркасе проектной схемы. Резуль-
таты. Представлены графики изменения напряженного состояния меридио-
нального ребра металлического купола по стадиям навесного монтажа. Пока-
заны диаграммы изменения степени использования прочности стали на раз-
ных стадиях монтажа. Дана оценка напряженным состояниям при навесном 
монтаже купольного каркаса. Отмечены неизбежность монтажных напряже-
ний при навесном монтаже и их влияние на надежность купола. 
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Введение1 
Каркасы металлических большепролетных ку- 

полов представляют собой пространственные стерж- 
невые системы. Это создает необходимую жесткость 
и надежность куполов при использовании в каче-
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стве покрытий зданий. Благодаря экономичности 
расхода металла купола занимают ведущее место 
среди выпуклых пространственных конструкций [1; 
2]. Купола обладают выразительным внешним об-
ликом и имеют большое распространение в строи-
тельной практике по всему миру [3].  

Большепролетные купольные покрытия не по- 
являются на месте строительства целиком. Этому 
предшествует длительный процесс возведения, 
во время которого они постепенно приобретают свою 
реальную конструктивную и геометрическую фор-
му [4; 5]. В процессе монтажа сначала появляются 
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лишь отдельные фрагменты купольного каркаса. За-
тем эти фрагменты постепенно увеличиваются путем 
добавления все новых и новых конструктивных эле- 
ментов купола. Только по завершении монтажа ку- 
польного каркаса образуется полная конструктив-
ная и расчетная схема купольного покрытия. Монтаж 
купола сопровождается непрерывным преобразо-
ванием разных по сложности конструктивных си-
стем. На разных этапах монтажа в неполных кар-
касах возникают разные расчетные схемы, отли-
чающиеся от проектной. На них еще нет огражда- 
ющих конструкций, но есть нагрузки от собствен-
ного веса каркаса, которые создают напряженно-
деформированное состояние в его элементах [5; 6]. 
Отметим также, что разные расчетные схемы харак- 
теризуются также и различной нагрузкой. 

На способ монтажа куполов влияют конструк-
тивное решение их каркасов, пролет и высота. При 
этом способ возведения выбирается с учетом раз-
меров его отдельных элементов и их возможности 
воспринимать монтажные нагрузки [7; 8]. Способ 
монтажа определяет выбор подъемно-транспортных 
машин и механизмов. От вида способа монтажа за-
висят технологичность и продолжительность воз-
ведения купола.  

Большое количество купольных металлических 
покрытий построено с применением разных систем 
временных опор [8]. Обычно подобным образом воз-
водятся относительно невысокие или пологие купо- 
ла [9]. В высоких или крутых куполах может быть 
применен навесной монтаж, когда в процессе воз-
ведения совсем не используются временные опоры. 
Но в таких куполах должно быть обеспечено жесткое 
сопряжение элементов каркаса друг с другом. Мон- 
таж навесным способом осуществляется от осно-
вания, когда сначала устраивается опорный контур, 
а затем устанавливают ярус за ярусом остальные 
конструктивные элементы купольного каркаса.  

В обоих случаях конструктивные элементы кар- 
каса прикрепляются к узлам собранной ранее части 
купольного каркаса. Так как все элементы обладают 
собственным весом, то прикрепление элементов каж-
дого следующего яруса вызывает в частично собран-
ной части купольного каркаса напряженное состо-
яние. На каждой стадии возведения образуется мон-
тажная расчетная схема. Каждая монтажная расчет-
ная схема купольного каркаса отличается как от 
проектной схемы каркаса полностью смонтирован- 
ного купола, так и от предыдущих монтажных схем. 
Поэтому в процессе возведения купола в элемен-
тах каждой монтажной расчетной схемы возникают 
напряжения, отличающиеся от напряжений в эле-
ментах каркаса проектной схемы, а также преды-
дущих монтажных схем.  

При навесном монтаже работа конструктивных 
элементов или фрагментов купольного каркаса по-
хожа на работу консолей. Это сопряжено с образо-
ванием относительно больших изгибающих момен-
тов в сечениях в местах прикрепления их к уже соб- 
ранной части купольного каркаса. Следовательно, 
узловые сопряжения конструкций в каркасе и се-
чения самих элементов должны обладать необхо-
димой изгибной жесткостью. Поэтому в однопо-
ясных купольных каркасах в качестве стержневых 
элементов используются только двутавры [8]. 

1. Исследование 

При навесном монтаже ребристо-кольцевых ку- 
полов наибольшие напряжения испытывают ме-
ридиональные ребра. С целью выяснения характе-
ра напряженного состояния меридиональных ребер 
металлического ребристо-кольцевого купола на раз-
ных стадиях навесного монтажа его каркаса были 
выполнены специальные компьютерные исследо-
вания. Они проводились на компьютерных моделях 
купольного каркаса как пространственных стерж-
невых систем [10; 11] в программе SCAD. Напря-
жения определялись по величинам внутренних уси-
лий в стержнях меридиональных ребер купольно-
го каркаса.  

Объектом исследования служил каркас одно-
поясного ребристо-кольцевого купола полусфери-
ческой формы из 30 секторов, изображенного на 
рис. 1. Узлы каркаса купола расположены на сфе-
рической поверхности с радиусом кривизны 20 м, 
пролетом 40 м и высотой 19,83 м. Во всех узлах 
купольного каркаса приняты жесткие сопряжения 
между элементами. 

 

 
 

Рис. 1. Каркас ребристо-кольцевого купола 
[Figure 1. The skeleton of the ribbed ring-shape dome] 
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Рис. 2. Этапы монтажа каркаса исследуемого ребристо-кольцевого купола: 
а – 1; б – 2; в – 3; г – 4; д – 5; е – 6; ж – 7; и – 8; к – 9; л – 10; м – 11; н – 12; п – 13; р – 14; с – 15 

[Figure 2. The stages of the ribbed ring-shape dome skeleton erection process: 
а – 1; б – 2; в – 3; г – 4; д – 5; е – 6; ж – 7; и – 8; к – 9; л – 10; м – 11; н – 12; п – 13; р – 14; с – 15] 
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На основе приближенного расчета купола про-
ектной схемы на несимметричные нагрузки ребра 
назначены из стального двутавра 26Ш1, верхнее 
кольцо – из двутавра 30Ш1, остальные кольца – 
из двутавра 23Ш1. Расстояние между кольцами вдоль 
меридионального ребра 3,9 м, расстояние между 
ребрами вдоль колец от 0,81 м у верхнего кольца 
до 4,18 м у нижнего кольца. Каркас купола опира-
ется на условные короткие консольные стойки дли- 
ной 0,5 м из стального двутавра 40Ш3 (рис. 1). 

Монтаж купола выполняется отдельными стерж- 
невыми элементами от опорного контура к верши- 
не по ярусам. Предполагалось, что опорный контур 
уже закреплен у основания. Сначала устанавлива- 
ются элементы меридиональных ребер по всему 
контуру, затем на них устанавливаются кольцевые 
элементы. Для исследования напряженного состо-
яния ребристо-кольцевого купола рассматривались 
промежуточные монтажные этапы купольного кар-
каса. Каждый этап подразумевал установленные 
по всему контуру элементы. Таких этапов с позиции 
монтажа в рассматриваемом купольном каркасе на- 
считывается четырнадцать (рис. 2). 

Например, сначала выполняется монтаж стерж-
ней меридиональных ребер первого яруса (рис. 2, а), 
затем на них устанавливают кольцевые стержни 
(рис. 2, б). Такой же процесс повторяется для 2-го 
яруса (рис. 2, в, г), затем для третьего (рис. 2, д, е), 
четвертого (рис. 2, ж, и), пятого (рис. 2, к, л), ше-

стого (рис. 2, м, н) и седьмого (рис. 2, п, р). На пят-
надцатом этапе (рис. 2, с) производится монтаж 
звездообразной вершины, который уже не отража-
ется на монтажном напряженном состоянии мери-
диональных ребер. Поэтому исследование произ-
водилось на основе статического расчета компью-
терных моделей каркаса каждой из четырнадцати 
монтажных схем промежуточных стадий возведе-
ния и проектной схемы купола на действие нагрузки 
только от собственного веса элементов каркаса. 

Установка элементов меридиональных ребер 
как консолей под наклоном вызывает появление 
значительных изгибающих моментов. Изгибающие 
моменты меридионального ребра на каждом этапе 
монтажа изменяются. Из-за разного наклона эле-
ментов меридиональных ребер на разных ярусах в 
процессе монтажа изменяются и величины момен-
тов, что отражается на их напряженном состоянии.  

Общая картина изменений изгибающих мо-
ментов по длине меридионального ребра показана 
на рис. 3 для монтажа элементов ребер и на рис. 4 
для монтажа колец. Из этих рисунков видно, что 
значительные «всплески» моментов на меридиональ-
ном ребре наблюдаются на разных этапах монтажа 
на консольном устанавливаемом элементе меридио-
нального ребра и на предшествующем консольно-
му. Причем по мере монтажа следующих ярусов 
«всплески» перемещаются на них, а на предыду-
щих ярусах исчезают. 

 

 
 

Рис. 3. Эпюры моментов xM  в меридиональном ребре купола проектной схемы (а) 
и на разных этапах (б) монтажа при установке стержней ребра 

[Figure 3. Meridional rib xM moment diagrams for (а) the design model and (б) the models correspondent to 
an instant of rib elements mounting at different erection stages] 

 
Такой ярко выраженной картины изменения 

изгибающих моментов на разных этапах монтажа 
по длине меридионального ребра при поярусной 
установке колец не наблюдается. 

Изгибающие моменты в вертикальной плос-
кости при монтаже элементов ребер в консольном 
и предыдущем стержнях м,x iM , начиная с монта-

а б
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жа второго яруса, по величине превышают проект-
ные п,x iM  в несколько раз (рис. 5). 

Изгибающие же моменты в вертикальной плос-
кости при монтаже колец в консольном и преды-
дущем стержнях м,x iM  достигают величины про-

ектных п,x iM  только начиная с монтажа третьего 

яруса (рис. 6), и самые большие по величине мо-
менты возникают с противоположной стороны 
ребер. 

Установка консольных элементов меридиональ- 
ных ребер приводит к появлению значительных де- 
формаций по сравнению с перемещениями карка-
са проектной схемы.  

 

 
 

Рис. 4. Эпюры моментов xM  в меридиональном ребре купола проектной схемы (а)  
и на разных этапах (б) монтажа при установке колец 

[Figure 4. Meridional rib xM  moment diagrams for (а) the design model and (б) the models correspondent to 
an instant of rings mounting at different erection stages] 

 

 
 
 
 

Рис. 5. Отношение м, п,x i x iM M  в поярусных элементах ребер при установке консольных ребер: 

м,x iM  – монтажный момент; п,x iM  – проектный момент; а – консольный стержень; б – предыдущий стержень 

[Figure 5. м, п,x i x iM M  ratio in tier ribs elements at an instant of cantilever ribs mounting: 

м,x iM  – assembly moment; п,x iM  – design moment; а – cantilever rod; б – preceding rod] 
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Рис. 6. Отношение м, п,x i x iM M  в поярусных элементах ребер при установке крайних колец: 

м,x iM  – монтажный момент; п,x iM  – проектный момент; а – консольный стержень; б – предыдущий стержень 

[Figure 6. м, п,x i x iM M  ratio in tier ribs elements at an instant of edge rings mounting: 

м,x iM  – assembly moment; п,x iM  – design moment; а – cantilever rod; б – preceding rod] 

 

 
 
 
 

Рис. 7. Перемещения по нормали крайних узлов меридиональных элементов: 
а – проектная схема; б – монтаж ребер; в – монтаж колец 

[Figure 7. Normal displacements of meridional elements edge parts: 
а – design scheme; б – ribs mounting; в – rings mounting] 

 
На рис. 7 приведены графики изменения де-

формаций 2 2
v hf f f  , условно названных «нор- 

мальными», крайних узлов монтажных схем и ана- 
логичных им узлов проектной схемы. Эти графи-
ки показывают, что при установке консолей мери-
диональных ребер деформации увеличены по срав- 
нению с проектной схемой в этих же узлах в не-
сколько раз: в 4,3 раза на 2-м ярусе и в 5,9 раза на 
7-м ярусе. 

Вместе с тем из графиков рис. 7 видно, что де- 
формация от установленных колец практически не 
отличается от проектной деформации. Можно пред- 

положить, что после контурного замыкания колец 
в силу пространственной работы нижней части ку- 
польного каркаса его деформации почти не изме-
няются в силу малости нагрузки от собственного 
веса. 

Консольные деформации меридиональных ре-
бер при навесном монтаже купольного каркаса из-
за постоянного действия гравитационных сил ни-
куда не исчезают. При установке всех элементов 
колец с контурным замыканием они фактически фик-
сируются в своем естественном при монтаже по-
ложении, так как кольца не могут позволить со-
единенным ими узлам вернуться в проектное по-
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ложение. А это означает, что полученные при кон- 
сольном изгибе напряжения в меридиональных ре-
брах сохраняются. 

Следует выяснить, насколько существенны эти 
напряжения и могут ли они повлиять на напряжен- 
ное состояние каркаса в процессе эксплуатации 
купола.  

Анализ работы стержневых систем купольного 
типа на компьютерных расчетных моделях прово-
дился многими исследователями. Например, изу-
чалось напряженное состояние каркасов при изме- 
нении геометрических параметров купола [12; 13], 
при выходе из строя групп элементов [14], при раз-
ных геометрических схемах каркаса [15], при раз-
ных отношениях высоты купола к диаметру [16], 
при изменениях пролетов куполов [17], при вклю-
чении ограждений ячеек в работу [18]. Начало ав-
торским исследованиям было положено при срав-
нении работы купольного каркаса способами под-
ращивания и наращивания [19].  

2. Результаты 

Выполнен анализ напряженного состояния в мон- 
тажных и проектной схемах, и эти состояния со-
поставлены друг с другом. При работе купольного 
каркаса проектной схемы и всех монтажных схем 
на действие собственного веса их элементы нахо-
дятся в состоянии действия продольной силы с из- 
гибом. При этом меридиональные ребра испыты-
вают сжатие с изгибом как в проектной, так и в мон- 
тажных схемах. Нормальные напряжения в каж-
дом i-ом элементе меридионального ребра вычис-
ляются по формуле 

, ,

, ,
 σ .

A W W
x i y ii

i
i x i y i

M MN
           (1) 

Поскольку от симметричной вертикальной на- 
грузки , 0,y iM   то можно записать 

, , σ σ σ .i A i x i           (2) 

Продольная сила и в проектной схеме, и в мон-
тажной схеме возникает от веса элементов, кото-
рые не изменяются в процессе монтажа. Происхо-
дит лишь суммирование долевой части весов тех 
элементов, которые оказывают на рассматриваемый 
элемент свое влияние. Это учитывается расчетом 
каркаса проектной схемы. 

Изгибающий же момент конкретного элемен-
та меридионального ребра зависит от расчетной 
схемы, которая в процессе монтажа изменяется и 

в начальный момент монтажа как консоли суще-
ственно отличается от проектной. Консольный из-
гиб элементов меридиональных ребер при монта-
же вызывает появление дополнительных по срав-
нению с проектным изгибом напряжений. Для оп- 
ределения величин таких напряжений воспользу-
емся отношением моментов, возникающих в кон-
сольной схеме, к моментам, возникающим в про-
ектной схеме, то есть м, п,x i x iM M  (см. рис. 5). 
Поскольку всегда известно, какая доля напряжений 

п,σx i  в ребрах проектной схемы возникает только 

от изгиба п,x iM , то напряжения от консольного 
монтажа ребер можно определить по формуле  

м,
м, п,

п,
 σ σ .x i

x i x i
x i

M
M

  .        (3) 

Напряжения в меридиональных ребрах про-
ектной схемы от изгиба не превышают 0,14 кН/см² 
и составляют менее 40 % суммарных напряжений 
от iN  и , .x iM  

На рис. 8 представлены графики изменения нор- 
мальных напряжений по ярусам проектной схемы 
и монтажных схем на разных этапах. Эти графики 
свидетельствуют о том, что напряжения от уста-
навливаемых элементов меридиональных ребер по 
консольной схеме не только сопоставимы по вели- 
чине и знаку с напряжениями проектной схемы, 
но намного превосходят их в верхней части куполь- 
ного каркаса. 

Графики рис. 8 показывают также, что у осно- 
вания купольного каркаса напряжения от навесно-
го способа возведения минимальны и в несколько 
раз меньше напряжений проектной схемы. С уве-
личением высоты монтируемого яруса напряжения 
в консольных элементах меридиональных ребер 
возрастают и достигают уровня напряжений про-
ектной схемы уже на четвертом ярусе. При навес-
ном монтаже верхней части купольного каркаса 
напряжения в устанавливаемых элементах меридио- 
нальных ребер более чем в 2,5 раза превосходят 
напряжения в этих же элементах проектной схемы. 

С целью получения сведений об уровне напря- 
жений в меридиональных ребрах купольного кар-
каса на монтируемых ярусах с установленными 
консольными элементами ребер или колец по ним 
в процессе исследования были построены диаграм-
мы степени использования прочностных свойств 
стали С245 в сравнении с проектной схемой.  

На рис. 9 показана диаграмма с отношением 
напряжений в консольном и предыдущем элемен-
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тах к расчетному сопротивлению стали |σ | /i yR , 
умноженному на 100, при поярусном монтаже ре-
бер. На рис. 10 показана диаграмма с отношением 

напряжений в консольном и предыдущем элемен-
тах к расчетному сопротивлению стали |σ | /i yR , 
умноженному на 100, при поярусном монтаже колец. 

 

 
 
 
 

Рис. 8. Сжимающие напряжения σi  в элементах меридиональных ребер разных схем: 

а – проектная в ярусах σi ; б – проектная только от изгиба ,σx i ;  

в – монтажная в консоли м,σx i ; г – монтажная перед консолью – м,σx i  

[Figure 8. Compressive stress σi  in the meridional ribs elements within different models: 

а – design stress σi  in tiers; б – bending design stress ,σx i ;  

в – assembly stress м,σx i in the cantilever; г – assembly stress м,σx i  at the cantilever boundary] 

 

 
 
 
 

Рис. 9. Отношение σ | /| i yR  в % в элементах ребер при навесном монтаже после установки ребер: 

а – проектная схема; б – консольный элемент ребра; в – предыдущий элемент ребра 
[Figure 9. σ | /| i yR  percentage ratio in ribs elements during overhang erection after the ribs mounting: 

а – design scheme; б – rib cantilever element; в – preceding rib element] 
 

Из этих диаграмм видно, что смонтированные 
до замкнутого состояния на каждом этапе навесно- 
го монтажа кольца практически не влияют на на- 
пряженное состояние меридиональных ребер купо-

ла. Выяснялось также, что устанавливаемые как кон- 
соли элементы ребер при навесном монтаже метал-
лического купола отражаются на напряженном со-
стоянии меридиональных ребер. Монтажные напря- 

 
а б в 

г

а 

б

в

σ,
2кН/см

Номера устанавливаемых ярусов от основания купола  
[Numbers of tiers mounted bottom-up from the base of the dome] 

Номера устанавливаемых ярусов от основания купола 
[Numbers of tiers mounted bottom-up from the base of the dome] 
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жения от консольного изгиба ребер при навесном 
монтаже сначала небольшие (0,3 % Ry) ввиду ма-
ленького наклона, а затем увеличиваются к вер-
шине купола и могут достигать 2,5 % прочности 

стали. В то же время наиболее нагруженный эле-
мент в нижней части купольного каркаса в про-
ектной схеме в состоянии завершенной сборки ис- 
пытывает напряжение 2,1 % прочности стали. 

 

 
 
 
 

Рис. 10. Отношение σ | /| i yR  в % в элементах ребер при навесном монтаже после установки колец: 

а – проектная схема; б – консольный элемент ребра; в – предыдущий элемент ребра 
[Figure 10. σ | /| i yR  percentage ratio in ribs elements during overhang erection after the rings mounting: 

а – design scheme; б – rib cantilever element; в – preceding rib element] 
 

Заключение 

На основании изложенного материала можно 
сделать следующие выводы. 

В процессе навесного монтажа ребристо-кольце- 
вых большепролетных металлических куполов в ме- 
ридиональных ребрах их каркасов неизбежно по-
являются монтажные напряжения.  

Основное влияние на возникновение монтаж-
ных напряжений оказывают элементы меридиональ- 
ных ребер, устанавливаемые на монтируемых яру-
сах по консольной схеме.  

Монтажные напряжения от устанавливаемых 
элементов меридиональных ребер по консольной 
схеме не только сопоставимы по величине и знаку 
с напряжениями проектной схемы, но и существен-
но превосходят их в верхней части купольного 
каркаса.  

При проектировании ребристо-кольцевых ку-
полов большого пролета и выборе навесного мон-
тажа следует производить расчет его каркаса на мон- 
тажные напряженные состояния с учетом их влия-
ния на эксплуатационную надежность сооружения.  

Наличие монтажных напряжений в меридио-
нальных ребрах большепролетного металлическо-
го купола при навесном монтаже не может слу-
жить основанием для отказа от навесного монтажа 
купола, так как такие напряжения присутствуют при 
любом способе возведения. 

Необходимо продолжить исследования напря-
женных состояний в меридиональных ребрах при 
навесном монтаже большепролетных металлических 
куполов и способов их уменьшения.    
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 Abstract 
Research aim. The aim of the present research was an analysis of a metal rib-

bed ring-shaped dome metallic ribs stress state at different stages of a skeleton over-
hang erection process. The considered dome is hemispherical and is assembled bot-
tom-up of individual elements. Due to a varying slope of meridional ribs elements at 
different relative elevations their stress state changes during mounting. The effect of 
the overhang erection process onto the stress state of the metal dome meridional ribs 
has been investigated. The relationship between the stress state of a meridional rib and 
mounting of each next dome skeleton tier has been established. Methods. A mathe-
matical model of the metal ribbed ring-shaped dome assembled of steel H-shaped 
elements with rigid connections has been developed. Several extra models corre-
sponding to different skeleton erection stages have been also generated to determine 
stresses in the meridional ribs at these stages. Response of each dome mathematical 
model under dead-weight load has been simulated. The obtained values of stresses in 
the meridional ribs within different models have been compared with corresponding 
design stresses values. Results. The dependence of the metal dome meridional rib stress 
state onto the stages of overhang erection process has been plotted. A degree of utili-
zation of ribs steel strength at different erection stages has been represented by dia-
grams. An estimation of the dome skeleton stress state during overhang erection has 
been given. Imminence of assembly stresses during overhang erection and their in-
fluence onto dome structural reliability has been pointed out. 

Keywords: ribbed ring-shaped dome, metal skeleton, overhang erection, stress 
state, mathematical model, stresses in ribs 
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 Аннотация 
Актуальность. При определении напряженного и деформированного со-

стояния в полосе, лежащей на основании, применяют различные модели кон-
такта между телами. Необходимо оценить качественный и количественный 
характер изменения напряжений в полосе в зависимости от вариантов сцепле-
ния полосы и основания. Цель – провести анализ влияния коэффициента тре-
ния на величину напряжений в анизотропной полосе при взаимодействии с 
жестким основанием. Методы. Решение проводится на основе уравнений 
плоской задачи теории упругости анизотропного тела при условиях, что поло-
са плотно прилегает к основанию и касательное усилие на контактной плоско-
сти пропорционально нормальному давлению. Перемещения и напряжения в 
произвольной точке полосы записываются в форме метода начальных функций 
через функции перемещений и усилий на нижней плоскости, которые зависят 
от характера нагрузки, приложенной на верхней плоскости, и условий контакта 
полосы с основанием. После преобразований расчетные формулы для переме-
щений и напряжений выражаются, используя интегральное преобразование 
Фурье, через нормальную поверхностную нагрузку в виде несобственных ин-
тегралов. Результаты. Для варианта нагружения полосы сосредоточенной 
силой получены формулы для определения перемещений и напряжений, 
на основе которых построены функции влияния для задачи о равновесии ани-
зотропной полосы, лежащей на жестком основании с учетом трения. Приведе-
ны графики влияния коэффициента трения, направления осей анизотропии 
материала на напряженное состояние полосы. Проводится сопоставление ре-
зультатов вычисления напряжений по анизотропной и изотропной моделям. 

Ключевые слова: перемещение, напряжение, упругость, анизотропия, 
полоса, трение 
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Введение 1 
Задача об определении перемещений и напря- 
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ствием поверхностной нагрузки с основанием, имеет 
широкое применение на практике: при расчете кон-
струкций на упругом основании, в механике грун-
тов, для исследования работы асфальтобетонных 
покрытий. Контактное взаимодействие слоя из изо- 
тропного материала с основанием рассматривалось 
в работах [1‒9]. Для варианта, когда материал слоя 
имеет выраженную анизотропию, аналогичный класс 
задач рассмотрен, например, в [10‒16]. В перечис-
ленных работах решение проводилось или при от-
сутствии трения, или при отсутствии скольжения 
на контактной плоскости между телами. 
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Трение при контакте полосы и полуплоскости, 
когда материал слоев изотропный, на напряженное 
и деформированное состояние двухслойной обла-
сти учитывалось в [17]. 

Исследуем влияние трения на распределение 
напряжений в анизотропной полосе при взаимодей-
ствии с жестким основанием. 

1. Постановка задачи 
Полоса из анизотропного материала постоянной 

высоты h  и бесконечной длины лежит на жестком 
основании (рис. 1). Ось x  направим вдоль нижней 
плоскости полосы, ось y  ‒ перпендикулярно ос-
нованию. На верхней плоскости действует нормаль- 
ная симметричная относительно оси y  поверхност-
ная нагрузка .)(xq  Направления осей анизотропии 
определяются углом .  Положительные направле-
ния нормальных ,x  y  и касательного xy  на- 
пряжений, перемещений u  и   совпадают с обо-
значениями [18]. 

 

 
 

Рис. 1. Расчетная схема 
[Figure 1. Design model] 

2. Метод расчета 
При решении воспользуемся приведенными  

в [14] уравнениями для определения в произволь-
ной точке полосы перемещений 
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Формулы (1)‒(2) записаны для варианта .21 ss   
Для плоского напряженного состояния коэффици-
енты ij  связаны с коэффициентами деформации 

ija  [18] соотношениями ,ijij a  в случае плоского 

деформированного состояния ./ 3333 aaaa jiijij   
Производная по x  обозначена через .)/( x  
Функции перемещений на нижней плоскости обозна-
чены через ,)0,()(oo  yxuxuu  ,)0,()(oo  yxx  
функции усилий ,)0,()(oo  yxxqq y  o oτ τ ( )x  

τ ( , 0).xy x y   Точки, далее их показывать не бу- 
дем, отделяют дифференциальные операторы от 
функций, на которые они воздействуют. 
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Полагаем, что полоса плотно прилегает к осно- 
ванию и на границе контакта значение касательного 
усилия пропорционально нормальному давлению: 

,)()( oo xqfx                                                      (3) 

где constf   – коэффициент трения. 
Подставим в функции напряжений y  и xy  (2) 

значение .hy   Учитывая направления ,)(xq  )(o xq  
и условия ,0)(o  x  0),(  hуx , получим си-
стему двух уравнений относительно неизвестных 
функций )(o xu  и )(o xq : 
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где )(o x  определяется выражением (3). 
Из системы (4) найдем зависимость между ,)(xq  
)(o xq  и ,)(o x  при которой полоса плотно приле-

гает к основанию: 
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Принимая в (5) ,0)(o  x  имеем соотноше-
ние между нагрузкой )(xq  и контактным усилием 

)(o xq  для варианта, когда полоса лежит на жест-
ком основании без трения [12]. 

Запишем, исходя из системы (4), выражение 
для определения функции :ou  

‒ через поверхностную нагрузку )(xq  и уси-
лие )(o xq : 
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‒ через поверхностную нагрузку )(xq  и каса-
тельное усилие )(o x : 
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Из условия 0)(o xu  (отсутствие скольжения 
между полосой и основанием) и уравнений (6), (7) 
найдем зависимости между )(o xq  и ),(xq  )(o x  и 

).(xq  Подставляя выражения )(o xq  и )(o x  в (1)‒(2), 
получим формулы для определения перемещений 
и напряжений в произвольной точке полосы, жест-
ко скрепленной с основанием [14]. 

Предполагаем, что существует интегральное пре- 
образование Фурье от функций ,)(xq  )(o xq  и ,)(o x  
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составляющие [19]: 
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oo 






 dxxxaa  

где ~  – любое положительное вещественное число. 

Трансформанту Фурье ),~(~
o sq  учитывая урав- 

нения (3), (5), (8), а также то, что при симметрич-
ной нагрузке )(xq  нормальное усилие )(o xq  бу-
дет симметричным, касательное )(o x  – кососим- 
метричным, выразим через трансформанту от сим- 
метричной нагрузки )~(~ sq  

  ,)~(~shsh2)~(~
2211

21
o 


 ss qssss

D
ssq             (9) 

где 

     )sh()sh( 2121212121 ssssssssssD  

 
  
  

1 2 1 2

1 2 1 2 2 1 1 2

1 2 1 2 2 1 1 2

2 μ μ

μ μ ch( )λ .

μ μ ch( )λ

s s

f s s s s s s

s s s s s s

  
 

      
     

 

Используя формулу обращения Фурье, запишем 

o ( )q x   

1 11 2

2 2

sh λμ2 1 (λ)cosλ λ,
sh λπ s

s ss s q xd
s sh D





 
   

       (10) 

В формулах (9) и (10) введены обозначения 
,~h  ./~ hxx   

Подставим (10), учитывая (3), в любое из урав-
нений системы (4) и, воздействуя дифференциаль-
ными операторами на функции )(o xq  и )(o x , 
найдем 

1 2
o

μ2 1( )
π

s su x
h D





   
 

 
1 2 1 2 1 2

1 1 2 2

μ sh λ μ sh λ

μ ch λ μ ch λ

s s s s

f s s

  
  
   

 

(λ)cosλ λ.sq xd                                                      (11) 

Уравнения (10), (11) внесем в (1)–(2). После 
преобразований получим формулы для определе-
ния в полосе перемещений 

 1 2 1 2

2
1 2 1 2 1 1

2
1 2 1 2 2

μ μ ch λ ch λ
2 1

μ sh λ
π
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s y s y

u s s A s s yfD
s s s s y
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 


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


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
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 (12) 

и напряжений 
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  1 1
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где 
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,chch)( 22113  sssA  ./~ hyy   

При переходе от анизотропного материала по- 
лосы к изотропному в уравнениях (12) и (13) сла-
гаемые, входящие под знак интеграла, раскладыва-
ем в ряды. Числитель и знаменатель сократим на 
множитель 22

2
2
1 )( ss   и выполним переход к тех-

ническим постоянным. Например, для плоского на- 
пряженного состояния ,/111 E  E/12  . Под- 
ставим технические постоянные в ряды и, учиты-
вая, что для изотропного материала ,121  ss  ряды 
свернем. После преобразований формулы для оп- 
ределения напряжений имеют вид 
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Значение напряжения у  при 0у  и ,0f  
как следует из формулы, не зависит от коэффици-
ента Пуассона .  

Рассмотрим вариант, когда к верхней плоскости 
полосы в сечении 0x  приложена сила ,F  рав-
номерно распределенная вдоль оси перпендикуляр-
ной плоскости рисунка. 

Трансформанта Фурье от сосредоточенной силы 




 



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где )(x  – дельта-функция Дирака. 
Используя (13), (15) и симметрию внешней на- 

грузки, запишем формулы для определения в про-
извольной точке полосы напряжений: 
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где 
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hx
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
  ,~

F
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y

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F

hxy
xy


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Компоненты напряжений для полосы из изо-
тропного материала можно аналогично записать на 
основе формул (16). Принимая в (16) ,0f  полу-
чим формулы для определения напряжений в ани-
зотропной полосе, лежащей на жестком основании 
без трения. 

При нагружении полосы силой ,F  приложен-
ной на расстоянии   от начала координат, в фор-
мулах (16) необходимо заменить параметр x~ на 

,~~ x  где ./~ h  Полагая ,1F  имеем выраже- 
ния для определения напряжений от единичной на- 
грузки, которые можно рассматривать как функции 
влияния для задачи о равновесии полосы, лежащей 
на жестком основании, с учетом трения. Используя 
данные функции, несложно записать формулы для 
определения напряжений при нагружении верхней 
плоскости полосы на отрезке определенной длины 
нормальной симметричной нагрузкой .)(q  Напри-
мер, при определении напряжения x  от нагрузки, 
расположенной симметрично относительно оси y  
и действующей на участке длиной ,2a  имеем 
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(17) 

3. Результаты 
Для оценки влияния трения и свойств анизо-

тропии материала на характер напряженного состо-
яния рассмотрим пример, когда полоса выполнена 
из стеклопластика при значениях упругих посто-
янных 4

1 3,59 10 МПа,E    4
2 2,93 10 МПа,E    

3
12 7,6 10 МПа,G    ,177,01   приведенных в [18]. 

На рис. 2 показаны графики изменения параметра 
напряжения y

~  на границе контакта полосы и 
основания от силы, приложенной в сечении 0~ x  
к верхней плоскости. Наибольшее значение моду-
ля упругости материала направлено по оси .x  Ко-
личественное и качественное сопоставление резуль- 

татов расчета показано для полосы в условиях 
плоского напряженного состояния (ширина поло-
сы b = 1). Сплошной линией обозначена кривая, 
когда полоса лежит на основании без трения, штрих- 
пунктирной соответствует вариант жесткого сцеп-
ления. Штриховой линией показан характер рас-
пределения y

~  при взаимодействии с трением по- 
лосы и основания .)5,0( f  Видно, что наиболь-

шее значение max~
y  возникает при отсутствии тре- 

ния между полосой и основанием. 
 

 
Рис. 2. Изменение параметра y

~  при 0~ y  

[Figure 2. The change of the parameter y
~  when 0~ y ] 

 

Зависимость параметра max~
y  от значений коэф- 

фициента трения при 0~ y  приведена на рис. 3, а, 
при 5,0~ y  на рис. 3, б. Сплошная линия соответ-
ствует варианту, когда наибольший модуль упру-
гости анизотропного материала направлен по оси 

,x  штриховая – по оси .y  Штрихпунктирная ли-

ния иллюстрирует зависимость max~
y  от коэффици-

ента трения для изотропного материала .)25,0(   
Из анализа кривых на рис. 3, а следует, что с уве-
личением коэффициента трения значения парамет-
ра max~

y  уменьшаются. Рис. 3, б показывает, что при 
5,0~ y  влияние коэффициента трения на величи-

ну параметра max~
y  незначительно. 

 

 
 

Рис. 3. Зависимость параметра max~
y  от коэффициента трения f : 

а – при ;0~ y  б – при 5,0~ y  

[Figure 3. Dependence of the parameter max~
y  on the coefficient 

of friction f : 
а – when ;0~ y  б – when 5,0~ y ] 
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На рис. 4 представлены графики зависимости 
параметра max~

y  от коэффициента трения и направ- 
ления осей анизотропии. При проведении расчетов 
коэффициенты деформации, используя формулы пре- 
образования упругих постоянных при повороте осей 
анизотропии на некоторый угол k  [18], выраже-
ны через технические постоянные ,1E  ,2E  12G , .1  

На рис. 4, а показаны графики изменения max~
y  

при ,0~ y  на рис. 4, б при .5,0~ y  Обозначения 
кривых соответствуют рис. 2. Из анализа графиков 
следует, что наименьшие значения max~

y  возникают 

при расположении осей анизотропии под углом 45  
к координатным осям. 

 

 
 

Рис. 4. Зависимость параметра max~
y   

от направления осей анизотропии: 
а – при ;0~ y  б – при 5,0~ y  

[Figure 4. Dependence of the parameter max~
y   

from the direction of the anisotropy axes: 
а – when ;0~ y  б – when 5,0~ y ] 

 
Графики изменения параметра касательного на- 

пряжения ,~
xy  когда наибольшее значение моду-

ля упругости материала направлено по оси х, по-
строены на рис. 5 и 6. Кривые соответствуют обо-
значениям на рис. 2. Распределение параметра xy~  
по высоте полосы в зависимости от коэффициен- 
та трения и параметра x  представлено на рис. 5. 
Из сопоставления кривых видно, что отличие в зна- 
чениях и характере распределения xy~  наблюда-
ется в области, примыкающей к зоне контакта по-
лосы и основания. На линии контакта наибольшее 
значение xy~  возникает при учете трения между 
полосой и основанием. 

Распределение параметра xy~  по длине поло-
сы при 1,0~ y  показано на рис. 6. Сравнение кри-
вых показывает, что при учете трения максималь-
ное значение xy~  смещается от линии действия 
силы на большее расстояние, чем без учета трения 
или при жестком сцеплении контактирующих тел. 

 
 

Рис. 5. Изменение параметра xy~  по высоте полосы 
[Figure 5. The change of the parameter xy~  for the height of the strip] 

 

 
 

Рис. 6. Изменение параметра xy~  при 1,0~ y  

[Figure 6. The change of the parameter xy~  when 1,0~ y ] 

 

 
 

Рис. 7. Изменение параметра x
~  при 0~ y  

[Figure 7. The change of the parameter x
~  when 0~ y ] 

 
Характер распределения параметра напряже-

ния x
~  по длине полосы при 0~ y  представлен 

на рис. 7. Интеграл для вычисления параметра x
~  – 

расходящийся. При проведении расчетов исполь-
зован прием, предложенный в работах [4] и [19]. 
Анализ кривых, обозначения соответствуют рис. 2, 
показывает, что качественная картина изменения 
параметра x

~  и количественные значения зависят 
от условий сцепления между полосой и жестким 
основанием. 

Заключение 
Получены расчетные формулы для оценки на- 

пряженного и деформированного состояния в ани-
зотропной полосе при взаимодействии с жестким 
основанием и разных вариантах сцепления между 
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контактирующими телами. Из приведенных формул, 
как частный случай, следуют решения задач о взаи-
модействии полосы из изотропного материала с жест- 
ким основанием с учетом и без учета трения. Чис-
ленные расчеты проведены для варианта нагруже-
ния верхней плоскости полосы сосредоточенной 
силой. Показано, что максимальные нормальные 
напряжения, действующие в направлении перпен-
дикулярном границе основания, при данных фи-
зических характеристиках материала с увеличени-
ем значения коэффициента трения уменьшаются. 
При учете трения наибольшее отличие в характере 
изменения и значениях напряжений наблюдается 
в области, примыкающей к зоне контакта полосы 
и основания. 
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Relevance. Different models of contact between bodies are used in determining 

the stressed and deformed state in the strip lying on the base. It is necessary to evalu-
ate the qualitative and quantitative nature of the change in stress in the strip depen-
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  ding on the coupling of the strip and base. The aim of the work – to analyze the ef-
fect of the coefficient of friction on the value of stresses in an anisotropic band when 
interacting with a rigid base. Methods. The solution is based on the equations of 
the plane problem of the theory of elasticity of an anisotropic body under the condi-
tions that the band is closely adjacent to the base and the tangent force on the contact 
plane is proportional to the normal pressure. Displacements and stresses at any point 
of the strip are written in the form of the method of initial functions through the func-
tions of displacements and forces on the lower plane, which depend on the nature of 
the load applied on the upper plane and the conditions of contact between the strip 
and the base. After the transformations, the calculation formulas for displacements 
and stresses are expressed using the Fourier integral transform through the normal 
surface load in the form of improper integrals. Results. Formulas for determining 
displacements and stresses are obtained for the variant of loading a strip with a con-
centrated force. These formulas are used to construct influence functions for the prob-
lem of equilibrium of an anisotropic strip lying on a rigid base, taking into account 
friction. Graphs of the effect of the coefficient of friction and the direction of 
the anisotropy axes of the material on the stress state of the strip are presented. 
The results of stress calculation are compared using anisotropic and isotropic models. 

Keywords: displacement, stress, elasticity, anisotropy, strip, friction 
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 Аннотация 
Цель работы – предоставить материал, способный расширить кругозор 

проектировщиков и архитекторов, проектирующих объекты в форме тради-
ционных и неканонических линейчатых поверхностей. Эти поверхности имеют 
ряд неоспоримых преимуществ с точки зрения их формообразования, кон-
струирования и изготовления изделий и сооружений в форме линейчатых 
поверхностей и методов расчета. Методы. При подборе линейчатых поверх-
ностей для классификации используются способы их задания в векторной, 
параметрической, явной и неявной формах, предлагаемых в дифференциаль-
ной геометрии. Рассматриваются только аналитические линейчатые поверхно-
сти, которые уже описаны и представлены в научно-технической литерату-
ре. Результаты. Представлены в графической форме все известные на насто-
ящее время линейчатые поверхности. Даны определения некоторых мало-
известных линейчатых поверхностей, а в списке литературы указаны ис-
точники, в которых эти поверхности исследуются, рассматриваются вопро-
сы их применения в реальных сооружениях или изделиях, дается методика 
определения напряженно-деформируемого состояния оболочек с соответ-
ствующими срединными поверхностями. 

Ключевые слова: аналитическая поверхность, косая линейчатая поверх-
ность, развертывающаяся поверхность, классификация поверхностей, диф-
ференциальная геометрия 
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Введение 1 
Поверхность называется линейчатой, если че-

рез каждую точку этой поверхности можно прове-
сти хотя бы одну прямую и эта прямая имеет с по-
верхностью общий отрезок. Самую полную инфор-
мацию об аналитических линейчатых поверхностях 
можно получить из энциклопедии [1], где они вы-
делены в отдельный класс. Линейчатые поверхно-
сти имеются практически в каждом из 38 классов 
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аналитических поверхностей нулевой (К = 0) и от-
рицательной (К < 0) гауссовых кривизн. Например, 
прямой геликоид можно одновременно включить 
в класс линейчатых поверхностей и минимальных 
поверхностей, однополостный гиперболоид враще- 
ния входит также в класс поверхностей вращения, 
цилиндричекую поверхность можно считать поверх- 
ностью прямого переноса, односторонняя линейча- 
тая поверхность (лист Мебиуса) входит и в класс 
односторонних поверхностей и т. д. 

В энциклопедии [1] все аналитические поверх- 
ности разделены на 38 классов. Естественно, ли-
нейчатых поверхностей нет среди поверхностей по-
ложительной (К > 0) гауссовой кривизны. Их нет 
также среди поверхностей Веронезе, Безье, Кунса 
и среди афинно-минимальных поверхностей. 
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Некоторые геометры считают, что все много-
образие линейчатых поверхностей можно охарак-
теризовать, сгруппировав их в три группы: линей-
чатые поверхности с тремя, двумя и одной направ- 
ляющими. Другие предлагают все поверхности раз- 
делить только на два класса: линейчатые и нели-
нейчатые поверхности. 

Известны работы [2–4], где дается общая клас-
сификация известных аналитических поверхностей 
в графической форме, куда входят и линейчатые 
поверхности. Но эти классификации не полны, так 
как не дают всеобъемлющей информации о линей-
чатых поверхностях и содержат сведения только  
о поверхностях, нашедших применение в архитек-
туре, строительстве и машиностроении. 

Более полные классификации только аналити- 
ческих линейчатых поверхностей в графической фор- 
ме приведены в работах [5–7], но их тоже нельзя 
назвать полными, так как здесь классифицируются 
подклассы или группы линейчатых поверхностей. 

Как показали последние геометрические иссле- 
дования, многообразие аналитических поверхностей, 
в том числе и линейчатых, и способов их образо-
вания увеличивается, поэтому создать строгую и 
полную классификацию поверхностей не представ- 
ляется возможным. 

1. Цель исследования 

Линейчатые поверхности благодаря множеству 
способов их конструирования, простоте изготовле-
ния изделий и сооружений в форме этих поверх-
ностей, способности линейчатых поверхностей нуле- 
вой гауссовой кривизны разворачиваться на плос-
кость без разрывов и складок пользуются большой 
популярностью среди архитекторов [8; 9] и маши-
ностроителей [10]. Особенно часто можно видеть 
изделия и сооружения в форме конусов [11], цилин-
дров, гипаров, однополостных гиперболоидов вра- 
щения [12], коноидов [13]. 

Значительно реже применяются невырожден-
ные торсовые поверхности, несмотря на их ярко вы- 
раженные преимущества [5; 9; 14]. Зная это, иссле-
дователи-механики разрабатывают новые методы их 
статического и динамического расчета в криволи-
нейных неортогональных координатах [14] или пред- 
лагают к применению торсовые оболочки, задан-
ные в линиях кривизн [15]. 

Приведенные в статье сведения и представлен-
ный вариант полной классификации линейчатых по- 
верхностей расширит кругозор архитекторов-строит- 
елей и машиностроителей и может привлечь их вни- 
мание к редко используемым линейчатым поверх-
ностям. Исследователи-механики могут выбрать 
темы для дальнейших изысканий в области стати-

ческого и динамического расчета оболочек с ли-
нейчатыми срединными поверхностями. 

2. Метод исследования 
Приведем краткие сведения из дифференци-

альной геометрии линейчатых поверхностей. 
При изучении аналитических линейчатых по-

верхностей считают, что векторное уравнение ли-
нейчатой поверхности можно представить в виде 

r r a b  ( , ) ( ) ( ),u v v u v  

где a(v) – радиус-вектор направляющей кривой; 
b(v) – направляющий вектор прямолинейной обра-
зующей.  

Линейчатые поверхности, за исключением 
плоскости и прямого геликоида, не могут иметь по-
стоянную среднюю кривизну. Прямолинейные об-
разующие являются асимптотическими линиями. 

Невырожденные торсовые поверхности обра-
зовываются касательными к своему ребру возвра-
та, то есть это – линейчатые поверхности с одной 
направляющей. Поверхность касательных называ- 
ют касательным торсом. Любую пространственную 
кривую можно принять за ребро возврата, касатель- 
ные к которому будут образовывать торсовую по-
верхность. Торсовую поверхность, если известно 
уравнение ребра возврата, удобно задавать в век-
торной форме: 

( , ) ( ) ( ),u v v u v  r r a l  

где a(v) – текущий радиус-вектор ребра возврата, 
l(v) – единичный касательный вектор, заданный в 
каждой точке ребра возврата; координатные линии 
u совпадают с прямолинейными образующими. 

У конуса ребро возврата вырождается в точку – 
вершину конуса, а у цилиндрической поверхности 
эта точка удаляется на бесконечность. 

Уравнение торса можно получить, не опреде-
ляя предварительно уравнений ребра возврата. 
Если задана пара направляющих кривых r1 = r1(u) 
и r2 = r2(v) относительно общего полюса О, то, 
вычислив зависимость v = v(u), уравнение торса 
можно представить в виде 

r(u, λ) = r1(u) + λ[r2(v) – r1(u)] = r1(u) + λm(u), 

где 0 λ 1,   причем угол между координатными 
линиями u, λ не зависит от параметра λ. 

Поверхности одинакового ската – это линей-
чатые поверхности, имеющие постоянный угол 
между своими прямолинейными образующими и 
соответствующими главными нормалями плоской 
направляющей кривой. 
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Линейчатые поверхности отрицательной гаус-
совой кривизны называют также косыми линейча-
тыми поверхностями, или линейчатыми седловы-
ми поверхностями, или неразвертываемыми ли-
нейчатыми поверхностями. 

Приведем определения некоторых косых линей- 
чатых поверхностей, которые можно увидеть в очер- 
таниях промышленных изделий. Определения взя-
ты из энциклопедии [1]. «Поверхность косого пе-
рехода – это линейчатая поверхность с тремя на- 
правляющими, из которых две – дуги окружностей 
одинакового радиуса, лежащих в параллельных плос- 
костях, а третья – прямая линия, перпендикулярная 
плоскостям окружностей и проходящая через сере- 
дину отрезка прямой, соединяющего центры этих 
дуг окружностей. Поверхность косого перехода при- 
меняется в архитектуре и строительстве. Поверх-
ность косого клина образовывается движением прямо- 
линейной образующей по трем направляющим, рас-
положенным в параллельных плоскостях, причем 
две криволинейные направляющие – гладкие кривые, 
а третья – прямая линия. Эта поверхность использует-
ся при создании крыла летательного аппарата. Поверх- 
ность дважды косого коноида содержит три направ-
ляющие, из которых одна направляющая – кривая 
линия, а две другие – прямые. Поверхность косого 
цилиндра образовывается движением прямолиней-
ной образующей по трем криволинейным направля-
ющим. Дважды косой цилиндроид – линейчатая по-
верхность, образованная при трех направляющих, 
из которых две – кривые, а третья – прямая линия». 

3. Результаты 
На рис. 1 представлены в графической форме 

все известные на настоящее время линейчатые по- 
верхности. В тексте статьи даны определения не-
которых малоизвестных линейчатых поверхностей, 
а в списке литературы указаны источники, в кото-
рых эти поверхности исследуются, рассматрива-
ются вопросы их применения в реальных соору-
жениях или изделиях, дается методика определе-
ния напряженно-деформируемого состояния обо-
лочек с соответствующими срединными поверх-
ностями. 

Согласно энциклопедии [1] в научно-технической 
литературе встречаются описания 34 цилиндриче-
ских поверхностей. В некоторых работах цилин-
дрические поверхности разделяют на цилиндриче- 
ские поверхности с пространственной направля-
ющей кривой и с плоской направляющей кривой. 
Последние делят на прямые и наклонные цилиндри-
ческие поверхности. Цилиндрические поверхности 
по-прежнему широко используются на практике 
[5; 16]. 

Учитывая, что конические поверхности хорошо 
известны, конкретные конические поверхности в 
общую спецификацию также не включены. Напри- 
мер, в энциклопедии [1] перечислены и даны урав-
нения 20 конических поверхностей. Для сведения 
приведем отдельную класификацию конических по- 
верхностей, в которой отмечены общепринятые на- 
звания конических поверхностей (рис. 2). За обра-
зец взята схема, приведенная в работе [5]. 

 

 
Рис. 2. Классификация конических поверхностей 
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Figure 2. Classification of analytical conic surfaces 
 
Краткую информацию о существующих мето- 

дах расчета на устойчивость конических оболочек 
можно получить из работы [17]. Интересные резуль- 
таты получены для цилиндрических и конических 
оболочек различной толщины при помощи програм- 
мы ABACUS в статье [18]. 

Заключение 
В некоторых работах, например [2; 5; 8; 11; 

13; 19], предпринимались попытки выяснить наибо-
лее популярные среди архитекторов аналитические 
поверхности, которые использовались для проек-
тирования форм общественных, жилых и промыш-
ленных зданий. Особенно популярно использова-
ние аналитических поверхностей в параметриче-
ской архитектуре. Параметрическая архитектура – 
новый стиль в архитектуре, основанный на анали-
тических методах задания поверхностей, матема-
тическом и компьютерном моделировании. Этот 
стиль сформировался в начале XXI века. Самыми 
известными архитекторами, работавшими в этом 
стиле, считаются Заха Хадид и Патрик Шумахер. 
По-видимому, это связано с увеличивающимся ин-
тересом к проектированию объектов нетрадицион-
ных некубических форм. Впервые это явление в 
архитектуре было отмечено в статье [20]. Н.В. Ка-
сьянов [21] подтверждает, что данная тенденция 
развивается и сегодня. 

Нетрадиционные аналитические линейчатые по- 
верхности могут найти широкое применение в прак-

тике проектирования строительных и машинострои-
тельных объектов, поэтому составление их полной 
классификации расширит кругозор проектировщи- 
ков и даст импульс к наращению их применения. 

При составлении классификации и в тексте ста-
тьи автор старался использовать все встречающи-
еся аналоги названий конкретных аналитических 
линейчатых поверхностей. Это вызвано тем, что 
геометры, архитекторы и машиностроители часто 
одну и ту же поверхность называют по-разному. 
Например, резную линейчатую поверхность Монжа 
с круговой цилиндрической направляющей поверх-
ностью в некоторых работах называют цилиндри-
ческой линейчатой ротативной улиткой, иногда 
она встречается под названием «фрагмент поверх-
ности развертывающегося геликоида» (эвольвент-
ного геликоида, торса-геликоида). Псевдоразвер-
тывающийся геликоид и открытый прямой гели-
коид – два названия одной и той же линейчатой 
поверхности отрицательной гауссовой кривизны. 

В полную классификацию не включены поверх- 
ности, в названии которых имеется слово «линей-
чатые», но они известны только математикам и встре- 
чаются в единичных публикациях. Например, это 
Swallow Surface, линейчатые поверхности Л.С. Понт- 
рягина, Г. Браунера (H. Brauner), ортоидные ли-
нейчатые поверхности с постоянным параметром 
распределения, алгебраическая конгруэнция 4-го 
порядка 2-го класса Д. Палмана (D. Palman) [1], 
линейчатые поверхности Петерсона [22] и некото-
рые другие. 
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  Abstract 
The aim of the work – to give the possibility to expand mind of designers and 

architects projecting structures in the form of traditional and non-canonical ruled 
surfaces. These surfaces have several unquestionable advantages with a point of view 
of their forming, designing, and making of factory-made goods and erections in
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  the form of ruled surfaces and analysis methods. Methods. Choosing ruled surfaces 
for classification, one can use methods of their determination by vector, paramet-
rical, implicit, and in explicit equations. Only analytical ruled surfaces are con-
sidered which were examined and presented in scientific-and-technical literature. 
Results. All known at present time ruled surfaces are given in a graphic form. The de-
terminations of some little known ruled surfaces are presented in a paper. The original 
sources, where these surfaces are examined or their application in real structures and 
erections are considered, or methods of determination of stress-strain state in thin-
walled shells with ruled middle surfaces are presented, are given in references. 

Keywords: analytical surface, oblique ruled surface, developable surface, 
classification of surfaces, differential geometry 

For citation 
Krivoshapko S.N. Analytical ruled surfaces 
and their complete classification. Structural 
Mechanics of Engineering Constructions 
and Buildings. 2020;16(2):131–138. http:// 
dx.doi.org/10.22363/1815-5235-2020-16-
2-131-138. (In Russ.) 
 
 

References 

1. Krivoshapko S.N., Ivanov V.N. Encyclopedia of 
Analytical Surfaces. Switzerland, Springer International Pub- 
lishing; 2015. DOI: 10.1007/978-3-319-11773-7. 

2. Mamieva I.А., Gbaguidi-Aisse G.L. Influence of 
the geometrical researches of rare type surfaces on design 
of new and unique structures. Building and Reconstruction, 
2019;5(85):23–34. 

3. Grinko E.A. Classification of analytical surfaces as 
applied to parametricalт architecture and machine building. 
RUDN Journal of Engineering Researches, 2018;19(4):438–456. 
(In Russ.) 

4. Mamieva I.A. On classification of analytical surfa- 
ces. Engineering System – 2011: Abstracts of Papers of 
International Scientific-and-Practical Conference. Moscow, 
RUDN Publ.; 2011. pp. 63–65. (In Russ.) 

5. Mamieva I.A. Influence of the geometrical resear- 
ches of ruled surfaces on design of unique structures. Struc-
tural Mechanics of Engineering Constructions and Buildings. 
2019;15(4):299–307. 

6. Krivoshapko S.N. The classification of ruled surfa- 
ces. Structural Mechanics of Engineering Constructions and 
Buildings. 2006;(1):10–20. (In Russ.) 

7. Belyakova M.S. Povyshenie effektivnosti prozessov 
konstruktorsko-tekhnologichesko proektirovaniya na osnove 
razrabotki informazionnoy sistemy modelirovaniya poverkhnos- 
tey [The increasing effectivness of processes of design-and-
technological planning on the basis of informative system 
of surface modelling] (abstract of the dissertation of the Can-
didate of Technical Sciences). Moscow, MGTU Stankin Publ.; 
2007. (In Russ.) 

8. Mamieva I.A., Razin A.D. Parametrical architecture 
in Moscow. Architecture and Construction of Russia. 2014; 
(6):25–29. (In Russ.) 

9. Krivoshapko S.N., Mamieva I.A. The opportunities 
of applications of torse surfaces and developable shells in 
Dagestan. Herald of Dagestan State Technical University. 
Technical Sciences. 2011;3(22):118–127. (In Russ.) 

10. Krivoshapko S.N. Perspectives and advantages of 
tangential developable surfaces in modeling machine-buil- 
ding and building structures. Bulletin of Civil Engineers. 
2019;1(72):20–30. DOI: 10.23968/1999-5571-2019-16-1-20-
30. (In Russ.) 

 

11. Mamieva I.A., Razin A.D. Landmark spatial struc-
tures in the form of conic surfaces. Industrial and Civil En- 
gineering. 2017;(10):5–11. (In Russ.) 

12. Krivoshapko S.N., Mamieva I.A. Rod systems in 
the form of one-sheet hyperboloid of revolution. Monta-
zhnye i spetsialnye raboty v stroitelstve. 2011;(11):19–23. 
(In Russ.) 

13. Krivoshapko S.N. The application of conoid and 
cylindroid in forming of buildings and structures of shell type. 
Building and Reconstruction. 2017;5(73):34–44. (In Russ.) 

14. Krivoshapko S.N. Static analysis of shells with 
developable middle surfaces. Applied Mechanics Reviews. 
1998;51(12, Part 1):731–746. 

15. Aleshina O.O. Studies of geometry and calculation 
of torso shells of an equal slope. Structural Mechanics and 
Analysis of Constructions. 2019;(3):63–70 (In Russ.) 

16. Lee Y.S. Review on the cylindrical shell research. 
Transactions of the Korean Society of Mechanical Engi-
neers, A. 2009;33(1):1–26. 

17. Ifayefunmi O., Błachut J. Imperfection sensitivity: 
a review of buckling behavior of cones, cylinders, and domes. 
Journal of Pressure Vessel Technology, Transactions of the 
ASME. 2018;140(5):050801. https://doi.org/10.1115/1.4039695 

18. Shariyat M., Alipour M.M. Analytical bending and 
stress analysis of variable thickness FGM auxetic conical/ 
cylindrical shells with general tractions. Lat. Am. J. Solids Struct. 
2017;14(5):805–843. http://dx.doi.org/10.1590/1679-78253413 

19. Grinko E.A. Survey works on geometry, durability, 
stability, dynamics, and application of environments with 
middle surfaces of various classes. Montazhnye i spetsial- 
nye raboty v stroitelstve. 2012;(2):15–21. (In Russ.) 

20. Bradshaw R., Campbell D., Gargari M., Mirmiran A., 
Tripeny P. Special structures. Past, present, and future. Jour- 
nal of Structural Engineering. 2002:691–701. 

21. Kasyanov N.V. To the problem of the evolution of 
architectural spatial forms in the context of scientific and 
technological achievements. Academia. Architecture and 
Construction. 2019;(3):34–43. https://doi.org/10.22337/2077- 
9038-2019-3-34-43. (In Russ.) 

22. Blank Ya.P., Zagayniy N.A. Linejchatye poverh- 
nosti Petersona [Ruled surfaces of Peterson]. Ukrainskiy 
geometricheskiy sbornik [Ukraine geometrical collection]. 
1971;(10):3–10. (In Russ.) 



 

2020. 16(2). 139–145 

СТРОИТЕЛЬНАЯ МЕХАНИКА ИНЖЕНЕРНЫХ КОНСТРУКЦИЙ И СООРУЖЕНИЙ 
 

 

STRUCTURAL MECHANICS OF ENGINEERING CONSTRUCTIONS AND BUILDINGS 
HTTP://JOURNALS.RUDN.RU/STRUCTURAL-MECHANICS 

 

ЧИСЛЕННЫЕ МЕТОДЫ РАСЧЕТА КОНСТРУКЦИЙ 139 

ЧИСЛЕННЫЕ МЕТОДЫ РАСЧЕТА КОНСТРУКЦИЙ 
NUMERICAL METHODS OF ANALYSIS OF STRUCTURES 
 
DOI 10.22363/1815-5235-2020-16-2-139-145 
УДК 539.3 

НАУЧНАЯ СТАТЬЯ 

  

Сравнительный анализ конечно-элементных формулировок  
при плоском нагружении упругого тела 

  

Н.А. Гуреева1, А.П. Николаев2, В.Н. Юшкин2* 
  

1Финансовый университет при Правительстве Российской Федерации, Российская Федерация, 125993, Москва, ГСП-3, Ленинградский пр., 49 
2Волгоградский государственный аграрный университет, Российская Федерация, 400002, Волгоград, Университетский пр., 26 
*aup-volgau@yandex.ru 
  

История статьи: 
Поступила в редакцию: 13 декабря 2019 г.
Доработана: 12 февраля 2020 г. 
Принята к публикации: 25 февраля 2020 г. 

 Аннотация 
Цель исследования – сравнение результатов определения параметров 

напряженно-деформированного состояния плосконагруженных упругих тел на 
основе метода конечных элементов в формулировке метода перемещений и в 
смешанной формулировке. Методы. Разработаны и применены алгоритмы ме-
тода конечных элементов в различных формулировках. Результаты. В декарто-
вой системе координат для определения напряженно-деформированного состоя-
ния упругого тела при плоском нагружении использован конечный элемент че-
тырехугольной формы в двух формулировках: в формулировке метода переме-
щений с узловыми неизвестными в виде перемещений и их производных и в 
смешанной формулировке с узловыми неизвестными в виде перемещений и 
напряжений. Аппроксимация перемещений через узловые неизвестные при по-
лучении матрицы жесткости конечного элемента выполнялась с использованием 
функции формы, элементами которой принимались полиномы Эрмита третьей 
степени. При получении матрицы деформирования перемещения и напряжения 
внутренней точки конечного элемента аппроксимировались через узловые неиз-
вестные с использованием билинейных функций. Матрица жесткости четырех-
угольного конечного элемента в формулировке метода перемещений получена 
на основе функционала, основанного на разности действительных работ внеш-
них и внутренних сил при нагружении твердого тела. Матрица деформирования 
конечного элемента формировалась на основе смешанного функционала, полу-
ченного из предложенного функционала путем замены действительной работы 
внутренних сил разностью полной и дополнительной работ внутренних сил при 
нагружении тела. На примере расчета показано существенное преимущество 
использования конечного элемента в смешанной формулировке. 

Ключевые слова: матрица жесткости, матрица деформирования, четы-
рехугольный конечный элемент, смешанный функционал 
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тическое получение конкретных результатов воз-
можно только в некоторых, далеких от практики 
инженерных расчетов, случаях. Для получения ре- 
зультатов расчетов при определении напряженно-
деформированного состояния (НДС) практических 
инженерных конструкций необходимо использова- 
ние численных методов. Среди численных методов 
широкое распространение получил метод конеч-
ных элементов в формулировке метода перемеще-
ний [3–13]. К существенным недостаткам этого 
метода относится отсутствие непрерывности про-
изводных перемещений на контурах и гранях ко-
нечных элементов при сохранении непрерывности 
в узловых точках. Использование конечных элемен-
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тов в смешанной формулировке [14–17] приводит 
к выполнению условий непрерывности напряжений 
и деформаций не только в узловых точках, но и на 
контурах и гранях конечных элементов. 

В настоящей работе для четырехугольного эле- 
мента представлены конечно-элементные алгорит-
мы в формулировке метода перемещений и в сме- 
шанной формулировке для определения НДС плоско 
нагруженных упругих тел. На примере расчета 
напряженного состояния консольной балки пока-
зано преимущество использования конечного эле- 
мента в смешанной формулировке. 

1. Используемые соотношения 
теории упругости 

При плоском нагружении упругого тела в плос-
кости zx0  деформации и перемещения связаны за- 
висимостями Коши [1] 

ε ; ε ; 2ε ,xx zz xz
u w w u
x z x z
   

   
   

 

или в матричной формулировке 

    
3 1 2 13 2
ε ,L V
 

                                                         (1) 

где    
1 3
ε ε , ε , 2εT

xx zz xz


  – строка деформаций; 

   wuV T ,
21




 – строка перемещений точки;  
23

L  – 

матрица дифференциальных операторов. 
При упругом деформировании напряжения и 

деформации связаны законом Гука 

    
3 1 3 13 3
σ ε ,С
 

                                                        (2) 

где    
1 3
σ σ , σ , σT

xx zz xz


  – строка напряжений. 

2. Четырехугольный конечный элемент 
В декартовой системе координат xz0  прини-

мается четырехугольник с узлами lkji ,,, . Для вы- 
полнения численного интегрирования по площади 
элемента он отображается на локальный квадрат в 
системе координат ξ, η , которые изменяются в пре-
делах от –1 до 1. Декартовы координаты внутрен-
ней точки четырехугольника определяются через 
их узловые значения с использованием билиней-
ных функций: 

    
1 4 4 1

λ φ ξ, η λ ,
T

y
 

                                               (3) 

где символ λ  означает координату x  или ;z  

  
1 4

φ ξ, η T



 – строка билинейных функций формы; 

 
1 4

λ
T

y


 – строка узловых значений координаты  . 

Дифференцированием (3) определяются про-
изводные декартовых координат в локальной си-
стеме  ,ξ ,η ,ξ ,η, , ,x x z z и локальных координат в 

декартовой системе  , , , ,ξ , ξ , η , ηx z x z . 

2.1. Матрица жесткости  
четырехугольного конечного элемента 
в формулировке метода перемещений 

В качестве узловых неизвестных принимаются 
перемещения и их первые производные по коорди-
натам zx, . Каждая координата wu,  вектора пе-
ремещения внутренней точки конечного элемента 
аппроксимируется через узловые неизвестные вы-
ражениями 

    
1 12 12 1

λ ψ ξ, η λ ,T л
y

 

                                               (4) 

где    ,ξ ,ξ ,ξ ,ξ ,η ,η ,η ,η
1 12

λ λ , λ , λ , λ , λ , λ , λ , λ , λ , λ , λ , λ
Tл i j k l i j k l i j k l

y


  – 

строка узловых неизвестных в локальной системе 
координат;   

1 12

ψ ξ, η
T



 – аппроксимирующая функ- 

ция, элементами которой являются произведения 
полиномов Эрмита от координат ξ, η  в третьей 
степени. 

Производные от перемещений по декартовым 
координатам определяются выражениями 

     , ,ξ , ,η , у
1 12 1 12 12 1

λ ψ ξ ψ η λ ;
T T л

x x x
  

 
  
 

 

     , ,ξ , ,η , у
1 12 1 12 12 1

λ ψ ξ ψ η λ .
T T л

z z z
  

 
  
 

                      (5) 

На основе (5) формируется матричное выра-
жение 

     ,
124

у
24212 

 лVAV                                                         (6) 

где       .,
121
у

121
у

241 














TлTлTл
y wuV  
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С учетом (5) и (6) матричное выражение для 
деформаций (1) может быть представлено в виде 

        
3 1 3 2 2 24 3 2424 1 24 1

ε .у уL A V B V
    

                                 (7) 

Для формирования матрицы жесткости конеч- 
ного элемента используется функционал, отража-
ющий равенство действительных работ внешних и 
внутренних сил: 

 1 σ ε σ ε 2σ ε
2L xx xx zz zz xz xz

F

П dF   

 1 ,
2 xx zz

l

q u q w dl                                               (8) 

где F  – площадь конечного элемента; l  – длина 
контура элемента. 

Принимая во внимание соотношения (2) и (7), 
функционал (8) можно представить в матричном виде 

        
24 3 3 3 3 241 24 24 1

1
2

T Tл л
L у у

F

П V B С B dF V
   

 

     
2 124 21 24

1 .
2

T Тл
у

l

V A q dl


                                            (9) 

Производные от перемещений в локальной 
системе координат определяются через производ-
ные в глобальной системе соотношениями 

,ξ , ,ξ , ,ξλ λ λ ;x zx z   

,η , ,η , ,ηλ λ λ .x zx z                                                 (10) 

На основании (10) выполняется преобразова-
ние вектора узловых неизвестных в локальной си-
стеме через вектор узловых неизвестных в декар-
товой системе в матричном виде: 

     .
124

у
2424124

у


 гл VTV                                                   (11) 

После минимизации преобразованного функ-
ционала (9) на основании (11) по узловым неиз-

вестным  TгVу  получается матрица жесткости ко-
нечного элемента: 

     
124124

у
2424
1 ,


 у

г fVK                                                    (12) 

где            
24242433332424242424

1


 TdFBCBTK
F

TT  − мат-

рица жесткости конечного элемента;  
24 1
уf




     
2 124 24 24 2

T Т

l

T A q dl
 

   − вектор узловых усилий ко-

нечного элемента. 
При минимизации функционала (9) принято 

во внимание, что нагрузка и перемещения связаны 
линейной зависимостью, поэтому при дифферен-
цировании координатной функции сократился ко-
эффициент 21  перед вектором сил. 

2.2 Матрица деформирования  
конечного элемента в смешанной формулировке 

В качестве узловых неизвестных четырехуголь-
ного конечного элемента принимаются перемеще-
ния и напряжения. 

Перемещения внутренней точки конечного эле- 
мента wu,  аппроксимируются через узловые не-
известные выражениями (4). 

Матричное выражение для деформаций запи-
шется в виде 

           
3 1 2 13 2 3 2 2 8 3 88 1 8 1

ε ,у уL V L A v B v
     

                (13) 

где    .,,,,,,,
81

lkjilkjiT
y wwwwuuuuv 


 

Каждая компонента тензора напряжений ап-
проксимируется через узловые неизвестные также 
билинейными выражениями: 

      αβ αβ у
1 4 4 1

σ φ ξ, η σ ; α,β 1, 2 .
T

 

                 (14) 

где    αβ αβ αβ αβ αβ
4 1

σ σ ,σ ,σ ,σ
Т i j k l

у


  − строка узло-

вых неизвестных напряжений. 
На основе (14) формируется матричное соотно- 

шение 

    
3 1 3 12 12 1

σ σ ,уG
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                                                    (15) 

где        
1 12 1 4 1 4 1 4

σ σ , σ , σ .
T

у xx y zz y xz y
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  
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Для формирования матрицы деформирования 
конечного элемента выполняется преобразование 
функционала (8) путем замены действительной ра-
боты внутренних сил разностью полной и допол-
нительной работ при нагружении деформируемо-
го тела: 

          
1

αβ αβ
1 3 2 1 1 3 3 13 2 3 3

1 1σ ε σ σ σ .
2 2

T TL V C

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С учетом (16) функционал (8) запишется мат-
ричным выражением 

       
12 3 3 81 12 8 1
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После выполнения варьирования функциона-
ла (17) по узловым неизвестным  σ

T

у  и  Tуv  
конечного элемента получается система уравнений 
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Системы уравнений (18) представляются в тра-
диционной для метода конечных элементов форме: 
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 − вектор узловых неиз-

вестных конечного элемента. 

3. Результаты исследований и их анализ 
Пример. Рассматривалась консольная балка, за- 

груженная равномерно распределенной нагрузкой, 
при следующих исходных данных: длина L = 0,5 м, 
высота поперечного сечения h = 0,05 м, шири- 
на t = 0,01 м, модуль упругости материала  

Е = 2,0105 МПа, коэффициент Пуассона  = 0,3, 
интенсивность давления q = 10,0 кН/м2. 

Результаты вычислительного процесса пока-
заны в табл. 1 (на основе функционала, базирую-
щегося на разности действительных работ внеш-
них и внутренних сил) и 2 (на основе смешанного 
функционала), где приведены значения нормальных 
напряжений в крайних волокнах поперечного се-
чения заделки (так называемая точка a) и сечения, 
расположенного на расстоянии 5 см от заделки (так 
называемая точка b), в зависимости от числа ко-
нечных элементов при дискретизации консольной 
балки. В последних колонках таблиц представлены 
перемещения на свободном конце балки (так назы- 
ваемая точка c) в зависимости от числа конечных 
элементов. 

Количество конечных элементов по толщине 
балки принимались равными 1, 2, 3, 4 и 5. По длине 
балки число конечных элементов в каждом случае 
было равным 10, 20, 30, 50 и 100. 

 
Таблица 1 

Численные значения параметров  
напряженно-деформированного состояния при использовании  

элементов в формулировке метода перемещений 
[Table 1. Numerical values of stress-strain state parameters 

when using elements in the formulation of the displacement method] 

Дискретизация 
[Sampling] 

Элемент [Element] 24×24 
Напряжение 

σxx, кПа 
(точка a) 

[Stress  
σxx, kPa 

(point a)] 

Напряжение
σxx, кПа 
(точка b) 

[Stress  
σxx, kPa 

(point b)] 

Перемеще-
ние w, см 
(точка c) 
[Displace-
ment w, cm 
(point c)] 

10×1 2330 2013 0,377 
20×1 2454 2019 0,378 
30×1 2478 2023 0,378 
50×1 2487 2024 0,378 
100×1 2490 2024 0,378 
10×2 2735 2248 0,376 
20×2 2802 2282 0,377 
30×2 2815 2290 0,377 
50×2 2821 2294 0,377 
100×2 2823 2295 0,378 
10×3 2805 2278 0,376 
20×3 2886 2319 0,377 
30×3 2904 2327 0,378 
50×3 2913 2331 0,378 
100×3 2914 2332 0,378 
10×4 2839 2293 0,376 
20×4 2935 2340 0,377 
30×4 2957 2350 0,378 
50×4 2969 2355 0,378 
100×4 2973 2357 0,378 
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Таблица 2 
Численные значения параметров 

напряженно-деформированного состояния при использовании 
элементов в смешанной формулировке  

[Table 2. The numerical values of the parameters of 
the stress-strain state when using elements in a mixed formulation] 

Дискретизация 
[Sampling] 

Элемент [Element] 20×20 
Напряжение

σxx, кПа 
(точка a) 

[Stress 
σxx, kPa 

(point a)] 

Напряжение 
σxx, кПа 
(точка b) 

[Stress 
σxx, kPa 

(point b)] 

Перемеще-
ние w, см 
(точка c) 
[Displace-
ment w, cm 
(point c)] 

10×1 2820 2554 0,377 
20×1 2952 2395 0,377 
30×1 2978 2444 0,378 
50×1 2992 2435 0,378 
100×1 2998 2428 0,378 
10×2 2836 2554 0,377 
20×2 2955 2395 0,377 
30×2 2978 2444 0,378 
50×2 2989 2435 0,378 
100×2 2994 2428 0,378 
10×3 2863 2562 0,376 
20×3 3007 2386 0,377 
30×3 3045 2445 0,378 
50×3 3070 2434 0,378 
100×3 3082 2426 0,378 
10×4 2862 2561 0,377 
20×4 3009 2384 0,378 
30×4 3050 2445 0,378 
50×4 3080 2434 0,378 
100×4 3096 2426 0,378 

 
Анализ результатов показывает, что сходимость 

вычислительного процесса при использовании ко- 
нечного элемента в смешанной формулировке про- 
исходит значительно быстрее. Для сравнения при-
нимались приближенные результата расчета балки 
по технической теории (с учетом гипотезы прямой 
нормали): σ xx = 3000 кПа (точка a), σ xx = 2430 кПа 
(точка b), w = 0,375 см (точка c). 

В точке b, отстоящей на расстоянии h от за-
делки, сходимость вычислительного процесса по 
нормальным напряжениям σ xx  (в табл. 2 отмече-
ны жирным шрифтом) гораздо лучше в варианте 
расчета смешанным методом конечных элементов. 

В точке a на сходимость вычислительного про-
цесса воздействуют граничные условия в виде ли-
нейных связей. Поэтому сравнение методов по чис-
ленным значениям нормальных напряжений целе-
сообразнее выполнять в точке, находящейся на рас-
стоянии h от заделки. 

При каждой дискретизации балки конечными 
элементами перемещения оказались практически 
одинаковыми в обеих формулировках метода ко-
нечных элементов.  

Заключение 
Для конечного элемента в формулировке ме-

тода перемещений выполняются условия совмест-
ности по перемещениям и их производным только 
в узловых точках, на контурах смежных конечных 
элементов такие условия отсутствуют. В конеч-
ном элементе в варианте смешанной формулиров-
ки условия совместности по напряжениям выпол-
няются не только в узловых точках, но и на конту-
рах элемента. Поэтому сходимость вычислительно-
го процесса при вычислении параметров напряжен-
ного состояния существенно лучше. 

 
 

Список литературы 
 

1. Галимов К.З., Паймушин В.Н. Теория оболочек 
сложной геометрии. Казань: Изд-во Казанского универ- 
ситета, 1985. 164 с. 

2. Петров В.В. Нелинейная инкреметальная строи-
тельная механика. Вологда: Инфра-Инженерия, 2014. 479 с. 

3. Бате К.-Ю. Методы конечных элементов / под 
ред. Л.И. Турчака. М.: Физматлит, 2010. 1024 с. 

4. Голованов А.И., Тюленева О.Н., Шигабутдинов А.Ф. 
Метод конечных элементов в статике и динамике тон-
костенных конструкций. М.: Физматлит, 2006. 392 с. 

5. Киселев А.П., Гуреева Н.А., Киселева Р.З. Расчет 
многослойной оболочки с использованием объемного ко- 
нечного элемента // Известия ВолгГТУ. 2010. Т. 4. № 4. 
С. 125–128. 

6. Каюмов Р.А. К решению задач неоднородной 
теории упругости методом конечных элементов // Труды 
Второй Всероссийской научной конференции (1–3 июня 
2005 г.). Ч. 1. Математические модели механики, проч-
ность и надежность конструкций. Самара: СамГТУ, 2005. 
С. 143–145. (Серия «Математическое моделирование и 
краевые задачи»). 

7. Киселев А.П., Киселева Р.З., Николаев А.П. Учет 
смещения как жесткого целого осесимметрично нагру-
женной оболочки вращения на основе МКЭ // Строи-
тельная механика инженерных конструкций и сооруже- 
ний. 2014. № 6. С. 59–64. 

8. Клочков Ю.В., Николаев А.П., Ищанов Т.Р. Ко-
нечно-элементный анализ НДС оболочек вращения с уче-
том деформаций поперечного сдвига // Строительная ме- 
ханика инженерных конструкций и сооружений. 2016. 
№ 5. С. 48–56. 

9. Клочков Ю.В., Николаев А.П., Соболевская Т.А., 
Клочков М.Ю. Сравнительный анализ эффективности 
использования конечных элементов различной мерности 
при анализе НДС тонких оболочек // Строительная ме-
ханика инженерных конструкций и сооружений. 2018. 
Т. 14. № 6. С. 459–466. 



Gureeva N.A., Nikolaev A.P., Yushkin V.N. Structural Mechanics of Engineering Constructions and Buildings, 2020, 16(2), 139–145 
 

 

144   NUMERICAL METHODS OF ANALYSIS OF STRUCTURES 

10. Гуреева Н.А., Арьков Д.П. Решение плоской за-
дачи теории пластичности на основе МКЭ в смешанной 
формулировке // Строительная механика инженерных кон- 
струкций и сооружений. 2010. № 4. С. 32–36. 

11. Beirão da Veiga L., Lovadina C., Mora D. A vir-
tual element method for elastic and inelastic problems on 
polytope meshes // Computer methods in applied mechanics 
and engineering. 2015. Vol. 295. Pp. 327–346. 

12. Klochkov Y.V., Nikolaev A.P., Vakhnina O.V., Ki- 
seleva T.A. Stress-strain analysis of a thin-shell part of fuse-
lage using a triangular finite element with Lagrange multipliers // 
Russian Aeronautics. 2016. Vol. 59. No. 3. Pp. 316–323. 

13. Klochkov Y.V., Nikolaev A.P., Vakhnina O.V. Cal-
culation of rotation shells using finite triangular elements with 
Lagrange multipliers in variative approximation of displace- 
ments // Journal of Machinery Manufacture and Reliability. 
2016. Vol. 45. No. 1. Pp. 51–58. 

14. Magisano D., Liabg K., Garcea G., Leonetti L., 
Ruess M. An efficient mixed variational reduced order model 

formulation for nonlinear analyses of elastic shells // Inter-
national Journal for Numerical Methods in Engineering. 2018. 
Vol. 113. Issue 4. Pp. 634–655. 

15. Гуреева Н.А., Клочков Ю.В., Николаев А.П. Расчет 
осесимметрично нагруженной оболочки вращения с уче-
том геометрической нелинейности на основе смешанно-
го МКЭ // Изв. вузов. Авиационная техника. 2014. № 4. 
С. 14–19. 

16. Бандурин Н.Г., Гуреева Н.А. Определение плоско-
го напряженного состояния оболочек на основе смешан-
ной формулировки метода конечных элементов с учетом 
геометрической нелинейности // Космонавтика и раке-
тостроение. 2013. Т. 1. № 70. С. 69–75. 

17. Игнатьев В.А., Игнатьев А.В. Решение плос-
кой задачи теории упругости по методу конечных эле-
ментов в форме классического смешанного метода // Вест- 
ник Волгоградского государственного архитектурно-
строительного университета. Серия: Строительство и ар- 
хитектура. 2013. Вып. 31–2 (50). С. 337–343. 

 
 
 RESEARCH PAPER 
  
Comparative analysis of finite element formulations 
at plane loading of an elastic body2 

  
Natalia A. Gureeva1, Anatoly P. Nikolaev2, Vladislav N. Yushkin2* 

  
1Financial University under the Government of the Russian Federation, 49 Leningradsky Ave, GSP-3, Moscow, 125993, Russian Federation 
2Volgоgrad State Agrarian University, 26 Universitetskii Ave, Volgograd, 400002, Russian Federation  
*aup-volgau@yandex.ru 
  

Article history: 
Received: December 13, 2019 
Revised: February 12, 2020 
Accepted: February 25, 2020 

 Abstract 
The aim of the work – comparison of the results of determining the parameters 

of the stress-strain state of plane-loaded elastic bodies based on the finite element 
method in the formulation of the displacement method and in the mixed formulation. 
Methods. Algorithms of the finite element method in various formulations have been 
developed and applied. Results. In the Cartesian coordinate system, to determine 
the stress-strain state of an elastic body under plane loading, a finite element of
a quadrangular shape is used in two formulations: in the formulation of the method of 
displacements with nodal unknowns in the form of displacements and their deriva-
tives, and in a mixed formulation with nodal unknowns in the form of displacements 
and stresses. The approximation of displacements through the nodal unknowns when 
obtaining the stiffness matrix of the finite element was carried out using the form 
function, whose elements were adopted Hermite polynomials of the third degree. 
Upon receipt of the deformation matrix, the displacements and stresses of the internal 
points of the finite element were approximated through nodal unknowns using biline-
ar functions. The stiffness matrix of the quadrangular finite element in the formula-
tion of the displacement method is obtained on the basis of a functional based on 
the difference between the actual workings of external and internal forces under 
loading of a solid. The matrix of deformation of the finite element was formed 
on the basis of a mixed functional obtained from the proposed functional by repla-
cing the actual work of internal forces with the difference between the total and ad-
ditional work of internal forces when loading the body. The calculation example 
shows a significant advantage of using a finite element in a mixed formulation. 
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 Аннотация 
Актуальность. В работе рассматривается дробеструйная обработка, явля-

ющаяся широко применяемым методом для улучшения определенных свойств 
поверхности деталей (таких как усталостная прочность, твердость, долговеч-
ность) благодаря холодной пластической деформации, в результате которой 
происходит наноструктурирование поверхности обрабатываемого материала, 
сопровождающееся уменьшением размеров зерна его кристаллической структу-
ры. Изучены условия формирования наноструктурированного поверхностного 
слоя при обработке деталей потоком дроби. Целью исследования является опре-
деление условий наноструктурирования поверхности при дробеструйной обра-
ботке за счет холодной пластической деформации, определяемой воздействием 
дроби, которая соударяется с обрабатываемой поверхностью с высокой скоро-
стью. Методы. Для решения поставленной задачи использованы уравнения кон-
тактной задачи теории упругости о действии сосредоточенной силы на упругое 
полупространство, роль которого выполняет обрабатываемая деталь. Определе-
ны условия наступления пластической деформации в поверхностных слоях об-
рабатываемой детали. Холодная пластическая деформация обеспечивает нано-
структурирование поверхностного слоя обрабатываемой детали, повышение проч-
ности, усталостной долговечности, улучшение триботехнических характеристик. 
Результаты. На основании контактной задачи теории упругости решена задача 
формирования наноструктурированного слоя на поверхности обрабатываемой де-
тали при дробеструйной обработке. Получена аналитическая зависимость, позво-
ляющая прогнозировать переход материала в пластическое состояние и нанострук-
турировать поверхность обрабатываемой детали при дробеструйной обработке.  

Ключевые слова: дробеструйная обработка, поверхностное пластическое 
деформирование, остаточные напряжения, предел выносливости, усталость, 
наноструктурирование поверхности, холодная пластическая деформация 
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мами. В процессе эксплуатации под действием внеш- 
них нагрузок в деталях накапливаются дефекты, 
которые приводят к нарушению работоспособности 
деталей и излому. Для борьбы с подобными про-
блемами в современном машиностроении исполь-
зуются различные методы, такие как конструктив- 
ные, технологические и профилактические. Кон-
структивные методы включают применение различ- 
ных виброгасителей, обеспечение рациональных 
значений геометрических параметров деталей, уз-
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лов машин и жесткости опор и т.д. К профилакти-
ческим методам относится систематический осмотр 
деталей для выявления повреждений, своевремен-
ная их замена и другие мероприятия по техниче-
скому обслуживанию машин и механизмов.  

Анализ характера поломок деталей машин по- 
казывает, что большинство из них следует отнести 
к классу усталостных разрушений деталей, имеющих 
концентраторы напряжений. Следовательно, из тех-
нологических методов наиболее известными явля- 
ются устранение или уменьшение технологических 
концентраторов напряжений (прижоги при шлифо- 
вании, закалочные трещины и т. д.), балансировка 
вращающихся деталей, термическая (поверхностная 
закалка) и химико-термическая (азотирование), а так- 
же применение методов упрочнения деталей поверх- 
ностным пластическим деформированием, обеспе- 
чивающих повышение усталостной прочности [1–5]. 
Проведено немало исследований по проблемам 
поверхностного пластического деформирования: 
от влияния и взаимодействия параметров на уста-
лостную долговечность до оценки величины оста-
точных напряжений и их прогнозирования на по-
верхности деталей после дробеструйного упрочне- 
ния [6–9]. Однако многолетний опыт использова-
ния дробеструйной обработки не позволяет объяс- 
нить все эффекты положительного влияния на свой-
ства деталей только наличием сжимающих остаточ- 
ных напряжений в их поверхностном слое, поскольку 
наряду с ними в объеме обрабатываемой детали из 
условия самоуравновешенности формируются и ос- 
таточные напряжения растяжения [10; 11]. Это и 
является главным недостатком многих работ по оцен- 
ке сопротивления усталости, несмотря на то, что 
остаточные напряжения сжатия в поверхностном слое 
позволяют снизить действие растягивающих напря- 
жений при эксплуатации более чем на 20 % [12]. 
Также к недостаткам современных исследований 
можно отнести отсутствие учета временного фак-
тора при расчетах напряженно-деформированного 
состояния в очаге деформации и вычисления оста-
точных напряжений в упрочненной детали, что мо- 
жет привести к появлению дополнительной погреш- 
ности [13]. 

1. Формирование наноструктурированного 
слоя при обработке дробью 

В работе [14] эффект повышения эксплуатаци-
онных свойств деталей и материалов при дробес-
труйном упрочнении объясняется образованием нано- 
структурированного поверхностного слоя. Когда на 
поверхность металлической детали воздействует 
поток сферических частиц с высокой скоростью, 
происходит наноструктурирование за счет холод-

ной пластической деформации в тонком поверхност-
ном слое детали. Само понятие «наноструктуриро- 
вание» означает получение стабильной фазы, зер-
нистость которой составляет от нескольких десят-
ков нанометров до нескольких десятков микромет-
ров. Наноструктурирование поверхности позволя-
ет объяснить те положительные эффекты, которые 
обеспечивает дробеструйная обработка поверхности 
деталей. При наноструктурировании поверхности 
материала увеличивается усталостная долговечность, 
твердость, коррозионная стойкость, трибологиче-
ские свойства [14]. Аналогичные исследования про- 
водятся и за рубежом [15]. 

Сущность технологии дробеструйной обработ-
ки заключается в следующем. Поверхность обра-
батываемой детали подвергают воздействию ме-
таллических закаленных микрошариков из сталей 
ПР10Р6М5 или ШХ15, диаметр шариков 0,16–2 мм. 
Упрочнение деталей микрошариками выполняют 
на специальных дробеметных установках, обеспе-
чивающих равномерный поток микрошариков со 
скоростью 60–80 м/с. Данная технология широко 
применяется для упрочнения деталей машинострое-
ния, в частности деталей авиационных двигателей. 

В результате холодной пластической деформа-
ции, которая реализуется в процессе дробеструй-
ной обработки, происходит наноструктурирование 
поверхности обрабатываемого металла, приводящее 
к уменьшению размеров зерна кристаллической струк- 
туры поверхностных слоев. Необходимое условие 
наноструктурирования – холодная пластическая де- 
формация. Холодная пластическая деформация – 
это деформация, при которой металл поверхности 
упрочняется без следов рекристаллизации, что и 
происходит при дробеструйной обработке.  

Наноструктурирование поверхностного слоя 
приводит к повышению твердости за счет наклепа 
поверхностного слоя металла. Кроме того, в процес-
се дробеструйной обработки в поверхностном слое 
формируются сжимающие остаточные напряжения, 
повышающие усталостную прочность обрабатыва- 
емого металлоизделия.  

2. Практическое исследование упрочнения 
деталей при дробеструйной обработке 

В АО «ОДК – Пермские моторы» проводили 
исследования упрочнения хвостовиков рабочих ло-
паток из сплава ЖС32-ВИ при дробеструйной об-
работке. В результате определения остаточных на- 
пряжений по методу Давиденкова сжимающие на- 
пряжения на расстоянии 2 мкм от поверхности со- 
ставляют σост ൌ  െ379 МПа, на расстоянии 5 мкм – 
σост ൌ  െ302 МПа, на расстоянии 10 мкм – 
σост ൌ  െ167 МПа. При дальнейшем увеличении рас- 



Kolmogorov G.L., Vysotin A.S. Structural Mechanics of Engineering Constructions and Buildings, 2020, 16(2), 146–151 
 

 

148   DYNAMICS OF STRUCTURES AND BUILDINGS 

стояния от поверхности остаточные сжимающие 
напряжения снижаются, переходят в растягивающие 
и на расстоянии 200 мкм составляют σост ൌ  15 МПа. 
Можно полагать, что наноструктурированный по-
верхностный слой составляет 5 мкм. 

Накопление взаимно уравновешенных остаточ-
ных напряжений в процессе деформации является 
характерным для упрочнения (наклепа) в процессе 
дробеструйной обработки. Накопленные сжимаю-
щие остаточные напряжения в поверхностном слое 
могут благоприятно влиять на эксплуатационные 
свойства деталей после дробеструйного упрочнения.  

3. Способ определения упрочненного 
(наноструктурированного) слоя 

Выявление условий формирования нанострук- 
турированного слоя за счет холодной пластической 
деформации поверхностного слоя при дробеструй-
ной обработке деталей машиностроения является 
целью работы. Для решения данной задачи было 
использовано известное из теории упругости ре-
шение о действии сосредоточенной силы на упру-
гое полупространство [16]. На рис. 1 представлена 
расчетная схема.  

 

 
 

Рис. 1. Сосредоточенная сила, действующая на плоскость,  
ограничивающую полубесконечное тело 

[Figure 1. Concentrated force acting on a plane 
bounding a semi-infinite body] 

 
Выражения для напряжений в данной задаче 

имеют следующий вид [16]: 
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где P – действующее усилие, равное усилию дей-
ствия одной дробинки; µ – коэффициент Пуассона 
материала обрабатываемой детали. 

Максимальные напряжения соответствуют оси 
𝑧 ሺ𝑟 ൌ 0ሻ. При 𝑟 ൌ 0, 𝑧 ൌ 𝑙 соотношения (1) при-
нимают вид 
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ଷ

ଶ

௉
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ସ஠௟మ ;  

τ௥௭ ൌ 0. 

Задачей решения является достижение пласти-
ческой деформации при дробеструйном упрочнении, 
которая обеспечивает формирование нанострукту- 
рированного слоя в поверхностном слое детали. Реа- 
лизация пластической деформации возможна при 
использовании критерия пластичности Мизеса для 
напряженного состояния, описываемого соотноше- 
ниями (2). Критерий пластичности Мизеса имеет 
следующий вид  

ଵ

√ଶ
ඥሺσ௭ െ σ௥ሻଶ ൅ ሺσ௥ െ σ௧ሻଶ ൅ ሺσ௭ െ σ௧ሻଶ ൌ σ்,  (3) 

где σ் – предел текучести материала обрабатыва-
емой детали. 

Для материалов в условиях пластического со-
стояния принято использовать условие несжимае-
мости, согласно которому коэффициент Пуассона 
µ ൌ 0,5. Тогда из уравнений (2) имеем для µ ൌ 0,5 

σ௭ ൌ െ
3
2

𝑃
π𝑙ଶ , σ௥ ൌ 0, σ௧ ൌ 0.  

При этом условие пластичности (3) принима-
ет вид  
ଷ

ଶ

௉

஠௟మ ൌ σ்.                                                                (4) 

Из соотношения (4) следует, что толщина нано-
структурированного поверхностного слоя при дробе- 
струйной обработке равна  

δ ൌ 𝑙 ൌ ට
ଶ

ଷ

௉

஠஢೅
.                                                        (5) 

Усилие 𝑃 определяется произведением давле-
ния струи воздуха с дробью 𝑝଴ на площадь сече-
ния ударяемой дробинки и углом наклона струи 
дроби к обрабатываемой поверхности: 

𝑃 ൌ 𝑝଴π𝑅ଶ sin α,                                                      (6) 

где 𝑅 – радиус применяемой дроби; α – угол меж-
ду направлением струи дроби и поверхностью об-
рабатываемой детали. 

(1) 

(2) 
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Подстановка выражения (6) в соотношение (5) 
дает формулу для определения толщины нано-
структурированного слоя при дробеструйной об-
работке: 

δ ൌ 𝑅ට
ଶ

ଷ

௣బ ୱ୧୬ ஑

஢೅
.                                                       (7) 

На рис. 2 приведены расчетные зависимости 
толщины наноструктурированного слоя на поверх- 
ности при дробеструйной обработке от предела те-
кучести обрабатываемого металла по формуле (7) для 
𝑅 ൌ 10ିସ м, α ൌ 30˚ для 𝑝଴ ൌ 0,1;  0,2;  0,3;  0,4;  0,5 МПа. 

 

 
 

Рис. 2. Зависимость толщины наноструктурированного слоя 
обрабатываемого материала от предела текучести: 
1 – 𝑝଴ ൌ 0,1 МПа; 2 – 𝑝଴ ൌ 0,2 МПа; 3 – 𝑝଴ ൌ 0,3 МПа; 

4 – 𝑝଴ ൌ 0,4 МПа; 5 – 𝑝଴ ൌ 0,5 МПа 
[Figure 2. Dependence of the thickness of the nanostructured layer 

of the produced material on the yield strength: 
1 – 𝑝଴ ൌ 0,1 МПа; 2 – 𝑝଴ ൌ 0,2 МПа; 3 – 𝑝଴ ൌ 0,3 МПа; 

4 – 𝑝଴ ൌ 0,4 МПа; 5 – 𝑝଴ ൌ 0,5 МПа] 
 

Из рис. 2 следует, что повышение предела те-
кучести материала приводит к уменьшению толщи-
ны наноструктурированного слоя, а также, что тол- 
щина наноструктурированного слоя зависит от дав-
ления в струе дроби. Формула (7) составляет ос-
нову полученного патента [17]. 

Заключение 
На основании решения контактной задачи тео-

рии упругости о действии силы на упругое полу-
пространство предлагаются формулы для расчета 
технологических параметров дробеструйной обра-
ботки деталей машиностроения, в частности фор-
мирования наноструктурированного слоя на поверх- 
ности детали. 

При холодной пластической деформации, реа- 
лизуемой в процессе дробеструйной обработки, про- 
исходит измельчение зерен кристаллической струк- 

туры поверхности обрабатываемого металла до 
наноразмеров, что способствует повышению уста- 
лостной долговечности, твердости, коррозионной 
стойкости, улучшению триботехнических харак-
теристик. 

Наличие наноструктурированного слоя на по-
верхности обеспечивает улучшение характеристик 
длительной и усталостной прочности, поскольку с 
позиции механики разрушения поверхность опре-
деляет опасность образования и роста трещин, при- 
водящих к разрушению деталей машиностроения. 
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 Abstract 
Relevance. The paper considers shot blasting, which is a widely used method for 

improving the surface properties of parts (such as fatigue strength, hardness, and elon-
gation) due to cold plastic deformation, which results in nanostructuring of the surface 
of the processed material, accompanied by a reduction in the grain size of its crystal 
structure. The conditions for the formation of a nanostructured surface layer when pro-
cessing parts with a shot stream are studied. The aim of the work is to determine 
the conditions of nanostructuring during shot blasting due to plastic deformation, de-
termined by the impact of the shot, which collides with the treated surface at high 
speed. Methods. To solve the stated problems, we used the solution of the contact prob-
lem of the theory of elasticity on the action of a concentrated force on the elastic half-
space, the role of which is played by the workpiece. The conditions of the onset of plas-
tic deformation in the surface layers of the workpiece are determined. Cold plastic de-
formation provides nanostructuring of the surface layer of the workpiece, increasing 
strength, fatigue life, atomic diffusion and improving tribotechnical characteristics. 
Results. Based on the contact problem of the theory of elasticity, the problem of 
the formation of a nanostructured layer on the surface of the workpiece during shot 
blasting has been solved. An analytical dependence has been obtained, which 
allows predicting the transition of the material to a plastic state and nanostructuring 
the surface of the workpiece during shot blasting. 

Keywords: shot blasting, surface plastic deformation, residual stresses, en-
durance limit, fatigue, nanostructuring, cold plastic deformation 
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 Аннотация 
Актуальность. В состав гидроузлов входят железобетонные подпорные 

стены. Они предназначены для защиты основных сооружений от обрушения и 
сползания грунтовых массивов. Подпорные стены характеризуются значитель-
ными размерами, сравнительно невысоким содержанием арматуры, наличием 
горизонтальных межблочных швов, что существенно влияет на особенности их 
работы и состояние. Нормативные документы, действовавшие в период проек-
тирования и строительства большинства подпорных стен (вторая половина про-
шлого столетия), не в полной мере учитывали особенности их работы, вслед-
ствие чего при длительной эксплуатации проявились отклонения от проектных 
предпосылок, такие как чрезмерные смещения верха стен, раскрытия горизон-
тальных межблочных швов, которые превышали проектные значения. В целом 
ряде случаев выполнялось усиление железобетонных конструкций подпорных 
стен в зонах межблочных швов. Цель работы заключается в проведении экспе-
риментальных исследований железобетонных подпорных стенок, в том числе с 
учетом их усиления наклонными арматурными стержнями. В качестве основно-
го метода применялась методика экспериментальных исследований гидротех-
нических железобетонных конструкций в соответствии с нормативными доку-
ментами и разработанной программой экспериментальных исследований желе-
зобетонных подпорных стен. Полученные результаты показали раскрытие 
горизонтальных межблочных швов, образование наклонных трещин, выходящих 
из швов. Было зафиксировано повышение прочности железобетонных конструк-
ций подпорных стен и снижение их деформативности за счет усиления наклон-
ными стержнями в зоне межблочного шва. 

Ключевые слова: железобетонные подпорные стены гидроузлов, желе-
зобетонные модели, межблочные горизонтальные швы, армирование, на-
клонные арматурные стержни, контрольно-измерительная арматура 
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Введение1 
Подпорные стены являются наиболее распро-

страненными сооружениями гидроузлов [1–5]. 
                                                                          
Рубин Олег Дмитриевич, доктор технических наук, директор филиала 
АО «Институт Гидропроект» – «НИИЭС»; Scopus Author ID: 7004427140, 
eLIBRARY SPIN-код: 2720-6627. 
Лисичкин Сергей Евгеньевич, доктор технических наук, главный науч-
ный сотрудник филиала АО «Институт Гидропроект» – «НИИЭС»; 
Scopus Author ID: 6603919071, eLIBRARY SPIN-код: 5423-0643. 
Пащенко Федор Александрович, генеральный директор АО «ПИиНИИ 
ВТ “Ленаэропроект”».  
© Рубин О.Д., Лисичкин С.Е., Пащенко Ф.А., 2020 

 
This work is licensed under a Creative Commons Attribution 4.0 
International License 
https://creativecommons.org/licenses/by/4.0/ 

 

Действующие в период проектирования под-
порных стенок нормативные документы не в пол-
ной мере учитывали характерные особенности же- 
лезобетонных конструкций, в первую очередь на- 
личие горизонтальных межблочных швов, вслед-
ствие чего во многих случаях при длительной экс- 
плуатации проявились существенные отклонения 
от проектных предпосылок (чрезмерные смещения 
верха конструкций стен, раскрытие горизонталь-
ных межблочных швов и др.) [6–8]. По этой причи- 
не в ряде случаев было выполнено усиление кон-
струкций подпорных стен в зонах горизонтальных 
межблочных швов. 
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Потребовалось проведение экспериментальных 
исследований железобетонных моделей гидротех-
нических подпорных стенок, в том числе с учетом 
их усиления наклонными стержнями, для исследо- 
вания работы подпорных стен. 

1. Материалы и методы исследований. 
Конструкция модели железобетонной под-

порной стенки. Для проведения эксперименталь-
ных исследований была изготовлена железобетон- 
ная модель подпорной стены в масштабе 1:12 с га- 
баритами: высота 143,0 см; толщина 30,0 см; ши-
рина в корневом сечении 33,0 см. По высоте моде-
лировались три горизонтальных межблочных шва: 
нижний шов протяженностью 29,9 см на расстоя-
нии 14,0 см от нижней грани; средний шов протя-
женностью 25,2 см на расстоянии 35,4 см от ниж-
ней грани; верхний шов протяженностью 17,5 см 
на расстоянии 70,8 см от нижней грани. На этапе 1 
модель испытывалась без усиления; на этапе 2 была 
усилена посредством наклонных стержней диамет- 
ром 10 мм из арматуры класса А400, установлен-
ных по боковым граням модели под углом 15º к 
горизонтали в зоне среднего межблочного шва. Уси- 
ление модели выполнялось по аналогии с усиле-
нием существующих конструкций подпорных стен 
и стен камер шлюзов [13–15]. 

Конструкция модели на этапах 1 и 2 пред-
ставлена на рис. 1. 
 

 
 

Рис. 1. Конструкции модели подпорной стены на этапах 1 и 2 
[Figure 1. The structures of the retaining wall model 

in the stages 1 and 2] 

Рабочее армирование у тыловой грани модели 
стенки выполнялось в виде трех 12 мм диаметров 
А-III (А400), у лицевой грани – одного 12 мм диа-
метра А-III (А400). Бетон модели класса В25. 

Методика экспериментальных исследований 
модели подпорной стены. При проведении экс-
периментальных исследований использовались сле- 
дующие средства испытаний: 

– стенд для испытания моделей железобетон- 
ных конструкций; 

– гидроцилиндр (домкрат) ДГС-63 с максималь- 
ным усилием 630 кН; 

– тензорезисторы для измерения деформаций 
с точностью до 10×Е-5 (0,00001) е.о.д.; 

– тензометрическая станция ZET 017-T8; 
– индикаторы часового типа ИЧ-10 с ценой 

деления 0,01 мм; 
– микроскоп МПБ-3 для измерения величины 

раскрытия трещин. 
В ходе экспериментальных исследований оп- 

ределялись такие показатели, как: 
– нагрузка образования трещин (в том числе по 

горизонтальным межблочным строительным швам) 
и характер образовавшихся трещин; 

– ширина раскрытия горизонтальных межблоч-
ных швов и трещин; 

– перемещение верха модели; 
– деформации элементов усиления модели (на- 

клонных стержней); 
– прирост нагрузки для усиленной модели 

(по сравнению с неусиленной конструкцией). 
Экспериментальные исследования проводились 

в определенном порядке: нагрузка прикладывалась 
ступенями по 10 % от нагрузки разрушения (по 5 % 
при величине нагрузки более 90 % от планируе-
мой разрушающей нагрузки) с выдержкой 15 мин.  

Схема установки контрольно-измерительной ап- 
паратуры на железобетонной модели подпорной 
стены представлена на рис. 2. 

Для контроля перемещения верха модели уста-
навливались прогибомеры – индикаторы часового 
типа (мессуры). Раскрытие горизонтальных меж-
блочных швов контролировалось посредством уста-
новленных вертикально индикаторов часового ти-
па, трещинообразование в железобетонной моде-
ли – визуально с применением микроскопа отсчет- 
ного МПБ-3 (трубки Бриннеля). 

При проведении экспериментальных исследо-
ваний был учтен опыт экспериментальных иссле-
дований гидротехнических сооружений [16–19; 
21; 22]. 
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Рис. 2. Схема установки контрольно-измерительной аппаратуры на железобетонной модели подпорной стены 
[Figure 2. The installation diagram of the instrumentation on a reinforced concrete retaining wall model] 

 
2. Результаты экспериментальных исследований 

модели подпорной стены 
Железобетонная модель подпорной стены, под-

верженная действию силовой нагрузки, устанавли- 
валась вертикально в силовом стенде. Схема испы- 
таний представлена на рис. 1. 

На этапе 1 проводились экспериментальные ис- 
следования неусиленной модели подпорной стены 
при расположении равнодействующей нагрузки на 
высоте 64,5 см от корневого сечения.  

На этапе 2 изучалась модель подпорной стены, 
усиленная посредством наклонных арматурных стерж- 
ней, при том же расположении равнодействующей 
нагрузки. 

В ходе экспериментов фиксировалось раскры-
тие горизонтальных межблочных швов со стороны 
тыловой грани модели; а на более поздних этапах 
нагружения из горизонтальных швов происходило 
образование наклонных трещин (рис. 3), что со-
гласовывалось с исследованиями особенностей ра- 
боты действующих сооружений [9–12; 20; 23]. 

Основные результаты, полученные в ходе 
экспериментальных исследований, представлены 
в табл. 1 – при полных значениях нагрузок испы-

тания модели на этапах 1 и 2 и в табл. 2 – при 
одинаковых нагрузках (62,4 кН) на этапах 1 и 2 в 
целях сопоставления результатов. 

 

 
 

Рис. 3. Схема образования наклонных трещин 
в модели подпорной стены 

[Figure 3. The diagram of the inclined cracks formation 
in the retaining wall model] 
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На этапе 2 испытаний деформации растяжений 
в наклонных стержнях усиления модели состави-
ли 65×10–5 единиц относительной деформации, 
что соответствует напряжениям 130 МПа (усилию 
в каждом стержне 10,2 кН). 

Результаты экспериментальных исследований 
модели подпорной стены (графики перемещений 
верха модели, ширины раскрытия горизонтальных 
межблочных швов, ширины раскрытия наклонных 
трещин, деформаций в наклонных элементах уси-
ления) представлены графически на рис. 4–14. 

 
Таблица 1 

Полное значение нагрузки 
[Table 1. Full load value] 

 

Этап 1 (нагрузка 68,64 кН) 
[Stage 1 (68,64 kN load)] 

Этап 2 (нагрузка 70,72 кН) 
[Stage 2 (70,72 kN load)] 

Ширина раскрытия горизонтальных швов 
[The width of horizontal joints disclosure] 

Верхний шов [Upper joint] ср. 0,06 мм [avg. 0,06 mm] ср. 0,09 мм [avg. 0,09 mm] 

Средний шов [Middle joint] ср. 0,425 мм [avg. 0,425 mm] ср. 0,35 мм [avg. 0,35 mm] 

Нижний шов [Bottom joint] 
ср. 0,475 мм [avg. 0,475 mm] 

Датчик на тыловой грани ИЧ11-0,60 мм
[Rear Edge Sensor ИЧ11-0,60 mm] 

ср. 0,325 мм [avg. 0,325 mm] 
Датчик на тыловой грани ИЧ11-0,50 мм 

[Rear Edge Sensor ИЧ11-0,50 mm] 

Ширина раскрытия наклонных трещин 
[Width disclosure of the inclined cracks] 

Т3 – 0,45 мм [mm] 
Т6 – 0,80 мм [mm] 
Т7 – 0,50 мм [mm] 

Т3 – 0,40 мм [mm] 
Т6 – 0,75 мм [mm] 
Т7 – 0,45 мм [mm] 

Относительная деформация наклонных стержней 
[The relative deformation of the inclined rods] – 65,0×10–5 е.о.д. 

Перемещение верха модели 
[Displacement of the top of the model] 18,3 мм [mm] 16,9 мм [mm] 

 
 

Таблица 2 
Одинаковая нагрузка – 62,4 кН 
[Table 2. The same load – 62.4 kN] 

 

Этап 1 (нагрузка 62,4 кН) 
[Stage 1 (62,4 kN load)] 

Этап 2 (нагрузка 62,4 кН) 
[Stage 2 (62,4 kN load)] 

Ширина раскрытия горизонтальных швов 
[The width of horizontal joints disclosure] 

Верхний шов [Upper joint] ср. 0,052 мм [avg. 0,052 mm] ср. 0,075 мм [avg. 0,075 mm] 

Средний шов [Middle joint] ср. 0,365 мм [avg. 0,365 mm] ср. 0,28 мм [avg. 0,28 mm] 

Нижний шов [Bottom joint] 
ср. 0,405 мм [avg. 0,405 mm] 

Датчик на тыловой грани ИЧ11-0,52 мм 
[Rear Edge Sensor ИЧ11-0,52 mm] 

ср. 0,275 мм [avg. 0,275 mm] 
Датчик на тыловой грани ИЧ11-0,48 мм 

[Rear Edge Sensor ИЧ11-0,48 mm] 

Ширина раскрытия наклонных трещин 
[Width disclosure of the inclined cracks] 

Т3 – 0,35 мм [mm] 
Т6 – 0,70 мм [mm] 
Т7 – 0,40 мм [mm] 

Т3 – 0,30 мм [mm] 
Т6 – 0,65 мм [mm] 
Т7 – 0,35 мм [mm] 

Относительная деформация наклонных стержней 
[The relative deformation of the inclined rods]  57,0×10–5 е.о.д. 

Перемещение верха модели 
[Displacement of the top of the model] 15,96 мм [mm] 15,34 мм [mm] 
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Рис. 4. График перемещения верха модели на этапе 1, мм 

[Figure 4. Diagram of the displacement of the top of the model 
at the stage 1, mm] 

 

 
Рис. 5. Графики ширины раскрытия верхнего шва модели 

на этапе 1, мм 
[Figure 5. Diagrams of the disclosure width of the upper joint of 

the model at the stage 1, mm] 
 

 
Рис. 6. Графики ширины раскрытия среднего шва модели 

на этапе 1, мм 
[Figure 6. Diagrams of the disclosure width of the middle joint of 

the model at the stage 1, mm] 
 

 
Рис. 7. Графики ширины раскрытия нижнего шва модели 

на этапе 1, мм 
[Figure 7. Diagrams of the disclosure width of the lower joint of 

the model at the stage 1, mm] 

 
Рис. 8. Графики ширины раскрытия наклонных трещин 

в модели на этапе 1, мм 
[Figure 8. Diagrams of the disclosure width of the inclined cracks 

in the model at the stage 1, mm] 
 

 
Рис. 9. График перемещения верха модели на этапе 2, мм 

[Figure 9. Diagram of the displacement of the top of the model 
at stage 2, mm] 

 

 
Рис. 10. Графики ширины раскрытия верхнего шва модели 

на этапе 2, мм 
[Figure 10. Diagrams of the disclosure width of the upper joint of 

the model at the stage 2, mm] 
 

 
Рис. 11. Графики ширины раскрытия среднего шва модели 

на этапе 2, мм 
[Figure 11. Diagrams of the disclosure width of the middle joint of 

the model at the stage 2, mm] 
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Рис.12. Графики ширины раскрытия нижнего шва модели 

на этапе 2, мм 
[Figure 12. Diagrams of the disclosure width of the lower joint of 

the model at the stage 2, mm] 
 

 
Рис.13. Графики ширины раскрытия наклонных трещин 

в модели на этапе 2, мм 
[Figure 13. Diagrams of the disclosure width of 
the inclined cracks in the model at the stage 2] 

 

 
Рис. 14. График деформаций наклонного 

стержня усиления модели на этапе 2 (×10–5 е.о.д) 
[Figure 14. Diagram of the deformation of  

the inclined model gain rod at the stage 2 (×10–5)] 
 

Сопоставление результатов экспериментальных 
исследований, представленных в табл. 1 и 2, а также 
на рис. 4–14, показало, что за счет усиления моде-
ли подпорной стены наклонными стержнями уве-
личилась предельная нагрузка на модель, умень-
шились прогиб верха модели, ширина раскрытия 
горизонтальных межблочных швов и наклонных 
трещин. 

При этом при одинаковой нагрузке 62,4 кН про-
гиб верха модели снизился на 3,9 %, ширина рас-
крытия среднего шва – на 23,3 %, нижнего шва – 
на 32,1%, ширина раскрытия наклонной трещины 

Т3 – на 14,3 %, трещины Т6 – на 7,1 %, трещины 
Т7 – на 12,5 %.  

Заключение 
Изготовлена железобетонная модель подпорной 

стены в масштабе подобия 1:12, в которой воспро-
изведены горизонтальные межблочные швы. При 
этом на этапе 2 испытаний модель была усилена 
наклонными стержнями в зоне среднего межблоч-
ного шва. 

Проведены экспериментальные исследования 
работы железобетонной модели подпорной стены 
на действие нагрузки, приложенной к тыловой 
грани модели, равнодействующая которой прило-
жена перпендикулярно к наклонной грани на вы-
соте 64,5 см от корневого сечения. На этапе 1 вы-
полнялось испытание неусиленной модели, на эта- 
пе 2 – модели, усиленной наклонными стержнями 
в зоне среднего межблочного шва.  

Анализ результатов экспериментальных иссле- 
дований на этапах 1 и 2 показал, что за счет уси-
ления наклонными стержнями на этапе 2 предель-
ная нагрузка увеличилась на 3,0 %, прогиб верха 
модели снизился на 3,9 %, ширина раскрытия го-
ризонтальных швов снизилась в среднем на 27,7 %, 
а ширина раскрытия наклонных трещин – на 11,3 %.  
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  Abstract 
Relevance. Hydroelectric facilities include reinforced concrete retaining walls. 

They are intended to protect the main structures from the collapse and sliding of soil 
massifs. Retaining walls are characterized by significant size, relatively low content of 
reinforcement, the presence of horizontal interblock seams, which considerably affects 
the features of the work and the state of retaining walls. The normative documents that 
were in force during the design and construction of most retaining walls (the second 
half of the last century) did not fully take into account the features of the retaining walls, 
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  as a result of which long-term operation revealed deviations from the design premises, 
including excessive displacement of the top of the walls, the disclosure of horizontal 
interblock joints, which exceeded the design values. In a number of cases, reinforced 
concrete structures of retaining walls were reinforced in areas of interblock joints. 
The aim of the work is to conduct experimental studies of reinforced concrete 
retaining walls, including taking into account their reinforcement by inclined re-
inforcing bars. Methods. The technique of experimental studies of hydraulic engineering 
reinforced concrete structures was applied in accordance with regulatory documents 
and the developed program of experimental studies of reinforced concrete retaining 
walls. The results obtained showed the opening of horizontal interblock joints, the for-
mation of inclined cracks emerging from the joints. An increase in the strength of rein-
forced concrete structures of retaining walls and a decrease in their deformability due to 
reinforcement by inclined rods in the area of the interblock weld were recorded. 

Keywords: reinforced concrete retaining walls of waterworks, reinforced 
concrete models, interblock horizontal seams, reinforcement, inclined reinforcing 
bars, instrumentation fittings 
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 Abstract 
Structures are designed using current seismic design codes which are most-

ly based on Force-Based Design approach. The aim of the work is to implement 
the Performance-Based Seismic Design (PBSD) approach in concrete buildings. 
PBSD, which is a new concept in seismic design of structures, is a reliable ap-
proach capable of providing more detailed information on the performance levels 
of both structural and non-structural elements. Methods. In this study Perfor-
mance-Based Seismic Design has been utilized on reinforced concrete irregular 
frame. In order to do this pushover analysis was done. Story drift ratios were 
chosen as deformation limits to define the performance levels for specific earth-
quake hazard levels. The results of this study show that Performance-Based 
Seismic Design gives a structure with better seismic load carrying capacity, 
thereby achieving the objective of performance as well as economy. It is also 
possible to conclude that PBSD obtained by above procedure satisfies the ac-
ceptance criteria for immediate occupancy and life safety limit states for various 
intensities of earthquakes. 

Keywords: Performance-Based Seismic Design (PBSD), pushover analysis, 
example building 
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Introduction1 

Viewed through the historical prism of the past 
100 years, seismic structural design can be seen to 
have been in constant evolution – much more so than 
design for other load cases or actions such as gravity, 
wind, traffic, etc. Initially, following structural dama- 
ge in the seminal earthquakes of the early 20th century 
(Kanto, Long Beach, Napier), seismic attack was per-
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ceived in terms of simple mass-proportional lateral for- 
ces, resisted by elastic structural action. In the 1940’s 
and 50’s the influence of structural period in modi- 
fying the intensity of the inertia forces started to be 
incorporated into structural design, but structural ana- 
lysis was still based on elastic structural response. Duc- 
tility considerations were introduced in the 1960’s and 
70’s as a consequence of the experimental and empi- 
rical evidence that well detailed structures could sur-
vive levels of ground shaking capable of inducing 
inertia forces many times larger than those predicted 
by elastic analysis. Predicted performance came to be 
assessed by ultimate strength considerations, using 
force levels reduced from the elastic values by some-
what arbitrary force-reduction factors, that differed 
markedly between the design codes of different seis-
mically-active countries. Gradually this lead to a fur-
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ther realization, in the 1980’s and 90’s that strength 
was important, but only in that it helped to reduce 
displacements or strains, which can be directly related 

to damage potential, and that the proper definition of 
structural vulnerability should hence be related to de-
formations, not strength [1]. 

 

 
 

Figure 1. Performance-Based Seismic Design flow diagram [2] 
 

Performance-Based Seismic Design (PBSD) is a ge- 
neralized design philosophy in which design criteria are 
expressed in terms of achieving stated performance 
objectives when the structure is subjected to the stated 
levels of seismic hazard. PBSD permits the design and 
construction of buildings with a realistic and reliable 
understanding of the risk to life, occupancy, and eco-
nomic loss that may occur because of future seismic 
events. PBSD is an iterative process, which begins with 
the selection of performance objectives (that are defined 
by the owners, designers, and building officials), fol-
lowed by the development of a preliminary design (con-
sidering stated set of performance objectives), an as-
sessment of whether the design meets the performance 
objectives, and finally redesign and reassessment, if re- 
quired, until the desired performance level is achieved. 
The methodology provides a framework for determi- 
ning the levels of safety and property protection, and 
the cost acceptable to owner, designer, and building 
officials for the project according to the specific pro-
ject requirement [2]. 

PBSD procedure: 
 Generally, a team of decision makers, inclu- 

ding the building owner, design professionals, and buil- 
ding officials, will participate in the selection of per-
formance objectives for a building. 

 Once the performance objectives are set, a se-
ries of simulations (analyses of building response to 
loading) are performed to estimate the probable per-
formance of the building under various design scena- 
rio events. 

 If the simulated performance meets or exceeds 
the performance objectives, the design is complete 
otherwise it has to be redesigned. Figure 1 displays 
the flowchart representing key steps in the PBSD pro-
cedure. 

1. Methods of analysis 

Generally, for analyzing the structure the following 
analysis methods are used depending upon the require-
ments [3]: linear static procedure, linear dynamic pro-
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cedure, nonlinear static procedure (pushover analysis, 
capacity spectrum method), nonlinear dynamic proce-
dure (time history analysis). 

Pushover analysis is the one, which is suitable for 
the performance based seismic design, because elastic 
analyses are insufficient, therefore they cannot realis-
tically predict the force and deformation distributions 
after the initiation of damage in the building. Inelastic 
analytical procedures become necessary to identify 
the modes of failure and the potential for progressive 
collapse.  

2. Evaluation of Performance-Based Design 

The essential difference between the design of 
new buildings and the evaluation of existing buildings 
is the point of view. In design, the objective is to cre-
ate a new building, which can resist the expected for- 
ces (horizontal and vertical) with an appropriate safe-
ty margin. Starting from a structural model of the buil- 
ding and the expected applied forces the required sec-
tions of the structural elements have to be determined 
for a chosen material. It is common practice to choose 
a slightly conservative model, i.e. to neglect the posi-
tive influence of some elements, firstly to simplify 
the model and secondly to be on the safe side. Also, 
the material strength is usually multiplied by a certain 
strength reduction factor; whereas the expected ap-
plied forces are enhanced to take into account uncer-
tainties [4].  

The choice of the strength reduction factors and 
the design forces are governed by the aim for econo- 
mic optimization, however they are usually chosen to 
keep the risk of damage extremely low, i.e. in building 
design this compares with an accepted annual proba-
bility for achieving the ultimate capacity of about 
0.01%. In earthquake engineering a rational design 
becomes more important accepting a higher risk of 
damage [5; 6].  

Here the annual probability for achieving the ul-
timate capacity can be as high as 1 to 3%. In evalua-
tion the objective is to determine how an existing buil- 
ding will respond to given forces. This corresponds to 
an analysis of a building structure where the structural 
elements, the materials and the dead loads are given. 
It is not desired to calculate a worst-case scenario by 
choosing a conservative model and making conserva-
tive assumptions on the material properties but to as-
sess the most probable behavior of the building sub-
jected to the applied action. Thus, the real material 
properties and the real loading have to be taken with-
out any safety factors as these would falsify the re-
sults. Also the model should be as close as possible to 

reality taking into account all structural elements that 
help to support the applied forces.  

The evaluation of existing buildings plays an im-
portant role in earthquake evaluation projects where 
the risk of damage in a certain area is estimated in order 
to decide on appropriate risk reduction strategies. 

3. Development of Performance-Based 
Earthquake Engineering 

Seismic loading provisions in the existing building 
codes focus on the minimum lateral seismic forces for 
which the building must be designed, but don’t explicit-
ly incorporate the demand and response characteris-
tics. However, the specifications of the lateral forces 
alone is not enough to ensure the desired level of pro-
tection in a building when subjected to expected earth- 
quakes of different intensities [6].  

Experience shows that once an approach and  
the corresponding procedures are introduced in a stan- 
dard and code, it is very difficult and time demanding 
to make any changes. It is believed that before any of 
the so-called simplified approaches for Performance-
Based Seismic Design and their corresponding metho- 
dologies are implemented in a building code, they should 
be thoroughly calibrated. The question then is, calibrate 
against what? There is no doubt that it would be ideal 
to calibrate them using the most sophisticated and re- 
liable approach and procedure for Performance-Based 
Seismic Design that can be developed. Starting about 
1990, the international design community began to be 
interested in the development of performance-based 
design concepts. Whereas current building code pro-
visions are prescriptive in nature and require that buil- 
dings be designed with minimum specified strength 
and stiffness, performance based procedures permit 
the designer to directly demonstrate that a design is 
capable of meeting certain standard performance ob-
jectives, independent of meeting prescriptive strength 
and stiffness criteria [5–7]. 

Documents published by SEAOC (1995, 1996, 
1999) (Structural Engineers Association of California, 
USA), ATC-40 (1996) (Applied Technology Council, 
USA) [16], FEMA-273, 274 (1997), FEMA-356 (2000), 
FEMA-350 (2000) (Federal Emergency Management 
Agency, USA) have given guidelines regarding how 
to apply the concept of PBSD to new and existing con- 
structions. Furthermore, FEMA-302, 303 (1997) and 
FEMA-368 (2001) cover the ‘NEHRP Recommended 
Provisions for Seismic Regulations for Buildings and 
other Structures’ (National Earthquake Hazards Reduc-
tion Program, USA) and recent codes such as ICC 
(2000 and 2003) (International Code Council) and 
NFPA 5000 (2003) (National Fire Protection Associa-
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tion, USA) contain provisions that permit use of  
the Performance-Based Seismic Design concept. 

The above publications have contributed signifi-
cantly toward a better understanding of what perfor-
mance based seismic design and particularly PBSD 
are, and already some of the guidelines and particular-
ly the ICC (2000) have provided specific quantifica-
tion of the different Performance-Based Seismic De-
sign Objectives (PBSDO), and provisions for the ap-
plication of PBSD concept. 

SEAOC Vision 2000 (Structural Engineers Associa-
tion of California, USA). A promising approach toward 
the above development has been proposed by the Vi-
sion 2000 Committee of the structural Engineers As-
sociation of California (SEAOC) in 1995 in its report 
entitled “Performance-Based Seismic Engineering of 
Buildings” and which will be denominated as the “Per-
formance-Based Seismic Engineering” (PBSE), although 
it is also called “Performance-Based Earthquake En-
gineering” (PBEE). The above report presents a con-
ceptual framework for PBSE, as well as the different 
methodologies that have been proposed for the appli-
cation of such framework to the design, construction, 
occupancy and maintenance, with particular emphasis 
on the design that has been denominated as “Perfor-
mance-Based Seismic Design” (PBSD). 

4. Case study 
In order to develop the application conception of 

pushover analysis, ideal regular building will studied. 
4-story building with the following specifications is 
modeled as shown in Figure 2. 

 

 
 

Figure 2. Plan of ideal buildings 
 
A reinforcement concrete with Structural Frame 

System building with square plan 12×12 m is used. 

The total height of the building is 3 m. All beams sec-
tion are 0.45×0.2 m and all columns section are 
0.5×0.2 m. 10 KN/m dead load and 10 KN/m live 
load applied to all beams. Default ETABS nonlinear 
frame hinge properties was used. Figure 3 shows the 
model of the 4-story building which developed by 
ETABS. 

 

 
 

Figure 3. ETABS model of first ideal building 
 

The building analyzed under the following cases: 
static linear analysis for dead, live, earthquake loads; 
static nonlinear analysis for dead load; and static non-
linear (pushover) analysis for lateral forces starts from 
the static nonlinear analysis for dead load. Lateral forces 
apply by ground acceleration for both sides (X, Y). 

Results show that y direction is the critical direc-
tion, which reasoned by small dimension of columns 
section in this direction. From the static linear analy-
sis results, base shear V = 190.14 KN. 

 

 
 

Figure 4. Load – deformation curve 
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Under incrementally increasing loads some ele-
ments may yield sequentially. Consequently, at each 
event, the structures experiences a stiffness change as 
shown in Figure 4, where IO, LS and CP stand for 
immediate occupancy, life safety and collapse preven-
tion respectively. 

ETABS results develop pushover curves show 
the resultant base shear vs. monitored displacement as 
Figure 5.  

Results show that pushover acceleration leads to 
generate hinges in structure which work towards to 
lose the stability of the structure. 

ETABS identify the performance point indicated 
to base shear of V = 422.99 KN, and target displace-
ment value D = 0.091 m. 

 

 
 

Figure 5. ETABS output of pushover curve 
(resultant base shear (KN) vs. monitored displacement [m])

    

     

 
 

Figure 6. First six steps of pushover analysis and sequence of hinges formation (ETABS output) 

 
Conclusion 

Based on the present study, the following conclu-
sions can be drawn: 

1) the Performance-Based Seismic Design obtained 
by above procedure satisfies the acceptance criteria 
for immediate occupancy and life safety limit states 
for various intensities of earthquakes; 

2) Performance-Based Seismic Design gives a struc- 
ture with better seismic load carrying capacity, there-

by achieving the objective of performance as well as 
economy. 
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 Аннотация 
Строительные конструкции, спроектированные с учетом современных 

норм сейсмостойкого строительства, в основном получены при применении 
силового метода проектирования сейсмостойких конструкций (Force-Based 
Design). Цель данного исследования – применить «характеристический метод» 
сейсмического проектирования (Performance-Based Seismic Design, PBSD) к бе-
тонным строениям. Новая концепция сейсмического проектирование на основе 
характеристик PBSD является надежным подходом, способным обеспечить бо-
лее детальную информацию об уровнях работоспособности как конструктивных, 
так и неструктурных элементов при землетрясении. Методы. В исследовании 
PBSD был применен к несимметричной железобетонной раме, для чего исполь-
зовался нелинейный статический метод. Коэффициенты подошвы были выбра-
ны в качестве предельных деформаций при определении характеристик для кон-
кретных уровней сейсмической опасности. Результаты. Показано, что PBSD 
позволяет получить несущую конструкцию, более устойчивую к сейсмическим 
нагрузкам, таким образом повышая характеристики эффективности и экономич-
ности. Опираясь на полученные данные, можно заключить, что сейсмический 
расчет на основе эксплуатационных характеристик, выполненный по описанной 
методике, удовлетворяет критериям безопасности жизнедеятельности при раз-
личной интенсивности землетрясений.  

Ключевые слова: эксплуатационно-ориентированное сейсмическое проек-
тирование, сейсмическое воздействие, эксплуатация сооружений, нелиней-
ные статические методы, анализ толчков 
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