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 Аннотация 
В книге Р.М. Кристенсена «Введение в механику композитов» (1982) при-

ведена расчетная формула для объемного модуля полидисперсных композитов 
со сферическими включениями. Эта формула известна русскоязычному читате-
лю почти 40 лет, но, к сожалению, не используется в практике строительного 
материаловедения. Для выявления прикладных возможностей формула 
Р.М. Кристенсена видоизменяется и сводится к безразмерной функции 
k = k (w, η, θ), зависящей от трех безразмерных параметров, то есть зависимой от 
трех величин: w – объемной доли включения, η – отношения модуля сдвига ма-
териала матрицы к величине объемного модуля той же матрицы, θ – отношения 
объемных модулей материалов матрицы и включения. Численные исследования 
этой функции выявляют, что в двухфазных зернистых композитах существенно 
сужается область значений эффективных модулей по сравнению с областью, 
ограничиваемой оценками Фойгта и Рейсса (в смысле верхней и нижней границ 
реальных значений). При этом нижняя оценка по Кристенсену совпадает с оцен-
кой по Рейссу. Приведены численные и графически оформленные результаты на 
примерах исследования двух характерных групп композиционных материалов. 
Кроме того, безразмерная форма эффективного модуля позволяет построить в 
плоском пространстве k – w систему наглядных графических зависимостей 
функций k(w). При разных значениях θ функцией k = k(w, η) отображается пучок 
криволинейных отрезков, которым задается положение плоской фигуры в плос-
ком пространстве. Приведены примеры построения фигур для характерных об-
ластей значений функции k(η, θ, w). 

Ключевые слова: двухфазная модель зернистого композита; сфериче-
ская форма фаз матрицы и заполнителя; эффективный объемный модуль 
упругости композита; вилка Фойгта – Рейсса для эффективного модуля 
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Введение 1 

Интенсивное развитие строительных компози-
ционных материалов (СКМ) стимулирует их тео-
                                                 
Ерофеев Владимир Трофимович, д. т. н., профессор, заведующий ка-
федрой строительных материалов и технологий; академик Россий-
ской академии архитектуры и строительных наук; Scopus Author ID: 
57080123300, eLIBRARY SPIN-код: 4425-5045. 
Тюряхин Алексей Сергеевич, к. т. н., доцент кафедры прикладной механики. 
Тюряхина Татьяна Павловна, аспирант кафедры строительных мате-
риалов и технологий. 
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ретическое исследование. При этом развивается и 
углубляется теория СКМ, направленная на рост 
числа прикладных задач механики композитов [2–4; 
6–17,]. В данном исследовании решается одна из 
таких задач. 

В механике СКМ модель представительного 
объема (модель ПО) для зернистого композита до-
статочно часто имеет вид двухфазной модели,  
в которой в матрицу (толстостенную сферу) вклю-
чен шарообразный заполнитель (рис. 1). Матери-
ал каждой из фаз представлен упругим твердым 
телом (сплошным однородным и изотропным). 
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Рис. 1. Диаметральное сечение модели ПО зернистого композита 
[Figure 1. The diametrical section of  

the model software granular composite] 
 
Под действием равномерного наружного дав-

ления q модель ПО деформируется, в результате 
чего в точках раздела фаз возникает контактное 
давление p. Равновесное состояние такой неод-
нородной гетерогенной модели ПО (рис. 1) мож-
но описать совокупностью однородных моделей, 
составленной из трех расчетных схем (рис. 2). 
 

 
 

Рис. 2. Расчетные схемы модели ПО, представленные:  
а – эффективной однородной моделью (сплошной шар);  
б – моделью однородной матрицы (пустотелый шар);  
в – моделью однородного заполнителя (сплошной шар) 

[Figure 2. The design schemes of the software model, presented: 
а – effective homogeneous model (solid ball);  

б – a model of a homogeneous matrix (hollow ball);  
в – a model of a homogeneous filler (solid ball)] 

 
Контактное давление p можно найти из усло-

вия равенства радиальных перемещений в смеж-
ных точках матрицы и заполнителя (рис. 2, б и в). 
Такая задача решается в элементарных алгебраи-
ческих выражениях, если воспользоваться приме-
нительно к матрице (рис. 2, б) решением задачи 
Ламе для толстостенной сферы [1; 18]. Не приво-
дя выкладок, в результате получим следующее вы-
ражение:  

 
м

м м

1 2η
1 2η 2η θ

p q
w V



 

,                          (1) 

где w – объемная доля материала заполнителя, 
w = a3/R3 (рис. 1); V – объемная доля материала 
матрицы, V = 1–w.  

Кроме того, в формуле (1) приняты обозна-
чения, использованные авторами работ [5] и [18]: 
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где Eм и νм – модуль Юнга и коэффициент Пуассо-
на материала матрицы соответственно; Kм – объ-
емный модуль; Gм – модуль сдвига матрицы; eм – 
шаровой модуль объемных деформаций; gм – девиа-
торный модуль сдвига матрицы; ηм – отношение 
модулей матрицы; Kз и eз – объемный и шаровой 
модули материала заполнителя соответственно; θ – 
отношение объемных модулей материалов матри-
цы и заполнителя.    

Если теперь с учетом (1) приравняем ради-
альные перемещения в наружных точках эффек-
тивной модели (рис. 2, а) и модели матрицы (рис. 
2, б), то в результате получим (снова без выкла-
док) формулу для вычисления величины безраз-
мерного эффективного модуля двухфазного ком-
позита: 

 м м

м м

1 2η 2η θ
θ(2η )

w VKk
K V w

 
 

 
,                   (4) 

где k – объемный модуль композита (K), выра-
женный в долях от модуля матрицы (Kм).  

При этом обратная формула для вычисления 
эффективного объемного модуля K примет вид 

 м м
м м

м

1 2η 2η θ
.

θ(2η )
w V

K K k K
V w
 

 
 

          (5) 

Ранее в работе Р.М. Кристенсена [17] была 
получена формула, аналогичная формуле (5), ко-
торая в наших обозначениях имеет вид 

м

з мз м
4

м м3

(1 )( )1

K K w
w K KK K
K G



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

.                 (6) 

В такой форме Кристенсеном с учетом пара-
дигмы Хашина [19] получена формула для вычис-
ления величины объемного модуля упругости (K) 
в полидисперсных композитах со сферическим 
включением (заполнителем). Простые преобразо-
вания формулы (6) с учетом обозначений (1) – (3) 
приводят нас снова к формулам (4) и (5). Следо-
вательно, формулы (4), (5) и (6) идентичны друг 
другу. Способ получения формулы (4) посредством 
использования решения задачи Ламе менее тру-
доемок, так как требует выполнения только эле-
ментарных алгебраических преобразований. Кри-
стенсен же получил формулу (6) более сложным 
образом, непосредственно используя уравнения ли- 
нейной теории упругости. 

2R 2a
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1. Расчетные формулы  
эффективного модуля (k) композитов 

В формулах (4) – (6) зафиксирован факт того, 
что материал моделей на расчетных схемах, име-
ющих форму шара (рис. 2, а и в), представлен толь-
ко одной упругой константой (модулем K или Kз), 
а материал матрицы, имеющей форму толстостен-
ной сферы (рис. 2, б) – двумя константами (моду-
лями Kм и Gм). Этот факт с точки зрения упругих 
свойств служит признаком особенностей опреде-
ления эффективного модуля K, присущих только 
двухфазным композитам, в отличие от эффектив-
ного модуля других (многофазных) композитов.  

Исследуя формулу (4), заметим, что пара-
метры ηм и w имеют одинаковый и удобный ин-
тервал (0, 1) их значений. Однако значения моду-
ля k и параметра θ изменяются в другом интерва-
ле (0, ∞) чисел. Поэтому интервал (0, ∞) расчле-
ним на 2 интервала: интервал малых (0, 1] и ин-
тервал больших [1, ∞) чисел. В таком случае по-
лучим два рабочих варианта формулы (4):  

– вариант 1 – для чисел модуля (k1 ≥ 1) при 
значениях θ = θ1 ≤ 1: 

 м м 11
1

м 1 м

1 2η 2η θ
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w VKk
K V w

 
 

 
;                  (7) 

– вариант 2 – для чисел модуля (k2 ≤ 1) при 
значениях θ = θ2 ≥ 1: 

 м м 22
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1 2η 2η θ
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w VKk
K V w

 
 

 
.                 (8) 

Особо отметим, что в формулах (7) и (8) па-
раметры θ1 и θ2 имеют инверсивную связь (с ко-
эффициентом инверсии, равным единице), так как 
их произведение θ1 ∙ θ2 = 1. Это свойство облегча-
ет анализ расчетных формул. Но предварительно 
вспомним гипотезы Фойгта [21] и Рейса [20]. 

2. Плоское пространство значений модулей k 
Применяя правило смеси, сначала определим, 

согласно [21], эффективный объемный модуль (K) 
композита (рис. 1, 2). В результате получим зави-
симость по Фойгту:  

Ф м зK K V K w  .                                         (9) 

Затем, применив то же правило, определим, 
согласно [20], эффективную объемную податли-
вость (1/K) материала и получим зависимость по 
Рейссу: 

Р м з

1 V w
K K K

  .                                           (10) 

В отличие от формул (4) и (6) в зависимостях 
(9) и (10) влияние модуля сдвига матрицы (Gм) не 
учитывается. Именно в этом и заключается глав-
ным образом приближенность оценок по Фойгту 
и по Рейссу.      

Величины модулей KФ и KР соответственно 
служат, как правило, верхней и нижней границей 
значений реальных модулей K композита. Одна-
ко, анализ решения Кристенсена (6), представ-
ленного формулами (4), (7) и (8), позволяет уточ-
нить данное правило (в смысле верхней и нижней 
оценки вилки Фойгта – Рейсса) применительно к 
двухфазной структуре зернистых СКМ. Но сна-
чала выразим модули KФ и KР в долях от модуля 
Kм (матрицы) и получим формулы для безразмер-
ных величин тех же модулей: 
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Применительно к расчетным формулам (7) и 
(8) выражения (11) примут соответствующий вид:  

– вариант 1 (при θ ≤ 1): 
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θ
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– вариант 2 (при θ ≥ 1): 
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(1 )
θ
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1
(1 ) θ

k
w w
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В случаях, когда величина отношения θ неиз- 
менна (θ = const), выражения (12) и (13) стано-
вятся функциями одного аргумента: kФ = kФ(w) и 
kР = kР(w). Следовательно, эти функции могут быть 
представлены графически в плоском пространстве 
осей k и w (рис. 3). О наглядности такого про-
странства, использованного при анализе формул 
(4) – (6), свидетельствует содержание работы [6].  

 

 
 

Рис. 3. Область плоского пространства k – w,  
ограниченная осями k, θ и w. Пунктиром выделены  

2 отрезка функции kФ = kФ(θ, w) при значениях θ = θ1 и θ = θ2 
[Figure 3. The region of flat space k – w bounded by  

the axes k, θ and w. The dashed line marks 2 segments of  
the function kФ = kФ (θ, w) for the values θ = θ1 and θ = θ2] 
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В обозначенной области пространства k – w 
функции модулей по Фойгту, например, анало-
гично формулам (12) и (13), примут вид 

Ф1
1

(1 )
θ
wk w   , Ф2

2

(1 )
θ
wk w   . 

Эти функции отображаются двумя семейства-
ми прямолинейных отрезков, исходящих из их об-
щей точки с координатами (0, 1). На рис. 3 пунк-
тирными линиями изображены два таких отрезка, 
по одному из каждого семейства. Правые концы 
выбранных отрезков имеют координаты (1, θ2) и 
(1, θ1) (на рис. 3 выделены жирными точками). 

Функции модулей по Рейсу и по Кристенсе-
ну (в той же области пространства k – w) имеют 
криволинейное очертание; их графики располо-
жены ниже отрезков по Фойгту и непосредствен-
но примыкают к этим отрезкам своими концами 
в точках (0, 1), (1, θ2) или (1, θ1) (рис. 3). Для бо-
лее четкого описания этих функций рассмотрим 
два численных примера.    

3. Сравнительный анализ оценок  
по Фойгту, Рейссу и Кристенсену 

Проведем анализ расчетных формул (7), (8) и 
формул (12) и (13) для сравнения верхней и ниж-

ней оценок величины эффективного модуля упру-
гости в двухфазных композитах. С этой целью вы-
делим две группы композитов. В первой из них 
отношение объемных модулей компонентов θ при-
мем равным 0,25, то есть меньше единицы; во вто-
рой – больше единицы (θ = 4).   

Задавшись шагом Δw = 0,125, вычислим мо-
дули kФ и kР по формулам (12), (13) как для пер-
вой, так и для второй группы композитов. Резуль-
таты вычислений представлены в табл. 1.  

Затем для этих же групп вычислим модули k 
по формулам (7) и (8) при значениях отношения 
ηм, равных 1, ½ и 0, которым соответствуют зна-
чения коэффициента Пуассона νм, равные 0, 0,2 и 
0,5. Результаты отображены в табл. 2. 

Сопоставив таблицы, отметим, что значения 
строки 3 в табл. 2 совпали со значениями строки 
2 в табл. 1. Значения же строки 6 в табл. 2 в свою 
очередь повторяют значения строки 4 в табл. 1. 
Таким образом, нижняя граница значений эффек-
тивных модулей k, вычисляемых по Кристенсену 
(табл. 2) точно совпала с оценкой модулей kР по 
Рейсу (табл. 1). Однако оценки по Фойгту и по 
Кристенсену различны. Это следует из сопостав-
ления других строк тех же таблиц. 

 
Таблица 1  

Значения модулей по Фойгту (kФ) и по Рейссу (kР) для двух групп композитов 
[Table 1. The values of the modules according to Voigt (kФ) and Reuss (kР) for two groups of composites] 

Группа 
[Group] 

Модуль 
[Module] 

Объемная доля заполнителя (w) 
[Volume fraction of aggregate (w)]  

0 0,125 0,25 0,375 0,5 0,625 0,75 0,875 1 

1 по Фойгту [according to Voigt] 1 1,375 1,75 2,125 2,5 2,875 3,25 3,625 4 
по Рейссу [according to Reuss] 1 1,103 1,231 1,391 1,6 1,882 2,286 2,909 4 

2 по Фойгту [according to Voigt] 1 0,906 0,813 0,719 0,625 0,531 0,438 0,344 0,25 
по Рейссу [according to Reuss] 1 0,727 0,571 0,471 0,4 0,348 0,308 0,276 0,25 

 
Таблица 2 

Значения модулей k (по Кристенсену) в двух группах композитов (θ = 1/4 и θ = 4) при трех значениях параметра ηм 
[Table 2. The values of the modules k (according to Christensen) in two groups of composites (θ = 1/4 and θ = 4)  

for three values of the parameter ηм] 

Параметры 
[Options] 

Объемная доля заполнителя (w) 
[Volume fraction of aggregate (w)] 

θ ηм 0 0,125 0,25 0,375 0,5 0,625 0,75 0,875 w1 
0,25 1 1 1,2 1,429 1,692 2 2,364 2,8 3,333 4 
0,25 0,5 1 1,162 1,353 1,581 1,857 2,2 2,636 3,211 4 
0,25 0 1 1,103 1,231 1,391 1,6 1,882 2,286 2,909 4 

4 1 1 0,88 0,769 0,667 0,571 0,483 0,4 0,323 0,25 
4 0,5 1 0,86 0,739 0,633 0,538 0,455 0,379 0,311 0,25 
4 0 1 0,727 0,571 0,471 0,4 0,348 0,308 0,276 0,25 

 
Для большей наглядности рассмотрим два гра-

фических примера. 
Пример 1. Совместим в одном рисунке графиче-

ские зависимости, построенные по данным табл. 1 
и 2 для первой группы выбранных материалов 

(рис. 4). При этом все значения эффективных мо-
дулей лежат в интервале чисел 1 < k < 4. 

Концевые точки всех криволинейных графиков 
(рис. 4) совмещены с концевыми точками прямо-
линейного отрезка по Фойгту. Нижний график зна- 
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чений модулей по Рейсу дает нижнюю оценку зна-
чений эффективных модулей реальных композитов. 
Область плоского пространства, ограниченная верх-
ним и нижним графиками, наглядно демонстрирует 
так называемую вилку Фойгта – Рейсса. 

 

 
 

Рис. 4. Зависимости модулей kФ1, kР1 и k1  
от величины объемной доли w. Значения k1  

соответствуют значениям ηм, равным 1, ½ и 0 
[Figure 4. Dependences of the modules kФ1, kР1 and k1  

on the volume fraction w. The values of k1 correspond to  
the values of ηм equal to 1, ½, and 0] 

 
На рис. 4 также отображены зависимости зна-

чений модулей k1 по Кристенсену – три криволи-
нейных графика, соответствующих значениям ко-
эффициента Пуассона νм = 0, 0,2 и 0,5. При этом 
нижний график (со значением νм = 0,5) точно сов-
пал с графиком модулей kР1 (по Рейссу). Следова-
тельно, нижняя оценка по Рейссу, определяемая вто- 
рой из формул (12), является и частным случаем 
формулы (7) при значении ηм = 0 (или νм = 0,5, 
что то же самое).  

Оценка по Фойгту (верхний график) не совпа-
дает с верхней оценкой по Кристенсену (2-й гра-
фик сверху) (рис. 4), которая, согласно выраже-
нию (7), при значении ηм = 1 определяется фор-
мулой 

 
)2(θ

θ221
1

1
1max wV

Vwk



 .                              (14) 

Значениям 1max k  отвечают материалы матрицы, 
коэффициент Пуассона которых νм = 0. Такие ма-
териалы лучше других материалов (со значения-
ми νм > 0) сопротивляются деформациям сдвига. 
Другими словами, чем меньше величина коэф-
фициента νм, тем выше жесткость (и прочность) 
композита.   

Пример 2. Аналогично поступим и со второй 
группой выбранных композитов. Совместив в одном 
рисунке зависимости, построенные по данным табл. 1 
и 2, получим графики, подобные графикам первой 

группы материалов (рис. 5), но со значениями мо-
дулей k ≤ 1.  

 

 
 

Рис. 5. Зависимости модулей kФ2, kР2 и k2  
от величины объемной доли w. Значения k2  

соответствуют значениям параметра ηм, равным 1, ½ и 0 
[Figure 5. Dependences of the modules kФ2, kР2 and k2  

on the volume fraction w. The values of k2 correspond to  
the values of the parameter ηм equal to 1, ½ and 0] 

 
Последовательность в расположении графиков 

на рис. 5 сохраняется такой же, как и на рис. 4. 
Основные различия рисунков заключаются в том, 
что: 1) прямолинейный отрезок на рис. 4 изобра-
жен восходящим, а на рис. 5 аналогичный отре-
зок – нисходящим; 2) рис. 4 характеризует ком-
позиты первой группы (при θ < 1), рис. 5 – ком-
позиты второй группы (при θ > 1).  

Зависимости по Кристенсену (2-й и 4-й гра-
фики на рис. 5), определяемые формулой (8), при 
значениях ηм = 1 и ηм = 0 принимают вид функций 
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Таким образом, зависимость (16) как частный 
случай формулы Кристенсена (8) совпадает с фор-
мулой Рейса (13).     

Заключение 
Расчетная формула (6) Р.М. Кристенсена [17] 

для величины эффективного объемного модуля 
полидисперсных композитов существует уже по-
чти 40 лет и имеет достаточно широкую извест-
ность. Тем не менее, к сожалению, она фактиче-
ски не используется в строительном материало-
ведении. Вышеизложенные численные исследо-
вания этой формулы позволили выявить и графи-
чески проиллюстрировать ряд несомненных ее 
достоинств.  
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Во-первых, относительно верхних и нижних оце- 
нок величины объемных модулей реальных ком-
позитов формула выявляет суженную вилку оце-
нок по Кристенсену, по сравнению с общеизвестной 
вилкой Фойгта – Рейсса».  

Во-вторых, нижние оценки по Рейссу (13) и по 
Кристенсену (16) совпадают. Это уточняет положе- 
ние вилки по Кристенсену в рамках вилки Фойгта – 
Рейсса. 

В-третьих, наши интерпретации формулы 
Кристенсена имеют вид элементарных алгебраи-
ческих функций трех безразмерных параметров 
(ηм = 2Gм/3Kм, θ = Kм/Kз и w = a3/R3). Это суще-
ственно облегчает их численный анализ и практи-
ческое пользование ими.  

И, наконец, в-четвертых, безразмерная форма 
представления величины эффективного модуля зер- 
нистого композита (k = K/Kм) позволяет построить 
в плоском пространстве k – w систему бесконеч-
ного множества графических зависимостей мо-
дуля k от количественного содержания объемной 
доли заполнителя. Это дает возможность в каж-
дом конкретном композите вычислить место его 
эффективного модуля в плоском пространстве 
модулей, определяемых формулой Кристенсена, 
и в случае необходимости усилить (или ослабить) 
те или иные механических свойства композита. 

 
 

Список литературы 

1. Безухов Н.И. Основы теории упругости, пластич-
ности и ползучести. М.: Высшая школа 1968. 512 с. 

2. Бобрышев А.Н., Ерофеев В.Т., Козомазов В.М. 
Физика и синергетика дисперсно-неупорядоченных кон- 
денсированных композитных систем. СПб.: Наука, 2012. 
176 с. 

3. Васильев В.В., Протасов В.В., Болотин В.В. и др. 
Композитные материалы: справочник. М.: Машиностро-
ение, 1990. 512 с. 

4. Гусев Б.В., Кондрашенко В.И., Маслов Б.П., Фай- 
сович А.С. Формирование структуры композиционных 
материалов и их свойства. М.: Научный мир, 2006. 566 с. 

5. Ерофеев В.Т., Тюряхин А.С., Ерофеева И.В. 
О связях параметров несущей фазы с эффективными па- 
раметрами в моделях зернистых композитов // Строи-
тельная механика и расчет сооружений. 2018. № 3. 
С. 7–17.   

6. Erofeev V., Tyuryakhin A., Tyuryakhina T. Flat space 
of values of volume module of grain composite with sphe- 
rical fill-lem // International Journal of Civial Engineering 
and Technology (IJCIET). 2019. Issue 8. Pр. 333–342.   

7. Берлин А.А., Вольфсон С.А., Ошмян В.Г., Ени-
колопов Н.С. Принципы создания композитных поли-
мерных материалов. М.: Химия, 1990. 240 с. 

8. Аскадский А.А., Голенева Л.М., Бычко К.А., Ка-
занцева В.В., Константинов К.В., Алмаева Е.С., Клин-
ских А.Ф., Коврига О.В. Градиентные полимерные ма- 
териалы // Российский химический журнал. 2001. Т. 45. 
№ 3. С. 123–128. 

9. Duan K., Hu Xiao, Wittmann F.H. Boundary effect 
on concrete fracture and non-constant fracture energy dis-
tribution // Engineering Fracture Mechanics. 2003. No. 70. 
Pр. 2257–2268. 

10. Сarpinteri A., Chiaia B., Cornetti P. On the me-
chanics of quasi-brittle materials with a fractal microstruc-
ture // Engineering Fracture Mechanics. 2003. No. 70. 
Pр. 2321–2349. 

11. Ayatollahi M.R., Akbardoost J. Size effects on frac-
ture toughness of quasi-brittle materials-A new approach // 
Engineering Fracture Mechanics. 2012. No. 92. Pр. 89–100. 

12. Hu X., Guan J., Wang Y., Keating A., Yang S. Com- 
parison of boundary and size effect models based on new 
developments // Engineering Fracture Mechanics. 2017. 
No. 22. Pp. 146–167.  

13. Muralidhara S., Raghu Prasad B.K., Eskandari H., 
Karihaloo B.L. Fracture process zone size and true frac-
ture energy of concrete using acoustic emission // Construc-
tion and Building Materials. 2010. No. 24. Pp. 479–486. 

14. Muralidhara S., Raghu Prasad B.K., Karihaloo B.L., 
Singh R.K. Size-independent fracture energy in plain con-
crete beams using tri-linear model // Construction and Build-
ing Materials.  2011. № 25. Pp. 3051-3058. 

15. Shafigullin L.N., Bobrishev A.A., Erofeev V.T., 
Treshchev A.A., Shafigullina A.N. Development of the re- 
commendations on selection of glass-fiber reinforced poly- 
urethanes for vehicle parts // International Journal of 
Applied Engineering Reserch. 2015. Vol. 10. No. 23. 
Pp. 43758–43762. 

16. Shafigullin L.N., Treshchev A.A., Hodorovich P.Y., 
Erofeev V.T. The Stress-Strain State Of Layered Ortho-
tropic Conditional Half-Space Taking Into Account Different 
Resistance // Revista Publicando. 2017. Vol. 4. No. 13(2). 
Pp. 109–127.  

17. Кристенсен Р.М. Введение в механику компо-
зитов. М.: Мир, 1982. 336 с.  

18. Черкасов В.Д., Тюрякин А.С. Теория двухсвяз-
ных моделей микромеханики композитов: монография. 
Саранск: Изд-во Мордов. ун-та, 2009. 108 с. 

19. Hashin Z. The elastic moduli of heterogeneous ma-
terials // J. Appl. Mech. 1962. Vol. 29. No. 1. Pp. 143–150.  

20. Reuss A. Berechung der Fliessgrenze von Misch- 
kristallen auf Grund der Plastizitatsbedingund // Z. Angew. 
Math. und Mech. 1929. Vol. 9. No. 1. Pp. 49–58. 

21. Voigt W. Lehrbuch der Kristallphysik. Berlin: Teubner, 
1928. 962 p. 

 
 
 
 
 



Ерофеев В.Т., Тюряхин А.С., Тюряхина Т.П., Тиньгаев А.В. Строительная механика инженерных конструкций и сооружений. 2019. Т. 15. № 6. С. 407–414 
 

 

РАСЧЕТ И ПРОЕКТИРОВАНИЕ СТРОИТЕЛЬНЫХ КОНСТРУКЦИЙ  413 

 RESEARCH PAPER 

  
Effective modules of two-phase construction composites with grain filler 

  
Vladimir T. Erofeev, Aleksej S. Tyuryahin, Tatyana P. Tyuryahina, Aleksandr V. Tingaev* 

  

National Research Ogarev Mordovia State University (National Research University), 68 Bolshevistskaya St., Saransk, 430005, Russian Federation 
*tingaev.s1@gmail.com 
  

Article history: 
Received: October 19, 2019 
Revised: December 02, 2019 
Accepted: December 06, 2019 

 Abstract 
In the book of R.M. Christensen, “Introduction to the Mechanics of Compo-

sites” (1982), a calculation formula is given for the bulk module of polydisperse 
composites with spherical inclusions. This formula has been known to the Russian-
speaking reader for almost 40 years, but unfortunately, it is not used in the practice 
of building materials science. To identify applied possibilities, R.M. Christensen's 
formula is modified and reduced to a dimensionless function k = k (w, η, θ), which 
depends on three dimensionless parameters, i.e., it depends on three quantities: w is 
the volume fraction of the inclusion, η – the ratio of the shear modulus of the ma-
trix material to the volume modulus of the same matrix, θ is the ratio of the volume 
moduli of the matrix materials and inclusion. Numerical studies of this function 
reveal that in two-phase granular composites, the range of effective moduli is sig-
nificantly narrowed compared to the region limited by Voigt and Reuss estimates 
(in the sense of the upper and lower bounds of real values). At the same time, the 
lower Christensen score is the same as the Reuss score. Numerical and graphically 
presented results are given on the examples of the study of two characteristic 
groups of composite materials. In addition, the dimensionless form of the effective 
module allows to construct a system of visual graphic dependencies of the func-
tions k(w) in a flat space k – w. For different values of θ, the function k = k (w, η) 
displays a bunch of curved segments, which sets the position of the plane figure in 
flat space. Examples of constructing figures for characteristic regions of the values 
of the function k (η, θ, w) are given. 

Keywords: two-phase model of granular composite; spherical shape of the 
phases of the matrix and aggregate; effective bulk modulus of elasticity of the 
composite; Voigt – Reuss plug for an effective module 
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 Аннотация 
Актуальность. Представлено новое техническое решение швеллерных 

гнутозамкнутых профилей (ГЗП), выделяющихся составным сечением и от-
носящихся к легким стальным тонкостенным конструкциям (ЛСТК), кото-
рые отличаются высокими технико-экономическими показателями и массо-
вым спросом в промышленно-гражданском строительстве. Приведены также 
основные итоги сравнительного расчета оптимальных параметров гнутых 
швеллеров и швеллерных ГЗП на изгиб. Цель исследования – показать, что 
характеристики ЛСТК можно дополнительно улучшить при помощи формо-
образования модификации профилей, сочетающей в своем составном сече-
нии прямые и круглые очертания замкнутых и открытых контуров. Методы. 
Посредством опытно-конструкторских проработок и оптимизационно-проектных 
расчетов швеллерных профилей разработано их новое техническое решение, 
оригинальность которого подтверждена патентной экспертизой. Результаты. 
Швеллерный ГЗП состоит из двух трубчатых полок и одной стенки двойной 
толщины. Для его изготовления без сварных, болтовых или заклепочных 
соединений наружная и внутренняя заготовки выполняются по всей длине с 
зубчатыми продольными кромками, зубцы которых расположены относи-
тельно друг друга в шахматном порядке и взаимно загнуты в пазах между 
собой после замыкания гнутого профиля по его полкам. Загибы зубчатых 
креплений увеличивают толщину смятия, обеспечивают рост местной устой-
чивости и прочности соединений тонкостенных элементов на сдвиг, а также 
позволяют не редуцировать расчетные сечения. Сравнительный расчет опти-
мальных параметров гнутых швеллеров и швеллерных ГЗП на изгиб показал, 
что у первых из них прочность максимальна при отношении габаритов ши-
рины и высоты сечения 1/6, а у вторых – 1/5,68. 

Ключевые слова: стержневые конструкции; тонкостенные конструк-
ции; гнутозамкнутые профили; зубчатые крепления; оптимизация сечений; 
расчет оптимальных параметров 
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Введение 1 
Гнутые и прокатные швеллеры относятся к сор-

товым и фасонным профилям стального проката, 
имеющим повышенный спрос в промышленно-
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гражданском строительстве. Швеллерный гнутый 
профиль по определению образован стенкой и 
двумя полками, расположенными по одну сторону 
от стенки под прямым углом (рис. 1, а) [45. С. 7]. 
Область его рационального применения заметно 
расширилась за счет легких стальных тонкостенных 
конструкций (ЛСТК) различных зданий и соору-
жений [1–3], где в качестве основного конструк-
ционного материала используется тонколистовая 
оцинкованная сталь. В эту область входят карка-
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сы стеновых и кровельных панелей, балки пере-
крытий и покрытий, надстройки и мансарды, стро-
пила и стеллажи, ригели и витражи, рамно-стерж- 
невые и ферменные системы, а также другие несу-
щие и ограждающие конструкции [4–13]. Швел-
лерный гнутозамкнутый профиль (ГЗП) отлича-
ется от гнутого швеллера составным сечением, 
в котором стенка и трубчатые полки сопряжены 
друг с другом посредством зубчатых замыканий 
продольных кромок и взаимного опирания в зоне 
контакта двух его листовых заготовок. Из них на- 

ружная по своему очертанию ничем не отличает-
ся от гнутого швеллера, а внутренняя в попереч-
ном сечении имеет форму круглого полукольца 
диаметром, равным высоте стенки (рис. 1, б) [14]. 
Предлагаемое (новое) техническое решение гнуто- 
замкнутого швеллера также относится к области 
строительства и может быть использовано в каче-
стве стержневых и балочных элементов при раз-
работке строительных конструкций. В частности, 
это могут быть стержневые элементы ферм покры-
тий, стеновые ригели или кровельные прогоны. 

 
 

  
а б в г 

  
д е ж и 

 
Рис. 1. Схемы швеллерных профилей: 

а – гнутого; б – гнутозамкнутого; в – гнутого с цилиндрическими впадинами; г – гнутого с продольными гофрами;  
д – гнутоклепаного с трубчатыми полками; е, ж, и – гнутосварного с трубчатыми полками 

[Figure 1. Scheme channel profiles: 
а – bent; б – bent closed; в – bent with cylindrical hollows; г – bent with longitudinal corrugations;  

д – bent riveted with tubular shelves; е, ж, и – bent welded with tubular shelves] 
 
К известному техническому решению можно 

отнести гнутый швеллерный профиль толщиной 
0,8…3,5 мм, стенка которого сопряжена с полками 
посредством участков изгиба с радиусной внутрен-
ней поверхностью и внешней поверхностью с впа-
динами в форме цилиндров определенных разме-
ров (рис. 1, в) [15]. Такие впадины способствуют 
росту местной (локальной) устойчивости тонкостен- 

ного профиля и, как следствие, увеличению его не- 
сущей способности. Однако их выполнение сопро-
вождается дополнительными затратами, а при ис-
пользовании сталей повышенной и высокой проч-
ности может привести к образованию трещин. Дру-
гим техническим решением является гнутый про-
филь швеллерного типа из оцинкованной стали тол- 
щиной 0,5…1,0 мм, содержащий полки и гофри-
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рованную стенку с заданной величиной радиуса из-
гиба между ними. Профиль дополнительно содер-
жит продольные гофры на полках и отбортовки по 
их кромкам определенных размеров (рис. 1, г) [16]. 
Гофрирование увеличивает ресурсы местной (ло-
кальной) устойчивости и формы тонкостенного 
сечения, несущая способность которого, однако, 
ограничена из-за незначительной толщины откры-
того (незамкнутого) профиля. Трубчатыми (замкну-
тыми) полками, имеющими в поперечном сечении 
форму прямоугольной трапеции, отличается тех-
ническое решение швеллерного гнутоклепаного 
профиля (рис. 1, д) [17]. Оно позволяет использо-
вать тонколистовую оцинкованную сталь, но при-
менение в нем заклепочных соединений вызывает 
дополнительные затраты.  

Наиболее близким к предлагаемому (принятым 
в качестве прототипа) является техническое решение 
в виде швеллерного гнутосварного профиля (ГСП), 
стенка которого сопряжена с трубчатыми полка-
ми полуплоскоовального или прямоугольного сече-
ния определенных размеров (рис. 1, е, ж, и) [18; 
19]. Параметры стенки и полок соразмерны тол-
щине такого профиля и подобраны весьма раци-
онально. При этом наличие в его составе двух свар-

ных швов является ограничением минимальной тол- 
щины свариваемых элементов и препятствием для 
использования оцинкованной стали. Еще одно тех-
ническое решение (принятое за аналог) представ-
ляет собой ГЗП прямоугольного сечения со сты-
ком по середине одной из длинных граней, где каж-
дая часть состыкованной грани имеет продолжение 
в форме ребра. Листовая заготовка такого профиля 
выполнена по всей длине с зубчатыми продоль-
ными кромками, зубцы которых расположены отно-
сительно друг друга в шахматном порядке и взаим-
но загнуты в пазах между собой после замыкания 
гнутого профиля по ребру (рис. 2, а, б) [20]. Зуб-
чатое замыкание формирует профиль без сварки, 
что позволяет применять оцинкованную тонколисто-
вую сталь. Поперечное сечение аналога оптимизи-
ровано по критерию равноустойчивости, рациональ- 
ной для стержневых элементов, оказывающих сило-
вое сопротивление продольным нагрузкам, но требу-
ет определенной доработки для балочных элементов. 
Патентная экспертиза предлагаемого профиля выяви-
ла еще два технических решения, похожих на при-
нятый аналог. Первое из них можно отнести к воз-
духоводам и вентиляционным системам, а второе – 
к профильным трубам повышенной тонкостенности. 

 

 
а б в г 

 

 
 

д е ж 
 

Рис. 2. Схемы гнутозамкнутых профилей (ГЗП): 
а, б – оптимизированных по критерию равноустойчивости; в, г – с креплением фальцевого типа; д, е, ж – из двух С-образных заготовок 

[Figure 2. Schemes of curved closed profiles (CCP): 
а, б – optimized by the criterion of equilibrium; в, г – with fastening seam type; д, е, ж – from two C-shaped blanks] 

 
Гнутозамкнутым креплением фальцевого типа 

отличается способ изготовления и соединения ко-
робчатого элемента из тонколистовой заготовки, 
кромки которой отгибают, совмещают, разрезают 

и загибают в противоположные стороны по линии, 
соединяющей основания разрезов (рис. 2, в, г) [21]. 
Зубчатые крепления замкового типа использованы 
в способе изготовления замкнутого металлическо-
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го профиля и технологическом комплексе для его 
осуществления из двух С-образных заготовок (рис. 2, 
д, е, ж) [22]. Для увеличения несущей способно-
сти стенки и полки С-образных заготовок усиле-
ны продольными гофрами, а зубчатые крепления 
после их замыкания остаются внутри замкнутого 
профиля. Сравнивая такой профиль с гнутозамкну-
тым швеллером, можно заметить, что несущая спо-
собность последнего обеспечена замкнутыми конту- 
рами его полок без продольных гофров, а зубча-
тые крепления более доступны и, как следствие, 
более технологичны.   

В приведенных технических решениях, исклю- 
чая аналог, несущая способность профилей обеспе-
чена из условия их силового сопротивления попе-
речным нагрузкам и воздействиям, свойственным 
балочным конструкциям. Этим профилям можно 
придать замкнутую, но достаточно компактную фор-
му поперечного сечения с отношением габаритов 
по ширине и высоте 1/2, довольно устойчивую из 
плоскости и в плоскости несущей конструкции, что 
применимо и для таких стержневых элементов, как 
пояса ферм. Подобная проработка швеллерных ГЗП, 
включающая замыкания зубчатых креплений по 
конструктивно-компоновочному решению из анало-
га, может увеличить ресурсы несущей способно-
сти, а дополнительный расчет оптимальных пара-
метров – повысить их основные характеристики.   

1. Швеллерный ГЗП и его расчет 
Техническим результатом предлагаемого реше- 

ния является достаточная местная (локальная) и об-
щая устойчивость профилей из плоскости и в плос-
кости несущей конструкции, расширение области 
рационального применения, а также уменьшение 
дополнительных затрат. Указанный результат дости- 

гается тем, что в швеллерном ГЗП стенка и труб-
чатые полки сопряжены друг с другом посредством 
зубчатых замыканий продольных кромок и взаим-
ного опирания в зоне контакта двух его листовых 
заготовок, где внутренняя грань стенки и полок в 
поперечном сечении имеет форму круглого полу-
кольца диаметром, равным высоте стенки [14]. 
Швеллерный ГЗП обладает достаточно универсаль-
ным техническим решением, с реализацией кото-
рого для его изготовления можно использовать не 
только зубчатые замыкания, но и сварные, болто-
вые или заклепочные соединения. При изготовле-
нии гнутозамкнутых профилей с зубчатыми замы-
каниями параметры зубцов продольных кромок их 
листовых заготовок целесообразно подобрать так, 
чтобы одним зигзагообразным резом формировать 
кромки сразу двух заготовок (рис. 3, а). Тогда из-
держки производства будут минимальными, что 
обеспечит уменьшение дополнительных затрат. За-
гибы зубчатых креплений ГЗП увеличивают тол-
щину смятия, что может способствовать определен-
ному росту несущей способности соединений тонко-
стенных элементов, работающих в основном на 
сдвиг [23–30]. Также они способствуют сохране-
нию местной (локальной) устойчивости и формы 
сечения тонкостенных элементов до достижения 
предельного состояния, что позволяет рассчиты-
вать не редуцированные сечения, а сечения нетто 
[31–36]. Кроме того, загибы зубчатых креплений, 
распределенные равномерно по всей длине швел-
лерного ГЗП, обеспечивают его монолитность в 
большей степени, чем зоны контакта с трением со-
единения фальцевого типа в прямоугольном про-
филе балки с креплениями торцов к зацепам, что 
позволило считать поперечное сечение балки мо-
нолитным [37–40]. 

 

 
а б 

Рис. 3. Аксонометрия листовых заготовок швеллерного ГЗП (а) и расчетная схема его поперечного сечения нетто (б) 
[Figure 3. Axonometry of the sheet blanks of channel CCP (а) and design diagram of its net cross section (б)]
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Для количественной оценки ресурсов несущей 
способности швеллерного ГЗП целесообразно рас-
считать площадь A , а также моменты инерции его 
сечения xI  и yI  относительно главных централь-
ных осей. Сечение такого профиля можно считать 
составной фигурой, включающей круглое полуколь-
цо толщиной t  и радиусом U , пару прямоуголь-
ников размерами Ut  , а также прямоугольник раз- 
мерами Vt  , где U  – габарит ГЗП по ширине; V  – 
габарит того же профиля по высоте, UV 2  (рис. 3, 
б). Расчетные выкладки при этом допустимо вы-
полнять по средней линии тонкостенного сечения 
без учета его угловых закруглений и численных 
величин, содержащих значения толщины, возведен-
ной во вторую и третью степени ( 2t , 3t ) [41]. 

Поперечное сечение внутренней грани швел-
лерного ГЗП представляет собой круглое полуколь-
цо, к которому вполне применимы расчетные фор-
мулы, протестированные при оптимизации пара-
метров полуплоскоовальных труб для ферменных 
и балочных конструкций [42]: 

0,пк 0,36304x U= ; 3
,пк 1,57xI tU= ; 

,пк 0,2961146yI tU= ; пк 3,14A tU= , 

где 0,пкx , ,пкxI , ,пкyI , пкA  – абсцисса центра тяже-
сти, моменты инерции относительно осей xx   и 

yy  , площадь сечения полукольца соответствен-
но; U  – ширина полки, равная радиусу полукольца 
по средней линии его сечения; t  – толщина полу-
кольца, равная толщине грани.   

Расчетная площадь сечения нетто швеллерного 
ГЗП складывается из расчетных площадей сече-
ний нетто одного полукольца и трех прямоуголь-
ных участков стенки и полок: 

tUtUA 14,7)12214,3(  . 

Абсцисса центра тяжести сечения швеллер-
ного ГЗП относительно средней линии его стенки 
составляет: 

0 (3,14 0,36304 2 0,5 ) / (7,14 )
   0,2997386 0,29974 .
x tU U tU U tU

U U
= × + × =
= ≈

 

Моменты инерции расчетного сечения нетто 
швеллерного ГЗП относительно центральных осей: 

3 3 2

3

(1,57 2,0 /12 2 1,0 1,0 )
    = 4,2366666 ;

xI tU
tU

= + + × × =
 

3 2

2 3 2

3

(0,296114 3,14(0,36304 0,29974)

  2 0,29974 2(1 /12 1(0,5 0,29974) ))
   0,7352826 .

yI tU

tU

= + − +

+ × + + − =

=

 

Момент сопротивления расчетного сечения 
нетто швеллерного ГЗП в плоскости конструкции: 

3

2

2 / 2 4,2366666 / (2 )
     = 4,2366666 .

x xW I V tU U
tU

= = × =
 

Если принять, что площадь сечения и толщи-
на исходной заготовки являются постоянными ве-
личинами ( constA = , constt = ), а отношение га- 
баритов по ширине и высоте в общем случае не 
является постоянным ( / constn U V= ≠ ), то рас- 
четные параметры швеллерного ГЗП при /n U V= =  

0,5 1/ 2= =  можно переписать следующим образом: 

tAtAU /140056,0)14,7/(  ;  

tAV /280112,0 ;  

0 0,29974(0,140056 / ) 0,0419803 / ;x A t A t= =  

3

3

3 2

4,2366666
  4,2366666 (0,140056 / )
   0,0116389 / ;

xI tU
t A t
A t

= =

= =

=

 

3

3

3 2

0,7352826

  0,7352826 (0,140056 / )
   0,0020199 / ;

yI tU

t A t
A t

= =

= =

=

; 

3 2

2

2(0,0116389 / ) / (0,280112 / )
    0,0831017 / ,

xW A t A t
A t

= =

=
 

где исходная заготовка подлежит зигзагообразному 
резу на две части (наружную и внутреннюю). 

Практическое значение имеет дальнейшее уточ- 
нение расчетных параметров с добавлением зуб-
чатых креплений. Для этого в рассмотренном про-
филе необходимо подобрать размеры элементов 
зубчатого крепления (зубцов), которые должны 
быть не меньше 1/10 габаритного размера сече-
ния [46]. В данном случае этот размер составляет 

U1,0 , где U  – габарит гнутозамкнутого профиля 
по ширине.  

В расчетных выкладках параметр зубчатых 
креплений (размер зубцов) отразится 4-кратным 
образом, так как швеллерный ГЗП имеет состав-
ное сечение из двух листовых заготовок с про-
дольными кромками зубчатой формы: 
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брутто 7,14 2 2 0,1 7,54 ;A A A tU tU tU= + = + × × =

брутто/ 7,14 / 7,54 0,9469496 0,95,A A = = ≈  

что не превышает ослабления редуцированных се-
чений стержневых и балочных элементов ЛСТК. 

2. Пример реализации швеллерного ГЗП 

Пример реализации предлагаемого ГЗП можно 
привести, если в качестве базового объекта для 
сравнения в первом приближении принять такой 
же по очертанию его внутренней грани и тонкостен- 
ности профиль в виде полукруглого желоба с уси-
ленными полками (рис. 4, а) [42]. Стенка такого 
профиля в сечении имеет форму круглого полу-
кольца ( 60R  мм, 2t  мм) и сопряжена с пол-
ками, сечения которых представляют собой равно-
полочные уголки (∟ 23030   мм). 

Расчетные параметры профиля базового объ-
екта составляют: 

/ (60 30) / (30 60 60 30)
   = 90 /180 0,5 1/ 2;
n U V= = + + + + =

= =
 

168,6)0,340,614,3(2,0 A  см2; 

0 (3,14 6,0 0,2(0,36304 6,0)
   + 2(3,0 0,2 7,5 3,0 0,2 9,0) / 6,168
   4,5407924 4,541 см;

x = × × × +
× × + × × =

= ≈
 

( )
3

4

3

3 2

2

1,57 0, 2 6,0
   + 2(0, 2 3,0 /12 0, 2 3,0 7,5
   + 3,0 0, 2 /12 0, 2 3,0 6,0 )

    = 179, 4280 ;см 100%

xI = × × +

× + × × +

× + × × =
  

( )

2

4

3

2

3

3 2

0,2961146 0,2 6,0

    3,14 0,2 6,0(6,0 4,541)
   2(0,2 3,0 /12 0,2 3,0(7,5 4,541)
   3,0 0,2 /12 0,2 3,0(9,0 4,541) )
    = 56,083048 см 100% ,

yI = × × +

+ × × − +

+ × + × − +

+ × + × − =

 

где эталонные (100-процентные) значения приня-
ты для сопоставления с аналогичными величина-
ми по предлагаемому техническому решению. 

 

  
а б 

Рис. 4. Схемы гнутых профилей:
а – в виде полукруглого желоба; б – швеллерного типа 

[Figure 4. Schemes of bent profiles: 
а – in the form of a semicircular trough; б – channel type]

 
Расчетные параметры швеллерного ГЗП, аль-

тернативного профилю базового объекта, состав-
ляют:  

брутто / (7,54 ) 6,168 / (7,54 9,0)
 0,090893 0,09 см;
t A U= = × =

= ≈
 

( )
брут

2

то 7,54 0,09 9,0

         6,1074 см 99,02 % ;

A = × × =

=
 

( )
брутто

2

0,95 0,95 6,1074

   5,8920 см 94,07 3 % ;

A A= = × =

=
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( )
3

4

4,2366666 0,09 9,0
   277,9676 см9 154,9 % ;

xI = × × =

=
  

( )

3

4

0,7352826 0,09 9,0

   48, 24189 см1 86,02 % .
yI = × × =

=
  

Сравнительный расчет показывает, что замена 
профиля базового объекта на швеллерный ГЗП со-
провождается при прочих равных условиях умень-
шением расхода конструкционного материала, уве-
личением геометрических (статических) характе-
ристик в силовой плоскости несущей конструк-
ции и сокращением таких характеристик из плос-
кости. Выявленное сокращение можно объяснить 
тем, что полукруглый желоб с усиленными пол-
ками представляет собой профиль не столько швел- 
лерного, сколько корытного типа. Корытный про-
филь образован, согласно определению, тремя стен- 
ками, две из которых одинакового размера направ-

лены в одну сторону, и двумя полками, направлен-
ными наружу профиля [45. С. 8].  

Тем не менее, вполне очевидно, что швеллерный 
ГЗП по предлагаемому техническому решению до-
статочно перспективен для дальнейшей проработки 
и оптимизации. Поэтому пример его реализации 
можно продолжить, если в качестве базового объек-
та для сравнения во втором приближении выбрать 
профили повышенной жесткости марок ПГС100Ш 
(профили гнутые стальные, номинальной высоты 
100 мм, швеллерного типа) с отношением габарит-
ных размеров ширины и высоты / 49 /102n V U= = =

0,4803921 1/ 2,0816326 1/ 2= = ≈  (рис. 4, б) [47]. 
Расчетные выкладки более наглядны в табличной 
форме (табл. 1), где за эталонные (100-про- 
центные) значения приняты параметры гнутых 
профилей, а выбранные толщины ГЗП ( 40,0t  мм, 

45,0t  мм и 50,0t  мм) отвечают требовани-
ям [48], что снижает дополнительные затраты до 
минимума. 

 
 

Таблица 1 
Расчетные параметры гнутых и гнутозамкнутых профилей 
[Table 1. Design parameters of bent and curved closed profiles] 

Профили 
[Profiles] 

ПГС100Ш 
t = 0,8 мм [mm] 

ГЗП [CCP] 
100×50 

t = 0,4 мм [mm] 

ПГС100Ш 
t = 0,9 мм [mm] 

ГЗП [CCP] 
100×50 

t = 0,45 мм [mm]

ПГС100Ш 
t = 1,0 мм [mm] 

ГЗП [CCP] 
100×50 

t = 0,50 мм [mm]

Х
ар

ак
те

ри
ст

ик
и 

се
че

ни
й 

[C
ro

ss
 se

ct
io

n 
ch

ar
ac

te
ri

st
ic

s]
 

A, см2 [sm2] 
% 

1,33 
100 

1,433 
107,7 

1,52 
100 

1,612 
106,1 

1,72 
100 

1,791 
104,1 

Aбрутто, см2 [sm2] 
% 

1,60 
100 

1,508 
94,25 

1,80 
100 

1,697 
94,28 

2,0 
100 

1,885 
94,25 

A/Àбрутто 0,83 0,95 0,84 0,95 0,86 0,95 

Ix, см4 [sm4] 
% 

20,0 
100 

21,183 
105,9 

22,5 
100 

23,831 
105,9 

25,0 
100 

26,479 
105,9 

Iy, см4 [sm4] 
% 

3,54 
100 

3,676 
103,8 

3,98 
100 

4,136 
103,9 

4,44 
100 

4,596 
103,5 

Wx, см3 [sm3] 
% 

3,08 
100 

4,236 
137,5 

3,46 
100 

4,766 
137,7 

3,85 
100 

5,296 
137,6 

 
 
Как видно, расчетный переход от гнутых про-

филей швеллерного типа к швеллерным ГЗП при 
прочих равных условиях сопровождается, с одной 
стороны, уменьшением расхода конструкционно-
го материала, а с другой стороны – увеличением 
геометрических (статических) характеристик как 
из плоскости конструкции, так и в ее плоскости, 
что можно признать достаточно корректным обос-
нованием перспективности предлагаемого профиля 
для его дальнейшей оптимизации и применения в 
несущих конструкциях зданий и сооружений.  

3. Оптимизация швеллерного ГЗП на изгиб 
Все приведенные выше расчетные выкладки от- 

носятся к швеллерным ГЗП со строго фиксирован-
ными параметрами, включая отношение габаритных 
размеров ширины и высоты, равное 1/2 (рис. 5). 

При увеличении значений этого отношения 
можно заметить некоторые подвижки в контуре 
профилей, когда их наружные грани меняют свои 
швеллерные очертания на П-образные, а внут-
ренние грани – полукольцевые – на U-образные. 
В таком случае для продолжения оптимизацион-
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ного расчета швеллерных ГЗП более предпочти-
тельны те из них, у которых отношения габарит-
ных размеров по ширине и высоте не превышают 
1/2. Тогда увеличивается внешнее сходство швел-

лерных ГЗП с гнутыми и прокатными швеллера-
ми, а приведенная методика приближенного рас-
чета тонкостенного сечения по его средней линии 
не нуждается в корректировке. 

 

  
а б в 

Рис. 5. Схемы швеллерных ГЗП:
а – при 2/1/  VUn ; б – при 2/1/  VUn ; в – при 2/1/  VUn  

[Figure 5. Schemes of channel hot water supply: 
а – with ; б – with ; в – with 2/1/  VUn ] 

 

Сечение швеллерного ГЗП при 2/1/  VUn  
можно считать составной фигурой из пары замкну-
тых (полых) частей треугольного очертания и вер-
тикального прямоугольника между ними. В свою 
очередь каждая из замкнутых частей в отдельно-
сти также представима составной фигурой из по-
ловины круглого полукольца ( UR  ) и горизон-
тального прямоугольника ( Ut  ). Замкнутые части 
соединены по вертикали разновысокими прямо-
угольниками (рис. 6, а): ntUVt /  и ( 2 )t V U× − =

((1/ ) 2))tU n= − .  
За составную часть в виде половины полуколь-

ца можно принять фрагмент тонкостенного коль-
ца с угловым параметром 45 / 4 0,785 = °= =  
(рис. 6, б) [44]: 

ппк 2 2 0,785 1,57A tR tR tR= = × = ;  

0,ппк sin / 0,7071/ 0,785
        0,9008 ;
y R R

R
 = = × =

=
 

2 3
,ппк

2 3

3

(2 sin 4sin / ) / 2
         = (2 0,785 1 4
          0,7071 / 0 / 785) / 2
        0,011115 ;

xI tR

tR
tR

   = + − =

× + − ×

× =

=

 

3
,ппк

3 3

(2 sin 2 ) / 2

         = (2 0,785 1) / 2 0, 2850 ,
yI tR

tR tR

 = − =

× − =
 

где 0,ппкy , ,ппкхI , ,ппкyI , ппкA , R  – ордината центра 
тяжести сечения, момент инерции сечения отно-

сительно оси xx  , момент инерции сечения от-
носительно оси yy  , площадь сечения полови-
ны полукольца и радиус половины полукольца по 
ее средней линии соответственно. 

Расчетная площадь сечения нетто швеллерного 
ГЗП складывается из расчетных площадей сече-
ний нетто двух половин полуколец и трех прямо-
угольных участков стенки и полок: 

(2 1,57 (1/ )
  + 2 1 (1/ ) 2) (2 / 3,14).
A tU n

n tU n
= × + +

× + − = +
 

Абсцисса центра тяжести сечения швеллер-
ного ГЗП относительно средней линии его стенки 
составляет 

0 (2 1,57 0,36304
   + 2 1 0,5) / (2 / 3,14)
   = 2,13982 / (2 / 3,14).

x U
n

U n

= × × +
× × + =

+
 

Моменты инерции расчетного сечения нетто 
швеллерного ГЗП относительно центральных осей: 

3 3 2

2

2 3

3 3 2

((1/ ) /12 2 1 (0,5 / )
  2(0,011115 0,5 0,2850 0,5
   1,57(0,5 / 0,36304) ) 2
   1(0,5 / 0,5) 2 1 /12)
   (0,1666666 / 0,785 /
   0,13982 / 0,043203);

xI tU n n

n
n

tU n n
n

= + × × +
+ × + × +

+ − − ×

× − − × =

= + −
− +

 

2/1/  VUn 2/1/  VUn
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3

2 3

2

2 3 2

2

(2(1/ 1)(2,13982 / (2 /

   3,14)) 2 1 /12 2(0,5
   2,13982 / (2 / 3,14))
   (0,2850 0,5 1,57
   2(0,36304 2,13982 / (2 /
   3,14)) ) (5,506145 /
   8,131636 / 0,8054282) / (2 / 3,14) .

yI tU n n

n

n
tU n
n n

= − +

+ + × + −

− + +
+ × + ×
× − +

+ = +

+ − +

 

Момент сопротивления расчетного сечения 
нетто швеллерного ГЗП в плоскости конструкции: 

3 3

2

2 2

2 / 2 (0,1666666 /
    0,785 / 0,13982 /
    0,043203) / ( / )
    (0,3333332 /
    1,57 / 0, 27964 0,086406 ).

x xW I V tU n
n n

U n
tU n

n n

= = +

+ − +
+ =

= +
+ − +

 

 

 

б 
 

 
а в 

 

Рис. 6. Расчетные схемы сечения швеллерного ГЗП (а) и его составных частей (б, в) 
[Figure 6. The design scheme of the cross section of the channel CCP (a) and its components (б, в)] 

 
Если в полученные формулы подставить 

5,02/1/  VUn , то итоги численных выкла-
док совпадут с уже найденными значениями, что 
условно можно принять за положительный тест. 

В качестве критерия оптимизации для продол-
жения расчета швеллерного ГЗП целесообразно ис-
пользовать максимум момента сопротивления его 
сечения в силовой плоскости несущей конструк-
ции, который обеспечивает наибольший запас проч-
ности при изгибе: 

2 2

2

( / )(0,3333332 /
    1,57 / 0,27964
    0,086406 ) / (4 /
    12,56 / 9,8596),

xW A t n
n

n n
n

= +
+ − +

+ +
+ +

 

где 2222 )14,3/2/()/(  ntAU , constA = , constt = . 

Чтобы найти экстремальное значение момента 
сопротивления xW , его выражение необходимо 
продифференцировать по переменной n  и, при-
равняв к нулю производную ( 0/ dndWx ), по-
лучить уравнение четвертой степени  

4 3

2

0,8519285 2,1705186
17,954978 2,093335 0

n n
n
+ −

− + =
 

с корнями 

8407069,51 n ; 6369427,02 n ;  

1759477,03 n ; 7539311,34 n . 

Из найденных корней практический интерес 
представляет третий, значение которого можно округ- 
лить до 68,5/1683507,5/11759477,0 n . 
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Тогда расчетные параметры оптимизирован-
ного профиля составят: 

(2 / 3,14) (2 / 0,1759477 3,14)
  14,507014 ;
A tU n tU

tU
= + = + =
=

 

tAU /0689321,0 ; tAV /3911776,0 ;  

0 2,13982 / (2 / 3,14)
   2,13982(0,0689321 / ) /14,507014
   0,0101676 / ;

x U n
A t

A t

= + =
= =
=

; 

3 3 2

3 3

2

3

3

3 2

(0,1666666 / 0,785 /
   0,13982 / 0,043203)
  (0,1666666 / 0,1759477
  0,758 / 0,1759477
  0,13982 / 0,1759477 0,043203)
  55,204988
  55,204988 (0,0689321 / )
  0,0180818 / ;

xI tU n n
n

tU

tU
t A t
A t

= + −
− + =

= +

+ −
− + =

= =

= =

=

 

3 2

2

3 2

2 3

3

3 2

(5,506145 / 8,131636 /

   0,8054282) / (2 / 3,14)
   (5,506145/ 0,1759477
   8,131636 / 0,1759477
   0,8054282) /14,507014 1,0609075
   1,0609075 (0,0689321 / )
   0,0003474 / ;

yI tU n n

n
tU

tU
t A t
A t

= + +

+ + =

= +
+ −

− = =

= =

=

 

,max

3 2

2

    2(0,0180818 / ) / (0,3911776 / )
   0,092448 / .

x xW W

A t A t
A t

= =

= =

=

 

Сравнивая расчетные параметры швеллерного 
ГЗП, полученные до и после оптимизации, можно 
убедиться в ее эффективности, поскольку с увели-
чением габарита по высоте в 0,3911776 / 0,280112 =

1, 4=  раза момент инерции сечения в плоскости кон-
струкции возрос в 6,10116389,0/0180818,0   раза, 
а момент сопротивления – в 0,092448 / 0,0831017 =

1,1=  раза.  
К выявленной эффективности оптимизации 

швеллерного ГЗП на изгиб следует добавить сниже-
ние ослабления расчетного сечения нетто, что яв-
ляется следствием сужения оптимизированного про- 
филя по ширине: 

брутто 14,507014
        2 2 0,1 14,907014 ;
A A A tU

tU tU
= + = +

+ × × =
 

брутто/ 14,507014 /14,907014
               0,9731669 0,97.
A A = =

= ≈
 

4. Оптимизация гнутого швеллера на изгиб 
Для более корректного сравнения оптимальных 

параметров швеллерного ГЗП и гнутого швелле-
ра необходимо гнутый профиль оптимизировать 
на изгиб, применив в качестве критерия оптимиза-
ции максимум момента сопротивления его сече-
ния в силовой плоскости несущей конструкции. 
В таком случае вполне допустимо воспользовать-
ся расчетной схемой поперечного сечения нетто 
ГЗП, исключив из него закругления внутренней 
грани (рис. 6, а).  

Расчетная площадь сечения гнутого швелле-
ра складывается из расчетных площадей сечений 
трех прямоугольных участков стенки и полок: 

)/12( ntUA  . 
Абсцисса центра тяжести сечения гнутого швел- 

лера относительно средней линии его стенки со-
ставляет: 

0 (2 1/ 1 1/ ) / (2 1/ )
   / (2 1/ ).
x U n n n

U n
= + − − + =
= +

 

Моменты инерции расчетного сечения гнутого 
швеллера относительно центральных осей: 

3 3 2

3 2

((1/ ) /12 2 1(0,5 / ) )
  (0,0833333 / 0,5) / ;
xI tU n n

tU n n
= + × =

= +
; 

3 3 2

2 3 2

2

(2(1 /12 1(0,5 1/ (2 1/ )) )

    1/ (1/ (2 1/ )) ) (0,6666666 /
   1,6666666 / 0,6666666) / (2 1/ ) .

yI tU n

n n tU n
n n

= + − + +

+ + = +

+ + +

 

Момент сопротивления расчетного сечения гну- 
того швеллера в плоскости конструкции: 

2

2 / 2 /
   (0,1666666 / 1) / .

x x xW I V nI U
tU n n

= = =

= +
. 

Полученные формулы целесообразно протести-
ровать с использованием расчетных параметров са-
мых крупнокалиберных гнутых швеллеров из стан-
дартных сортаментов отечественных и зарубежных 
изготовителей стальных профилей. Как видно из 
основных результатов тестирования (табл. 2), рас-
чет гнутых швеллеров по приближенной методи-
ке достаточно корректен для практического ис-
пользования в вариантном проектировании и ре-
шении оптимизационных задач. 
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Таблица 2 
Расчетные параметры швеллерных гнутых профилей 

[Table 2. Design parameters of channel bent profiles] 

Обоснование 
[Rationale] 

По расчету 
[According to the calculation] ТУ 112000-001-12586100-2009 [49] Украинский стандарт [50] 

[Ukrainian standard [50]]  
Сечение, мм 

[Cross-section, mm] 400×100×2 400×100×3 400×100×4 400×100×2 400×100×3 400×100×4 400×100×2 400×100×3 400×100×4

Х
ар

ак
те

ри
ст

ик
и 

се
че

ни
й 

[C
ro

ss
 se

ct
io

n 
ch

ar
ac

te
ri

st
ic

s]
 A, см2 [cm2] 

% 
11,92 
100 

17,82 
100 

23,68 
100 

11,83 
99,24 

17,68 
99,21 

23,4 
98,82 

11,85 
99,41 

17,66 
99,10 

23,4 
98,82 

x0, см [cm] 
% 

1,644 
100 

1,633 
100 

1,622 
100 

1,66 
101,0 

1,65 
101,04 

1,64 
101,1 

1,80 
109,8 

1,80 
110,2 

1,80 
111,0 

Ix, см4 [cm4] 
% 

2618,9 
100 

3892,9 
100 

5143,6 
100 

2584,5 
98,69 

3836,40 
98,55 

5034,2 
97,88 

2591,1 
98,94 

3830,5 
98,40 

5033,0 
97,85 

Iy, см4 [cm4] 
% 

97,138 
100 

143,59 
100 

188,66 
100 

96,91 
99,77 

143,26 
99,77 

188,03 
99,66 

96,96 
99,82 

143,2 
99,73 

188,1 
99,70 

Wx, см3 [cm3] 
% 

130,95 
100 

194,65 
100 

257,18 
100 

129,87 
99,17 

193,27 
99,29 

254,56 
98,98 

129,6 
98,99 

191,5 
98,38 

251,65 
97,85 

 
Если принять, что площадь сечения и тол-

щина листовой заготовки являются постоянными 
величинами ( constA = , constt = ), а отношение 
габаритов по ширине и высоте в общем случае не 
является постоянным ( / constn U V= ≠ ), то 
протестированные формулы гнутого швеллера 
можно переписать следующим образом: 

)/12/()/( ntAU  ; )21/()/( ntAV  ;  

0
2

(( / ) / (2 1/ )) / (2 1/ )
   ( / ) / (2 1/ ) ;
x A t n n

A t n
= + + =

= +
 

3 2

3 2

3 2 2 3

(0,0833333/ 0,5) /
   (( / ) / (2 1/ )) (0,0833333/ 0,5) /
   ( / )(0,0833333/ 0,5) / ( (2 1/ ) );

xI tU n n
t A t n n n
A t n n n

= + =

= + + =

= + +

 

3 2

2

3 2

2

3 2 2

5

(0,6666666 /

   1,6666666 / 0,6666666) / (2 1/ )
   (( / ) / (2 1/ )) (0,6666666 /
   1,6666666 / 0,6666666) / (2 1/ )
   ( / )(0,6666666 /
   1,6666666 / 0,6666666) / (2 1/ ) ;

yI tU n

n n
t A t n n

n n
A t n

n n

= +

+ + + =

= + +

+ + + =

= +

+ + +

 

2

2

2 2

(0,1666666 / 1) /
   (( / ) / (2 1/ )) (0,1666666 / 1) /
   ( / )(0,1666666 / 1) / ( (2 1/ ) ).

xW tU n n
t A t n n n
A t n n n

= + =

= + + =

= + +

 

Чтобы найти экстремальное значение момен-
та сопротивления xW , его выражение необходимо 
продифференцировать по переменной n  и, прирав-

няв к нулю производную ( 0/ dndWx ), получить 
уравнение второй степени  

00833334,03333332,02  nn   

с корнями 

5,01 n ; 1666666,02 n . 

Из найденных корней практический интерес 
представляет второй, значение которого можно 
округлить до 0,6/11666666,0 n . 

Тогда расчетные параметры оптимизирован-
ного профиля составят: 

tAtAU /125,0)62/()/(  ;  

tAtAV /75,0)6/21/()/(  ;  

tAtAx /015625,0)62/()/( 2
0  ; 

3 2 3 2

3

( / )(2 6) (0,0833333 6 0,5)6
   0,0703125 / ;

xI A t
A t

= + × + =

=
 

3 2 2

5

3 2 2

5

3 2

( / )(0,6666666 / 1,6666666 /

   0,6666666) / (2 1/ )
   ( / )(0,6666666 6 1,6666666
   6 0,6666666) / (2 6)
   0,0018807 / ;

yI A t n n

n
A t

A t

= + +

+ + =

= × + ×

× + + =

=

 

,max

3 2

2

   2(0,0703125 / ) / (0,75 / )
    0,1875 / .

x xW W

A t A t
A t

= =

= =

=
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Из сравнения расчетных параметров гнутого 
швеллера, полученных до и после оптимизации, 
ее эффективность очевидна, так как с увеличени-
ем габарита по высоте в 5,15,0/75,0   раза момент 
инерции сечения в плоскости конструкции возрос 
в 7,10416666,0/0703125,0   раза, а момент со-
противления – в 1,11666666,0/1875,0   раза, где 

tAV /5,0 ; 23 /0416666,0 tAIx  ; tAWx /1666666,0 2  
при 2/15,0/  VUn . Здесь также можно заме-
тить, что в швеллерном ГЗП аналогичная эффек-
тивность достижима в результате меньшего уве-
личения габарита по высоте, а в случае одинако-
вого роста высотного параметра он более пред-
почтителен. 

Заключение 
Отношения габаритных размеров по средним 

линиям расчетных сечений гнутого швеллера и 
швеллерного ГЗП, оптимизированных на изгиб, 
разнятся между собой на 100(6 5,68) / (6...5,68)− =

5,3...5,6 %= . Поэтому для сравнительного анали-
за оптимальных параметров, когда моменты со-
противления их сечений максимальны, представ-
ляется целесообразным рассмотрение в первом 
приближении двух расчетных случаев. Для одно-
го из них оба сопоставимых профиля имеют от-
ношение 6/1/  VUn  (рис. 7, а), а для другого – 

68,5/1/  VUn  (рис. 7, б).   
При 6/1/  VUn : 
– для гнутого швеллера  

UtA [8 ; 3
[,[ 0,36 UtIx   (100%);  

3
[[, 4074073,0 UtI y   (100%); 

( )2
,[ [12, 00 10 % ;xW t U=   

– для швеллерного ГЗП 

ГЗП15,14A t U= ;  

ГЗП [ [8 /15,14 0,5284015t t t= = ;  

( )

3
,ГЗП ГЗП

3
[

63, 464283

        33,5346 93,15 2 % ;2
xI t U

t U

= =

=
 

( )

3
,ГЗП ГЗП

3
[

1,0741035

        0,56755 139,3 9 % ;7
yI t U

t U

= =

=
 

( )

2
,ГЗП ГЗП

3
[

21,154761

         11,1782 93,15 7 % .0
xW t U

t U

= =

=
 

При 68,5/1/  VUn : 
– для швеллерного ГЗП  

ГЗП14,507014A t U= ;  

( )3
,ГЗП ГЗП55, 20498 100 % ;8xI t U=  

( )3
,ГЗП ГЗП1,060907 100 % ;5yI t U=  

( )2
,ГЗП ГЗП19, 43837 100 % ;5xW t U=   

– для гнутого швеллера 

UtA [683507,7 ; [ ГЗП1,8880719t t= ; 

( )

3
,[ [

3
ГЗП

31, 450293

     59,38041 1074 ,6 % ;
xI t U

t U

= =

=
 

( )

3
,[ [

3
ГЗП

0,5365177

    1,0129839 95, 48 % ;
yI t U

t U

= =

=
 

( )

2
,[ [

3
ГЗП

11,067213

     20,89569 1073 , % .5 
xW t U

t U

= =

=
 

Как видно по результатам первого приближения, 
при одинаковых значениях расчетной площади се-
чения без учета ее ослаблений в силовой плоско-
сти несущей конструкции более предпочтитель-
ны гнутые швеллеры, а из плоскости – швеллер-
ные ГЗП. 

Продолжить сравнительный анализ во втором 
приближении можно, если полученные результа-
ты уточнить с использованием ослаблений сече-
ний, выявленных в приведенных расчетных вы-
кладках: брутто/ 0,86A А =  для гнутых швеллеров и 

брутто/ 0,95A А =  для швеллерных ГЗП.  
При 6/1/  VUn : 
– для гнутого швеллера  

( )3
,[ [31,3 100 %2 ;xI t U=   

( )3
,[ [0,354444 100 % ;3yI t U=  

( )2
,[ [10,4 100 %4 ;xW t U=   

– для швеллерного ГЗП 

( )3
,ГЗП [31,8579 101,7 % ;xI t U=  
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( )3
,ГЗП [0,53918 152,1 % ;yI t U=   

( )3
x,ГЗП [10,6193 101,7 % .W t U=  

При 68,5/1/  VUn : 
– для швеллерного ГЗП  

( )3
,ГЗП ГЗП52,4447 100 % ;xI t U=  

( )3
,ГЗП ГЗП1,00786 100 % ;2yI t U=  

( )2
,ГЗП ГЗП18,4668 100 % ;xW t U=   

– для гнутого швеллера 

( )3
,[ ГЗП51,66098 98,51 % ;xI t U=  

( )3
,[ ГЗП0,881296 87,44 % ;yI t U=  

( )3
,[ ГЗП 98,44 % .18,1793xW t U=  

Из итогов второго приближения следует, что 
при тех же значениях расчетной площади, но уже 
с учетом ее ослаблений в силовой плоскости несу-
щей конструкции, а также из этой плоскости более 
предпочтительны швеллерные ГЗП. Здесь следу-
ет добавить, что с приближением к оптимальным 
параметрам 68,5/1...6/1/  VUn  ослабления 
расчетной площади сечения гнутых швеллеров из-за 
ее редуцирования увеличиваются еще больше, в то 
время как ослабления расчетной площади нетто 
швеллерных ГЗП уменьшаются. Так, применительно 
к гнутым швеллерам сечением 250×50×1,5…2,0 мм 
( 5/1/  VUn ) брутто/ 0,389...0,503A А = . Поэтому 
предпочтение швеллерных ГЗП становится еще 
более обоснованным. 

 
 

 
 
а 

 

б в 
 

Рис. 7. Сравнительные схемы оптимизированных профилей (а, б) и графики изменений  
расчетных параметров гнутых швеллеров (сплошные линии) и швеллерных ГЗП (пунктирные линии)  

в зависимости от роста отношения их габаритных размеров (в) 
[Figure 7. Comparative schemes of optimized profiles (а, б) and graphs of changes in the design parameters of  

bent channels (solid lines) and channel water distribution channels (dashed lines) 
in depending on the growth ratio of their overall dimensions (в)]
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Расчетные параметры гнутых швеллеров и швел- 
лерных ГЗП по новому техническому решению, 
а также основные результаты их оптимизации более 
наглядны на графиках в зависимости от отношения 
габаритных размеров ширины и высоты (рис. 7, в). 
На приведенных графиках обозначения с единицей 
в индексе относятся к параметрам гнутых швелле-
ров, имеющих одиночные стенки и такие же пол-
ки, а обозначения с двойкой в индексе – к пара-
метрам швеллерных ГЗП, отличающихся двойны-
ми стенками и трубчатыми полками. При этом в 
единицах измерений по оси ординат использова-
ны обозначения площади сечения и толщина ли-
стовой заготовки гнутых швеллеров, которая услов-
но принята исходной заготовкой и для швеллер-
ных ГЗП ( constA = , constt = ).  

Итоговые графики позволяют сделать некото-
рые выводы и обобщения.  

1. Швеллерные гнутые профили с одиночной 
стенкой и двумя такими же полками характеризу-
ются сравнительно узким, но высоким поперечным 
сечением с максимальным моментом сопротивле-
ния, когда отношение габаритных размеров ши-
рины и высоты по средней линии расчетного се-
чения составляет 1/6.  

2. Швеллерные ГЗП с двойной стенкой и двумя 
трубчатыми полками имеют более компактное по-
перечное сечение, момент сопротивления которо-
го максимален при отношении габаритных разме-
ров ширины и высоты, равном 1/5,68 по средней 
линии расчетного сечения. 

3. Когда отношение габаритных размеров ши-
рины и высоты швеллерного ГЗП составляет 1/2 
по средней линии расчетного сечения, внутренняя 
грань его стенки и полок имеет в разрезе форму 
круглого полукольца. Расчетные параметры тако-
го профиля обладают фиксированными значения-
ми, при которых его ширина равна радиусу, а вы-
сота – диаметру полукольцевой грани. Если раз-
вивать профиль в ширину при постоянной высо-
те, равной диаметру, то его наружная грань изме-
нит швеллерное очертание на П-образное, а внут-
ренняя грань – полукольцевое на U-образное. В слу-
чае развития профиля по высоте при постоянной 
ширине, равной радиусу, увеличивается его сход-
ство с гнутыми и прокатными швеллерами. 

4. Швеллерные ГЗП по новому техническому 
решению достаточно эффективны для использова-
ния в несущих конструкциях зданий и сооружений. 
В частности, прослеживается определенная пер-
спективность их дальнейших проработок приме-
нительно к балкам с гофрированными и перфо-
рированными стенками. 
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 Abstract 
Relevance. A new technical solution for channel bent closed profiles (BCP), 

distinguished by a composite section and related to light steel thin-walled struc-
tures (LSTWS), which are distinguished by high technical and economic indicators 
and massive demand in industrial and civil construction, is presented. The main 
results of the comparative calculation of the optimal parameters of bent channels 
and channel horizontal bending sections are also given. Aim of the research. The 
purpose of the study is to show that the characteristics of LSTWS can be further 
improved by shaping modification profiles, combining in its composite section 
straight and round outlines of closed and open loops. Methods. Through experi-
mental design and optimization and design calculations of channel profiles, their 
new technical solution has been developed, the originality of which is confirmed 
by patent examination. Results. Channel BCP consists of two tubular shelves 
and one wall of double thickness. For its manufacture without welded, bolted or 
riveted joints, the outer and inner blanks are made along the entire length with 
serrated longitudinal edges, the teeth of which are staggered relative to each other 
and mutually bent in grooves after closing a bent profile along its shelves. The bends 
of the gear mounts increase the collapse thickness, provide an increase in local 
stability and shear strength of the thin-walled elements, and also allow not to 
reduce the design sections. A comparative calculation of the optimal parameters 
of bent channels and channel bending sections for bending showed that in the 
first of them the strength is maximum when the ratio of the width and height of 
the cross section is 1/6, and in the second – 1/5.68. 

Keywords: core constructions; thin-walled constructions; curved closed profiles; 
toothed fastenings; optimization of sections; calculation of optimal parameters 
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 Аннотация 
Актуальность. При проведении расчетов конструкций в нелинейной 

постановке большое значение имеет выбор адекватных моделей материалов 
и диаграмм деформирования. Поскольку отсутствуют указания, как использо-
вать диаграммы деформирования бетона и арматуры при их совместной 
работе, приведенные в СП 63.13330.2018, для моделирования железобетон-
ных конструкций конечными элементами одного типа необходимо вводить 
допущения. Целью работы является проведение численных экспериментов 
по испытанию бетонных цилиндров на одноосное сжатие и верификация 
полученных результатов с нормативными данными. Методы. Численные 
эксперименты выполнялись в программном комплексе LS-DYNA. Данный 
программный комплекс позволяет моделировать совместную работу бетона 
и арматуры с помощью объемных (для бетона) и стержневых (для армату-
ры) конечных элементов. В качестве модели принят цилиндр диаметром 
150 мм, высотой 300 мм. Образцы смоделированы объемными конечными 
элементами. Для моделирования бетона используется нелинейный матери-
ал CSCM (Continuous Surface Cap Model). Испытания проводились с образ-
цами следующих классов бетона по цилиндрической прочности на сжатие: 
С12, С16, С20, С25, С30, С35, С40, С45, С50, С55. Это соответствует сле-
дующим классам по кубиковой прочности на сжатие: В15, В20, В25, В30, 
В37, В45, В50, В55, В60, В67. Результаты. Проведенные исследования 
показали, что характер разрушения образцов при численном эксперименте 
соответствует характеру разрушения при испытаниях. Исследуемая модель 
бетона CSCM может использоваться при расчетах бетонных и железобе-
тонных конструкций для основных классов бетона при учете дополнитель-
ных поправочных коэффициентов к цилиндрической прочности. 

Ключевые слова: верификация; модель бетона; численный эксперимент; 
нелинейный материал; бетонный цилиндр; одноосное сжатие; объемные 
конечные элементы; цилиндрическая прочность 
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Введение 1 
Расчет конструкций в нелинейной постановке 

подразумевает повышенное внимание к выбору 
адекватных моделей материалов и диаграмм дефор- 
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мирования. В СП 63.13330.2018 [1] приведены диа- 
граммы деформирования бетона и арматуры. Од-
нако отсутствую указания, как использовать эти 
диаграммы при совместной работе бетона и арма-
туры. Таким образом, для моделирования железо- 
бетонных конструкций конечными элементами од-
ного типа необходимо вводить допущения. Совре-
менные программные комплексы, такие как LS-
DYNA, ANSYS и другие, позволяют моделировать 
совместную работу бетона и арматуры с помощью 
объемных (для бетона) и стержневых (для арма-
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туры) конечных элементов. В такой постановке для 
стержневых конечных элементов можно исполь-
зовать диаграммы, представленные в [1]. Работа бе- 
тона в случае трехосного напряженного состояния 
не может быть в полной мере описана диаграммой 
деформирования бетона, полученной при одноос-
ном сжатии. Необходимо использовать более слож-
ные модели бетона. 

1. Методика расчета 
Реализованная в программном комплексе LS-

DYNA нелинейная модель бетона Continuous Sur- 
face Cap Model (CSCM) [3; 4] позволяет преодо-
леть существующие недостатки диаграмм работы 
бетона. Она дает возможность учитывать совмест-
ную работу бетона и арматуры. 

Из названия Continuous Surface Cap Model сле-
дует, что математическая модель будет представ-
лена замкнутой поверхностью с наличием так на- 
зываемого колпака (рис. 1). 

 

 
 

 
 

Рис. 1. Математическая модель бетона CSCM 
[Figure 1. Mathematical model of concrete CSCM] 

 
Модель CSCM использует большой набор мно-

гочисленных стандартизированных свойств мате-
риала с основными входными параметрами – проч- 
ность на сжатие, размер характерной фракции круп-
ного заполнителя. Набор свойств материала для дан- 
ной модели соответствует положениям норм CEB-
FIP (CEB, 1993) [5; 6; 7]. Параметры соответствуют 
прочности на сжатие от около 20 до 58 МПа, в дан-

ном диапазоне между 28 и 48 МПа материал ра-
ботает более корректно. 

2. Постановка задачи 
Цель данного исследования заключается в про- 

ведении численных экспериментов по испытанию 
бетонных цилиндров на одноосное сжатие и по-
следующем сравнении полученных результатов с 
экспериментальными и нормативными данными. 
Ранее в [8] были проведены численные исследо-
вания образцов бетонных кубов и призм. Сравне-
ние результатов показывает хорошую сходимость. 

Численные эксперименты реализовываются в 
программном комплексе LS-DYNA [9; 10]. В ка-
честве образца в соответствии с [2] принят цилиндр 
диаметром 150 мм, высотой 300 мм. Образец смо-
делирован объемными конечными элементами. Ниж- 
няя и верхняя плиты испытательной машины также 
выполнены из объемных конечных элементов (рис. 2). 
Нижняя плита закреплена от всех возможных пере-
мещений, верхняя – может перемещаться только 
в вертикальном направлении.  

 

 
 

Рис. 2. Модель испытаний:  
1 – образец испытаний; 2 – нижняя опорная плита испытательной 

машины; 3 – верхняя плита испытательной машины (пресс) 
[Figure 2. Testing model:  

1 – test sample; 2 – lower support plate of a testing machine;  
3 – upper support plate of a testing machine (press)] 

 
Материал плит – сталь. Для моделирования бето- 

на используется нелинейный материал CSCM [4–7]. 
В ходе эксперимента к верхней плите прикла-

дывалась постепенно увеличивающаяся нагрузка, 
и образец доводится до разрушения. 

Испытания проводились с образцами следую-
щих классов бетона по цилиндрической прочности 
на сжатие – С12, С16, С20, С25, С30, С35, С40, 
С45, С50, С55, что соответствует следующим клас-
сам по кубиковой прочности на сжатие – В15, В20, 
В25, В30, В37, В45, В50, В55, В60, В67 [5–7]. 
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В процессе испытаний учитывалось трение 
между плитами испытательной машины и образца. 

3. Результаты расчета 
Проведенные исследования показали, что ха-

рактер разрушения образцов при численном экс-
перименте соответствует характеру разрушения 
при реальных испытаниях. Разрушение цилиндра 
с учетом трения приведено на рис. 3. 

 

 
Рис. 3. Картина разрушения бетонного цилиндра  

с интенсивностью пластических деформаций.  
Численный эксперимент 

[Figure 3. Pattern of the concrete cylinder destruction  
with intensity of plastic deformations. Numerical experiment] 

 
На рис. 4 приведены удовлетворительные 

разрушения образцов-цилиндров в соответствии 
с ГОСТ 10180-2012 [2]. 

 

 
 

Рис. 4. Картина разрушения бетонного цилиндра.  
Экспериментальные данные 

[Figure 4. Pattern of the concrete cylinder destruction.  
Experimental data] 

 
Как показывает анализ результатов, картина раз- 

рушения при численном эксперименте соответству-
ет имеющимся экспериментальным данным. 

В ходе проведения численных экспериментов 
фиксировались значения разрушающей нагрузки для 
цилиндров. Эти значения соответствуют средней 
цилиндрической прочности. Полученные данные 

сравнивались с нормативными значениями [5–7]. 
Результаты для разных классов бетона приведены в 
таблице. 

 
Таблица 

Основные результаты расчета 
[Table. Main results of calculation] 

Класс  
бетона 

[Concrete 
class] 

fсм (средняя цилиндрическая), МПа 
[fcm (mean cylindrical), MPa] 

Нормативное 
значение 

[Normative 
value] 

Численный 
эксперимент 
[Numerical 
experiment] 

Δ 

B15 (С12) 20 20,3 1,5% 
B20 (С16) 24 26,99 12,5% 
B25 (С20) 28 33,2 18,6% 
B30 (С25) 33 39,7 20,3% 
B37 (С30) 38 45,6 20% 
B45 (С35) 43 50,7 17,9% 
B50 (С40) 48 55,5 15,6% 
B55 (С45) 53 60,3 13,8% 
B60 (С50) 58 64,95 12,0% 
B67 (С55) 63 69,5 10,3% 

 
Нормативные значения средней цилиндриче-

ской прочности и их соотношение к классу бетона 
по средней кубической прочности взяты из [5–7].  

На рис. 5 полученные результаты представле-
ны в виде графиков.  
 

 
Рис. 5. Средняя цилиндрическая прочность  

в зависимости от класса бетона  
при численном эксперименте и нормативных значениях 

[Figure 5. The mean cylindrical strength,  
depending on the class of concrete  

in the numerical experiment and the normative values] 

Заключение 

Проведенные исследования показывают, что по- 
лученный в численных исследованиях характер раз- 
рушения бетонных цилиндров соответствует экс-
периментальным данным. 

Верификационный анализ демонстрирует, что 
в результатах, приведенных в таблице, расхожде-
ния между заданной прочностью бетона для иссле-
дуемых классов и фактической прочностью бето-
на, полученной в ходе испытания, составляют от 
1,5 до 20,3 %.  
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Исследуемая модель бетона CSCM наиболее 
адекватно характеризует работу бетона. Расхожде-
ния до 20,3 % между заданной прочностью и факти-
ческой прочностью разрушения можно считать при-
емлемыми, что также подтверждается результата-
ми, полученными в [11; 12]. Однако результаты, 
полученные в [8], показывают хорошую сходимость 
численных экспериментов с нормативными дан-
ными для призменной прочности. Следует отме-
тить, что при проектировании несущих элемен-
тов зданий и сооружений используется призмен-
ная прочность бетона. Таким образом, предлага-
емая модель бетона CSCM может использоваться 
при расчетах бетонных и железобетонных кон-
струкций для основных классов бетона с учетом 
перехода от кубиковой к призменной прочности 
и дополнительных поправочных коэффициентов 
к цилиндрической прочности. 
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 Abstract 
Relevance. The choice of adequate models of materials and deformation dia-

grams is of great importance when performing structural calculations in a nonlinear 
setting. Since there are no instructions on how to use the deformation diagrams of 
concrete and reinforcement when working together, given in SP 63.13330.2018, 
it is necessary to introduce assumptions for modeling reinforced concrete structures 
with finite elements of the same type. The aims of the work are to conduct numeri-
cal experiments on testing concrete cylinders for uniaxial compression and to veri-
fy the results with normative data. Methods. Numerical experiments were per-
formed in the LS-DYNA software package. This program complex allows to simu-
late the joint work of concrete and reinforcement with the help of volume (for con-
crete) and rod (for reinforcement) finite elements. A cylinder with a diameter of 
150 mm and a height of 300 mm was taken as model. Samples were modeled by 
volumetric finite elements. The CSCM – Continuous Surface Cap Model is a non-
linear material used to model concrete. Tests were carried out with samples of the
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   following classes of concrete for cylindrical compressive strength: C12, C16, C20, 
C25, C30, C35, C40, C45, C50, C55. This corresponds to the following classes of 
cubic compressive strength: B15, B20, B25, B30, B37, B45, B50, B55, B60, B67. 
Results. The conducted researches have shown that the character of destruction of 
samples at numerical experiment corresponds to the character of destruction at tests. 
The investigated concrete model CSCM can be used in the calculation of concrete 
and reinforced concrete structures for the main classes of concrete, when taking 
into account the transition from cubic to prismatic strength and additional correc-
tion factors to cylindrical strength. 
Keywords: verification; concrete model; numerical experiment; nonlinear mate-
rial; concrete cylinder; uniaxial compression; volumetric finite elements; cylin-
drical strength 
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 Abstract 
Relevance. Architects and engineers, designing shells of revolution, use in 

their projects, as a rule, spherical shells, paraboloids, hyperboloids, and ellipsoids 
of revolution well proved themselves. But near hundreds of other surfaces of revolu-
tion, which can be applied with success in building and in machine-building, 
are known. Methods. Optimization problem of design of axisymmetric shell 
subjected to given external load is under consideration. As usual, the solution of 
this problem consists in the finding of shape of the meridian and in the distribu-
tion of the shell thickness along the meridian. In the paper, the narrower problem 
is considered. That is a selection of the shell shape from several known types, 
the middle surfaces of which can be given by parametrical equations. The results 
of static strength analyses of the domes of different Gaussian curvature with the 
same overall dimensions subjected to the uniformly distributed surface load are 
presented. Variational-difference energy method of analysis is used. Results. Com-
parison of results of strength analyses of six selected domes showed that a para-
boloid of revolution and a dome with a middle surface in the form of the surface 
of rotation of the z = –acosh(x/b) curve around the Oz axis have the better indi-
ces of stress-strain state. These domes work almost in the momentless state and it 
is very well for thin-walled shell structures. New criterion of optimality can be 
called “minimum normal stresses in shells of revolution with the same overall 
dimensions, boundary conditions, and external load”. 

Keywords: dome; shell of revolution; paraboloid of revolution; the forth or-
der paraboloid of revolution; catenary line; variational-difference energy method 
of analysis; linear shell theory; geometrical modeling; optimal design 
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Introduction 1 
V.V. Novozhilov [1] was one of the first scien-

tists who began to seek for a shell of revolution with 
the most advantageous indices of stress-strain state. 
In particular, examining four different domes (sphe- 
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rical, parabolic, half-elliptical, and the lesser part of 
elliptical domes), he determined that a dome in the 
form of the lesser part of ellipsoid of revolution was 
the most advantageous one because it can work as 
momentless shell with comparatively slight rigidity 
of the support contour. Membrane strength theory of 
shells subjected to dead load was used. 

Now, the protection of erections from the terrorist 
attacks and, thus, search of effective structural shapes 
to mitigate the blast energy is very important problem. 
The influence of inside blast pressure was studied for 
six shapes of domes of the same weight and thick-
ness in a paper [2]. The study shows that the parabolic 
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and bowl shape of domes could withstand the blast 
load with the least top displacement. 

It is necessary to pay attention to the investiga-
tion [3], carried out with five types of shells that are 
spherical, elliptical, parabolic, and hyperbolic shells 
of revolution as well as combined shells consisting 
of two shell fragments with middle hyperbolic and 
parabolic surfaces of revolution. The combined dome, 
put together from the lower hyperbolic dome and the 
upper paraboloid of revolution, recommended itself 
best of other four types of shells. 

The determination of optimal geometrical parame-
ters of a reinforced concrete elliptical shell, used as 
a covering of the round building with the diameter of 
the base equal to 27 m, is a purpose of a paper [4]. 
In general, well known domes of revolution are studied 
in great number of published works. Considerably less 
number of researches is devoted to shells of revolu-
tion of untypical forms, for instance, to egg-shaped 
shells [5] or to toroidal domes with elliptic cross sec-
tion [6]. In papers [7; 8], stress-strain state of the well-
known shells as well as the shells of negative Gauss-
ian curvature with the opening at the top, that did not 
find application else, is examined with the help of finite 
difference energy method. Several shells of revolu-
tion of untypical forms are offered for the application 
in a manuscript [9] and a monography [10]. Thus, 
choosing the geometry of dome covering, it is neces-
sary to take into account architectural, technological, 
technical, and economic demands. 

Diversity of opinion of famous architects and civil 
engineers on the rank of shell structures in modern 
architecture is very broad, beginning from enthusiastic 
reviews and optimistic expectations in the 50–60th years 
of the last century until negation of progressive role 
of these structures at the end of the 20th century [11]. 
The well-known Portuguese architect Eduardo Elísio 
Machado Souto de Moura said: “I don’t think that any 
global new forms will appear but new technologies 
and materials will be arisen”. R. Buckminster Fuller 
answered about his architectural creations in such style: 
“Let architects tell about aesthetics… I shall prefer 
dome where stresses and strains are going away”. 

In a paper, the illustration of the simplified selec-
tion of optimal shell of revolution is carried out for 
domes of untypical forms. It should be noted that 24 
criteria of optimality are known now [12]. The inves-
tigation of several untypical domes of revolution of 
positive and alternating Gaussian curvatures which 
did not find else the wide-spread application in archi-
tecture, construction, and machine-building is an aim 
of the presented paper too. Simplified selection of 
optimal shell of revolution begins with geometrical 
modelling of a necessary shell. 

1. Geometrical modelling of shells  
with similar overall dimensions 

In figure 1, six types of shells of revolution are 
shown: 

– a paraboloid of revolution (figure 1, a); 
– a shell in the form of the fourth order parabo-

loid of revolution with a x4 = cz meridian (figure 1, b); 
– a shell with the middle surface called “Soucou- 

poid” which can be traced by a curve z = (b/a3)(a2 – x2)3/2 

in the process of its rotation about an axis Oz (figure 1, c); 
– a shell with a middle surface of rotation of  

a curve z = be–(ax)2 about an axis Oz (figure 1, d); 
– a shell in the form of a surface of rotation of  

a curve z = –acosh(x/b) (figure 1, e); 
– a shell in the form of “fairing of cycloidal 

type” (figure 1, f). 
Let these shells with middle surfaces of revolu-

tion have three identical overall dimensions R, f, and 
h, where R is the radius of a base, f is a shell rise 
(figure 2), h is the constant shell thickness. 

All surfaces taken for consideration can be given 
by parametric equations 

x = x(r,β) = rcosβ, y = y(r,β) = rsinβ, z = z(r),    (1) 

where the coordinate lines r and β (parallels and meri- 
dians) are the lines of principal curvatures, 0 ≤ β ≤ 2π, 
0 ≤ r ≤ R. Hence, for paraboloid of revolution (figu- 
re 2, a), 

z = z(r) = f∙(1 – r2/R2), 

for the fourth order paraboloid of revolution (figure 2, b) 

z = z(r) = f∙(1 – r4/R4), 

for a surface of revolution “Soucoupoid” (figure 2, c) 

z = z(r) = f∙(1 – r2/R2)3/2, 

for a surface of rotation of a curve z = be–(ax)2 
about an axis Oz (figure 2, d) 

z = z(r) = b/exp{(r2/R2)ln[b/(b – f)]}, b > f, 

for a surface of rotation of a curve 

z = –acosh(r/b)                                                (2) 

about an axis Oz (figure 2, e) 

z = z(r) = – acosh(r/b),  

where b = R/Arcosh (1 + f/a), a is an arbitrary number. 
A surface of revolution shown in figure 1, f can 

be expressed by parametric equations as [13] 

x = x(t,γ) = a(t + sin t) cos γ,  

y = y(t,γ) = a(t + sin t) sin γ, 

z = z(t) = c(1 + cos t),                                      (3) 
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where γ is the angle taken from the coordinate axis Ox 
into the direction of the Oy axis, 0 2 ; ≤ ≤ 0 t ≤ ≤ .  
The surface “fairing of cycloidal type” (figure 1, f; 
figure 2, f) must have a given R radius of a base and 

a given shell rise f, that is why it is necessary to take 
in formulas (3) 

c = f/2,   a = R/π. 

 

 
 

Figure 1. Six types of surfaces of revolution: 
а – paraboloid of revolution; b – the fourth order paraboloid of revolution; c – a surface of revolution “Soucoupoid”; 

d – a surface of rotation of a curve z = bexp(–a2x2) about an axis Oz; e – a surface of rotation of a curve z = –acosh(x/b) about an axis Oz;  
f – “fairing of cycloidal type” 

 
 

 
 

Figure 2. Meridians of six surfaces of revolution with the same overall dimensions R = 2 m and f = 3 m: 
а – paraboloid of revolution; b – the fourth order paraboloid of revolution; c – a surface of revolution “Soucoupoid”; 

d – a surface of rotation of a curve z = bexp(–a2x2) about an axis Oz; e – a surface of rotation of a curve z = –acosh(x/b) about an axis Oz; 
f – “fairing of cycloidal type” 
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The determination of stress-strain state of cho-
sen shells of revolution is the next stage of simplified 
selection of an optimal shell of revolution. 

2. Stress-strain state of shells of revolution 
with similar geometrical parameters 

Find the parameters of stress-strain state of the 
selected shells (figure 2) subjected to a constant uni-
form over the surface load q = 1000 N/m2 directed 
along the Oz axis. Let f = 3 m, R = 2 m, 0 ൑ β ൑ 2π, 
0 ൑ 𝑟 ൑ 𝑅 (figure 3). The shells have a thickness 
equal to 0.05 m and the radius of the top opening 
equal to 0.25 m. Taking into account that the shells 
have the top opening, we can determine that the 
heights f of the shells will change slightly (figure 3). 

If shells of revolution are subjected to axisym-
metric loading, then the surface uniform load Y = 0, 
normal (membrane) forces Nr, Nβ, shearing forces Qr, 
bending moments Mr, Mβ, strains εr, εβ, κr, κβ, and 
displacements W = uz, ur are axisymmetric, i.e. they 
do not depend on an angle of longitude β and 

S = Qβ = Mrβ = 0,   uβ = εrβ = κrβ = 0. 

In figure 3 the results of calculation of the given 
shells of revolution by a finite difference energy method 
are presented. Let the shells have the hinged immovable 
supports along the round lower edges r = R but the edges 
of the upper openings are free. Assume the modulus 
of elasticity of the shell material E = 3.5∙104 MPa, 
Poisson’s ratio ν = 0.17. The special computer program 
was written by V.N. Ivanov for a finite difference 
energy method of calculation. 

A finite difference energy method and a finite 
element method (FEM) are based on the Lagrange’s 
principle. A principle of minimum of the total strain 
energy was assumed by Lagrange as a basis. In FEM, 
a shell is divided into the finite elements and dis-
placements are approximated by the shape functions. 
In finite difference energy method, a difference lat-
tice is marked on a shell structure and the derivatives 
in the total strain energy functional are substituted 
for difference relations. The functional of total strain 
energy becomes a function of node displacements. Having 
minimized this functional, one can derive a system of 
algebraic equations and after that the displacements in 
the nodes of the difference lattice. For the determina-
tion of strains and internal forces in the lattice nodes, 
difference derivatives are used again. In a program 
complex of a finite difference energy method worked 
out in the RUDN University, a library of curves and 
surfaces is used for the determination of geometrical 
characteristics of thin-walled shell. It gives the pos-

sibility to take into account a real geometry of thin-
walled shells in a process of analysis of their stress-
strain state. 

A finite difference energy method demands the 
obligatory accurate satisfaction of kinematical bounda-
ry conditions only. 

The total strain energy expression can be given by 

F = U – T, 

where U is internal work, T is external work, 

( )

( )

1 1 2 2 12

1 1 2 2 12

1 2 Ω
2
1   2 Ω,
2

U N N S d

M M H d





  
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= + + +

+ + +
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( )1 2 ,
V

z

T Xu Yv Z w dV

q u q u q w d




= + + +

+ + +

∫∫
∫∫

 

where Ω is an area of the middle surface of a shell; 
dΩ = A1A2drdβ; A1, A2 is the coefficients of the first 
fundamental form of the surface; X, Y, Z are volume 
external forces; q1, q2, qz are external surface loads; 
u, v, w are displacements in the direction of curvilin-
ear coordinate r and β, and in the direction of the 
normal z; V is a volume of the body.  

In our case, X = Y = Z = 0. 
The geometrical and physical equations of a shell 

theory in the principal curvatures are well known and 
can be taken in [1]. 

Compile a table (see table) of maximum values 
of displacements ur = u, uz = w, bending moments 
Mr, Mβ and normal stresses σMr, σMβ coming into ex-
istence from these moments, and normal (membrane) 
forces Nr, Nβ and normal stresses σr, σβ coming into 
existence from these forces. 

It is obvious that almost all calculated parameters 
of stress-strain state of shells in the form of parabo-
loid of revolution and in the form of surface of rota-
tion of a curve z = –acosh(x/b) about an axis Oz are 
nearly equal and they assume minimal values in com-
parison with other shapes of the shells with the same 
geometrical parameters. This can be by the final 
stage of selection of an optimal shell of revolution. 

After the determination of the stress-strain state 
of chosen shells of revolution and selection of the shell 
with minimal normal stresses in comparison with other 
shapes of the shells with the same geometrical para- 
meters, it would be useful to get to know about appli- 
cation and researches of the selected domes described 
in other published works. This can have an influence 
on final decision. 
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Figure 3. Orthographic representation of displacements and internal force factors of the shells of revolution 
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Figure 3. Orthographic representation of displacements and internal force factors of the shells of revolution (continuation) 
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Table 

The comparison of maximum results obtained by the calculation with the help of a variational-difference energy method 

Figure 3 ur = u,  
mm 

uz = w, 
mm 

Nr, 
KN/m 

σr, 
KPa 

Nβ, 
KN/m 

σβ, 
KPa 

Mr, 
KN∙m/m 

σМr, 
KPa 

Mβ, 
KN∙m/m 

σМβ, 
KPa 

а 0.019 0.025 –2.37 –47.4 –0.66 –13.2 0.363 0.87 0.096 0.23 
b 0.024 0.111 –2.77 –55.4 –3.43 –68.6 8.01 1.92 23.0 55.2 
c 0.035 0.049 –4.92 –98.4 –3.64 –72.8 –54 –129.6 10.8 25.92 
d 0.039 0.058 –2.64 –52.8 –3.90 –78 34.22 82.13 7.54 18.1 
e 0.019 0.027 –2.41 –48.2 –0.77 –15.4 0.24 0.58 0.104 0.25 
f 0.021 0.033 –2.6 –52 –1.08 –21.6 20.76 49.8 3.2 7.68 

 
3. Recommendations for the application of  
six types of the selected domes of revolution  

in construction and machine-building 
In this paper, six types of the shells of revolution 

are submitted for consideration and only paraboloids 
of revolution obtained a widespread recognition [14]. 
A surface “fairing of cycloidal type” which found 
application in machine-building, in particular, in air-
craft industry [13] is known much less. Z.V. Belya- 
eva [15] offers to use catenary line z = –acosh(r/a) as 
a generatrix curve of the surface of revolution (1) with 
an Oz axis. She noted that it is not possible to connect  
a rise and a diameter of the dome in explicit form and 
that is why it is necessary to introduce the additional 
parameter b into a formula (2). Firstly, Antonio Gaudi 
used catenary line in his projects, in particular, for 
the design of the form of the church dome [16]. 

The rest of the surfaces of revolution (figure 1, 
b, c, d) are known to mathematicians only [17]. 
For example, geometrical modeling being one of direc-
tion of mathematical modeling is used for solution of 
complex problems of design of different objects and 
processes by the descriptive geometry methods. 
In a work [18], the 4th order paraboloid of revolution 
is employed for these aims (figure 1, b). 

4. Results and discussions 

In this paper, parametrical equations of the middle 
surfaces of shells of revolution containing two con-
stant geometrical parameters f and R are presented. 
So, designers can realize six shapes for one object 
and can choose the most attractive shape for their 
object (figure 1). 

The domes on round plan, shown in figure 1, c, d, 
the upper part of the middle surface of which is the sur-
face of positive Gaussian curvature (K > 0) but the lower 
part is the surface of negative Gaussian curvature (K < 0), 
are studied in this paper for the first time. 

The behavior of the shell in the shape of the fourth 
order paraboloid of revolution (figure 3, b) under loading 
can be explained by a low stiffness of its middle sur-
face [19]. The upper part of this shell is very similar to 
a plate rested upon an elastic support of large rigidity 

and that is why we have significant bending moment 
Mr quite far from the upper edge of the shell. 

The emergence of circular tensile normal forces 
Nβ near the lower support in the shell “fairing of cy-
cloidal type” compels to use designed reinforcement 
in reinforced concrete shells. 

If to change geometrical parameters f, R, h in pro-
portion to each other, then the character of the diagrams 
shown in figure 3 will not change. Hence, conclusions 
and recommendations remain valid. 

 

 
 

Figure 4. The paraboloid of revolution  
(the normal stresses σr and the normal forces Nr) 

 

 
 

Figure 5. The shell in the shape of a surface of rotation of 
a curve z = –ach(x/b) about an axis Oz 

(the normal stresses σr and the normal forces Nr) 
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Designers can use the results of static strength 
analysis of six types of the shells of revolution in 
question, given in this paper, and can choose the 
suitable shape for their objects with point of view of 
a shell stress-state state. The normal stresses σr and 
normal forces Nr for two types of the shells is shown 
in figures 4 and 5. 

It should be noted that comparison of results of 
strength analyses of six domes showed that a parabo-
loid of revolution (figure 1, a) and a dome with a middle 
surface in the form of the surface of revolution of the 
z = –acosh(x/b) curve about the Oz axis (figure 1, e) 
have the better indices of the stress-strain state. These 
domes work almost in the momentless state and it is 
very well for thin-walled shell structures. 

For control of the obtained results of calculation, 
test analyses of the shells, presented in figure 1, a, e, 
were fulfilled with the help of the standard computer 
program SCAD that uses a FEM. Practically identical 
results were derived. For instance, the orthographic re- 
presentation of normal stresses σr and normal forces Nr 
for two types of the shells is shown in figures 4 and 5. 

The additional information on other twelve shapes 
of domes of revolution is given in the papers [7; 8]. 
Influence of the geometrical researches of surfaces 
of revolution on design of unique structures was stu- 
died in a paper [20]. 

Conclusion 

A great quantity of published works was devoted 
to geometrical modeling of surfaces of revolution, 
to determination of stress-strain state of shells of revo-
lution subjected to static and dynamic loads, to inves-
tigation of buckling problems but in spite of it, in re-
cent years, these shells attract attention of geometri-
cians [15], architects [21], civil engineers [22], and ma- 
chine builder [23]. 

Designers continue to search for optimal forms of 
meridians for given load using both the membrane theo-
ry [21] and the moment shell theory of the analysis [24]. 
They search for a meridian shape that secures the constant 
meridional and circular normal forces in the shell [22]. 
Domes on round, elliptical, oval, and rectangular 
plans are studied. In general, numerical methods are 
used for the determination of stress-strain state of the 
shells. For instance, in a paper [25], a finite element 
analysis is applied for the examination of a shell in 
the form of paraboloid of revolution. 

The famous architect and engineer E. Torroja has 
told that the best erection is such one the reliability 
of which is ensured, mainly, by its shape but not at 
the expense of strength of its material [12]. Agreeing 
with this conclusion, the authors go on with the search 
of the most optimal shape of a shell of revolution the 

middle surface of which should be given by analytical 
formulae, because form finding and optimization pre-
sents contemporary design methods for shell and grid-
shell structures [26]. The simplified method of selec-
tion of optimal dome can be called “minimum normal 
stresses in shells of revolution with the same overall 
dimensions, boundary conditions, and external load”. 

It should be repeated that under results of this new 
research the shape of a paraboloid of revolution (figu- 
re 1, a) and a dome with a middle surface in the form 
of the surface of revolution of the z = –acosh(x/b) 
curve about the Oz axis (figure 1, e) have the most 
optimal shape from six selected domes with the given 
geometrical parameters which subjected to axisymmet-
ric uniformly distributed constant surface load acting 
in the direction of an axis of rotation of the meridians. 
These two types of meridians have the rather like form. 
Probably, these meridians are the most rational curves 
with rational distribution of curvatures. 

The obtained results of calculations show the con-
flicting properties of shells of alternating total curva-
ture (figure 1, c, d). Being geometrically invariable struc- 
tures, they show features peculiar to geometrically varia-
ble shells [27], i.e. they have low rigidity (a small 
flexible stiffness) and heightened part of factors of 
bending (figure 3, c, d; the curves of Mr). A moment-
less shell theory is unacceptable for such shells. 

Another approach was used in a work [28] where 
a dome is analyzed for different external loads and for 
different supports. As a result, optimal type of load-
ing of a considered dome is chosen. 
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 Методы. Рассматривается оптимизационная задача в проектировании осе-
симметричной оболочки, подверженной действию внешней нагрузки. Обычно 
решение этой проблемы заключается в нахождении формы меридиана и в 
распределении толщины оболочки вдоль меридиана. В статье исследуется 
более узкая задача, которая заключается в выборе формы оболочки враще-
ния из нескольких известных подклассов, срединные поверхности которых 
могут быть заданы параметрическими уравнениями. Приводятся результа-
ты статических расчетов куполов различной гауссовой кривизны с одина-
ковыми габаритными размерами на осесимметричную поверхностную рас-
пределенную нагрузку типа собственного веса. Используется вариационно-
разностный метод. Результаты. Сравнительный анализ результатов рас-
чета шести куполов показал, что с точки зрения напряженно-деформированного 
состояния лучшие результаты у параболоида вращения и у оболочки вра-
щения кривой z = –ach(x/b) вокруг оси Oz. Эти оболочки работают почти в 
безмоментном состоянии, к чему стремятся проектировщики тонкостенных 
оболочечных структур. Предложенный критерий оптимальности предлага-
ется назвать «минимальные нормальные напряжения в оболочках вращения 
с одинаковыми базовыми размерами, граничными условиями и внешними 
нагрузками». 

Ключевые слова: купол; оболочка вращения; параболоид вращения; пара-
болоид вращения четвертого порядка; цепная линия; вариационно-разностный 
метод расчета; линейная теория оболочек; геометрическое моделирование; 
оптимальное проектирование 
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 Аннотация 
В статье рассматривается автоматизированное образование кинемати-

ческим методом поверхностей полуправильных многогранников Архимеда 
трех форм: усеченного тетраэдра, усеченного октаэдра и усеченного икоса-
эдра. Для решения поставленной задачи использовались AutoCAD и встро-
енный в него язык программирования AutoLISP. Каждый из указанных трех 
полуправильных многогранников Архимеда имеет грани двух видов. В связи с 
этим поверхность отдельного многогранника рассматривается состоящей из 
двух конструктивных форм. Каждая конструктивная форма образуется в среде 
AutoCAD из отсеков поверхностей граней многогранника одного вида, причем 
каждый отсек закрепляется за определенным слоем чертежа. Образование кон-
структивных форм обеспечивают пользовательские функции, разработанные 
на функциональном языке программирования AutoLISP. Пользовательские 
функции не только формируют образы поверхностей, но и выполняют все 
необходимые расчеты. Электронная модель каждого многогранника фор-
мируется объединением его конструктивных форм. Из нее создается блок. 
Образование поверхности каждого многогранника выполняют пользователь-
ские функции, обеспечивающие «замораживание» слоев чертежа, предназна-
ченных для отсеков поверхности, вставку блока с электронной моделью много-
гранника и последовательное «размораживание» слоев чертежа. Когда про-
исходит «размораживание» слоев чертежа, процесс образования многогранника 
демонстрируется на экране монитора. Результатом проведенного исследо-
вания стало создание программного обеспечения, включающего пользова-
тельские функции для формирования электронной модели выбранных мно-
гогранников и визуализации процесса образования их поверхностей в ди-
намическом режиме. 
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Введение 1 
Интерес к многогранникам не пропадает с мо-

мента их описания древнегреческим ученым Пла-
тоном (427–347 г. до н. э.) [1–3]. Полуправильные 
многогранники открыты Архимедом (287–212 г. 
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до н. э.). Их всего тринадцать. В честь великого уче- 
ного их называют телами Архимеда. Пять Архиме-
довых тел можно получить усечением вершин пяти 
Платоновых тел, при этом грани Платоновых тел 
преобразуются в правильные многоугольники дру-
гой формы. Так образованы следующие тела Ар-
химеда: усеченный тетраэдр, усеченный октаэдр, 
усеченный куб, усеченный додекаэдр и усеченный 
икосаэдр. Эти многогранники выпуклые, многогран- 
ные углы у них равны, а их грани – правильные мно-
гоугольники двух типов. Два тела Архимеда – кубо- 
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октаэдр и икосододекаэдр – получают пересече-
нием двух тел Платона. При усечении этой пары 
многогранников образуются ромбокубооктаэдр и 
ромбоикосододекаэдр. Остальные тела Архимеда 
образуются дальнейшим преобразованием полу-
ченных тел [4; 5]. 

С древних времен известны применение золо-
той пропорции для построения правильных мно-
гогранников и создание с их использованием зна-
менитых художественных произведений [6; 7]. 

В настоящее время использование Архимедо-
вых тел в архитектуре позволяет создавать ориги-
нальные здания в стиле постмодернизма. К ним в 
первую очередь можно отнести Национальную биб- 
лиотеку Республики Беларусь. Форма этого здания – 
ромбокубооктаэдр. Другой пример – здание Между-
народного экономического комитета в Киеве, в кото- 
ром купол конференц-зала – икосододекаэдр [8–10]. 

Вопросам визуализации научных данных (архи-
тектурных, инженерных, геологических и др.) в трех- 
мерном пространстве посредством использования 
различных видов программного обеспечения по-
священы работы [11–17]. Использование системы 
AutoCAD и языка AutoLISP для образования раз-
личных поверхностей освещено в работах [18–25]. 
Визуализация образования поверхностей тел Плато-
на кинематическим способом в динамическом режи- 
ме в системе AutoCAD рассмотрена в работе [26]. 

В данной работе изучается возможность обра-
зования поверхностей полуправильных многогран-
ников Архимеда в системе AutoCAD и визуали-
зации процесса их формирования с использовани-
ем программного обеспечения на языке AutoLISP. 

Поскольку рассматриваемые многогранники со- 
держат грани двух геометрических форм, для каж-
дого многогранника создаются пользовательские 
функции с целью образования двух конструктивных 
форм. Конструктивные формы образуются кине-
матическим способом, при этом в качестве направ-
ляющих линий используются ребра многогранни-
ков, а в качестве образующих – линии перемен-
ной длины, скользящие по ребрам многогранников. 
Поскольку образующие линии изменяются по длине, 
между ними образуются отсеки поверхности пе-
ременной длины. 

Алгоритм программного обеспечения для каж-
дого многогранника включает: 

– формирование конструктивной формы 1; 
– формирование конструктивной формы 2; 
– образование электронной модели многогран-

ника; 
– образование поверхности многогранника в 

динамическом режиме. 

1. Образование поверхности  
усеченного тетраэдра 

Усеченный тетраэдр изображен на рис. 1 в двух 
вариантах: непрозрачный и прозрачность 60 %. Его 
грани: 4 треугольника и 4 шестиугольника. Кон-
фигурация вершины: 3,6,6. 

 
 

 
 

Рис. 1. Усеченный тетраэдр 
[Figure 1. Truncated tetrahedron] 

 
 

Образование каркаса усеченного тетраэдра вы-
полняется обрезкой каркасных линий тетраэдра на 
1/3 их длины с обоих концов. На рис. 2 изображе-
ны каркасные линии тетраэдра 𝑃𝐴, 𝑃𝐵, 𝑃𝐶, 𝐴𝐵,
𝐵𝐶, 𝐴𝐶. Результат обрезки – каркас усеченного 
тетраэдра (рис. 2). 

Образование набора отеков поверхности шести- 
угольников выполняется в ячейке каркаса усеченно-
го тетраэдра, в плоскости которой установлена 
система координат 𝑥ଵ𝑂ଵ 𝑦ଵ посредством переноса 
системы координат 𝑥𝑂𝑦 в точку 𝑂ଵ и поворотом 
на угол ሺ180 െ ϑሻ вокруг ребра 𝐴𝐵 (рис. 2). 

 
 

 
 

Рис. 2. Схема к расчету положения треугольной ячейки 
[Figure 2. Scheme to calculate the position of a triangular cell] 
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Образование отеков новой треугольной поверх-
ности выполняется в ячейке 𝑀𝐾𝑁 каркаса усечен-
ного тетраэдра. Система координат 𝑥ଶ𝑂ଶ𝑦ଶ уста-
навливается в плоскости треугольной ячейки 𝑀𝐾𝑁 
переносом системы координат 𝑥𝑂𝑦 в точку 𝑂ଶ и 
поворотом на угол (180 െ 𝛾) вокруг ребра 𝑀𝑁. На- 
правляющими являются отрезки KM и KN (рис. 2). 

Углы ϑ и ψ принадлежат тетраэдру. Угол γ 
вычисляется, при этом принимается во внимание, 
что 𝐶𝑀 ൌ 𝐶𝑁 ൌ 𝐶𝐾 ൌ MN. Тогда для определе-
ния угла γ имеем следующие соотношения: 

𝐶𝑂ଶ = 𝐾𝑂ଶ ൌ 𝐶𝑁 ∗ cos 30°,  
𝐶𝐸 ൌ 𝐶𝐾 ∗ cos ψ,  𝐾𝐸 ൌ 𝐶𝐾 ∗ sin ψ, 

γ ൌ 𝑎 tan
௄ா

஼ைమି஼ா
 . 

Конструктивная форма 1 – набор отсеков по-
верхности четырех шестиугольников. Данная фор-
ма имеет треугольные отверстия (рис. 3). 

Конструктивная форма 2 – набор отсеков по-
верхности четырех треугольников (рис. 4). 

 

 
 

Рис. 3. Конструктивная форма 1 
[Figure 3. Constructive form 1] 

 

 
 

Рис. 4. Конструктивная форма 2 
[Figure 4. Constructive form 2] 

 

 
 

Рис. 5. Образование поверхности усеченного тетраэдра 
[Figure 5. Formation of a truncated tetrahedron surface] 

Объединением конструктивных форм образует-
ся электронная модель усеченного тетраэдра, ко-
торая используется для образования его поверхно-
сти в динамическом режиме (рис. 5). 

2. Образование поверхности  
усеченного октаэдра 

Усеченный октаэдр представлен на рис. 6 в двух 
вариантах: непрозрачный и прозрачность 60 %. 
Имеет 6 квадратов и 8 шестиугольников. Конфи-
гурация вершины: 4,6,6. 

 

 
 

Рис. 6. Усеченный октаэдр 
[Figure  6. Truncated octahedron] 

 
Образование каркаса усеченного октаэдра вы-

полняется обрезкой каркасных линий октаэдра на 
1/3 их длины с обоих концов. Каркас усеченного 
октаэдра изображен на рис. 7. 

 

 
 

Рис. 7. Формирование отсеков поверхностей граней двух типов 
[Figure 7. Formation of compartments of surfaces of  

faces of two types] 
 
Формирование набора отеков поверхности ше-

стиугольников выполняется в ячейке 𝐴𝐵𝐶𝐷𝐸 кар-
каса усеченного тетраэдра, в которой установлена 
система координат 𝑥ଵ𝑂ଵ 𝑦ଵ. Направляющими при-
няты стороны ячейки 𝐴𝐺, 𝐸𝐺 с левой стороны и 
𝐵𝐶, 𝐷𝐶 с правой стороны. 
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Образование отеков поверхности квадрата вы-
полняется в ячейке 𝐵𝐶𝐾𝑂ଶ каркаса. В плоскости 
ячейки установлена система координат 𝑥ଶ𝑂ଶ𝑦ଶ по-
средством переноса системы координат 𝑥𝑂𝑦 в точку 
𝑂ଶ и поворотом на угол 90° вокруг осей x и y. В каче-
стве направляющих приняты стороны ячейки 𝐵𝑂ଶ,
𝐵𝐶 с одной стороны и 𝐾𝑂ଶ, 𝐾𝐶 с другой стороны. 

Поскольку образование поверхности выполня-
ется функцией Loft и ее опцией «по сечениям», не- 
обходимо обеспечить вывод на экран сечений квад- 
ратов и шестиугольников одного уровня одновре-
менно. Это условие выполняется, если шаг фор-
мирования отсеков поверхностей шестиугольника 
и квадрата по смежному ребру одинаков: 

ௗ௬ଵ

ୡ୭ୱ஠
଺ൗ

ൌ
ௗ௬ଶ

ୡ୭ୱ஠
ସൗ
,  

где 𝑑𝑦1 – шаг формирования отсеков поверхности 
шестиугольника; 𝑑𝑦2 – шаг формирования отсе-
ков поверхности квадрата. 

Величина 𝑑𝑦1 задается, а величина 𝑑𝑦2 вы-
числяется: 

𝑑𝑦2 ൌ
ௗ௬ଵ∗ୡ୭ୱ஠

ସൗ

ୡ୭ୱ஠
଺ൗ

 . 

Конструктивная форма 1 – набор отсеков по-
верхности восьми шестиугольников. Эта форма 
имеет квадратные отверстия (рис. 8). 

Конструктивная форма 2 – набор отсеков по-
верхности шести квадратов (рис. 9). 

 

 
 

Рис. 8. Конструктивная форма 1 
[Figure 8. Constructive form 1] 

 
 

 
 

Рис. 9. Конструктивная форма 2 
[Figure 9. Constructive form 2] 

 
 

Рис. 10. Образование поверхности усеченного октаэдра 
[Figure 10. Formation of a truncated octahedron surface] 

 
Объединением конструктивных форм образу-

ется электронная модель усеченного октаэдра. Она 
используется для образования поверхности усечен-
ного октаэдра в динамическом режиме (рис. 10). 

3. Образование поверхности  
усеченного икосаэдра 

Усеченный икосаэдр – полуправильный мно-
гогранник, имеющий 12 граней в форме правиль-
ного пятиугольника и 20 граней в форме правиль-
ного шестиугольника (рис. 11). В каждой из вер-
шин сходятся 2 шестиугольника и пятиугольник. 
Конфигурация вершины: 5,6,6. 

 

 
 

Рис. 11. Усеченный икосаэдр 
[Figure 11. Truncate icosahedron] 

 
Усеченный икосаэдр можно получить, срезав 

вершины у икосаэдра или углы у всех треуголь-
ников икосаэдра. 

Для образования усеченного икосаэдра кине- 
матическим способом строится его каркас усечени- 
ем каркасных линий икосаэдра на 1/3 длины тре-
угольников с обеих сторон. 

 

 
 

Рис. 12. Вид спереди 
[Figure 12. Front view] 
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Образование отсеков пятиугольной и шести-
угольной форм выполняется раздельно. Выделя-
ются четыре ряда отсеков шестиугольной формы, 
два ряда отсеков пятиугольной формы и два осно-
вания пятиугольной формы (рис. 12). Формирова-
ние идет по рядам. 

4. Формирование отсеков  
поверхности шестиугольников 

Основным аргументом в организации процесса 
формирования отсеков является положение ячей-
ки каркаса – угол между ней и осями координат. 
Поскольку в программном обеспечении AutoCAD 
систему координат можно перемещать и вращать, 
имеется возможность установки ее в плоскостях 
ячеек каркаса в нужном положении. 

Для образования отсеков в ячейке первого ряда 
необходимо повернуть систему координат 𝑥𝑂𝑦𝑧 
вокруг оси 𝑧 на угол 36°, затем перенести ее в 
точку 𝑂ଵ и повернуть на угол τ  между осью 𝑦ଵ 
шестиугольника и осью 𝑦. Этот угол известен из 
конструкции икосаэдра, в программе он вычис-
ляется. 

Отсеки формируются функцией Loft между 
образующими 𝑞ଵ и 𝑞ଶ, скользящими по направ-
ляющим – сторонам шестиугольной каркасной 
ячейки. Отсек поверхности первого ряда показан 
на рис. 13. 

 

 
 

Рис. 13. Усеченный треугольник и отсек поверхности в нем 
[Figure 13. The truncated triangle and the surface compartment in it] 

 
При установке системы координат в плоско-

сти шестиугольника второго ряда (рис. 14) система 
координат 𝑥𝑂𝑦𝑧 поворачивается вокруг оси 𝑧 на 
36°, переносится в точку 𝐷 и поворачивается во-
круг оси 𝑥ଶ на угол τ. 

Угол τ равен:  

τ ൌ 90° ൅ δ,   δ ൌ 𝑟 ∗ ሺ1 െ cos 36ሻ ℎଷ⁄ ,  

где 𝑟 – радиус окружности, описанной вокруг пяти-
угольника; ℎଷ – высота усеченного икосаэдра. 

 
 

Рис. 14. Система координат 2-го ряда 
[Figure 14. 2nd row coordinate system] 

 

 
 

Рис. 15. Конструктивная форма 1 
[Figure 15. Constructive form 1] 

 
В рядах три и четыре алгоритм переноса систе-

мы координат на плоскости шестиугольных ячеек 
аналогичен. 

Отсеки шестиугольников составляют конструк-
тивную форму 1 (рис. 15). 

5. Формирование отсеков  
поверхности пятиугольников 

Пятиугольные ячейки боковой поверхности 
усеченного икосаэдра расположены в два ряда. 
На рис. 16 показана одна ячейка верхнего ряда. 

Угол наклона ребра икосаэдра с осью 𝑦 – φ. 
Угол между плоскостью пятиугольника и осью 𝑦 – 𝜏. 

Для выполнения образования отсеков поверхно-
сти пятиугольника необходимо преобразовать на- 
чальную систему координат 𝑥𝑂𝑦𝑧 в систему 𝑥଺𝑁𝑦଺, 
расположенную в плоскости пятиугольной ячей-
ки 𝐴𝐵𝐶𝐷𝐸, выполнив следующие операции: 

– перенос системы 𝑥𝑂𝑦𝑧 в точку 𝑀; 
– поворот системы 𝑥𝑂𝑦𝑧 вокруг диагонали 𝐴𝐶 

на угол φ; 
– перенос системы 𝑥𝑂𝑦𝑧 в точку 𝑁. 
По построению имеем: 
𝐴𝐵 ൌ 𝐵𝐶 ൌ 𝐴𝑄 ൌ 𝐶𝑄 ൌ 𝐴𝐸 ൌ 𝐸𝐷 ൌ 𝐷𝐶 ൌ 𝑎. 
Треугольник 𝐴𝐵𝐶 равен треугольнику 𝐴𝑄𝐶 → 

𝑄𝑀 ൌ 𝐵𝑀. 
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Треугольник 𝐵𝑄𝑀 – равнобедренный, 𝐾𝑀 – 
высота → 𝐵𝐾 ൌ 𝑄𝐾. 

Угол φ определяется из следующих соотно-
шений: 

𝐵𝑀 ൌ 𝑄𝑀 ൌ 𝑎 ∗ sin 36, 

𝐾𝑀 ൌ √𝐵𝑀ଶ െ 𝐵𝐾ଶ,   τ ൌ 2 ∗ φ. 

 
 

Рис. 16. Определение угла τ между осями 𝑦 и 𝑦଺ 
[Figure 16. Determination of the angle τ between the 𝑦 and  𝑦଺ axes] 

 
Формирование отсеков поверхности происхо-

дит в ячейке каркаса 𝐴𝐵𝐶𝐷𝐸 между двумя образу-
ющими, движущимися сначала по направляющим 
𝐴𝐸 и 𝐷𝐶, а затем по направляющим 𝐴𝐵 и 𝐶𝐵. 

Поскольку усеченный икосаэдр имеет грани 
пятиугольной и шестиугольной форм, при этом пяти-
угольные грани со всех сторон соприкасаются с ше-
стиугольными гранями, в некоторые горизонтальные 
сечения попадают два отсека: один пятиугольной 
формы, а другой – шестиугольной. 

Пятиугольник имеет две области: треугольной 
и трапецеидальной формы. Для построения отсе-
ков поверхности необходимо определить и шаг 𝑑𝑦𝑝1 
для треугольной формы, и шаг 𝑑𝑦𝑝2 для трапе-
цеидальной. Шаг 𝑑𝑦𝑠  для шестиугольника зада-
ется. Для определения неизвестных величин 𝑑𝑦𝑝1 и 
𝑑𝑦𝑝2 используются чертежи (рис. 17 и 18): 

𝑑𝑦𝑝1 ൌ 𝑑𝑦𝑠 ∗ sin 36 sin 60⁄ , 

𝑑𝑦𝑝2 ൌ 𝑑𝑦𝑠 ∗ sin 72 sin 60⁄ . 

Набор отсеков поверхности пятиугольников 
верхнего ряда создается функцией Array языка 
AutoLISP. Алгоритм для образования набора отсе-
ков пятиугольников нижнего ряда подобен приве-
денному алгоритму для верхнего ряда. 

 
 

Рис. 17. Определение шага 𝑑𝑦𝑝1 
[Figure 17. Definition of  𝑑𝑦𝑝1 step] 

 

 
 

Рис. 18. Определение шага 𝑑𝑦𝑝2 
[Figure 18. Definition of 𝑑𝑦𝑝2 step] 

 
Наборы из отсеков пятиугольной формы со-

ставляют конструктивную форму 2 (рис. 19). 
 

 
 

Рис. 19. Конструктивная форма 2 
[Figure 19. Constructive form 2] 

 
Образование отсеков пятиугольников в осно-

ваниях каркаса усеченного икосаэдра выполняет-
ся так же, как и в основаниях додекаэдра – по тре-
угольникам, на которые разбиваются пятиугольни-
ки оснований [28; 29]. 
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Рис. 20. Образование усеченного икосаэдра 
[Figure 20. Formation of truncated icosahedron] 

 
Электронная модель усеченного икосаэдра по-

лучена объединением его конструктивных форм и 
отсеков оснований. Образование поверхности пред- 
ставлено на рис. 20. 

Заключение 
Результатом проведенной работы является со-

здание алгоритмов и программного обеспечения 
на языке AutoLISP для образования электронных 
моделей и формирования кинематическим спосо-
бом поверхностей следующих полуправильных 
многогранников Архимеда: 

– усеченного тетраэдра; 
– усеченного октаэдра; 
– усеченного икосаэдра. 
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 Abstract 
The paper examines the automated formation by the kinematic method of 

the surfaces of Archimedes' semi-regular polyhedra of three forms: truncated 
tetrahedron, truncated octahedron and truncated icosahedron. To solve this prob-
lem, AutoCAD and the built-in programming language AutoLISP were used. 
Each of these five semi-regular polyhedra of Archimedes has faces of two kinds. 
In this regard, the surface of a separate polyhedron is considered to consist of 
two structural forms. Each structural shape is formed in the AutoCAD environ-
ment from the compartments of the surfaces of the faces of the polyhedron of the 
same type, and each compartment is assigned to a specific layer of the drawing. 
The formation of constructive forms is provided by user-defined functions de-
veloped in the functional programming language AutoLISP. User-defined func-
tions not only form images of surfaces, but also perform all the necessary calcu-
lations. The electronic model of each polyhedron is formed by the union of its 
structural forms. A block is formed from it. The surface formation of each poly-
hedron performs user-defined functions that provide “freezing” of drawing layers 
intended for surface compartments, insertion of a block with an electronic model 
of the polyhedron, and sequential “defrosting” of drawing layers. When there is 
a “thawing" of the layers of the drawing, the process of forming a polyhedron is 
shown on the monitor screen. As a result of research software that includes user-
defined functions for the formation of an electronic model of selected polyhe-
drons and visualization of the process of formation of their surfaces in a dynamic 
mode was created. 

Keywords: semi-regular polyhedron; electronic model; design form; formation; 
truncated tetrahedron; truncated octahedron; truncated icosahedron 
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 Abstract 
Relevance. At present the application of numerical analyses to real problems of 

dam engineering has suffered at times from the gaps between the specialists of mathe-
matical modeling and dam engineers and managers. The first group usually includes in-
formation system specialists because they are able to develop the computer models to their 
full potential. The professionals belonging to the second group often prefer to revert to 
traditional methods of calculation and empirical methods based on their proven experi-
ence. The aim of the work – based on recommendations of International workshops 
seminars, organized by the ICOLD Committee on Computational Aspects of Dam Analy-
sis and Design, help dam engineers to interact with mathematical modeling specialists 
and to work with them without language barriers or gaps in knowledge. In this relation 
the assessment of reliability and applicability of numerical analyses of dams allows 
engineers to develop the optimal dam design. Methods. Assessment of the reliability of 
numerical methods of analyses of dam behavior was based on data of 10 International 
benchmark-workshop seminars, organized by the Committee in Italy (1991 and 1992), 
France (1994 and 2009), Spain (1996), USA (1999), Austria (2001), Romania (2003), 
China (2005), Russia (2007), in which specialists of these countries also took part. 

Keywords: reliability index; numerical models and analyses; static, seismic 
and hydraulic behavior of the dam 
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Introduction 1 
ICOLD Committee on Computational Aspects of 
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155 “Guidelines for use of numerical models in dam 
engineering” [1]. This Bulletin is a continuation of Bul-
letin 122 “Reliability and applicability of computation-
al procedures for dam engineering” [2], published in 
2001. 

Assessment of the reliability of numerical methods 
of analyses of dam behavior was based on data of 10 In- 
ternational benchmark-workshop seminars, organized by 
this Committee in Italy (1991, 1992), France (1994, 
2009), Spain (1996), USA (1999), Austria (2001), 
Romania (2003), China (2005), Russia (2007) [3], 
in which 5 authors and some other Committee mem-
bers took part [4–12]. 

Each seminar bore working character: specialists 
from many countries could check and compare their 
software programs of numerical analyses (mainly by 
finite element method) and models of materials in four 
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different themes of important aspects of static and seis-
mic behavior of dams (by two themes for embank-
ment and concrete dams). Results of many analyses 
were compared with the monitoring data of behavior 
of real dams. The same numerical model, used for 
the simulation of given aspects of dam behavior, can 
be relatively reliable for different periods of its ser-
vice: construction, initial filling of reservoir and op-
eration and for different types of dams. 

Reliability and applicability of  
modern numerical analyses of dams 

Numerical modeling of main aspects of behavior 
of concrete and embankment dams under action of 
static, seismic and hydrodynamic loads is analyzed. 
On the basis of 10 International seminars on numerical 
analysis for dams the assessment of computer programs 
of numerical analysis (by the finite elements method) 
concrete and embankment dams and recommenda-
tions for choice of mathematic models for their mate-
rials are given. The classification and recommenda-
tions are given for the choice of mathematic models of 
soils and concrete for the numerical analyses of the 
stress-strain state of embankment and concrete dams 
and their foundations. These recommendations are in- 
cluded in Bulletin 122 of the International Commis-
sion on Large Dams (ICOLD) “Reliability and ap-
plicability of computational procedures for dam en-
gineering “, prepared for dam professionals through-
out the world. 

In the following paragraph with reference to dam 
typology and to different periods of dam life, the capa-
bility of numerical modelling to analyze phenomena 
related to dam safety is shown. In fact, the same model 
used to analyze a definite phenomenon can be relia-
ble during the various periods of life of a dam (con-
struction, first fillings, operation) or for the various 
dam types. Four numerical indices (1, 2, 3, 4), defined 
Reliability Indices (RI), are adopted whose meaning is 
as follows: 

RI = 1 – the phenomena related to dam safety 
can be confidently analyzed by numerical models; 

RI = 2 – the phenomena related to dam safety 
can be analyzed by means of numerical models but: 

– with some limitations and/or difficulties (sim-
plifications in the computational hypotheses; 

– lack or difficulty to get fully reliable experimental 
data, relevant cost of the analyses, etc.); 

RI = 3 – the phenomena related to dam safety 
can be analyzed by means of numerical models, whose 
results can give only qualitative or comparative indi-
cations, e.g. because of the strong simplifications need-
ed, etc.; 

RI = 4 – the phenomena related to dam safety 
cannot be analyzed by means of numerical models. 

In general, only one index is used for each item 
phenomenon-dam life period. In some cases, more in-
dices are used if the reliability of numerical model-
ling is considered different for various dam types. 

In the following paragraph capital letters have 
been used in this way: C – Concrete; E – Embankment; 
S – Static; D – Dynamic; H – Hydraulic. 

For various dam types and their behavior aspects 
(CS, CD, CH, ES, ED) matrices are given [i, j], where 
i – number of the given aspect of dam behavior (in the 
order of its significance for dam safety) in the given 
its life period: j = 1 (construction), j = 2 (first filling 
of reservoir), j = 3 (operation). 

1. Concrete dams – static behavior 

1.1. Stress-strain state 

CS [1,1], RI = 2. Construction phase 
Numerical methods and procedures are available 

for simulation of the construction phases for all dam 
typologies. Difficulties arise from: 

a) complexity of the phenomena occurring during 
these phases, such as concrete setting, hardening and 
shrinkage (consequent stresses produce cracks and af-
fect the stress-strain-state); 

b) deformability of rock foundation, which is in-
fluenced by non-homogeneities of massive rock and 
by presence of potential sliding faults whose parame-
ters of mathematical model is a very difficult task; 

c) the prediction of temperature changes in early 
age concrete due to the heat of hydration. The influ-
ence of many variables, i.e. amount and type of cement 
used for the concrete mix, thickness of lifts, time inter-
val between lifts, different height of blocks, external 
temperature condition, should be more deeply known. 
Therefore, the early age volumetric changes and crack-
producing tendencies cannot be analyzed in a com-
pletely reliable way with available numerical models; 

d) lack of information about construction joints 
grouting. Contraction joints can be grouted for arch 
dams to form monolithic structure. In this case grout-
ing causes pre-loading condition, that is unknown. 

Reliable numerical analyses (i.e. software codes 
and adequate experimental-numerical validation resear- 
ches) of stress-strain state in the construction phases 
have been set up recently. 

In most cases the evaluation of the aspects men-
tioned under points a and c is still based on practical 
experience which however has shown to be not suf-
ficient to avoid the cracking problems. The monitoring 
practice of placing many thermometers and thermo-
extensometers in the concrete mass during casting has 
been in use for many decades; unfortunately, in most 
cases, the relevant measurement data (besides being 
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too local in the case of thermo-extensometers) are not 
complemented with the detailed additional information 
about construction history. 

CS [1,2], RI = 2. First filling of reservoir 
The approximation level of numerical simulation 

for the first filling is due to lack of information on 
permeability of rock foundation and concrete, which 
could affect foundation deformability parameters. 

Difficulties also arise from non-linear phenome-
na induced in the dam-foundation system by the pro-
gressive increase of the hydraulic loading (settlements, 
creep, joints displacements). In particular: 

a) consolidation, whose parameters are in general 
not completely known, should be taken into account 
to predict settlements during construction and causing 
stresses in dam and foundation; 

b) under applied loadings the rock continues to 
deform (creep). The deformation characteristics of foun- 
dations are significantly influenced by the density, 
orientation, width and contact condition of joints and 
cracks of loaded rock surfaces. All this quantity is 
generally not known in complete way; 

c) permeability of the foundation rock can affect 
significantly the stress-strain state, particularly in gravity 
dams. The permeability of the foundation including 
joints, fault zones and cavities is needed to determine 
pore pressures for analyses of stresses and stability. 
If foundation grouting, drainage or other treatments 
are involved, their effect on pore pressure distribution 
should be included. 

The above described features affecting the ap-
proximation level of the computations are taken into 
account in the design phase, on the basis of the expe-
rience and of qualitative evaluations, mainly in the de-
sign of the foundation treatments, in the definition of 
the first filling program and in the design of the moni-
toring network. Usually an extensive and careful moni-
toring is also carried out to check the dam and foun-
dation behavior in this delicate phase; many monito- 
ring instruments are installed for this purpose only, 
and are abandoned after the successful completion of 
the first filling phase. 

CS [1,3], RI = 1. Operation phase 
Numerical models can be considered completely 

reliable because the data obtained by means of the mo- 
nitoring of the dam can allow to establish good iden-
tification of dam-foundation-reservoir system. 

1.2. Local and global stability related to cracking state 
CS [2,1] = CS [2,2], RI = 3. Construction and first 

fillings phases 
The approximation level is due to the combination 

of what described in notes 1.1 together with the dif-
ficulties for a fair characterization of the crack for-
mation and propagation process. 

CS [2,3], RI = 2. Operation phase 
The numerical simulation of the dam behavior dur-

ing operation could be facilitated by the knowledge 
of the observed performances during the previous phases 
of its life, allowing to remove some of the uncertainties 
affecting the construction and the first filling phases. 
The main difficulties arise from inadequacy of numeri-
cal models and lack of experimental evidences. In par-
ticular: 

a) in analyzing concrete structures with realistic 
constitutive models, difficulties lie in the fact that unique- 
ness and stability of the solutions are guaranteed only 
below certain load levels. This means that the nume- 
rical algorithms should be very accurate otherwise nu-
merical errors may easily trigger potential instabilities 
leading to an underestimation of the failure loads; 

b) further difficulties are connected with fracture 
testing. The most important problem is the uncertainty 
of the reproducibility for the crack propagation pheno- 
menon varying the shape and/or the size of the cracked 
structure. It is still not completely clear how far it is 
possible to extrapolate the laboratory results to the struc-
ture of large sizes and complex shapes. Consequent-
ly, the available mathematical models have not been 
sufficiently validated. 

Significant cracks are usually checked in the sur-
veillance. In addition to periodic visual inspections, 
instruments are installed to monitor the crack opening 
displacement of the main cracks. The direct monitoring 
of crack is necessary, because often crack propagation 
has little influence on measured integral quantities (crest 
displacements), unless cracking has not reached very 
significant extension. 

1.3. Sliding and overturning 

CS [3,1] = CS [3,2] = CS [3,3], RI = 1. Construc-
tion, first fillings and operation phases 

In spite of the simplicity of the methods usually 
adopted (limit equilibrium analyses with reference to 
rigid body formulation) they have been proved gene- 
rally reliable. Nowadays numerical methods can also 
be adopted; such methods are able to overcome the 
limitations of a rigid body formulation that cannot give 
any information about strains and displacements at 
a state close to failure. 

1.4. Instability of slopes or blocks 

CS [4,1] = CS [4,2] = CS [4,3], RI = 2. Construc-
tion, first fillings and operation phases 

In this case material properties and geotechnical 
data can be of difficult (or expensive) evaluation. 

1.5. Seepage 

CS [5,2] = CS [5,3], RI = 2. First fillings and 
operation phases 
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The approximation level is mainly due to the non-
homogeneity of the rock mass and to the difficulties in 
defining a computational scheme for a reliable evalua-
tion of the phenomenon. The difficulty to model the 
foundation treatments (grouting, drains, etc.) and the 
strong coupling between permeability and stress state 
in jointed rock mass can reduce the reliability of nu-
merical results. 

Anyway, even for dams on sound rock foundations, 
grout curtains and drainage systems are built as pre-
ventive measures apt to limit the seepage and relevant 
pore water pressures. The check of the proper function-
ing of drainage and water-tightness systems is usual-
ly included in the surveillance activities. The complexi-
ty of the analyses still remains mainly because of the 
difficulty to define material properties (permeability 
as a function of the stress-strain state). 

1.6. Ageing, alkali-aggregates reactions  
and similar phenomena 

CS [6,3], RI = 3. Operation phase 
For such phenomena, numerical analyses can be 

used only for qualitative evaluations, or to estimate 
the order of magnitude of some effects. For dams under 
design, the current knowledge allows to prevent the on-
set of such problems by means of proper choice and 
control of aggregates and cement type. 

For existing dams alkali-aggregate reactions and 
ageing of materials can be detected through in situ and 
laboratory tests. No direct numerical modelling of the phe- 
nomena are available. However the effects due to alkali-
aggregates reactions can be, for instance, evaluated by 
means of equivalent thermal analyses whereas the ageing 
can be simulated assuming a suitable progressive varia-
tion of physical-mechanical parameters (stiffness, perme- 
ability, etc.); also the effects of remedial measures, such 
as diamond wire cutting, can be evaluated by means 
of suitable numerical models. 

2. Concrete dams – dynamic behavior 
2.1. Stress-strain state 

CD [1,1] = CD [1,2] = CD [1,3], RI = 2. Construc-
tion, first fillings and operation phases 

The modelling of the dynamic loads introduces 
additional approximations compared to static analysis. 
In fact, for dynamic analysis some aspects need to be 
better highlighted. In particular: 

a) the effect on strength and elastic properties of 
materials under dynamic loads, which alternate between 
tension and compression, have not been fully investi- 
gated. The elastic modulus of concrete, as well as the yield 
limit, varies with the rate of application of loads 
(e.g., the instantaneous modulus of elasticity and the 
strength of concrete can be more than 1.5 times the 
static modulus); 

b) in concrete, stress-strain relationship exhibits 
a softening behavior when the tensile strength is ex-
ceeded. The capability of concrete to dissipate addi-
tional energy before complete failure may play an im- 
portant role with regard to seismic action where the dam 
structure has to absorb energy arising from ground 
motion. Appropriate models of these aspects have not 
yet completely been attained; 

c) In the mathematical reproduction of dynamic 
behavior of dams a difficulty is originated by the need 
of a suitable modelling of the energy dissipation me- 
chanism through dam-rock-reservoir system; 

d) the incidence of floating debris on structural 
stability during floods and the ice-structure interac-
tion (pseudo-static thrust and dynamic impact) have 
to be also taken into account in particular situations. 
Consequently, the approximation index 2 has been as- 
signed to the dynamic analyses independently from 
the phase of life of the dam. However, for dams in 
operation, when data related to the seismic behavior are 
available (e.g. when a seismic monitoring system is 
installed on the structure or when forced vibration tests 
have been carried out), a Reliability Index RI = 1 could 
be assumed. 

2.2. Local and global stability related to cracking state 

CD[2,1] = CD[2,2] = CD [2,3],  RI = 3. Construc-
tion, first fillings and operation phases 

Experiments under simulated seismic action should 
be performed to investigate fracture properties under 
dynamic loadings. The literature indicates that both ten-
sile and compressive strength of concrete increases with 
increased strain rate; but tensile strength is more rate 
sensitive. The safety assessment of concrete dams when 
subjected to earthquakes strongly depends on the tensile 
and cracking behavior of the material. The assump-
tions regarding the incidence of water-crack interac-
tion on the transient evolution of uplift pressures acting 
in cracks during earthquakes, that vary widely among 
dam safety guidelines (from zero, to the full reservoir 
crack mouth pressure), still remain an open problem 
even for static behavior. See, also, for applicable part, 
note relevant to 2.1. 

2.3. Sliding and overturning 

CD [3,1] = CD [3,2] = CD [3,3], RI = 2. Construc-
tion, first fillings and operation phases 

See also for applicable part notes relevant to 1.3 
and 2.1. 

2.4. Instability of slopes or blocks 

CD [4,1] = CD [4,2] = CD [4,3], RI = 3. Construc-
tion, first fillings and operation phases 

See for applicable part notes relevant to 1.4 and 
2.1. 
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3. Concrete dams – hydraulic behavior 

3.1. Cavitation 

CH [1,1] = CH [1,2] = CH [1,3], RI = 2. Construc-
tion, first fillings and operation phases 

Numerical models for simulation of free surface 
flow over spillways are currently available. They can 
give sufficient information about pressures distribu-
tion on dam downstream face. Some limitations occur 
in presence of pressure pulsations due to development 
of turbulent boundary layer. In this case more advanced 
numerical models should be used. Small physical mo- 
dels are used for the problem. 

3.2. Erosion 

CH [2,1] = CH [2,2] = CH [2,3], RI = 3. Construc-
tion, first fillings and operation phases 

With reference to analysis of flow velocities on dam 
face and to solid material content (incidence of floating 
debris on hydraulic response of dams and spillways) 
numerical models can supply useful information. For 
assessment of erosion it is necessary to resort to cor-
relations with experimental data. 

3.3. Dislocation of paving slabs of spillways 

CH [3,2] = CH [3,3], RI = 4. First fillings and ope- 
ration phases 

Presently such phenomena, due to pressures pul-
sation when the spillway is in operation, can not be 
modeled mathematically, but reduced scale physical 
models can be used. 

3.4. Extreme flood 

CH [4,1] = CH [4,2] = CH [4,3], RI = 1. Construc-
tion, first fillings and operation phases 

The evaluation of extreme floods is a classical prob-
lem in hydrology and several methods are currently 
applied which can vary from country to country because 
of the different traditions and type of data available. 
It can be said that the methods are generally simple 
to apply and the accuracy of results mainly depends 
on the availability and reliability of long sets of his-
torical data on past extreme events. At any rate this 
is a topic of interest of the Committee on Dams and 
Floods. Once the extreme flood has been evaluated, 
the numerical simulation of discharge is considered 
fully reliable (RI = 1). 

3.5. Downstream heel erosion 

CH [5,2] = CH [5,3], RI = 4. First fillings and ope- 
ration phases 

In general this kind of problem, which can be in-
cluded in local scour phenomena, is dealt with by means 
of reduced scale physical models. 

3.6. Siltation 

CH [6,3] = 2, RI = 2 (for coarse sediments), 
RI = 3 (for fine sediments). Operation phase 

The sediments are subdivided in different classes 
and appropriate equations are applied to each class. 
A distinction is made between very fine sediments, such 
as silt and clay which constitute and coarser sediments, 
such as sand and gravel which form the bed load and 
suspended load. Mathematical models of coarse sedi- 
ments have been extensively applied and the experience 
developed in their use have reached sufficient degree 
of reliability for practical purposes. It is strongly ad-
visable to collect as many field data on the past evo-
lution as possible in order to best calibrate the model 
parameters on the particular case under study. There-
fore RI given to the first set of models of coarse sedi- 
ments evolution is 2. Referring to dynamics of very fine 
sediments the different processes that can occur are more 
complicated and not fully understood. The available 
mathematical models have not been extensively ap-
plied so that there is little experience in their use and 
little knowledge on their degree of reliability. 

4. Embankment dams – static behavior 
4.1. Stress-strain state 

Currently the most frequently used mathematical 
models for the analysis of embankment dams are es-
sentially numerical ones of finite element method type. 
Usually the applied models depend on the type of em-
bankment dam. An analysis in total stresses is satis-
factory for rockfill dams with cement or bituminous 
concrete face. For clay core rockfill dams or perme-
able earth dams the analysis in effective stresses is 
strictly recommended. In the last years advanced com-
puter codes have become available, which allow to per-
form coupled solid-fluid analyses. In the latter case 
the analysis is always performed in effective stresses 
and excess pore pressure is one of the field variables 
(this being a transient type analysis based on integra-
tion in the time domain short term response becomes 
a result of computation). 

The constitutive models that are usually adopted 
to model the behavior of both the solid skeleton and 
the interstitial pore fluid differ depending on whether 
an uncoupled or a coupled analysis is performed. 
In the following a list of the more frequently used mo- 
dels is reported. 

The detailed classification and selection of consti-
tutive models of soils for embankment dam analysis 
was given in Appendix 2 [4] in ICOLD Bulletin 122. 
This classification is meant to help the practising engi-
neer to identify those models which are of relevance 
in a particular situation. The brief description of princi-
pal models is given below. 
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Hyperbolic Duncan – Chang model [13]. This mo- 
del provides quite often acceptable results as it allows 
to follow in satisfactory way the non-linear behavior 
of the material. The main characteristic of this model 
is that the deformation modulus is a function of both 
the isotropic and deviatoric stresses during monotonic 
loadings, like those occurring during the construction 
phases of an earth dam. 

Elastic perfectly-plastic models (Von Mises, Mohr – 
Coulomb, Drucker – Prager, etc.). Usually it is neces-
sary to use these models with a non-associated flow 
rule, since they would otherwise produce quite unre-
alistic dilatant effects. 

Hardening elasto-plastic models. Isotropic, kine-
matic, isotropic-kinematic hardening rules with harde- 
ning due to plastic volumetric and shear strains give 
rise to these models of varying complexity. The Critical 
State (CS) model [14], models of Lade [15], Prevost [16] 
and Zaretsky [17] are a few examples in this catego-
ry. The well-established CS model (modified Cam 
Clay model) is the basis of 30 models proposed for 
monotonic and cyclic loads. The use of such models 
is the conceptually correct. 

Elasto-viscoplastic models. Post-constructional set- 
tlements of earth and, especially, rockfill dams are con-
trolled by creep or time-dependent plastic strains of 
soils and rockfill. Due to the wet clay cores delayed 
consolidation is observed and the post-constructional 
performance of these dams is controlled more by creep 
than by primary consolidation. Neither the assessment 
of cracking in the clay cores nor the safe design of 
the concrete upstream facing can be carried out without 
taking creep into account. 

ES [1,1], RI = 2. Dam body – construction phase 
In most of the cases the excess pore pressure could 

be neglected in this phase; according to this, analyses 
of uncoupled type give acceptable results. However, 
it should be considered the possibility of saturation of 
the core during the construction phase for zoned em-
bankment dams. In these cases it is necessary to ana-
lyze the consolidation phenomenon through a coupled 
analysis. 

ES [1,2] = 1, RI = 2, RI = 1. Dam body – first filling 
of reservoir 

The partial reliability (RI = 2) of this analysis arises 
from difficulty of predicting propagation of the satu-
ration line and wetting collapse phenomena which take 
place during first saturation of materials; the difficul-
ty of determination of reliable parameters makes the 
analysis not completely satisfactory. Only for embank-
ment dams with the upstream facing these aspects could 
be not so important (RI = 1). 

ES [1,3], RI = 1. Dam body – operation phase 
The analysis of the operation phase conditions is 

more complex in the case of types a, b, d, embankment 

dams. This is due to the importance of transient hy-
draulic effects during rapid drawdown of the reservoir 
which are difficult to be modelled and also to the diffi-
culty to define representative parameters to be included 
in uncoupled analyses. It is then necessary to perform 
coupled type analyses for a proper modelling of the 
operation phase. For any type of embankment dam 
a better reliability in the predictions could be obtained 
through back-analysis of the dam behavior in the pre-
ceding phases. 

ES [2,1] = ES [2,2] = ES [2,3], RI = 2. Founda-
tion – construction, first filling and operation phases 

See for applicable parts ES [1,1], ES [1,2] and 
ES [1,3]. 

4.2. Stability 

ES [3,1] = ES [3,2] = ES [3,3], RI = 1. Dam body – 
construction, first filling and operation phases 

Global stability analyses are usually performed using 
both the limit analysis and limit equilibrium methods 
with the soil modelled as rigid, ideally plastic medi-
um. Such methods provide measure of the distance 
among the stress states present in the operating life 
and those which correspond to different hypothetical 
failure mechanisms. In this case the observation of 
the dam behavior does not allow the validation of the 
results of analyses, but the professional practice has 
brought to adoption of safety coefficients for various 
failure mechanisms which are considered suitable to 
guarantee the safety. 

For application to dams, a two-dimensional model 
is often sufficient to give acceptable results. In some 
cases, it is necessary to perform three-dimensional ana- 
lyses; also in this case specific computer codes are 
available. A correct analysis should take into consid-
eration, especially for the case of rockfill materials, 
the non-linearity of the shear strength curve as a func-
tion of the normal stress. 

In some situations, the analysis of embankment dams 
could be integrated with stress-strain analyses (elastic-
plastic) of assumed failure: such analyses could high-
light phenomena of stress redistribution among the dif-
ferent zones of embankment as well as mechanisms 
of progressive failure. The analysis of embankment 
dams stability developed with the above mentioned tech- 
niques requires the evaluation of the pore pressure 
distribution through the fill; in the conditions of rapid 
draw-down the evaluation of pore pressures could be 
less reliable with respect to those evaluated in the steady 
state conditions. 

ES [4,1] = ES [4,2] = ES [4,3], RI = 2. Foundation, 
abutments, slopes – construction, first filling of reser-
voir and operation phases 

The analyses concerning the dam foundation or 
the slopes in the reservoir zone present greater uncer-
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tainties (with respect to analyses of dam body) be-
cause of the difficulty to ascertain in complete way 
the mechanical properties of the soils and hydraulic 
conditions in the subsoil. 

As far as the hydraulic conditions are concerned, 
the models for the forecasting of the piezometric level 
changes in the shells or banks, in consequence of the 
precipitations and of the oscillations of the level of 
the reservoir, are still not completely reliable (parti- 
cularly in conditions of rapid draw-down). 

As for the dam body the global stability analysis 
involves in general the use of the limit equilibrium 
methods. In many cases the problem must be treated 
as three-dimensional ones. It could be sometimes ne- 
cessary to extend the limit equilibrium analysis with more 
complete stress-strain analysis: for example when the con- 
ditions of flow through the rock/soil mass have been al- 
tered by the stress state induced by the dam or if the pos- 
sibility of phenomena of progressive failure exists. 

4.3. Seepage 

Seepage analyses are usually of uncoupled type 
that is they do not take into consideration the stress-
strain aspects (consolidation, compaction of materials, 
modification of permeability characteristics). Depending 
on the problem to be solved, both steady state or transi-
ent type analyses can be performed. 

ES [5,2] = 2, ES [5,3], RI = 1. Dam body – first 
filling of reservoir and operation phases 

The seepage analysis should not be all-important 
for embankment dams with facing. As already said 
analysis of situation during the first impounding pre-
sents greater complexity due to phenomena of satu-
ration of materials. In operating life, the greater dif-
ficulty concerns conditions of rapid draw-down. 

ES [6,1] = ES [6,2] = ES [6,3], RI = 2. Founda-
tion – construction, first fillings and operation phases 

The lesser reliability of results of the analyses is 
due to the difficulty in determining representative values 
and distribution of permeability by means of in situ 
tests; a particular case is represented by the Karst-
formations. In some particular situations (permeability 
related to presence of joint systems) the influence on 
permeability of the stress state changes induced by 
construction of the dam is remarkable, but very diffi-
cult to be assessed quantitatively. Further uncertain-
ties are introduced when a diaphragm wall or a grout 
cut off (with their possible defects) and the presence 
of the drains is to be modelled. 

4.4. Internal erosion 

ES [7,2] = ES [7,3]= ES [8,1] = ES [8,2] = ES 
[8,3], RI = 4. Dam body and foundation – construc-
tion, first filling of reservoir and operation phases 

The problem is very important for zoned embank-
ment dams, but it could be of some relevance also for 
the homogeneous earth dams; it seems that it can be 
excluded for the dams with facing, unless the conse-
quences of a break of the facing are to be analyzed. 
At present, during the design phase of an embankment 
dam, the available procedures to prevent internal ero-
sion are based on filter criteria. In recent years many 
different criteria have been established for filter de-
sign: ICOLD Bulletin 95 [9]. 

During construction, segregation of graded materi-
als should be avoided, since it may itself create condi-
tions susceptible to internal erosion in the core. Par-
ticular care is needed to guarantee continuity of junc-
tions and homogeneity within the embankment and 
as much as possible in the foundation soils. 

Since the leakage development and erosion cannot 
be prevented consequences of leakage has to be han-
dled in order to maintain sufficient safety. In order to 
fulfil this requirement, the strict monitoring and in-
vestigation systems for localizing deteriorated or po-
tentially weak zones is recommended. Quantities as wa-
ter losses, turbidity of water losses, pore pressures, 
deformations, etc. should be monitored. 

4.5. Hydraulic fracturing 

ES [9,2] = ES [9,3] = ES [10,1] = ES [10,2] = 
ES [10,3], RI = 3. Dam body, foundation – construc-
tion, first filling of reservoir and operation phases 

The phenomenon has been conventionally related 
to the event that in one or more zones of dam the minor 
principal stress becomes lower than pore pressure. Back-
analyses carried out on embankment dams that expe-
rienced big problems of concentrated seepage have 
pointed out cause of such seepage in the hydraulic 
fracturing developed in the upper portions of the fill. 
In fact, due to the arching effect, in the upper part of 
the dam total vertical stresses can become lower than 
the pore pressure induced by the reservoir. The pheno- 
menon of hydraulic fracturing cannot be a priori exclu- 
ded for homogeneous earth dams, but probability of oc- 
currence is higher for zoned embankment dams or in 
dams which present strong differences of deformability 
or permeability characteristics in different parts of dam. 

5. Embankment dams – dynamic behavior 
The level of difficulty of dynamic analyses for 

the forecasting of the embankment dams behavior under 
seismic conditions is higher with respect to the cor-
respondent static analyses. 

The reduced reliability can be attributed to greater 
difficulty in defining load conditions in analysis and 
to major uncertainties about a series of factors among 
which the most important are the following: 
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a) the difficulty to define, isolate and also to model 
the reflecting/absorbing boundaries of analysis domain 
(this is also valid for concrete dams); 

b) the interaction of dam with foundation soil; 
in case the relatively soft subsoil it modifies greatly the 
seismic dam response with respect to the case of rela-
tively rigid subsoil. It is of the importance to detect 
within saturated alluvium foundation the event of low 
density and low mechanical characteristic layers, but 
it remains really difficult to achieve the determination 
of those parameters. The incidental uncertainties on 
definition of foundation soils properties affect pre-
dictions of dynamic dam behavior; 

c) the dependence of mechanical properties that 
determine the seismic response from static stress-strain 
state existing at the time of seismic action. These condi-
tions are defined through preceding static analysis with 
consequence that uncertainties are reflected directly 
on reliability of dynamic analysis. 

For the evaluation of the response of embankment 
dam to earthquake excitation, during and after the seismic 
action, the analysis of the stress-strain state constitutes 
the basis of any prediction. The global stability, liquefac-
tion potential, the behavior after seismic action, the phe- 
nomena of concentrated seepage, the hydraulic fracturing, 
etc. can in fact be faced with pseudo-dynamic approaches, 
taking adequately into account the results of the seismic 
analysis of the embankment dam and its foundation. 

On the other hand, it should be emphasized that, 
even if widely used conventional pseudo-static methods 
are not capable to take into consideration some important 
phenomena such as amplification effects, residual excess 
pore water pressures after seismic actions, liquefaction, 
stress redistribution. However, the interaction of dam 
with reservoir does not significantly modify frequen-
cy response of embankment. The following considera-
tions are restricted to evaluation of stress-strain state. 

5.1. Stress-strain state 
ED [1,1] = ED [1,2] = ED [1,3], RI = 3. Dam body 

and foundation – construction, first filling of reser-
voir and operation phases 

Modelling typologies. It is well known that analyses 
carried out by means of a linear constitutive model are in- 
complete, unless low intensity seismic events are conside- 
red. It is thus taken for granted that uncoupled, or better, 
coupled time-history analyses must be used, but in any 
case with non-linear constitutive models using step in- 
tegration or, at least, the equivalent linear approach; 
the latter in fact shows itself to be sufficiently adequate 
for maximum acceleration, stresses and strains evaluation, 
but evidently inadequate to estimate permanent stress-
strain phenomena. In dynamic analyses, both uncoupled 
and coupled with non-linear constitutive models, the main 
difficulty lies in introducing constitutive models which 

are capable to reproduce satisfactorily, under dynamic 
cyclic loads, the following aspects: 

a) the stress-strain response corresponding to load 
pattern inversions, many models tend to amplify the hys-
teresis, compared to what is found experimentally; 

b) the dissipative behavior of dam-foundation sys-
tem arising from plastic deformations and viscous phe-
nomena (this has been confirmed from experiments 
and workshop seminars of our Committee); 

c) phenomena of cyclic degradation (variability 
of stress-strain law with growth of cycles number); 

d) phase coupling effects (a correct prediction of 
excess pore pressures build up is fundamental not only 
for maximum acceleration forecast, but also to eva- 
luate post seismic effects). 

For all the above mentioned reasons, it is not to 
be taken for granted that the coupled analyses, with 
the use of elasto-plastic models, are more reliable than 
the uncoupled ones in terms of total stresses, given 
that the latter are provided with criteria for excess 
induced pore pressures predictions. 

The border-line of present modelling is represen- 
ted by three-phase medium to simulate behavior of 
partially saturated soils. It has been recently demon-
strated that effect of variability of core material satu-
ration degree shows great influence on stress-strain re-
sponse under cyclic loads. However, it is right not to 
cross border-line of two-phase medium, provided that 
constitutive parameters are correctly evaluated. Dif-
ficulties in modelling mechanical behavior under seis-
mic loads are greater for homogeneous and zoned dam 
but they are also highly sly for rockfill dam, the more 
for loose material is loose. 

Parameters definition and assumption. If the dam 
is in highly seismic area, material properties are de-
termined by experiments, which are: dynamic in situ 
tests, laboratory tests (on core materials and if it is 
important, on foundation materials). 

These tests supply deformability parameters with 
the accuracy requested by the methods of analysis. Less 
reliable is forecast of deformability parameters to be 
introduced in static analyses. These are in fact hardly 
deducible from in situ geotechnical tests, and show 
themselves to be of poor reliability when obtained from 
conventional laboratory tests (triaxial ones), not suited 
to the characterization of behavior at different defor-
mation levels relevant to various life conditions of 
the dam. As concerns the damping ratio to be intro-
duced both in linear equivalent and non-linear analy- 
ses, it is now widely demonstrated that gross estima-
tions of this parameter induce high result dispersions. 
This is further complicated by the remarkable varia-
bility of damping capabilities of cores in connection 
with excitation frequencies and confining stresses. 
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Heterogeneities, boundary conditions, geometrical 
factors. These factors appear relatively less important 
in amplifying intensity of seismic event. For strong-
motion events physical-mechanical factors connected 
to non-linearity of the materials constitutive law are 
of great importance. On the contrary, when the analysis 
can be carried out with linear models (weak-motion 
events), factors such as geometrical variability of proper-
ties, subsoil stiffness, the valley morphology, the height/ 
length ratio of the embankment, gain a decisive role 
in response evaluation. 

5.2. Post seismic internal erosion 

ED [8,2] = ED [8,3] = ED [9,1] = ED [9,2] = ED 
[9,3], RI = 4. Dam body and foundation – first filling 
of reservoir and operation phases 

Since the post seismic internal erosion cannot be 
prevented or anticipated, in order to maintain a suffi-
cient level of safety the installation of an appropriate 
monitoring system is strongly recommended. Quanti-
ties such as deformations, pore pressures, water los- 
ses and its turbidity should be measured. 

6. Embankment dams – hydraulic behavior 
Hydraulic phenomena considered in embankment 

dams are practically the same as those in concrete dams 

(also the relevant indices are the same for the same 
phenomena). See notes of paragraph 4.3. 

Conclusions 

It appears useful here to briefly summarize prob-
lems related to safety that do not seem at present ap-
proachable in a reliable manner by means of mathe-
matical models (RI 3 and 4). 

Concrete dams: 
– local and global stability related to cracking state 

in construction, first filling (static and dynamic be-
havior, RI = 3) and in operation (dynamic behavior, 
RI = 3); 

– damage due to ageing, alkali-aggregate reactions 
(only static behavior, RI = 3) and dissolution due to 
seepage (only static behavior, RI = 4); 

– instability of slopes or blocks in construction, 
first filling, operation (dynamic behavior, RI = 3); 

– erosion of outlets during construction, first filling 
and operation (hydraulic phenomena, RI = 3); 

– dislocation of spillway paving slabs in first fil- 
ling and operation (hydraulic phenomena, RI = 4); 

– downstream heel erosion of dam in first filling 
and operation (hydraulic phenomena, RI = 4). 

 
 

 
 
 

Figure 1. Interaction between monitoring data and numerical modelling of dam behavior before the first reservoir filling 
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Figure 2. Four stages of numerical modelling of dam behavior during its construction 
 
 

 
 

Figure 3. Interaction between monitoring data and numerical modelling of dam behavior in its operation  
 
 

Embankment dams: 
– internal erosion in construction, first filling and 

operation (static, post-seismic behavior, RI = 4); 
– hydraulic fracturing in construction, first filling, 

operation (static, post-seismic behavior, RI = 3); 
– physical-chemical deterioration phenomena (in- 

cluding dissolution and dispersive clays) during con-
struction, first filling and operation (only static be-
havior, RI = 4); 

– evaluation of stress-strain state in construction, 
first filling, operation (dynamic behavior, RI = 3); 

– evaluation of the global stability of abutments 
and slopes during construction, first filling and opera- 
tion (dynamic behavior, RI = 3); 

– liquefaction of foundation in construction, first 
filling, operation (dynamic behavior, RI = 3); 

– post-seismic seepage during construction, first 
filling and operation (dynamic behavior, RI = 3); 

– erosion of outlets during construction, first filling 
and operation (hydraulic phenomena, RI = 3); 

– downstream heel and facing erosion of dam during 
construction, first filling and operation (hydraulic phe- 
nomena, RI = 4). 

The safety related problems listed above are, hence, 
those that deserve the efforts of researchers to promote 
the implementation of adequate tools for the advance-
ments of the state-of-the-art in the field of dam engi-
neering. These tools in numerical modelling of dam 
behavior are shown in figures 1–3. 
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Аннотация 
Актуальность. В настоящее время применение численных расчетов 

к реальным проблемам плотиностроения часто страдает от расхождений между 
специалистами по математическому моделированию и инженерами и мене-
джерами по плотинам. Первая группа обычно включает в себя специали-
стов по информационным технологиям, так как они способны разработать
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  эффективные компьютерные модели для численных расчетов плотин. Спе-
циалисты второй группы часто предпочитают обращаться к обычным ме-
тодам расчета и эмпирическим методам, основанным на их проверенном опыте. 
Цель – на основе рекомендаций Международных рабочих семинаров, орга-
низованных Комитетом СИГБ по компьютерным аспектам расчета и про-
ектирования плотин, помочь инженерам по плотинам взаимодействовать со 
специалистами по математическому моделированию и работать с ними без 
языковых барьеров или расхождений в знаниях. В этой связи оценка досто-
верности и применимости численных расчетов плотин позволяет инжене-
рам разработать оптимальный проект плотины. Методы. Оценка досто-
верности численных методов расчетов поведения плотин основана на дан-
ных десяти Международных рабочих семинаров, организованных Комите-
том СИГБ в Италии (1991 и 1992), Франции (1994 и 2009), Испании (1996), 
США (1999), Австрии (2001), Румынии (2003), Китае (2005), России (2007), 
в которых специалисты этих стран также принимали участие. 

Ключевые слова: индекс достоверности; численные модели и расчеты; 
статическое, сейсмическое и гидродинамическое поведение плотин 
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 Аннотация 
В рамках поставленной цели рассмотрены свободные и поперечные коле-

бания, неоднородные по трем пространственным координатам прямоугольных 
пластин, лежащих на неоднородно вязкоупругом основании. Предполагает-
ся, что краевые условия являются однородными. В исследовании разработано 
замкнутое решение для задачи о свободной вибрации неоднородной прямо-
угольной ортотропной пластины, опирающейся на неоднородный вязкоупру-
гий фундамент. Модули Юнга и плотность ортотропной пластины непрерыв-
но изменяются относительно трех пространственных координат, в то время 
как характеристики вязкоупругого основания изменяются в зависимости от 
координат в плоскости. Методы. Соответствующее уравнение движения по-
лучено с использованием классической теории пластин. В решении задачи 
применялись метод разделения переменных и метод Бубнова – Галеркина. 
Выводы. Определены явные формулы основного тона частоты поперечного 
колебания анизотропной пластинки, лежащей на неоднородно вязкоупругом 
основании. Детально изучено влияние неоднородности ортотропных мате-
риалов, неоднородности вязкости неупругих и упругих оснований на без-
размерных частотах пластин. 

Ключевые слова: пластинка; непрерывность; неоднородность; анизотроп-
ность; плотность; основания; частота; прогиб; уравнения движения 
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Введение 1 
В настоящее время при строительстве крупных 

инженерных комплексов, мостов, эстакад, а также 
в машиностроении широко используются прямо-
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угольные пластинки, изготовленные из различных 
естественных и искусственных анизотропных ма-
териалов. 

При расчете на устойчивость, определении ча-
стотно-амплитудных характеристик появляется не- 
обходимость учета влияния сопротивления окружа- 
ющей среды при эксплуатации. Одновременный 
учет неоднородности, анизотропности и сопротив-
ления внешней среды значительно осложняет ма-
тематическое решение задачи. Неучет же этих фак-
торов может привести к существенной ошибке (осо-
бенно в динамических задачах). Принимая во вни-
мание, что в строительстве и в ряде других областей 
широко применяются непрерывно-неоднородные 
анизотропные прямоугольные пластинки, в данной 
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работе изучаются поперечные колебания этой же 
конструкции, но с учетом неоднородно вязкоупру-
гого сопротивления. 

Фундаментальная монография В.А. Ломакина 
посвящена теоретическим вопросам линейно не-
однородных упругих тел. Здесь на основе построен- 
ной теории упругости непрерывно линейно-упругих 
тел решен ряд теоретических вопросов, связанных 
с изучением напряженно-деформированного состо-
яния элементов конструкций [1]. 

Монография Г.С. Лехницкого [2], посвящена 
теории однородных линейно-упругих анизотроп-
ных пластин и решению конкретных задач. 

Исследование ряда теоретико-эксперименталь- 
ных вопросов полимерных и композиционных ма- 
териалов проведено в [3], где указано, что при из-
готовлении полосы-пластины после определенно-
го технологического процесса модуль упругости 
и плотность являются периодической функцией 
координаты длины, коэффициент Пуассона оста-
ется постоянной величиной. 

Колебание анизотропных пластин, лежащих на 
основании типа Винклера – Пастернака, описано 
в работе [4]. 

В [5] исследована приближенная методика рас-
чета на устойчивость непрерывно-неоднородных 
прямоугольных пластин. Обстоятельно были изу-
чены вопросы определения критических параметров 
оболочек с учетом сопротивления двухконстант-
ного основания типа Пастернака [6].  

В.А. Баженов [7] изложил теорию расчета 
прямоугольных пластин и круговых цилиндриче-
ских оболочек на изгиб и устойчивость, находя-
щихся в упругой среде. Исследование вопросов 
колебания ортотропных неоднородных пластин с 
учетом сопротивления различного ряда упругой и 
вязкоупругой сред проведено в [8–11]. В качестве 
примера рассмотрены конкретные случаи харак-
терных параметров, выполнены численные рас-
четы, результаты представлены в зависимости от 
параметра основания в виде таблиц и графиков. 

В [12] проведены анализы колебаний прямо-
угольных пластин с учетом сопротивления неод-
нородной внешней среды. 

В работе [13] – рассматривается задача свобод- 
ного колебания упругой оболочки, лежащей на од-
нородно вязкоупругом основании. 

1. Постановка задачи 
Как известно, при проектировании крупных 

инженерных сооружений, таких как мост, эстака-
да и других, широко используются прямоуголь-
ные пластинки, изготовленные из естественных и 
искусственных непрерывно-неоднородных анизо-
тропных материалов. 

Во многих случаях причинами появления не-
однородности материалов являются технология 
изготовления (композитных, стеклопластиковых, 
армированных материалов), механическая и тер-
мическая обработка, сварка, неоднородность со-
ставов. В результате чего возможен случай, когда 
характеристики материала и его плотность одно-
временно могут быть функцией трех простран-
ственных координат [1; 3]. 

Учет вышеуказанных свойств и сопротивление 
вязкоупругой среды осложняют математическое 
решение задачи. Анализ полученных результатов, 
а не учет, может привести к существенным по-
грешностям [8; 13]. 

В данной работе исследуется задача свобод-
ного колебания непрерывно-неоднородной ани-
зотропной пластинки, лежащей на неоднородно 
вязкоупругом основании. Реакция основания R  с 
прогибом связаны следующим образом [8; 13]: 

),,(),(),( 2

2

21 yxw
t

yxKyxKR 










 ,          (1) 

где w  – прогиб; t  – время, ),(1 yxK и ),(2 yxK  – 
непрерывные функции, которые характеризуют свой- 
ство основания. 

Координатная система выбрана так, что оси 
X и Y находятся в срединной плоскости, Z  – 

перпендикулярно к ней. 
Характеристики материала и плотность являют-

ся функциями трех пространственных координат: 
0

1 2( , ) ( );ij ija a f x y f z  

0 1 2ρ ρ ψ ( , )ψ ( ),x y z                                       (2) 

где 0
ija и 0 – соответствует однородному анизотроп- 

ному материалу; ),(1 yxf  со своими производны-
ми до второго порядка )(),,(),( 212 zyxzf  са-
ми являются непрерывными функциями. 

Связь между компонентами тензора напряже-
ний σij  и деформаций ε ij  записывается в следу-
ющем виде [1; 2]: 

 0 0 0
11 1 2 11 11 12 22 13 12σ ( , ) ( ) ε ε ε ,f x y f z a a a     

 0 0 0
22 1 2 21 11 22 22 23 12σ ( , ) ( ) ε ε ε ,f x y f z a a a     

 0 0 0
12 1 2 31 11 32 22 33 12σ ( , ) ( ) ε ε ε .f x y f z a a a      (3) 

Полагая, что и для непрерывно-анизотропной 
пластинки гипотеза Кирхофа – Лява остается в силе, 
имеет место 

11 11 11 22 22 22 12 12 12ε χ ,  ε χ ,  ε χ ,e z e z e z          (4) 
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где 122211 ,, eee  – малые деформации и 11 22 12, ,    – 
кривизны и кручения срединной поверхности с ком-
понентами вектора перемещений ),,( wvu  связа-
ны следующим образом: 

11 22 12; ; ,u u u ue e e
x y x y

    
        

 

2 2 2

11 22 122 2χ ; χ ; χ .w w w
x y x y

  
  
     

        (5) 

Учитывая (4) в (2) получим 

 
 

0 0 0
11 11 12 22 13 12

11 1 2 0 0 0
11 11 12 22 13 12

σ ( , ) ( ) ,
χ χ χ

a e a e a e
f x y f z

z a a a

   
 
    

             

 

 
 

0 0 0
21 21 22 22 23 12

22 1 2 0 0 0
21 11 22 22 23 12

σ ( , ) ( ) ,
χ χ χ

a e a e a e
f x y f z

z a a a

   
 
    

 

 
 

0 0 0
31 11 32 22 33 12

12 1 2 0 0 0
31 11 32 22 33 12

σ ( , ) ( ) .
χ χ χ

a e a e a e
f x y f z

z a a a

   
 
    

   (6) 

Так как в плоскости пластинки внешние силы 
отсутствуют, естественно предположить, что резуль- 
тирующие силы T11, T22, T12 всюду равны нулю 

2 2 2

11 22 12

2 2 2

σ 0; σ 0; σ 0.
h h h

h h h

dz dz dz
  

       (7) 

Подставляя (6) в (7), получим 

 
0 0 0
11 11 12 22 13 12

1 0 0 0
2 1 11 11 12 22 13 12χ χ χ ,

a e a e a e

A A a a a

  

  
  

 
0 0 0
21 11 22 22 23 12

1 0 0 0
2 1 21 11 22 22 23 12χ χ χ ,

a e a e a e

A A a a a

  

  
 

0 0 0
31 11 32 22 33 12a e a e a e     

 1 0 0 0
2 1 31 11 32 22 33 12χ χ χ .A A a a a                (8.1) 

Через 

2 2

1 2 2 2

2 2

( ) ; ( )
h h

h h

A f z dz A zf z dz
 

    

нетрудно установить, что с учетом (7) выражение 
моментов 

2

2

σ , , 1, 2.
h

ij i j
h

M zdz i j


            (8.2) 

Здесь χ11, χ22 и χ12 выражаются в следующем виде: 
2 2 2

0 0 0
11 11 12 132 2

2 2 2
0 0 0

22 21 22 232 2

2 2 2
0 0 0

12 31 32 232 2

μ( , )

μ( , ) ,

μ( , )

W W WM x y a a a
x y x y

W W WM x y a a a
x y x y

W W WM x y a a a
x y x y

    
        

             
             

    (9) 

где приняты обозначения  0μ( , ) μ ( , );x y f x y  

2
2 1 2

0 2 1 3 3

2

μ ;    ( ) .
h

h

A A A A f z z dz






     

Уравнение движения свободного колебания 
пластинки с учетом (1) – (2) записывается в сле-
дующем виде: 

2 2 2
11 12 22

2 2

2

1 2 2

2

( , ) ( , ) ( , )

M M M
x x y y

K x y K x y W x y
t

  
  

   

 
    

    

2

1 2ρψ ( , ) 0,Wx y
t


 


                                    (10) 

где 
2

0 2

2

ρ ρ ψ ( ) .
h

h

h z dz


   

Отметим, что если пластина неоднородна толь-
ко по толщине, уравнение (10) принимает следую-
щий вид: 

 

 

 

4 4
0 0 0 0
11 12 12 324 2 2

4 4
0 0 0
22 13 314 3

4
0 0
12 13 3

2

2

2

W Wa a a a
x x y

W Wa a a
y x y

Wa a
x y

 
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 
   

  


  
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2

1 2 2
1

0 2

1 2

( , ) ( , )
μ ( , ) 0.

ρψ ( , )

K x y K x y
t W x y

x y
t



 
    

 
 
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     (11) 
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В случае, когда характеристики материала и 
плотность являются непрерывными функциями про-
странственных координат, уравнение движения запи- 
сывается в следующем виде: 

1( ) ( , )L W K x y W 
  

 
2

2 1 2
( , )( , ) ρψ ( , ) 0.W x yK x y x y
t


  


    (12.1) 

В случае, когда пластинка неоднородна только 
по толщине, )(WL  записывается так: 

 

 

4 4
0 0 0 0
11 12 12 324 2 2

4 4
0 0 0
22 13 314 3

( ) 2

         2

W WL W a a a a
x x y
W Wa a a
y x y

 
    

  

 
   
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 
4

0 0
12 13 3         2 .Wa a

x y


 
 

                        

(13) 

В общем случае 
2 2 2 2
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11 12 132 2 2

3 3 3
0 0 0
11 12 133 2 2
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0 0 0
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4 4 4
0 0 0
21 22 232 2 4 3μ .W W Wa a a

x y y x y
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        
  (12.2) 

Как видно, (12.1) является сложным дифферен-
циальным уравнением и определение точного реше- 
ния затруднительно. Поэтому при решении уравне-
ния (12.1) будем применять комбинированный спо-
соб: на первом этапе – метод разделения перемен-

ных, а на втором этапе – метод ортогонализации 
Бубнова – Галеркина. 

2. Метод решения 
Решение (12.1) будем искать в следующем виде: 

ω( , , ) ( , ) ,i tW x y t V x y e                               (14) 

где ),( yxV  – должна удовлетворять краевым усло-
виям;   – частота. 

Подставляя (14) в (12.1) получим 

1( ) ( , )L V K x y V                              

 2
2 1ω ( , ) ρψ , 0,K x y x y V                  (15) 

где 
2 2 2 2
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4 4 4
0 0 0
21 22 232 2 4 3μ .V V Va a a

x y y x y
   

        
   (16) 

Решение (15) будем искать в виде 

1 1
φ ( )θ ( ),

n n

ij i j
i j

V A x y
 

                             (17) 

где ijA  – неизвестные постоянные и каждый φ ( )i x  

и ψ ( )j x  должны удовлетворять соответствующим 
краевым условиям. 

Функция ошибки η( , )x y  в данном случае с 
учетом (15) и (17) записывается как 
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1

2
1 1 2

η( , )

(φ ( )θ ( )) ( , )φ ( )θ ( )

ω ( , ) ρψ( , ) φ ( )θ ( )

n n i j i j

ij
i j i j

x y

L x y K x y x y
A

K x y x y x y 



  
  
     



0.                                                                        (18) 

Условия ортогонализации (17) и (18) имеют 
вид 

0 0

η( , )φ ( ) θ ( ) 0.
a b

k px y x y dxdy                    (19) 

Произвольное приближение 2ω  – определя-
ется из системы алгебраических линейных одно-
родных уравнений (19): 

2ω 0.                                                        (20) 

Относительно 2ω  (20) является нелинейным 
алгебраическим уравнением. Определение и нахож- 
дение значения 2ω  с помощью компьютерной про-
граммы не вызывает особого труда. Однако в ин-
женерной практике обычно ограничиваются опре-
делением основного тона частоты, что и приведет 
к следующему уравнению: 

1

2
0 0 2

(φ ( )θ ( )) ( , )φ ( )θ ( )
0.

ω ( , ) ρψ( , ) φ ( )θ ( )

a b
i j i j

k p

L x y K x y x y
dxdy

K x y x y x y

   
   
      

 
 

Отсюда находим: 
2ω  

1
0 0

2 1
0 0

(φ ( )θ ( )) ( , )φ ( )θ ( )  
.

( , ) ρψ ( , ) φ ( )θ ( )  

a b

i j i j

a b

i j

L x y K x y x y dxdy

K x y x y x y dxdy

    


    




 (21) 

Из формулы (21) при условии 2 0K   получим 
решение задачи для Винклеровского неоднород-
ного основания. 

Простым случаем является цилиндрическая фор- 
ма изгибного колебания которая возможна при ус- 
ловии a b . 

В этом случае частоты определяется из (21): 

 1 1 1 1
2 0
1

1 1
0

φ ( )φ ( )  
ω .

ρ ψ ( )φ ( )

a

a

L K x x dx

x x dx

  




             (22) 

Заключение 
Определены явные формулы основного тона 

частоты поперечного колебания анизотропной пла-
стинки, лежащей на неоднородно вязкоупругом ос-
новании. Влияние неоднородности ортотропных 
материалов, неоднородности вязкости, неупругие 
и упругие основания на безразмерных частотах пла-
стин детально изучены. 
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 Abstract 
The aim of the work. Free, transverse vibrations are considered heteroge-

neous along the three spatial coordinates of rectangular plates lying on an inho-
mogeneous viscoelastic base. It is assumed that the boundary conditions are ho-
mogeneous. A closed solution for the problem of free vibration of an inhomoge-
neous rectangular orthotropic plate based on an inhomogeneous viscoelastic founda-
tion is developed in the article. Young's moduli and the density of the orthotropic 
plate continuously change with respect to three spatial coordinates, while the characte-
ristics of a viscoelastic base change depending on the coordinates in the plane. 
Methods. The corresponding equation of motion is obtained using the classical 
theory of plates. The solution to the problem was constructed using the method 
of separation of variables and the Bubnov – Galerkin method. Results. Explicit 
formulas of the fundamental tone of the frequency of the transverse vibration of 
an anisotropic plate lying on an inhomogeneous viscoelastic base are determined. 
The influence of heterogeneity of orthotropic materials, viscosity inhomogenei-
ties, inelastic and elastic substrates at dimensionless plate frequencies have been 
studied in detail. 
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 Аннотация 
Целью работы является рассмотрение проблем численного моделирова-

ния сейсмической безопасности консоли с основанием в виде упругой полу-
плоскости при нестационарных волновых воздействиях. Волны напряжений 
различной природы, распространяясь в деформируемом теле, взаимодейству-
ют друг с другом. После трехкратного или четырехкратного прохождения и 
отражения волн напряжений в теле процесс распространения возмущений ста-
новится установившимся, тело находится в колебательном движении. Пробле-
ма моделирования задач переходного периода является актуальной фундамен-
тальной и прикладной научной задачей. Методы. Для решения двумерной 
плоской динамической задачи теории упругости с начальными и граничными 
условиями применяется метод конечных элементов в перемещениях. На осно-
ве этого метода разработаны алгоритм и комплекс программ для решения ли-
нейных плоских двумерных задач, которые позволяют проводить расчеты при 
нестационарных волновых воздействиях на сложные системы. При разработке 
комплекса программ использовался алгоритмический язык «Фортран-90». Ис-
следуемая область разбивалась по пространственным переменным на конеч-
ные элементы первого порядка. По временной переменной исследуемая об-
ласть также разбивалась на конечные элементы первого порядка. Результаты. 
Рассмотрена задача о воздействии плоской продольной упругой волны в виде 
функции Хевисайда на консоль с основанием (соотношение ширины к высоте 
один к десяти). Начальные условия приняты нулевыми. Решена система урав-
нений из 16 016 084 неизвестных. В характерных областях исследуемой задачи 
получены контурные напряжения и компоненты тензора напряжений. На ос-
новании проведенных исследований можно сделать следующие выводы: кон-
соль (соотношение ширины к высоте один к десяти) моделируется с упругим 
основанием в виде упругой полуплоскости; упругие контурные напряжения на 
гранях консоли являются почти зеркальным отражением друг друга, то есть 
антисимметричными; консоль при сейсмическом воздействии работает как 
стержень переменного сечения, то есть если на одной грани растягиваю-
щие напряжения, то на другой – сжимающие напряжения; на контурах консо-
ли при сейсмическом воздействии в основном преобладают изгибные волны. 

Ключевые слова: математическое моделирование; волновая теория 
сейсмической безопасности; динамическая теория упругости; сейсмическое 
воздействие; фундаментальное воздействие; консоль; упругая полуплос-
кость; контурное напряжение, изгибные волны 
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Введение 
Импульсное воздействие характеризуется вне-

запностью приложения и кратковременностью дей-
ствия. В деформируемом теле при импульсном воз- 
действии возникают возмущения различной приро-
ды. Волны напряжений различной природы, рас-
пространяясь в деформируемом теле, взаимодей-
ствуют друг с другом, что приводит к образованию 
новых областей возмущений, перераспределению 
напряжений и деформаций. После трехкратного или 
четырехкратного прохождения и отражения волн 
напряжений в теле процесс распространения возму-
щений становится установившимся, напряжения и 
деформации усредняются, тело находится в колеба-
тельном движении.  

Некоторые вопросы в области моделирования 
нестационарных динамических задач рассмотрены 
в работах [1–11].   

В [6–9; 10] приведена информация о физиче-
ской достоверности и математической точности 
моделирования нестационарных волн напряжений 
в деформируемых телах с помощью рассматрива-
емых численного метода, алгоритма и комплекса 
программ. 

1. Постановка задачи 
Для решения задачи о моделировании нестаци-

онарных упругих волн в деформируемых областях 
сложной формы рассмотрим некоторое тело Γ  в 
прямоугольной декартовой системе координат XOY, 
которому в начальный момент времени 0t =  сооб- 
щается механическое воздействие. Предположим, 
что тело Γ  изготовлено из однородного изотропно-
го материала, подчиняющегося упругому закону 
Гука при малых упругих деформациях.   

Точные уравнения двумерной (плоское напря-
женное состояние) динамической теории упругости 
имеют вид 
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где xσ , уσ  и хуτ  – компоненты тензора упругих 
напряжений; xε , уε  и хуγ  – компоненты тензора 
упругих деформаций; u  и v  – составляющие 

вектора упругих перемещений вдоль осей ОХ  
и ОY  соответственно; ρ  – плотность материа-

ла; 2(1 )p
EC

 
=

−
 – скорость продольной упру-

гой волны; 
2 (1 )s

EC
 

=
+

 – скорость поперечной 

упругой волны; ν  – коэффициент Пуассона; Е  – 
модуль упругости; 1 2( )S S S  – граничный кон-
тур тела Γ . 

Систему (1) в области, занимаемой телом Γ , 
следует интегрировать при начальных и граничных 
условиях.  

Для решения двумерной плоской динамической 
задачи теории упругости с начальными и гранич-
ными условиями (1) используем метод конечных 
элементов в перемещениях.  

2. Методика 
Задача решается методом сквозного счета, без 

выделения разрывов. Чтобы выполнить динамиче-
ский расчет методом конечных элементов, нужно 
иметь матрицу жесткости и матрицу инерции ко-
нечного элемента. 

Принимая во внимание определение матриц и 
векторов для тела Γ , записываем приближенное 
значение уравнения движения в теории упругости: 

RФKФH


 =+ , 

0 0tФ Ф= =
 

, 

0 0tФ Ф= =
 
  ,                                                     (2) 

где H  – матрица инерции; K  – матрица жестко-
сти; Φ


 – вектор узловых упругих перемещений; 

Φ

  – вектор узловых упругих скоростей перемеще-

ний; Φ

  – вектор узловых упругих ускорений; R


 – 

вектор узловых упругих внешних сил. 
Для интегрирования уравнения (2) конечно-

элементным вариантом метода Галеркина приве-
дем его к следующему виду: 

RФKФ
dt
d

H


 =+ , 

ФФ
dt
d 


= .                                                        (3) 

Интегрируя по временной координате соотно-
шение (3) с помощью конечноэлементного вари-
анта метода Галеркина, получим двумерную явную 
двухслойную конечноэлементную линейную схему 
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в перемещениях для внутренних и граничных узло-
вых точек: 

-1
1 ( )i i i iФ Ф tH KФ R+ = + − +

     ,  

1ii1i ФtФФ ++ Δ+=



,                                        (4) 

где:  tΔ  – шаг по временной координате.   
Система уравнений (4) для внутренних и гра-

ничных узловых точек, полученная в результате ин- 
тегрирования уравнения движения теории упруго-
сти, должна давать решение, сходящееся к решению 
исходной системы.  

Шаг по временной переменной tΔ  определя-
ем из соотношения   

min i

p

l
t k

C


 = ( 1, 2, 3, ..., )i r= ,                      (5) 

где lΔ  – длина стороны конечного элемента; r – 
число конечных элементов. 

Результаты численного эксперимента показали, 
что при k = 0,5 обеспечивается устойчивость дву-
мерной явной двухслойной конечноэлементной ли- 
нейной схемы.  

На основе метода конечных элементов в пере-
мещениях разработаны алгоритм и комплекс про-
грамм для решения линейных плоских двумерных 
задач, которые позволяют производить расчеты при 
нестационарных волновых воздействиях на слож-
ные системы. При разработке комплекса программ 
использовался алгоритмический язык «Фортран-90». 
Исследуемая область разбивалась по пространствен- 
ным переменным на конечные элементы первого 
порядка. По временной переменной исследуемая 
область также разбивалась на конечные элементы 
первого порядка.  

3. Результаты 
Расчеты проводились при следующих единицах 

измерения: килограмм-сила (кгс); сантиметр (см); 
секунда (с). Для перехода в другие единицы из-
мерения были приняты следующие допущения: 
1 кгс/см2 ≈ 0,1 МПа; 1 кгс с2/см4 ≈ 109 кг/м3.  

Рассматривалась задача о воздействии плоской 
продольной упругой волны в виде функции Хеви-
сайда на консоль с основанием (соотношение ши-
рины к высоте один к десяти) (рис. 1).  

Начальные условия приняты нулевыми. От точ-
ки F  параллельно свободной поверхности ABEFG  
приложено нормальное напряжение xσ , которое при 
0 11n≤ ≤  ( t/tn Δ= ) изменяется линейно от 0  
до P , а при 11n ≥  равно P  ( 0P = , 0 0,1 =  МПа 
(1 кгс/см2)).  

 
 

Рис. 1. Постановка задачи для консоли (соотношение  
ширины к высоте один к десяти) с упругим основанием  

(полуплоскость) 
[Figure 1. Problem statement for a console (width-to-height 

ratio of one to ten) with an elastic base (half-plane)] 
 
 

 
 

Рис. 2. Точки, в которых получены  
контурные напряжения в консоли 

[Figure 2. The points at which the contour voltages  
in the console are obtained] 

 
 

 
 

Рис. 3. Изменение упругого контурного напряжения k   
в точках 1 и 6 на контуре консоли во времени /t t  

[Figure 3. The change of elastic contour stress k   
at points 1 and 6 on the console loop in time /t t ] 



Musayev V.K. Structural Mechanics of Engineering Constructions and Buildings, 2019, 15(6), 477–482 
 

 

480   DYNAMICS OF STRUCTURES AND BUILDINGS 

 
 

Рис. 4. Изменение упругого контурного напряжения k   
в точках 2 и 7 на контуре консоли во времени /t t  

[Figure 4. The change of elastic contour stress k   
at points 2 and 7 on the console loop in time /t t ] 

 
 

 
 

Рис. 5. Изменение упругого контурного напряжения k   
в точках 3 и 8 на контуре консоли во времени /t t  

[Figure 5. The change of elastic contour stress k   
at points 3 and 8 on the console loop in time /t t ] 

 
 

 
 

Рис. 6. Изменение упругого контурного напряжения k  
в точках 4 и 9 на контуре консоли во времени /t t  

[Figure 6. The change of elastic contour stress k   
at points 4 and 9 on the console loop in time /t t ] 

 
 

Рис. 7. Изменение упругого контурного напряжения k   
в точках 5 и 10 на контуре консоли во времени /t t  

[Figure 7. The change of elastic contour stress k   
at points 5 and 10 on the console loop in time /t t ] 
 
Граничные условия для контура GHIA  при 

0t >  0u v u v= = = =  . Отраженные волны от кон-
тура GHIA  не доходят до исследуемых точек при 
0 500n≤ ≤ . Контур ABCDEFG  свободен от нагру-
зок, кроме точки F . Решается система уравнений 
из 16 016 084  неизвестных.  

На рис. 3–7 показано изменение контурных 
напряжений kσ  в консоли (рис. 2) во времени 

t/t Δ .   

Заключение 
Консоль (соотношение ширины к высоте один 

к десяти) моделируется с упругим основанием в 
виде упругой полуплоскости.  

Упругие контурные напряжения на гранях кон-
соли являются почти зеркальным отражением друг 
друга, то есть антисимметричными. 

Консоль при сейсмическом воздействии рабо-
тает как стержень переменного сечения, то есть 
если на одной грани – растягивающие напряжения, 
то на другой – сжимающие напряжения.  

На контурах консоли при сейсмическом воздей-
ствии в основном преобладают изгибные волны. 
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 Abstract 
The aim of the work is to consider the problems of numerical modeling of seis-

mic safety of the console with the base in the form of an elastic half-plane under un-
steady wave influences. Stress waves of different nature, propagating in the deformed 
body interact with each other. After three or four times the passage and reflection of 
stress waves in the body, the process of propagation of disturbances becomes steady, 
the body is in oscillatory motion. The problem of modeling problems of the transition 
period is an actual fundamental and applied scientific problem. Methods. The finite 
element method in displacements is used to solve the two-dimensional plane dynamic 
problem of elasticity theory with initial and boundary conditions. On the basis of the 
finite element method in displacements, an algorithm and a set of programs for solving 
linear plane two-dimensional problems have been developed, which allow solving 
problems with non-stationary wave effects on complex systems. The algorithmic lan-
guage “Fortran-90” was used in the development of the complex of programs. 
The study area is divided by spatial variables into finite elements of the first order. Ac-
cording to the time variable, the study area is also divided into finite elements of the first 
order. Results. The problem of the influence of a plane longitudinal elastic wave in the 
form of a Heaviside function on a console with a base (the ratio of width to height is 
one to ten) is considered. The initial conditions are taken as zero. The system of equa-
tions from 16 016 084 unknowns is solved. Contour stresses and stress tensor compo-
nents are obtained in characteristic areas of the problem. On the basis of the conducted 
researches it is possible to draw the following conclusions: the console (the ratio of 
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width to height one to ten) is modeled with the elastic basis in the form of an elastic 
half-plane; the elastic contour stresses on the faces of the console are almost a mirror 
image of one another, that is, antisymmetric; the console under seismic action works as 
a rod of variable cross-section, that is, if there are tensile stresses on one face, then com-
pressive stresses on the other; on the contours of the console under seismic action, 
bending waves mainly prevail. 

Keywords: mathematical modeling; wave theory of seismic safety; dynamic 
theory of elasticity; seismic impact; fundamental impact; console; elastic half-
plane; contour stress; bending waves 
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 Аннотация 
Цель работы заключается в обосновании применимости в нелинейной по-

становке принципа наложения взаимонезависимых частичных деформаций пол-
зучести, известного в линейной теории ползучести как принцип суперпозиции 
Л. Больцмана. Методы. В отличии от традиционного подхода материал кон-
структивного элемента (бетон, сталь, дерево, пластмасса) рассматривается как 
объединение звеньев со статистически распределенными прочностями. Модель 
прочностной структуры материала позволяет вывести реологические уравнения 
механического состояния. В процессе нагружения рассматриваются так называ-
емые структурные напряжения способных к силовому сопротивлению звеньев 
материала. Результаты. Предложена модификация принципа суперпозиции 
Л. Больцмана, позволяющая применять его и при нелинейной зависимости дефор-
маций ползучести от напряжений. Согласно концепции статистического распре-
деления прочностей звеньев и линейной зависимости деформаций от структур-
ных напряжений выведено реологическое уравнение механического состояния. 
Этот подход приводит к удобному при решении релаксационных задач линей-
ному интегральному уравнению. Показана связь прочностной структуры мате-
риалов с энергией его целостности (максимальной энергии сопротивления раз-
рушению) и с известной из экспериментов независимостью удельной к прочно-
сти деформаций от возраста бетона. Приведены корректные интерпретации не-
которых известных уравнений механического состояния бетона. 

Ключевые слова: ползучесть; прочность; напряжение; деформация; 
суперпозиция 
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териалов (бетон, сталь, дерево, пластмасса) рассмат- 
ривается значимый для этой теории принцип нало-
жения деформаций и, в частности, корректность его 
применения. Принцип наложения заключается в 
суммировании в некоторый момент времени ча-
стичных приращений деформаций, порожденных 
последовательными предыдущими приращениями 
напряжений. Полное приращение деформации пол-
зучести при условии взаимонезависимости частич-
ных приращений определяется их суммой, соглас-
но известному в теории линейной ползучести прин-
ципу суперпозиции Л. Больцмана. Это условие 
необходимо для применимости принципа наложе-
ния как принципа линейной суперпозиции.  
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Следовательно, использование этого принципа 
в качестве принципа суперпозиции Л. Больцмана 
для взаимозависимых частичных приращений явля- 
ется некорректным и влечет ошибочные резуль-
таты. Например, перераспределение напряжений 
вследствие структурных повреждений при возрас-
тающем нагружении влечет увеличение каждого 
частичного приращения деформации при последу-
ющих частичных приращениях напряжения, и усло-
вие взаимонезависимости не выполняется. Это об-
стоятельство приводит к необходимости модифи-
кации принципа суперпозиции Л. Больцмана для 
его применимости и при нелинейной зависимости 
деформаций от напряжений.  

Полная деформация при одноосном нагруже-
нии представляет сумму мгновенной деформации 
и деформации ползучести, определяемых наряду 
с нагружением модулем упругости и мерой ползу-
чести соответственно. Выделение в некоторых ра-
ботах части мгновенной деформации, отвечающей 
эволюции модуля упругости, влечет такое представ-
ление уравнения состояния, которое позволяет оши-
бочные выводы при его некорректной интерпре-
тации. Данная работа касается и этого вопроса. 

Теории ползучести строительных материалов 
посвящено большое количество работ, значимые 
из которых принадлежат, например, Г.Н. Маслову, 
Н.Х. Арутюняну, С.В. Александровскому, А.А. Гвоз- 
деву, В.М. Бондаренко, П.И. Васильеву, В.Г. Наза-
ренко, Ю.Н. Работнову, А.Р. Ржаницыну, Р.С. Сан-
жаровскому [2–11]. 

В неравновесном процессе силового деформи-
рования ползучесть играет существенную роль. 
Напомним, что ползучесть – это явление приро-
ста при 0τ t начальной деформации, порожден-
ной нагружением в момент 0τ t . 

Принципиально важным является применение 
принципа наложения частичных деформаций пол-
зучести при выводе реологического уравнения ме-
ханического состояния материала. В линейной по-
становке эти частичные деформации взаимонеза-
висимы, и их сумма представляет полное прира-
щение деформации ползучести. В этом состоит из- 
вестный в линейной теории ползучести принцип 
суперпозиции Л. Больцмана. В работах [9–11] в от- 
личие от традиционного подхода применяется кон- 
цепция прочностной структуры строительных ма- 
териалов. Статистическое распределение прочно-
стей образующих материалов звеньев порождает 
перераспределение нагружения на способные к си-
ловому сопротивлению звенья, и взаимонезависи-
мость частичных приращений деформации ползуче-
сти имеет место лишь относительно приращений 
напряжения на целых звеньях. Это допускает мо-

дификацию принципа суперпозиции Л. Больцма-
на и тем самым применение принципа наложения 
частичных деформаций ползучести и при нелиней- 
ной зависимости деформаций от напряжений. 

Часть мгновенной деформации, отвечающей 
эволюции модуля упругости, в некоторых работах 
добавляется к деформации ползучести, а потому 
корректная запись уравнения состояния получа-
ется лишь при вычитании из мгновенной деформа-
ции отмеченной выше ее части. При этом к мере 
ползучести, естественно, добавляется мера эволю-
ции модуля упругости, и потому интерпретация 
такого уравнения состояния без указанной добавки 
не является корректной. Соотнесение части мгно-
венной деформации с деформациями ползучести 
не является целесообразным, так как добавление 
этой части с вычитанием ее из мгновенной де-
формации приводит к равносильному уравнению 
механического состояния. Кроме того, эта опера-
ция из-за опечаток в обозначениях в некоторых ра-
ботах влечет некорректные интерпретации. В [2; 3] 
мгновенные деформации представлены с учетом 
эволюции модуля упругости, что исключает добав-
ление к мере ползучести меры этой эволюции, а в 
формулах (2.90) и (2.93) из [2] величины  , τС t  

и  перепутаны местами. 

1. Уравнения состояния  
в линейной постановке 

Реологическое уравнение механического со-
стояния выводится при одноосном нагружении 
конструктивного элемента (балка, колонна). По-
стоянное на промежутке времени 0 τt t   

напряжение  σ τ  порождает относительную де-
формацию  

   
     0 0 0

σ
ε , , σ

t
t t C t t t

t
 


,                    (1) 

где E(t) – модуль упругости;  0 0,C t t  – мера 
ползучести материала в момент τ t  при нагру-
жении в момент 0τ t  

Величины  

   
 М

σ
ε

t
t

t



 и      П 0 0ε , σt C t t t       (2) 

представляют мгновенную деформацию и дефор- 
мацию ползучести соответственно. 

Деформация ползучести  0ε ,t t , отвечающая 
ступенчатому приросту 

 ,tС
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 
1

σ σ τ
n

i
i

                                            (3) 

напряжения  σ τ , определяется на основе прин-
ципа суперпозиции Л. Больцмана [1] наложением 
в момент τ t  взаимонезависимых частичных при- 
ращений ползучести 

     П 0ε , τ , τ σ t .i i it C t                       (4) 

Согласно Л. Больцману, частичное приращение  
 Пε , τit  определяется лишь величиной  σ τi  

и его продолжительностью  τit   и не зависит 

от остальных приращений  σ τ j , .j i  Это 

обстоятельство позволяет нахождение  П 0ε ,t t  

наложением по τ  деформаций Пε (t, τ )i  и тем 
самым  

     П 0 0
1

ε , , τ σ τ
n

i i
i

t t C t


   .                 (5) 

В общем случае напряжение  σ τ  является 
кусочно-непрерывной функцией, а (5) представляет 
интегральную сумму для функции  0 , τC t . Пере-

ходя в (5) к пределу при  max σ τ 0i n  , 
получим 

     
0

П 0 0ε , , τ σ τ
t

t

t t C t d   .                       (6) 

Интегрируя (6) по частям, имеем 

       П 0 0 0 0 0ε , , , σt t C t t C t t t       

   
0

*
0 , τ

                σ τ τ.
τ

t

t

C t
d




                 (7) 

Здесь  0 ,C t t  так называемая кратковремен-

ная ползучесть. Величина  0 ,C t t эксперименталь-
но неопределима и как в большинстве работ по 
теории ползучести положим  0 , 0C t t  .  

С учетом порожденной напряжением  0σ t  
ползучести получим 

     
0

0
П

, τ
ε σ τ τ

τ

t

t

C t
t d


 

 .                      (8) 

Добавляя к  Пε t  мгновенную деформацию, 
выводим реологическое уравнение механического 
состояния материала при одноосном нагружении: 

   
     

0

0σ , τ
ε σ τ τ

τ

t

t

t C t
t d

t


 
  .               (9) 

Мера ползучести  0 , τC t  принимается в виде 

       *
0 0, τ , τ τC t C t f t    ,          (10) 

где  τ  – функция старения;  τf t   – функция 

наследственности; *τ t  – момент готовности 
строительного материала (для бетона * 28t  су-
ток);    * *

0 0, lim ,
t

C t C t t


  . 

Согласно равенству    
     0

σ
ε ,τ σ ,τ

t
t t C t

t
 


 

при заданном напряжении  σ τ  мгновенная дефор-

мация  Мε , τt  и деформация ползучести  Пε , τt  

определяются соответственно параметрами  τ  

и  0 , τC t . 

Влияние эволюции модуля упругости  τ  

на деформацию  Мε , τt  задается величиной 

     
1 1, τ

τ
С t

t  
 

, и приращению  σ τi  

напряжения  σ τ  сопоставим деформацию 

       1 1ε , τ σ τ
τi i

i

t
t

 
      
 .        (11) 

Напряжению    0
1

σ , σ τ
n

i
i

t t


    соответ-

ствует деформация 

       Ε 0
1

1 1ε , σ τ
τ

n

i
i i

t t
t

 
      

 .    (12) 

Переходя в (12) к пределу, получим равенство 

       
0

0
1 1ε ,  σ τ

τ

t

t

t t d
t

 
     

 ,        (13) 

а после его интегрирования по частям 

       
0

0
1ε , σ τ  τ

τ τ

t

t

t t d

 
     

  

     0
1 1               σ

τ
t

t
 

    
.             (14) 
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С учетом деформации, отвечающей изменению   
 τ  на промежутке  0 ,t t  при    0σ τ =σ t , имеем, 

что часть мгновенной деформации  Мε t , соответ-

ствующая эволюции  τ , выражается величиной 

       
0

1ε σ τ  τ
τ τ

t

t

t d

 
    
 .                (15) 

Равенство (15) можно вывести и следующим 
образом. За время 1τ τ τi i i    напряжение 

 σ τi порождает деформацию 

       1 1ε τ,τ σ τ
τ τi i

i


 
      

 

   
τ=ζ

1 × τ σ τ ,
τ τ i i

 
     

                  (15.1) 

где τ ζ τi   .  
Согласно (15.1), имеем 

     
1ε τ σ τ τ

τ τ
d d

 
    

 

и снова получим (15). 
В силу (15) величина  

     
       

0

М
σ 1ε ε σ τ  τ

τ τ

t

t

t
t t d

t

 
       

    (16) 

есть часть мгновенной деформации без учета эво-
люции модуля упругости  τ . Представим с 

учетом 
 
1 0

τ t
 

   
 уравнение (9) в виде 

   
     

0

σ 1ε σ τ τ
τ τ

t

t

t
t d

t
 

      
  

       
0

0
1 1σ τ , τ τ

τ τ

t

t

C t d
t

 
      
   (17) 

Величина  

           0 0
1 1,τ ,τ ,τ ,τ

τ
C t C t C t C t

t     
    

является суммой меры ползучести  0 , τC t  и меры 

 , τC t  влияния эволюции  τ . 

Добавление к  0 , τC t  слагаемого  , τC t

отражает влияние твердения материала на упругое 
деформирование [2]. Заметим, что в [2; 3]  0 , τC t  

и  , τC t  обозначены соответственно  , τC t  и 

 * , τC t , причем 

       * 1 1, τ , τ
τ

C t C t
t

  
 

.              (18) 

При      
1 1,τ
τ

C t
t  

 
  получим  ε t 

   
0

1σ τ τ,
τ τ

t

t

d
 

     


 
и уравнение (9) представ-

ляется в виде  

   
     

0

σ 1ε σ τ τ
τ τ

t

t

t
t d

t
 

      
 . 

     
0

0
1σ τ , τ τ

τ τ

t

t

C t d
 

    
         (19) 

Равносильные уравнения (9), (17) и (19) озна-
чают, что добавление части  ε t  деформации 

 Мε t  к деформации  Пε t  возможно лишь при 

вычитании этой части из    
 М

σ
ε

t
t

t



. 

В силу (19) равенства 

   
       

0

0
σ 1ε σ τ ,τ τ

τ τ

t

t

t
t C t d

t
 

      
 ,  (20) 

   
     

0

σ 1ε σ τ τ
τ τ

t

t

t
t d

t
 

       
  

   
0

0 , τ
σ τ τ

τ

t

t

C t
d




                          (21) 

не имеют места. Действительно, согласно (21), вы-
читание из деформации  Мε t  величины  Εε t

без ее добавления к  Пε t  сохраняет равенство 

     М Пε ε εt t t  , что невозможно. 
Замечание 1. Утверждение в [4], [17] об оши-

бочности уравнения (17) в силу вида  , τC t 

     0
1 1 , τ

τ
C t

t
  
 

 не является корректным. 

Это утверждение справедливо лишь в отношении 
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уравнения (21). Уравнение ползучести бетона в 
работе [16] представлено в виде 

         
0

0
0 0

,
ε σ , σ τ τ;

τ

t

t

J t t
t t J t t d


 

   (22) 

     1, τ , τ
τ

J t C t 


, 

равносильном уравнению (9) при    
1, τC t
t

 


   0
1 , τ
τ

C t 


, и только в этом случае приме-

няется принцип наложения и получается кор-
ректное уравнение. 

Согласно (20), имеем уравнение  

   
       

0

σ 1ε σ τ , τ τ
τ τ

t

t

t
t C t d

t
 

      
 ,  (23) 

которое при        0
1 1, τ , τ

τ
C t C t

t
  
 

 рав- 

носильно уравнению (9), а при    0, τ , τC t C t  
неверному равенству (21). 

В работе [11] в нелинейной постановке с 
учетом эволюции  τ  получено уравнение 

   
       

0

σ 1ε , τ σ τ
τ

t
c

c
t

t
t C t d

t
 

     
 ,  (24) 

приводящееся аналогично уравнению (23) при 
гипотезе  , 0C t t   к виду 

   
     

0

0σ , τ
ε σ τ τ

τ

t
c

c
t

t C t
t d

t


 
  .          (25) 

Здесь  σс t  так называемое структурное на- 
пряжение. 

Замечание 2. В работе [17], неверно полагая 
(как и в случае линейной постановки) отсутствие 
в функции      0, τ , τ , τC t C t C t   слагаемо-

го  , τC t , утверждается ошибочность уравне-

ния (24). Согласно соотношению    
 

σ
ε

t
t

t
 


   , τ σC t t , эволюция  τ  порождает часть 

 ε t  именно мгновенной деформации, в арифме-
тическом прибавлении которой к деформации пол-
зучести  Пε t  нет необходимости. Представление 

         М П П Εε ε ε ε εt t t t t          , (26) 

сопутствующее общей мере    0, τ , τC t C t 

 , τC t  этих деформаций, приводит лишь к 
путанице в обозначениях и не является целесооб-
разным. 

Следует подчеркнуть, что мера  , τC t  есть 
сумма различных по своей физической природе мер 

 0 , τC t  и  , τC t  и не может являться мерой 

ползучести. Гипотеза, что  , τC t  – это мера пол-
зучести, приводит к некорректному уравнению (21), 
содержащему (согласно классификации в [17]) три 
вида ошибок: 

1) неверное определение значения  Мε t ; 
2) неправильное нахождение выражения ядра 

ползучести; 
3) ошибочное причисление к деформациям 

ползучести мгновенных упругих деформаций. 
В [17] полагают, что источником перечислен-

ных ошибок является не указанная выше интерпре-
тация  , τC t , а принцип наложения деформаций 
ползучести. 

Замечание 3. Принцип наложения взаимоне-
зависимых частичных деформаций ползучести (из-
вестный в линейной постановке как принцип су-
перпозиции Больцмана) применяется для опреде-
ления деформаций ползучести при переменном на- 
пряжении  σ τ  и не имеет отношения к ошибоч-

ной операции    П Εε εt t     прибавления дефор-

мации  ε t  к деформации  Пε t  без ее вычита-

ния из мгновенной деформации  Мε t . 
Замечание 4. В работе [4] полагают, что 

второе слагаемое в (17) лишнее, появившееся из-за 
пренебрежения эволюцией  τ  в мгновенной де- 

формации  Мε t . На самом деле как раз учет эво- 

люции упругой податливости 
 
1
τ

 порождает 

часть  Мε t , и, согласно соотношению  ε τd 

 
 

σ τ
τ

τ Ε τ
d

 
     

, имеем 

     
     

0 0

М М 0
σ τ 1ε ε σ τ τ

τ τ τ

t t

t t

d
t t d

 
        

  . 

Последнее слагаемое этого равенства является упруго-
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пластической деформацией  ε t . Эта часть мгно-
венной деформации добавлена к деформации пол- 

зучести. Поскольку    
   

0

М 0 М

σ τ
ε ε

τ

t

t

d
t t  



   
0

1σ τ τ
τ τ

t

t

d
 

     
  и      М Пε ε εt t t   

первые два слагаемых представляют мгновенную 
деформацию без учета эволюции  τ .  

Существенным поводом для критических заме- 
чаний в [17] послужило представление уравнения  

   
     

0

σ , τ
ε σ τ τ

τ

t

t

t C t
t d

t


 
                (27) 

в виде 

   
     

0

σ 1ε σ τ τ
τ τ

t

t

t
t d

t
 

       
  

   
0

, τ
σ τ τ

τ

t

t

C t
d




 ,                                    (28) 

допускающем при отсутствии пояснения струк-
туры его слагаемых интерпретацию, приводящую 
к противоречию. 

Источником представления (28) является 
предложенное в [3] добавление к мере простой 
ползучести  , τC t  слагаемых для учета эволю-

ции модуля упругости  τ  мгновенной дефор-

мации  Мε t . По-видимому, определенное обос-
нование этого предложения состоит в проявляе-
мом в процессе разгружения возникновении пла-
стической части  МПε t  деформации  Мε t . По-

скольку накопление  МПε t  происходит (как и де- 

формация ползучести  Пε t ) в течение промежутка 

 0 ,t t , то деформация  МПε t  условно полагается 

запаздывающей и рассматривается вместе с  Пε t . 
Формальность этого подхода отмечена в [2] за-
мечанием, что первые два слагаемых равенства  

       *
0

М 0 М

1 1, τ ,C t C t t
t t

  
 

       (29) 

необходимы лишь для отражения влияния твер-
дения бетона на упругое деформирование. В мо-
нографии [2] при выводе уравнения (2.87) меха-
нического состояния бетона соотношением 

 
1 0
М t




 
                                           (30) 

констатируется, что мгновенная деформация  Мε t  
определяется (наряду с силовым нагружением при 

τt  ) величиной модуля  t  при любой эво-

люции  τ  в промежутке  0 ,t t .  

В частности, при    τ t    приращение 

 М 0ε ,t t , порожденной любым режимом прира-

щения нагружения    
0

σ σ τ
t

t

t d    в линейной по- 

становке, определяется равенством    
 

0

М 0
σ τ

ε , ,
t

t

t t
t

 
  

а в нелинейной [2]    
 

0

M
М 0

τ
ε ,

t

t

S
t t

t
 

 , где  M τS  – 

функция напряжений мгновенных деформаций.  
Поскольку 

 
 

 
     

0 00

M M
M

M M

τ τ 1τ  τ
τ τ τ τ

tt t

t tt

S S
S d

 
       

  , (31) 

то приведенные в [2] равенства (2.86) и  

     
 
 

0 0 0

M
M M

M M M

σ τ1 1
τ τ

t
t t

t t t

S dS S
t t R

 
       

  (32) 

означают учет влияния твердения бетона в дефор-
мации  Мε t  и исключают это влияние на меру 

 , τC t , выражаемую добавлением слагаемых 
 
1
τ

 

и 
 
1
t

. Отметим, что в [2] в равенствах (2.86) и 

(2.87) вместо  , τC t  по техническим причинам 

напечатано  * , τC t , что не соответствует при-
мененной в [2] логике вывода этих равенств.  

Согласно [2], величина  * , τC t  представляет 

сумму меры ползучести  , τC t  и меры  Е , τC t  

влияния твердения на деформацию  Мε t . 

2. Уравнения состояния 
в нелинейной постановке 

Эксперименты показывают, что зависимость 
деформаций  ε τ  от напряжений  σ τ  является не- 
линейной. Согласно А.А. Гвоздеву [5], нелинейность 
возникает вследствие более интенсивного разви-
тия деформаций ползучести при сохранении ли-
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нейной зависимости упругих деформаций и тем 
самым 

   
     

0

σ , τ
ε τ σ τ τ

E τ

t

t

t C t
d

t


 



.              (33) 

Мера ползучести  , τC t  подбирается согла-
сованием с экспериментальными данными. Крутой 
подъем экспериментальных кривых ползучести, со- 
гласно А.А. Гвоздеву [5], означает быстрое нате-
кание  Пε , τt  при малых значениях τt  . В ра-
боте [6] в согласии с нелинейными диаграммами 
ε σ  Еврокодов приводится интегральное уравне-
ние, имеющее при  E τ =E  и  τR R  (  τR  – 
прочность) вид 

       
0

2 1 M
, τ

ε σ ε τ τ
τ

t

t

C t
t f t f d


         .    (34) 

Здесь    2 Mσ εf t t   , а    1 Mε τ σ τf     
и (34) – нелинейное уравнение с линейной ползу-
честью. Таким образом, в уравнении (33) игнори-
руется нелинейность упругих, а в уравнении (34) 
запаздывающих деформаций ползучести. Далее по- 
кажем, что силовое нагружение порождает нели-
нейность по  σ τ  обоих видов деформаций. 

В работе [7] для нелинейной теории ползуче-
сти предлагается уравнение 

   
     

0

σ 1ε σ τ τ
E τ E τ

t

t

t
t d

t
 

     
  

   
0

, τ
σ τ τ

τ

t

t

C t
f d


     .                    (35) 

Замечание 5. В (33) и (34) интегральное сла-
гаемое выводится в рамках линейной теории пол-
зучести, а в (35) неявно предполагается (без обос-
нования) применимость принципа линейной супер- 
позиции деформаций ползучести. 

В.М. Бондаренко нелинейную зависимость упру- 
гих и запаздывающих деформаций от  σ τ  пред-
ставляет с помощью нелинейных функций. В мо-
нографии [2] выводится уравнение 

     
 

M σ /
ε

E
S t R t

t
t

     

     
0

П

, τ
σ τ / τ τ

τ

t

t

C t
S R d


     .       (36) 

При этом существенна ссылка на работу [8], 
где высказана применимость принципа суперпо-
зиции Л. Больцмана и для нелинейных деформа-

ций ползучести при условии признания взаимоне-
зависимости ее частичных приращений. Тем самым, 
как и в работе [4], заранее предполагается взаимоне-
зависимость частичных деформаций ползучести от- 
носительно частичных приращений функции на- 
пряжений    П σ τ / τS R   . 

Возникшая в теории бетона необходимость 
обоснования нелинейных реологических уравне-
ний механического состояния сопряжена с прин-
ципом наложения нелинейных частичных дефор-
маций ползучести – ключевым моментом вывода 
этих уравнений. 

В работах [9–11] приведена модификация прин- 
ципа суперпозиции Л. Больцмана при нелинейной 
зависимости деформаций  ε τ  от напряжений  σ τ . 

Основой вывода принципа наложения в нели-
нейной постановке является концепция статисти-
ческого распределения прочности  iR   звеньев 
(слоев, волокон), составляющих материал конструк- 
тивного элемента. 

Замечание 6. В отличие от принятой нами кон- 
цепции, восходящей к [12], в предыдущих рабо-
тах конструктивный материал предполагался изо- 
тропным по прочности составляющих его звеньев. 
Силовое деформирование разрушало часть звеньев 
и напряжения с них перераспределялись на целые 
звенья. Например, одноосное усилие  N  разру-
шает часть звеньев и тем самым оно воспринима-
ется лишь работоспособной площадью  τA  се-
чения, порождая нормальное напряжение 

   
 

τ
σ τ

τc

N
A

 .                                            (37) 

Напряжение  σ τc , возникающее вследствие 
структурных повреждений, называется структур-
ным и связано с расчетным напряжением 

   τ
σ τ

N
A

                                            (38) 

соотношением 

     σ τ σ τ
τc

A
A

 ,                                    (39) 

где А – площадь нормального сечения элемента. 
Структурные повреждения, описываемые функ- 

цией    
0 τ

τ
AS

A
 , порождают нелинейную зави- 

симость деформаций от линейных напряжений  σ τ . 

Функция  0 τS  нелинейности напряжений опре-
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деляется их уровнем    
 

σ τ
η τ

τR
 , где  τR  – 

текущая прочность материала. В приложениях ис-
пользуются функции [3] 

   
 

0 σ τ
τ 1 ,

τ

m

S V
R
 

   
 

                             (40) 

     0 τ σ τ / σ τ ,bS a                             (41) 
где V, m, a и b – эмпирические параметры. 

Физико-химические процессы в материале вле-
кут изменения параметров  τiR  и функции  0 τS . 

В частности, деградация  τiR  наряду с  0 τS  

увеличивает      0σ τ τ σ τc S  и при  σ τ const , 
а тем самым порожденную постоянным напряже- 
нием    0σ τ =σ t  начальную деформацию. Это яв- 
ление последующего увеличения начальной дефор- 
мации при  σ τ const  называют ползучестью. 

Деформация работоспособной части элемен-
та связана с порождающим ее структурным (ис-
тинным) напряжением законом Гука 

     0 0σ τ E τ, ε τ, ,c t t                           (42) 

где упруго-пластический модуль  0E τ, t  опре-
деляется равенством 

   
   0

0

E τ
E τ,

1 E τ τ,
t

C t



.                       (43) 

В (43) – модуль упругих деформаций;  0τ,C t  – 
мера ползучести в момент τ  при нагружении в 
момент 0t . 

Соотношения (42) и (43) вытекают из пред-
ставления деформации  0, t   суммой мгновен-
ной упругой деформации 

   
 M 0

σ τ
ε τ,

E τ
ct  .                                       (44) 

и деформации ползучести [9] 

     П 0 0ε τ, τ, σ τ .ct C t                         (45) 

Согласно (39) и (42), 

     
 

0

0
0

τ σ τ
ε τ, .

E τ,
S

t
t

                               (46) 

Равенства (44) – (46) означают, что деформации 
 0ε τ, t ,  M 0ε τ, t  и  П 0ε τ, t  являются нелиней-

ными функциями расчетного напряжения  σ τ . 

Предполагая отсутствие структурных повре-
ждений, получим  0 τ 1S   и  

   
 0

0

σ τ
ε τ,

E τ,
t

t
 .                                       (47) 

Для вывода нелинейного уравнения ползучести 
необходимо найти приращение  П 0ε ,t t  дефор-
мации ползучести при переменном на отрезке 
 0 τt t   времени структурном напряжении. 

При силовом деформировании конструктивно-
го элемента статистическое распределение проч-
ности  τiR  его звеньев (например, по нормаль-
ному закону) влечет непрерывное перераспреде-
ление по сечению напряжений  σ τ  на целые 

звенья. Ступенчатому приросту  
1

σ σ τ
n

i
i

    

уже не отвечают взаимонезависимые, как в ли-
нейном случае, частные приращения деформаций 
ползучести. В самом деле действие приложенно-
го в момент времени τi  приращения  σ τi  в мо-

мент τi  j i  усиливается из-за действия прира-

щения  σ τ j , разрушающего часть целых до мо- 

мента τ j  (звеньев) [9].  

Пусть  V  часть элемента  V , состоящая из 
целых в момент τ  его звеньев. Под действием на- 
пряжения  σ τc  часть  V  непрерывно умень-

шается до  tV , состоящей из совокупности це-

лых в течение всего промежутка  0 ,t t  звеньев 
элемента. 

Деформации частей  tV  и  V  под действи-

ем напряжения  σ τc  совпадают. Существенно, 

что ступенчатый прирост  
1

σ σ τ
n

с с i
i

    на- 

пряжения  σ τ  порождает взаимонезависимые в 
смысле Л. Больцмана частные приращения дефор-
маций ползучести. 

Приращения  σ τс i  не разрушают звенья  tV  
и именно это влечет независимость величины 

     П 0ε τ , τ σ τi i с iC t                         (48) 

от остальных приращений  σ τс j ,  j i ,  
а потому 
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     П 0 0
1

ε , , τ σ τ
n

i c i
i

t t C t


   .              (49) 

С помощью приведенных выше для  σ τ  опе-
раций получим реологическое уравнение механи-
ческого состояния в нелинейной постановке 

   
     

0

0σ , τ
ε σ τ τ

E τ

t
c

c
t

t C t
t d

t


 
 .           (50) 

Соотношение (49) является аналогом прин-
ципа наложения Л. Больцмана. 

Согласно (44), с учетом      0σ τ σ τ σ τс S     
имеем 

     
 

0 σ σ
ε

E τ
S t t

t
     

     
0

0
0σ τ σ τ , τ  τ.

τ

t

t

S C t d
          (51) 

Замечание 7. В уравнении (51) присутствует 
единая функция напряжений  σ τS    , а в урав- 
нении (36) различные функции напряжений 

   M σ τ / τS R    и    П σ τ / τS R    для мгновен-
ных и запаздывающих деформаций. Эти функции 
суть напряжения, порождающего соответствующие 
деформации. В физическом аспекте силовое напря-
жение порождает обе составляющие  Mε t  и  Пε t  

деформации  ε t , и поэтому    M σ τ / τS R   

   П σ τ / τS R    . Таким образом, представление 

деформации  ε t  в виде      M Пε ε εt t t   не 
означает, что мгновенные и запаздывающие де-
формации порождены разными напряжениями. 

Согласно диаграмме ε σ , имеем нелинейную 
зависимость    Mε σt f t    , которую по ана-

логии с равенством    
 M

σ
ε

E
t

t
t

  представим в 

виде    
 M

σ τ
ε

E
S

t
t

   , где      Mσ τ E εS t t   . 

Функцию  σ τS     назовем структурным на- 
пряжением (так как силовое нагружение влечет из- 
менение структуры материала). Поскольку 

     Mσ τ E εdS d t t       ,  

то      Пε , τ , τ σ τd t C t dS    .  

Из равенства    0σ τ σ τS S     находим 

функцию нелинейности напряжений 0S : 
   
 

M0 ε τ E τ
σ τ

S  ,                                        (52) 

получаем соотношение 
     0

Пε , τ , τ σ τd t C t d S    .                 (53) 

Согласно (39), функция 0S  определяется уров-
нем      η τ σ τ / τR напряжений и, как пока-
зывают эксперименты, не зависит от возраста τ  
материала, а потому 

 0 η τ 0
τ

S
  

.                                        (54) 

Равенства (53) и (54) означают, что справед-
ливо соотношение  

       0
0ε , τ , τ η τ σ τd t C t S d    ,          (55) 

позволяющее применение принципа наложения, 
тем самым 

       
0

0
П 0ε , τ , τ η τ σ τ

t

t

t C t S d     .    (56) 

     * 0
П 0 0 0ε , τ , η σt C t t S t      

     
0

*
0 , τ

η τ σ τ τ,
τ

t

t

C t
S d


                    (57) 

а потому мы снова получим уравнение (51). 
Замечание 8. Принципиальное для примени-

мости принципа Больцмана равенство (54) явля-
ется следствием статистического распределения 
прочностей звеньев. Функция  0 τS  определяет-
ся отношением доли всех разрушенных звеньев  
к доле всех целых звеньев. В модели одноосного 
нагружения имеем  

   
   

 
 
 

0 τ τ τ
τ 1 ,

τ τ τ
dA A A AAS

A A A
 

      (58) 

где  τdA  – площадь поперечного сечения всех 
потерявших способность силового сопротивления 
звеньев. 

На приведенном рисунке площадям  τdA  и 

 τA соответствуют площади  σdS  и  σpS , 
интегрально выражающие поврежденную и целые 
части нагруженного элемента. 

Поскольку физико-химические процессы про-
исходят одинаково во всех звеньях, то заданное от- 
ношение площадей    σ σd pS S  не зависит от τ , 
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что и влечет соотношение (54). В частности, за-
данный уровень      η τ σ τ / τR  не зависит от 
 , что подтверждается экспериментами [18], со-
гласно которым удельная по отношению к проч-
ности  τR  деформация не зависит от возраста 
бетона. 

 

 
 

Рисунок. Плотность вероятности распределения  
прочностей звеньев: sR  – структурная прочность 

[Figure. Probability density of the strength distribution of  
links: sR  – structural strength] 

 
Итак, на основе статистического распределе-

ния прочностей мы привели еще одно обоснование 
принципа суперпозиции деформаций ползучести 
Больцмана в нелинейной постановке. 

Замечание 9. В предположении  , 0C t t  , 

согласно (54), и        0
Mτ σ τ ε τ E τS   имеем 

       
0

П М

, τ
ε ε τ Ε τ τ,

τ

t

t

С t
t d


 

           (59) 

а при    τ t    (для зрелого и старого бетона): 

     
0

П М

φ , τ
ε ε τ τ

τ

t

t

t
t d


 

 ;                    (60) 

       
0

М М

φ , τ
ε ε ε τ τ

τ

t

t

t
t t d


 

 .           (61) 

Очевидно, что аналогом линейного относитель-
но  σ τс  интегрального уравнения при условии 

 τ    является линейное относительно упру-
гой деформации уравнение (61).  

Функция      0φ , τ , τt t C t   называется 
характеристикой ползучести. 

В работе [6] уравнение линейной ползучести 

     
0

П

, τ
ε σ τ τ

τ

t

t

C t
t d


 

                        (62) 

выражается через  Mε τ  с помощью функции 

 Нφ τ , отвечающей нелинейной постановке. 

При простом нагружении    
 

П

М

ε , τ
φ , τ .

ε τ
t

t   

Поскольку в [6] предполагается, что ползу-
честь порождена напряжением      Мτ =ε τ Ε τS   

     0 τ σ τ Ε τS , то  

     
 Н 0

E τ , τ
φ , τ .

σ
C t

t
S

                              (63) 

Далее в [6] 

     
0

П М

φ , τ
ε ε τ τ

τ

t

t

t
t d


 

 ,                    (64) 

и, согласно (54), 

   
 

   
0

M
П 0

τ , τε τ
ε τ

σ τ

t

t

C t
t d

S
    

 .      (65) 

Очевидно, что лишь при  τ = const  имеет 
место заранее предполагаемое в [6] соотношение 

     
0

П

, τ
ε σ τ τ

τ

t

t

C t
t d


 

 .                      (66) 

В работе [13] для развития структурно-
энергетического подхода в теории железобетона 
введено понятие энергии целостности элемента   

 τW  – максимальной энергии его сопротивления 
разрушению. Этот параметр равен работе разру-
шения элемента в момент τ  и складывается из 
энергии целостности  τiW  и его звеньев.  

Суммарная энергия потерявших способность 
к силовому сопротивлению звеньев образует рас-
сеянную часть  τdW  энергии  τW  и определя-

ет необратимую часть  Нε t  деформации  ε t . 

Деформация  Нε t  порождается напряжением  σ τd , 

полученным как добавка к напряжению  σ τ  в 
результате разрушения части звеньев. Величина 

     τ τ τp dW W W   представляет энергетиче-

ский запас целостности. Энергиям  τdW  и  τpW  

отвечают на рисунке площади  σdS  и  σpS , 

и величина    
 

σ τ
α σ

σ τ
d  не зависит от τ . 

Сумма        σ τ σ τ 1+α τ σ τd         яв-
ляется структурным напряжением, и, согласно 
равенству        0 σ σ τ 1+α τ σ τS     , имеем 
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     τ 1+α τ σ τS     . В частности,    
 

σ τ
α τ

τ

m

V
R
 

  
 

, 

где V и m – эмпирические параметры.  

В силу 
 α σ

0
τ





 необратимая часть  ПНε t  

деформации  Пε t  находит наложением и при

 , 0С t t  : 

       
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ПН
, τ

ε α σ τ σ τ τ
τ

t

t

C t
t d


      .     (67) 

В результате необратимые деформации си-
лового происхождения 

     
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поэтому 
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1       α σ τ σ τ , τ τ.
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C t d
 
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   (69) 

В предложенной А.А. Гвоздевым двухкомпо-
нентной нелинейной теории ползучести [5; 14] мгно- 
венные деформации линейны по  σ τ , величина 

 ПНε t  названа деформацией ползучести первого 
рода, а второе слагаемое в (68) – второго рода. 

При этом 

     
0

ПН Hε σ τ , τ τ
t

t

t f F t d    ,                 (70) 

где  σ τf     – нелинейная функция напряжений, 

а функция  H , τF t строится на основе экспери-
ментальных данных [14].  

Величину  ПНε t  невозможно определить 
наложением частичных деформаций ползучести, 
и в традиционном смысле она не деформация пол-
зучести, каковой является ее часть  ПНε t . Авто-

ры в [4] полагают, что  Нε t  представляет нели-

нейную (необратимую) часть  МНε t  мгновенной 

деформации  Мε t , присовокупленную к линей-
ной деформации ползучести, и тем самым [6] при
 , 0С t t   и  t    

       
0

2
, τ

ε σ σ τ
τ

t

t

C t
t f t t d


     .      (71) 

Получается реологическое уравнение с линей-
ной ползучестью. 

Замечание 10. Пренебрежение в нелинейной 
постановке необратимой частью  ПНε t  деформа-
ции ползучести приводит к ошибочному реологи- 
ческому уравнению, что имеет место и в рекомен-
дациях Еврокодов [6; 15]. 

Заключение 

Обоснование нелинейных реологических урав-
нений механического состояния строительных ма-
териалов (в частности, бетона) не реализуемо без 
модификации принципа суперпозиции Л. Больц-
мана относительно соответствующего силового фак- 
тора – структурного напряжения. 

Суть принципа Больцмана заключается во 
взаимонезависимости частичных деформаций пол- 
зучести, и именно на этой основе реализуется обос-
нованный подсчет деформаций ползучести. Су-
щественно, что модификация принципа суперпо-
зиции Больцмана применяется и при нелинейной 
зависимости деформаций от расчетных напряже-
ний. Статистическое распределение прочностей 
фракций, составляющих бетонный элемент, вле-
чет перераспределение напряжений и порождает 
структурное напряжение на его способных к си-
ловому сопротивлению фракциях.  

Структурное напряжение (функция напряже-
ний) едино для мгновенных и длительных дефор-
маций, порождая оба эти вида. 

Функция напряжений, введенная в [2–7] яв-
ляется структурным напряжением, порождающим 
как мгновенную  Мε t , так и запаздывающую 

 Пε t  деформации.  
В [6] нелинейное реологическое уравнение 

содержит нелинейно зависящую от расчетного 
напряжения мгновенную деформацию и линейную 
зависящую от этого напряжения деформацию пол-
зучести. Это означает, что упомянутые деформа-
ции порождены различными напряжениями, что 
противоречит физической сущности явления.  

Причина нелинейности функции    ε τ σf t     – 

перераспределение напряжений  σ τ , а не изме-
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нение характеристик  τ  и  , τС t  материала, 
определяемых лишь физико-химическими в нем 
процессами. 

В [17] принцип наложения представлен «как 
основополагающая ошибка теории ползучести». 
Следует подчеркнуть, что этот принцип как сум-
мирование последовательным по времени наложе-
нием запаздывающих частичных деформаций пол-
зучести является естественным и при их взаимо-
независимости корректным. Таким образом, не прин- 
цип наложения (это лишь схема суммирования) 
является ошибкой, а его ошибочное применение 
как принципа суперпозиции Л. Больцмана для 
взаимозависимых частичных приращений ползу-
чести. Принцип суперпозиции Л. Больцмана (как 
наложение лишь взаимонезависимых деформаций) 
представляет простой конструктивный способ опре- 
деления запаздывающих деформаций и вывода 
реологических уравнений механического состоя-
ния. Более того, этот принцип к возникающим при 
некорректной интерпретации структуры и пара-
метров уравнения механического состояния ошиб-
кам не имеет отношения. 

Приведенные в [17] утверждения, касающиеся 
ошибочности применения принципа наложения 
как обычного суммирования [16], справедливы и 
созвучны с отмеченным в данной работе необхо-
димым условием линейной суперпозиции. 

Корректные критические замечания, приведен- 
ные в [4; 17] и в данной работе, полезны и необ-
ходимы для дальнейшего развития теории бетона 
и железобетона. К отмеченным в [17] ошибкам 
принцип наложения не имеет отношения, так как 
их возможное наличие порождено не применени-
ем этого принципа.  

Для дальнейшего совершенствования норм 
необходима добротная теория, безусловно, вклю-
чающая значимые при расчете железобетонных кон- 
струкций результаты. Некоторые приложения тео-
рии ползучести в расчетах железобетонных соору-
жений на долгосрочную безопасность отражены в 
работах [19–27]. 
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 Abstract 
The aim of the research is to justify in the non-linear statement the overlay 

principle of fraction creep deformation, known in the linear creep theory as 
Bolzmann’s principle of superposition. Methods. In contrast to the traditional ap-
proach the material of constructive elements is considered as an union of its links 
with statistical disturbed strength. The model of structural strength allows the de-
duction of rheological equations. In loading process so called structural stresses of 
capable to resist links are considered. Results. The modification Bolzmann’s prin-
ciple of superposition for fraction creep deformations is proposed. This permits 
its applicability also under non-linearly dependence of deformations on stress-
es. In according to concept of the statistical distribution of the strengths of links 
and linear dependence of determinations on structural stresses the rheological of 
mechanical statement is reduced. This equation implies the suitable on relation 
problems the linear integral equation. The relation of structural strength of material 
with its energy of entirety and with the experimentally known independency of 
specific to strength deformation on age of concrete is showed. The correct interpre-
tations of certain known mechanical state equations for concrete are represented. 

Keywords: stress; deformation; creep measure; superposition principle; nonli-
nearity 
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