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 Аннотация 
Подпорные стены уголкового типа широко распространены в гидротехни-

ческом строительстве. Им свойственны крупные габариты, небольшие проценты 
армирования, блочная разрезка по высоте конструкции. Основная масса суще-
ствующих подпорных стен строилась в 1960–1980-х годах. Действовавшие в этот 
период нормативные документы имели определенные недостатки, которые вы-
звали непроектное поведение целого ряда подпорных стен. Требуется совершен-
ствование методик расчета железобетонных конструкций подпорных стен, в рам-
ках которых необходим более полный учет характерных особенностей их пове-
дения. Целью работы является совершенствование методов расчета железобе-
тонных подпорных стен уголкового типа. Методы исследований, проводимых 
для совершенствования расчета железобетонных подпорных стен уголкового типа, 
включали классические методы сопротивления материалов, теории упругости, 
строительной механики. Для определения фактического напряженно-деформи-
рованного состояния натурных конструкций подпорных стен применялись визу-
альные и инструментальные методы обследования подпорных стен, в том числе 
метод разгрузки арматуры. Результаты. Для определения напряженного состо-
яния в элементах железобетонной конструкции подпорной стены (в бетоне и арма-
туре) была разработана методика расчета напряженного состояния подпорных 
стен, которая позволяет определять компоненты напряженного состояния (напря-
жения в бетоне сжатой зоны, а также напряжения в растянутой и сжатой армату-
ре) в горизонтальных сечениях вертикальной консольной части подпорных стен. 

Ключевые слова: гидротехнические подпорные стены уголкового типа; харак-
терные особенности; межблочные горизонтальные швы; трещинообразование; вне-
центренное сжатие; сжимающие и растягивающие напряжения; методика расчета 
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Введение 1 
Подпорные стены являются неотъемлемыми со- 

ставляющими гидроузлов. Они предназначены для 
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удерживания от обрушения и сползания находящих-
ся за ними массивов грунта. Наиболее распростра-
нены подпорные стены уголкового типа [1–6]. 

Подпорные стены имеют горизонтальную фун- 
даментную плиту с лицевой и более протяженной 
тыловой консолями; вертикальную консольную 
часть. 

К конструктивным особенностям подпорных 
стен следует отнести значительные размеры (та-
кие как высота вертикальной консоли стены, вы-
леты лицевой и тыловой консолей фундаментной 
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плиты, размеры в корневом сечении и толщина фун-
даментной плиты, достигающие нескольких мет-
ров); бетон невысокой марки (М100–М250); арма-
туру большого диаметра (до 60 мм) классов А-II, 
А-III; невысокое содержание арматуры (как пра-
вило, менее одного процента); обязательное нали-
чие горизонтальных межблочных швов, разделя-
ющих горизонтальные блоки бетонирования при 
поэтапном возведении и др.   

Со стороны тыловой грани, как правило, имею-
щей наклон, подпорные стены засыпаются грунтом, 
создающим основные нагрузки на конструкцию. 

Ввиду вышесказанного вертикальные консоль-
ные части подпорных стен работают в условиях вне- 
центренного сжатия. Вертикальная нагрузка созда- 
ется собственным весом железобетона конструк-
ции, весом грунта засыпки и грунтовых вод. Го-
ризонтальная нагрузка создается боковым давле-
нием грунта засыпки и грунтовых вод в засыпке.  

Следует отметить, что большинство подпорных 
стен проектировалось и строилось до 2000-х годов 
(в основном в 1960–1970-х годах). В указанный 
период времени не учитывались некоторые харак-
терные особенности работы подпорных стен, кото-
рые обусловлены их конструктивными особенно-
стями (в первую очередь наличием горизонтальных 
межблочных швов). 

Нормативные документы, которые действова-
ли в период проектирования и строительства боль-
шинства подпорных стен [17–19], не учитывали всех 
особенностей их работы, вследствие чего при экс-
плуатации многих подпорных стен возникли от-
клонения от проектных предпосылок. 

1. Обсуждение 

Указанные выше отклонения от проектного по-
ведения выражались в основном в смещениях верха 
консолей, ширине раскрытия горизонтальных меж- 
блочных швов, высоких сжимающих и растяги-
вающих напряжениях в вертикальной арматуре у 
лицевой и тыловой граней, которые превышали 
проектные значения. В отдельных случаях проис-
ходило разрушение подпорных стен [7–10], в том 
числе левых стен первого яруса водоприемника 
строящейся Загорской ГАЭС [7–9]. 

Как уже было отмечено, основной причиной 
непроектного поведения подпорных стен явился 
неполный учет наличия межблочных горизонталь-
ных строительных швов, характера трещинообра-
зования, а также недостаточное поперечное гори-
зонтальное армирование [11; 12; 20; 21]. 

Особый характер трещинообразования, выража- 
ющийся в образовании наклонных трещин, выходя-

щих из раскрывшихся горизонтальных межблочных 
швов, представлен на рис. 1. 

 

 
 

Рис. 1. Фактическая схема трещинообразования  
в зоне горизонтального межблочного шва: 

1 – горизонтальный межблочный шов; 2 – раскрытие шва;  
3 – наклонная трещина; 4 – рабочая арматура;  

5 – деформация арматуры в раскрытом шве 
[Figure 1. The actual scheme of cracking  
in the zone of horizontal interlock seam: 

1 – horizontal interlock seam; 2 – opening of the seam;  
3 – inclined crack; 4 – working reinforcement;  

5 – deformation of the reinforcement in the open seam] 

 
Следует отметить, что большинство проведен-

ных ранее работ посвящено исследованиям нагру-
зок от давления грунта на подпорные стены, а так-
же устойчивости подпорных стен [3], в то время 
как один из важнейших вопросов заключается в 
определении прочности конструкций стен как при 
проектировании [6], так и при определении фак-
тического состояния конструкций после длитель-
ной эксплуатации. 

Требуется совершенствование методик расчета 
прочности (включая назначение армирования) и 
положений нормативных документов при более 
полном учете особенностей массивных железобе-
тонных конструкций ГТС (в первую очередь меж-
блочных строительных швов). 

2. Материалы и методы исследований 
С целью определения фактического состояния 

конструкций подпорных стен проводились визу-
альные и инструментальные обследования подпор-
ных стен, в том числе определение фактических 
напряжений в стержневой арматуре методом раз-
грузки арматуры [16]. Визуальные обследования 
проводились с применением микроскопа отсчетно-
го МПБ-3, лазерного дальномера, рулеток, штан-
генциркуля и пр. В рамках инструментальных об-
следований проводилось определение прочности 
бетона подпорных стен неразрушающими метода-
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ми: ультразвуковым методом (с применением уль-
тразвукового прибора Пульсар-2.2) и методом упру-
гого отскока (с применением молотка Шмидта). 

Определение фактических напряжений в ар-
матурных стержнях подпорных стен проводилось 
методом разгрузки арматуры. 

Аналитические исследования напряженного со-
стояния железобетонных конструкций подпорных 
стен проводились с применением методов строи-
тельной механики, сопротивления материалов, тео- 
рии железобетона. 

3. Результаты обследований подпорных стен  
и разработка методики их расчета 

В ходе обследований лицевой поверхности ряда 
подпорных стен гидротехнических сооружений бы-
ли выявлены горизонтальные трещины, которые 
являлись следами выхода на лицевую поверхность 
наклонных трещин, выклинивающихся из горизон-
тальных межблочных швов.  

В ходе инструментальных обследований мето-
дом разгрузки арматуры в вертикальной арматуре 
у лицевой грани ряда подпорных стен были выяв-
лены значительные сжимающие напряжения, пре-
вышающие проектные значения. 

Для определения напряженного состояния в 
элементах железобетонной конструкции подпор-
ной стены (в бетоне и арматуре) была разработа-
на методика расчета напряженного состояния под-
порных стен. 

При этом рассматривалось горизонтальное се-
чение в вертикальной консоли стены. Определялись 
внешние усилия, действующие в расчетном сече-
нии: N – вертикальная сжимающая сила и M – изги-
бающий момент. В сечении действуют внутренние 
усилия: усилие в бетоне сжатой зоны – Nb; в сжатой 
арматуре – N's; в растянутой арматуре – Ns. 

Условие равновесия при действии сил: 

𝑁௕ ൅ 𝑁′௦ ൌ 𝑁 ൅ 𝑁௦.     (1) 

Условие равновесия при действии изгибаю-
щих моментов (относительно равнодействующей 
вертикальных сжимающих напряжений в бетоне 
сжатой зоны): 

𝑁ሺ𝑒଴ െ 0,5ℎ ൅ 0,33𝑥ሻ ൌ 

ൌ 𝑁௦ሺℎ଴ െ 0,33𝑥ሻ ൅ 𝑁′௦ሺ0,33𝑥 െ 𝑎′ ሻ    (2) 

Схема действия нагрузок в горизонтальном 
сечении представлена на рис. 2. 

Принималась треугольная эпюра продольных 
сжимающих напряжений в бетоне, как для массив-
ных бетонных конструкций, работающих в стадии 
эксплуатации, не достигающей предельного со-

стояния, что соответствует положениям СНиП 
52-01-2003. 

При разработке указанной методики была при-
менена гипотеза плоских сечений, на основе кото-
рой установлены зависимости между относительны-
ми деформациями в бетоне сжатой зоны εb, в рас-
тянутой (εs) и сжатой (ε's) арматуре. 

Напряжения в бетоне сжатой зоны σb, в растя-
нутой σs и сжатой σ's арматуре определялись пу-
тем умножения величин относительных деформа-
ций (εb, εs, ε's) на соответствующие значения мо-
дуля деформаций бетона и арматуры (Eb и Es). 

σ௕ ൌ ε௕ ∙ 𝐸௕; σ௦ ൌ ε௦ ∙ 𝐸௦; σ′௦ ൌ ε′௦ ∙ 𝐸௦.    (3) 

Эпюры деформаций и напряжений в армату-
ре и бетоне расчетного горизонтального сечения 
представлены на рис. 3. 

Распределение вертикальных сжимающих на- 
пряжений σb в бетоне сжатой зоны конструкции 
подпорной стены принималось по линейному (тре-
угольному) закону (рис. 2). 
 

 
 

Рис. 2. Схема действия нагрузок в горизонтальном сечении 
[Figure 2. Diagram of the action of loads in a horizontal section] 

 

 
 

Рис. 3. Эпюры деформаций (а) и напряжений (б)  
в нормальном горизонтальном сечении 

[Figure 3. Diagrams of deformations (a) and stresses (б)  
in a normal horizontal section] 
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Предполагаются дальнейшие исследования в 
направлении совершенствования методов расчета 
железобетонных подпорных стен уголкового типа, 
в том числе с учетом сопротивления горизонталь-
ных межблочных швов [13–15], влияния наклона 
тыловой грани [16], нагельного сопротивления ар-
матурных стержней сдвигу. 

После проведения соответствующих преобразо-
ваний и решения системы двух уравнений имеем: 

க್

கೞ
ൌ

௫

௛బି௫
;      ε௕ ൌ ቀ ௫

௛బି௫
ቁ ε௦. 

கᇱೞ

கೞ
ൌ

ሺ௫ି௔ሻ

ሺ௛బି௫ሻ
;      ε′௦ ൌ

ሺ௫ି௔ᇱ ሻ

ሺ௛బି௫ሻ
ε௦. 

σ௕ ൌ ቀ ௫

௛బି௫
ቁ ε௦;      𝐸௕ ൌ ቀ ௫

௛బି௫
ቁ σ௦

ா್

ாೞ
.    (4) 

σ′௦ ൌ
ሺ௫ି௔ᇱ ሻ

ሺ௛బି௫ሻ
.     (5) 

Напряжения в растянутой арматуре σst нахо-
дим по формуле 

σ௦ ൌ
ேሺ௛బି௫ሻ

஽
, 

где  

𝐷 ൌ ቂ0,5𝑏𝑥ଶ ቀ
ா್

ாೞ
ቁ ൅ 𝐴′௦ሺ𝑥 െ 𝑎′ ሻ െ 𝐴௦ሺℎ଴ െ 𝑥ሻቃ.    (6) 

Напряжения в растянутой арматуре σ௦ без 
учета сжатой арматуры находим по формуле 

σ௦௧ ൌ
ே

ቂ଴,ହቀ
ೣ

೓బషೣ
ቁ

ಶ್
ಶೞ

ቃ௫௕ି஺ೞ
,     (7) 

где 𝑥 – высота сжатой зоны бетона. 

Заключение 
Выполнен анализ конструктивных особенно-

стей подпорных стен гидротехнических соору-
жений (которые определяют характер их работы), 
в том числе вызывающих отклонения от проект-
ных предпосылок при эксплуатации. 

Установлено, что нормативные документы, дей- 
ствовавшие в период проектирования большинства 
подпорных стен гидротехнических сооружений, 
не в полной мере учитывали характерные особен-
ности таких сооружений (в первую очередь нали-
чие межблочных контактных швов), что приво-
дило к отклонениям от проектных предпосылок.   

В результате проведенных исследований была 
разработана методика, позволяющая определять ком- 
поненты напряженного состояния (напряжения в бе- 
тоне сжатой зоны, а также напряжения в растяну-
той и сжатой арматуре) в горизонтальных сечениях 
вертикальной консольной части подпорных стен. 
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 Abstract 
Angular retaining walls are widespread in hydraulic engineering. They are 

characterized by large dimensions, small percentages of reinforcement, block cutting 
along the height of the structure. The bulk of the existing retaining walls were built in 
the 1960s–1980s. The regulatory documents that were in force during this period had 
certain shortcomings that caused the non-design behavior of a number of retaining 
walls. Improvement of calculation methods for reinforced concrete structures of re-
taining walls is required, within the framework of which a more complete account of 
the characteristic features of their behavior is needed. The aim of the work is to im-
prove methods for calculating reinforced concrete retaining walls of a corner type. 
Methods of research carried out to improve the calculation of reinforced concrete 
retaining walls of the corner type included, among others, the classical methods of 
resistance of materials, the theory of elasticity, and structural mechanics. To deter-
mine the actual stress-strain state of the natural structures of retaining walls, visual 
and instrumental methods for examining retaining walls were used, including the me-
thod of unloading reinforcement. Results. To determine the stress state in the ele-
ments of the reinforced concrete structure of the retaining wall (in concrete and in 
reinforcement), a methodology was developed for calculating the stress state of re-
taining walls, which allows to determine the components of the stress state (stress in 
concrete in the compressed zone, as well as stress in stretched and compressed rein-
forcement) in horizontal sections of the vertical cantilever part of the retaining walls. 

Keywords: hydraulic engineering retaining walls of a corner type; charac-
teristic feature; interblock horizontal seams; cracking; eccentric compression; 
compressive and tensile stresses; calculation method 
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 Аннотация 
В статье на основе обобщения опыта создания в период с 1997 по 2015 год 

программ автоматизированного проектирования разнообразных мостовых со-
оружений пятнадцатью аспирантами кафедры мостов и транспортных тоннелей 
МАДИ (ГТУ) под руководством д.т.н., профессора П.М. Саламахина предлагает-
ся концепция разработки структуры типовых программ автоматизированного 
проектирования мостовых или иных инженерных сооружений по задаваемому 
критерию оптимальности. Приводится в самом общем виде полная блок-схема 
таких программ с детальным раскрытием в ней работы индикатора одновремен-
ного выполнения комплекса требований во всех элементах сооружения с зави-
симыми размерами в ходе последовательного их приближения к минимально 
возможным значениям, а также демонстрируется способ определения комбина-
ции значений всех независимых параметров сооружения, обеспечивающей про-
ектирование сооружения по задаваемому критерию оптимальности. При работе 
над статьей учтены некоторые положения ранее проведенных исследований и 
состояние разработки автоматизации проектирования мостовых сооружений за 
рубежом. Авторы исходят из того, что предлагаемая концепция разработки про-
грамм автоматизированного проектирования мостовых и иных инженерных со-
оружений по задаваемому критерию оптимальности может и должна быть исполь-
зована в качестве образца при разработке программ автоматизированного проек-
тирования сооружений с различными обобщенными конструктивными схемами. 

Ключевые слова: мостовые и инженерные сооружения; обобщенные кон-
структивные схемы; зависимые размеры и независимые их параметры; кри-
терии оптимальности сооружения; автоматизированное проектирование; 
типовая блок-схема программ проектирования 
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Введение 1 
В настоящее время в проектных организациях 

Российской Федерации при проектировании мо-
стовых сооружений для определения напряженно-
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деформированного состояния в их элементах от 
совместного воздействия собственного их веса и 
максимально возможного воздействия временной 
нагрузки широко используются расчетные комплек-
сы, основанные на использовании метода конеч-
ных элементов: Sophistic, Midas, Nastran и дру-
гие. При создании расчетной модели для проек-
тируемого сооружения размеры его элементов с 
их использованием ориентировочно задают вруч-
ную без возможности их последующего автомати-
зированного изменения при дальнейшем расчете. 
Получаемые в этих случаях при расчете усилия и 
деформации в элементах сооружения строго со-
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ответствуют заданным размерам, но заданные раз-
меры сооружения могут не удовлетворять ком-
плексу разнообразных требований: прочности, 
жесткости, местной или общей устойчивости, 
трещиностойкости и конструктивным требовани-
ям. Это требует корректировки размеров соору-
жения методом последовательных приближений 
к необходимым минимально возможным размерам 
в ходе многошагового итерационного процесса 
вычислений с вновь автоматически задаваемыми 
размерами с целью обеспечения одновременного 
удовлетворения комплексу требований к разме-
рам во всех элементах сооружения. Эффектив-
ный способ [1–4] определения момента одновре-
менного удовлетворения комплексу требований во 
всех элементах мостовых сооружений с зависимы-
ми размерами использовался по рекомендации 
доктора технических наук, профессора П.М Са-
ламахина аспирантами в МАДИ при разработке 
пятнадцати программ автоматизированного про-
ектирования разнообразных автодорожных мосто-
вых сооружений [5–19] и в их научных публика-
циях [20–25]. Эти способы в настоящее время не 
используются в известных, продаваемых на миро-
вом рынке расчетных комплексах Sophistic, Midas, 
Nastran и других, рекомендуемых для проектиро-
вания разнообразных мостовых сооружений, что 
при их использовании не обеспечивает получение 
проектных решений с одинаковой надежностью их 
элементов. Кроме того, этими расчетными комплек-
сами, рекомендуемыми на мировом рынке в каче-
стве программ проектирования мостовых соору-
жений, не предусматривается оптимизация числен-
ных значений независимых параметров сооруже-
ния, при которых сооружения удовлетворяют 
задаваемому критерию их оптимальности. Обыч-
но проектируются мостовые сооружения с произ-
вольно назначаемыми значениями их независи-
мых параметров, что не способствует получению 
экономически целесообразных решений. 

Для того чтобы существующие расчетные ком-
плексы могли быть использованы как эффектив-
ные программы автоматизированного проектиро-
вания экономически целесообразных конструктив-
ных решений мостовых сооружений, их следует 
оснащать способами определения момента одно-
временного удовлетворения комплексу требований 
во всех элементах мостовых сооружений с зави-
симыми размерами и способом получения опти-
мальных комбинаций значений независимых па-
раметров сооружения, соответствующих задава-
емому критерию его оптимальности, что будет 
способствовать автоматизированному получению 
экономически целесообразных конструктивных ре- 

шений. При анализе известных зарубежных работ 
[26–34] по автоматизации проектирования мосто-
вых сооружений в работе [18] не выявлены эффек-
тивные способы оптимизации независимых пара-
метров мостовых сооружений по задаваемому кри-
терию оптимальности. 

Основы создания типовых программ  
автоматизированного проектирования  

мостовых и иных инженерных сооружений  
по задаваемому критерию их оптимальности 

1. Разработку программы автоматизированного 
проектирования мостового или иного инженерного 
сооружения следует начинать с создания обобщен-
ной конструктивной схемы сооружения определен-
ного его класса в виде графической модели воз-
можных конструктивных решений, относящихся к 
одному классу сооружений. Класс мостовых кон-
струкций объединяет множество их конструктив-
ных решений, имеющих одинаковую конструктив-
ную форму, но различающихся размерами и па-
раметрами. 

Обобщенная схема конструктивного решения 
моста определенного класса должна включать сле-
дующую информацию: возможные типы попереч-
ных сечений пролетных строений, возможный тип 
решения элементов мостового полотна (одежда мо-
стового полотна, перильное и защитное огражде-
ния, деформационные швы).     
 
 

 
 

Рис. 1. Обобщенная конструктивная схема вантового моста 
[Figure 1. Generalized structural scheme of cable-stayed bridge] 
 
 
 

 
 

Рис. 2. Обобщенная конструктивная схема  
поперечного сечения пилонов вантового моста 

[Figure 2. Generalized structural scheme of  
cross-section of cable-stayed bridge pylons] 
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Рис. 3. Обобщенная конструктивная схема 
поперечного сечения балки жесткости вантового моста 

[Figure 3. Generalized structural diagram of  
the cross-section of the cable-stayed bridge stiffness beam] 

 
 
 

 
 

Рис. 4. Обобщенная конструктивная схема блока ортотропной 
плиты проезжей части на балке жесткости вантового моста 

[Figure 4. Generalized structural diagram of  
the orthotropic slab of the carriageway block  

on the stiffness beam of the cable-stayed bridge] 
 

2. На этапе разработки системы исходных 
данных необходимо определить полный перечень 
и содержание исходной информации, необходимой 
для проектирования моста, вписывающегося в при-
нятую обобщенную конструктивную форму соору-
жения. В нее должны войти данные о требуемом 
габарите моста, о временных нагрузках, о материалах.  

3. Определение перечня всех параметров и раз-
меров сооружения, которые подлежат установле-
нию и необходимы для выполнения чертежа про-
ектируемого сооружения. При этом необходимо 
выделить среди них независимые размеры или па-
раметры, так называемые переменные проектиро-
вания, и зависимые размеры, численные значения 
которых принимают единственное значение при 
заданной временной нагрузке и установленных зна-
чениях независимых параметров. Отличительной 
особенностью зависимых размеров является то, что 
для нахождения каждого из них имеется вполне 

определенное условие прочности или комплекс 
условий (прочности, жесткости, местной или об-
щей устойчивости, конструктивные требования). 

Примеры зависимых размеров: толщина листа 
настила проезжей части зависит от расстояния между 
продольными балками, толщины стенок продоль-
ных и поперечных ребер проезжей части, стенок 
и размеров поясов поперечных и главных балок, 
зависящих от их высот. 

Отличительной особенностью независимых па-
раметров и размеров является то, что оптимальные 
их значения могут быть определены по общему 
для всех их условию: комплекс их значений дол-
жен обеспечить получение сооружения, удовле-
творяющего критерию оптимальности. 

Примерами независимых параметров и разме-
ров сооружения являются: количество главных ба-
лок в поперечном сечении пролетного строения, 
расстояния между продольными и поперечными 
балками проезжей части, высоты главных и попе-
речных балок в сооружении. 

При принятой системе независимых парамет-
ров поиск их оптимальных значений можно про-
извести с помощью организации циклов по изме-
нению их численных значений, с тем чтобы найти 
такую комбинацию их значений, при которой, на- 
пример, суммарная стоимость сооружения будет 
минимальной.  

4. Определение перечня данных о результатах 
проектирования и способа их выдачи компьюте-
ром. К этому перечню обычно относят размеры 
всех элементов сооружения, данные о напряженно-
деформированном состоянии всех элементов со-
оружения, технико-экономические показатели эле- 
ментов и сооружения в целом. 

5. Разработка блок схемы программы автома- 
тизированного проектирования сооружения и самой 
программы с использованием предлагаемой в 
п. 6 типовой блок-схемы и учетом особенностей 
конструктивной формы проектируемого соору-
жения. 

6. Типовая блок-схема программ автоматизи-
рованного проектирования мостовых или иных ин- 
женерных сооружений (см. 6.1–6.17). 

 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 

6.1. Ввод системы исходных данных: 
– количество зависимых размеров сооружения mzr; 
– количество независимых параметров – размеров mnzr; 
– количество независимых параметров сооружения mnzp; 
– сведения о временных нагрузках; 
– сведения об используемых материалах; 
– сведения о начальных значениях зависимых размеров d (i) элементов сооружения при I от 1 до mzr. 
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6.2. Ввод значения критерия оптимальности сооружения – в качестве его минимального значения 
GRITmin = 10^50. 

6.3. Начало циклов по количеству и диапазону значений каждого из mnzp независимых параметров сооружения. 

6.8. Вычисление усилий в элементах сооружения с зависимыми размерами. 

6.4. Начало циклов по количеству и диапазону значений каждого из mnzr независимых размеров – параметров 
сооружения. 

6.9. Вычисление напряжений sigma(i) при i от 1 до mzr в критических точках элементов с зависимыми разме-
рами. 

6.5. Обнуление ячеек матрицы M(mzr,2) индикатора обнаружения момента строгого определения всех мини-
мально возможных значений зависимых размеров при установленных во внешних циклах значениях незави-
симых размеров-параметров и независимых параметров сооружения в ходе последовательного приближения к 
искомым размерам по условиям прочности жесткости и устойчивости. 

6.10. Цикл по сравнению напряжений sigma(i) d в элементах с зависимыми размерами при i от 1 до mzr и кор-
ректировка их размеров при▲d(i). 
Если sigma(i) > R(I), то: 
– принять d(i) = d(i) + ▲d(i); 
– послать 1 в M(i,1) и уйти на следующий шаг цикла. 
Если sigma(i) < R(I), то: 
– принять d(i) = d(i) – ▲d(i); 
– послать 1 в M(i,2) и уйти на следующий шаг цикла. 

6.11. Вычисление суммы единиц в матрице индикатора завершения определения необходимых зависимых 
размеров, сравнение ее с числом 2 mzr. 
Если эта сумма < 2 mzr, то необходим возврат к блоку 6.6, в противном случае осуществляется переход к бло-
ку 6.12. 

6.6. Вычисление собственного веса сооружения с учетом веса элементов сооружения с зависимыми размерами. 

6.12. Вычисляется критерий оптимальности сооружения MGRIT. 

6.7. Создание расчетной схемы сооружения для определения в его элементах усилий от собственного веса и 
критического положения временной нагрузки. 
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Заключение 
Авторы считают, что предлагаемая блок-схема 

программ автоматизированного проектирования мос- 
товых и иных инженерных сооружений может и 
должна быть использована в качестве образца при 
разработке программ автоматизированного проекти- 
рования сооружений с различными обобщенны-
ми конструктивными схемами по задаваемому кри- 
терию оптимальности. 

Детализация блоков 6.6–6.8 предложенной блок-
схемы должна производиться разработчиками про-
грамм с учетом особенностей обобщенной кон-
структивной схемы проектируемого сооружения. 

Целью этой работы является стремление ав-
торов создать основы концепции автоматизиро-
ванного проектирования мостовых и иных инже-
нерных сооружений по задаваемому критерию 
их оптимальности, последующее использование 
которой позволит проектировать экономически 
целесообразные мостовые и иные инженерные 
сооружения. 
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  Abstract 
In article on the basis of generalization of experience of creating in the period 

from 1997 to 2015 computer-aided design of various bridge structures by fifteen 
graduate students of the Department of Bridges and Transport Tunnels MADI (GTU)
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  under the leadership of Doctor of Technical Sciences, Professor P.M. Salamakhin 
the authors proposed the concept of the development of the structure of standard 
programs of computer-aided design of bridge or other engineering structures ac-
cording to the given optimality criterion. Given in the most general form of 
the complete block diagram of such programs with the detailed disclosure of 
the indicator of simultaneous execution of a set of requirements in all elements of 
the structure dependent scale in the sequential approach the minimum possible 
values, and also demonstrates how to determine the combination of values of all 
independent parameters of structures that provide the design of facilities according 
to the given optimality criterion. When working on the article, some provisions of 
earlier studies and the state of development of automation of design of bridge 
structures abroad are taken into account. The authors proceed from the fact that 
the proposed concept of development of computer-aided design of bridge and other 
engineering structures according to the specified criterion of optimality can and 
should be used as a model in the development of computer-aided design of struc-
tures with various generalized design schemes. 

Keywords: bridge and other engineering structures; generalized design schemes; 
dependent dimensions and their independent parameters; specified criteria of opti-
mality of the structure; automated design; typical block diagram of design programs 
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 Аннотация 
Цель. В работе производится анализ процесса листовой вытяжки и разраба-

тывается методика определения минимальной кривизны торового скругления 
при формообразовании цилиндрического изделия (стакана) с учетом пластиче-
ского утонения деформируемого материала торцевой кромкой давящего пуансо-
на. Методы. Проанализирована существующая схема формоизменения с ис-
пользованием допустимых коэффициентов вытяжки и предела прочности мате-
риала, представляющих основу деформационно-силового расчета, который зача-
стую игнорирует фактор деформационного утонения и его влияние на прочность 
материала, что в совокупности может привести к превышению допускаемых 
напряжений в материале, обуславливающему его разрыв. Разрабатывается мате-
матическая модель объемного напряженного состояния металла, позволяющая 
оценить величину утонения при формообразовании торовой поверхности раз-
личной кривизны с последующей аппроксимацией найденных величин полино-
миальной функцией. Рассматривая критерием предельных нагрузок уровень 
радиальных напряжений при сворачивании и растягивании листового материала 
с учетом его утонения, устанавливается минимальная кривизна скругления торо-
вой поверхности стакана. Выводы. Полученные результаты позволят смоделиро-
вать напряженно-деформированное состояние металла при разработке техноло-
гии листовой вытяжки: установить величину утонения и оценить уровень ради-
альных напряжений при формообразовании скругления торовой поверхности 
для предупреждения разрушения вытягиваемого стакана (отрыв донышка), что 
гарантирует получение качественной продукции. 

Ключевые слова: вытяжка; нейтральное сечение; утонение; радиус 
кривизны; интенсивность деформации 
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Введение 1 
При разработке технологического процесса ли-

стовой штамповки, в частности – вытяжки, пожа-
луй, основным критерием реализуемости процес-

                                                 
Морозов Юрий Анатольевич, кандидат технических наук, доцент 
кафедры информационных технологий в машино- и приборострое-
нии. eLIBRARY SPIN-код: 3189-5426. ORCID iD: 0000-0001-9229-
7398. Author ID: 24475032700. 

© Морозов Ю.А., 2019 

 
This work is licensed under a Creative Commons Attribution 4.0 
International License 
https://creativecommons.org/licenses/by/4.0/ 

 

са являются общеизвестные коэффициенты вытяж-
ки, устанавливающие соотношение диаметров сво-
рачиваемого пространственного изделия (полу-
фабриката) и плоской заготовки (рис. 1) 

11 mDd з ;   212 mdd   и т.д., 

где 1d , 2d  – диаметр вытягиваемого изделия; зD  – 
диаметр заготовки; 1m , 2m  – коэффициенты вы-
тяжки, устанавливающие возможность деформи-
рования металла и ограничиваемые его разруше-
нием [1–3]. 
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Рис. 1. Схема вытяжки 
[Figure 1. Schematic drawing] 

 
Установленный таким образом диаметр полу-

фабриката, характеризуемый площадью попереч-
ного сечения F кольцевого элемента в виде раз-
вертки полого изделия, будет определять макси-
мальную силу деформирования (вытяжки) с уче-
том предела прочности материала .в  

.вP F =  

Выражая площадь кольцевого элемента через 
его периметр L и толщину стенки S или прирав-
нивая периметр полого изделия к длине окруж-
ности цилиндрического изделия L d= , нетруд- 
но получить искомое выражение для конкретной 
конфигурации детали: 

F L S d S= = .                       (1) 

На этом, в общем, и заканчивается деформа-
ционно-силовой расчет, который зачастую игно-
рирует фактор деформационного утонения стенки 
изделия и его влияние на прочность материала, 
в пользу отдельного исследования, практически 
несвязанного с вышеизложенными силовыми па-
раметрами формообразования. Хотя общепризнан-
ным является тот факт, что вытяжка со значи-
тельными деформациями создает высокую веро-
ятность разрыва металла в более опасном сече-
нии – на торовой поверхности, образованной торце-
вым радиусом скругления давящего пуансона и 
представляющей участок наиболее прогрессиру-
ющего утонения при переходе от стенок стакана 
к донышку. 

При этом некорректно рассматривать только 
одно утонение, уменьшающее поперечное сечение 
листовой заготовки, так как сопутствующие здесь 
деформационные процессы формоизменения па-
раллельно приводят к упрочнению материала, 
то есть к повышению его несущей способности. 

Таким образом, здесь важны два фактора – гео-
метрическое утонение и физическое упрочнение 
материала, причем их совокупное влияние про-
исходит не по диаметру полуфабриката, а в обла-
сти торцевого радиуса пуансона, характеризуе-
мого меньшими периметром и площадью попе-
речного сечения, создающими вероятность более 
скорого разрыва материала в сравнении с класси-
ческим методом расчета. 

 

1. Математическая постановка задачи 
Объемное напряженное состояние металла при 

формообразовании торовой поверхности опреде-
ляется перпендикулярно направленными радиаль-
ными напряжениями r  относительно изгибаемой 
заготовки; в результате давления слоев металла 
друг на друга по контуру изделия действуют окруж-
ные тангенциальные напряжения  ; вдоль обра-
зующей изделия действуют продольные напряже-
ния l  (рис. 2). 

 

 
 

Рис. 2. Распределение напряжений в металле при вытяжке 
[Figure 2. The stress distribution in the metal under the hood] 

 
Совокупность напряжений, вызывающих ис-

кривление слоев металла, направлена на возник-
новение равнозначного деформированного состоя-
ния металла в очаге деформации. Согласно усло-
вию постоянства объема, взаимосвязь продоль-
ных, радиальных и тангенциальных деформаций 
описывается зависимостью [4] 

( )( )( )1 1 1 1l r   + + + = . 

При допущении равенства тангенциальных и 
продольных деформаций l =  устанавливается 
зависимость для радиальной деформации 

( )( ) ( )2
1 11 1

1 1 1r
l  


  

= − = −
+ + +

. 
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Тангенциальная деформация, возникающая при 
изгибе полосы, обуславливает деформационное из-
менение наружного и внутреннего радиусов, что 
приводит к изменению толщины растянутых и сжа-
тых слоев материала, разделяемых радиусом ней- 
тральной поверхности н  (рис. 3): 

нар
нар

н

1
R

 
= −  и вн

θ вн
н

ε 1R


= − .       (2) 

Изменение наружного и внутреннего радиу-
сов выражается через первоначальные радиусы 

( )
( )

нар 1 1 н нар

вн 2 н 2 вн

ρ ,
ρ .

r

r

R R R
R R R




⎫= + − ⎪
⎬

= + − ⎪⎭
 

Наружный радиус 1R  под действием радиаль-
ной деформации уменьшается, принимая новое 
условное значение нарR : 

нар 1
нар

1 н

0r

R R
R




−
= <

−
. 

Внутренний радиус 2R  увеличивается до внR  
под действием соответствующей радиальной де-
формации: 

вн 2
вн

н 2

0r
R R

R



−= >
−

. 

 

 
 

Рис. 3. Распределение тангенциальных деформаций  
по сечению полосы 

[Figure 3. Distribution of tangential strain  
on the cross section of the strip] 

 
Приравнивая тангенциальные и радиальные 

деформации r = , устанавливаются выражения 
для определения наружного и внутреннего ради-
усов изогнутого элемента [5]: 

2
нар нар 1

н н 2

1 1
R R R Z

R 

⎛ ⎞ ⎛ ⎞
⎜ ⎟ ⎜ ⎟− = −⎜ ⎟ ⎜ ⎟⎝ ⎠ ⎝ ⎠

;             (3а) 

вн вн вн

н н н

1 2 2 1R R RZ Z
  

⎛ ⎞⎛ ⎞
⎜ ⎟⎜ ⎟+ − − = −⎜ ⎟⎜ ⎟⎝ ⎠ ⎝ ⎠

,   (3б) 

где 2 нZ R =  – коэффициент, определяющий ра-
диус нейтральной поверхности, вычисляемый из 
условия равновесия изгибающих моментов в рас-
тянутых и сжатых слоях заготовки, возникающих 
под влиянием тангенциальных напряжений отно-
сительно нейтральной поверхности: 

нар внМ М= . 

2. Анализ результатов исследования 
Иллюстративным примером можно рассмотреть 

вытяжку цилиндрического стакана Ø40×3 мм  
( 0,3S  мм), имеющего высоту цилиндрической 
части 25h  мм. Формообразование торового ра-
диуса скругления осуществляется торцевым радиу-
сом давящего пуансона 102  Rrп  мм. 

Расчет, выполненный по средним размерам 
изделия, определяет диаметр заготовки [6]: 

2
2

1 д д

2
2

4 8 2
2 2

3,0 3,0   4 40 25 8 10 2 10 17 17
2 2

    74,9 мм ,

з п п
S SD d h r r d d



⎛ ⎞ ⎛ ⎞
⎜ ⎟ ⎜ ⎟= + + + + + =⎜ ⎟ ⎜ ⎟⎝ ⎠ ⎝ ⎠

⎛ ⎞ ⎛ ⎞
⎜ ⎟ ⎜ ⎟= ⋅ ⋅ + + + + + =⎜ ⎟ ⎜ ⎟⎝ ⎠ ⎝ ⎠

=

 

где дd  – диаметр донышка стакана. 

д 1 2 40 2 10 3 17пd d r S= − − = − ⋅ − =  мм. 

В результате коэффициент вытяжки 

[ ]1 1 з 140 74,9 0,534m d D m= = = < . 

Допускаемый коэффициент вытяжки мяг-
ких сталей для первой операции составляет 
  58,056,01 m , что позволяет получение обо-
значенного стакана уже на первом переходе. 

Площадь кольцевого элемента в сечении А, 
образованного торцевой кромкой окружности ста-
кана (1): 

1 40 3,0 377F d S = = ⋅ =  мм2. 

Таким образом, установленные «формальные» 
параметры вытяжки дают представление только о 
возможности сворачивания листовой заготовки в 
пространственное изделие и наибольших силовых 
параметрах процесса для последующего выбора 
технологического оборудования. При этом веро-
ятность отрыва донышка имеет по большей части 
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эмпирическую составляющую, не отражаемую обще- 
принятой методикой расчета. 

В связи с этим далее на текущем примере про-
должаем развивать теорию пластического изгиба 
(вытяжки) и связанное с этим деформационное 
изменение толщины листовой заготовки, опреде-
ляемое отношением радиусов кривизны: 

3,1
10

0,310
2

2

2

1 






R

SR
R
R . 

Итерационным перебором при соблюдении 
обоюдного равенства выражений (3) определяет-
ся коэффициент 8777,0Z , позволяющий оценить 
величину деформированных радиусов: 

нар

н

1,1137
R


=   и  вн

н

0,8795R


= . 

Значения относительных изгибающих моментов 

( ) ( )

2
нар нар

нар
н н

2

1 1

1,1137 1 1,1137 1 0,0273253;

R R
М

 

⎛ ⎞ ⎛ ⎞
⎜ ⎟ ⎜ ⎟= − + =⎜ ⎟ ⎜ ⎟⎝ ⎠ ⎝ ⎠

= − + =

 

( ) ( )

2

вн вн
вн

н н

2

1 1

1 0,8795 1 0,8795 0,0272908.

R RМ
 

⎛ ⎞ ⎛ ⎞
⎜ ⎟ ⎜ ⎟= − + =⎜ ⎟ ⎜ ⎟⎝ ⎠ ⎝ ⎠

= − + =

 

С различием менее 1 % расчет можно считать 
оконченным. В противном случае значительное 
расхождение в величинах изгибающих моментов 
вынуждает скорректировать положение нейтраль-
ной поверхности. 

В результате радиус нейтральной поверхности 

н 2 10 0,8777 11,39R Z = = =  мм. 

Наружный радиус торового скругления и про-
тяженность растянутой зоны 

нар
нар н

н

1,1137 11,39 12,69
R

R 


= = ⋅ =  мм; 

раст нар н 12,69 11,39 1,3S R = − = − =  мм. 

Следует отметить, что формообразование при 
вытяжке будет происходить по фиксированному 
внутреннему радиусу вн constнR  = , обуслов-
ленному торцевым радиусом скругления давяще-
го пуансона 2 вн 10пr R R= = = мм. В этом случае 
протяженность сжатой зоны 

сж н 11,39 10 1,39пS r= − = − =  мм. 

В результате толщина торовой поверхности 
после деформирования и коэффициент утонения 

раст сж 1,3 1,39 2,69S S S′ = + = + =  мм; 

897,00,369,2  SS . 

Использование относительных величин поз-
воляет получить более компактную зависимость, 
упрощающую приведенную выше структуру вы-
числений и, соответственно, повышающую точ-
ность расчетов за счет исключения промежуточ-
ных вычислений: 

( )

( )

нар

1 2 н н

1
1,0

1 101,1137 0,895.
0,8777 1,3 1,0 11,39

пR rS
S Z R R  

⎛ ⎞′
⎜ ⎟= − =⎜ ⎟− ⎝ ⎠
⎛ ⎞
⎜ ⎟= − =⎜ ⎟− ⎝ ⎠

 

В табл. 1 приведены расчеты кинематических 
параметров процесса вытяжки для других отно-
шений наружного и внутреннего радиусов торо-
вой поверхности. 

 
Таблица 1 

Кинематические параметры вытяжки 
[Table 1. Kinematic parameters of the hood] 

21 RR  2 нZ R =  нар нR   
вн нR   SS   

1,01 
1,05 
1,10 
1,20 
1,50 
1,75 
2,00 
2,25 
2,50 
2,75 
3,00 

0,9950 
0,9760 
0,9538 
0,9136 
0,8150 
0,7485 
0,6915 
0,6417 
0,5976 
0,5585 
0,5235 

1,0049 
1,0237 
1,0450 
1,0822 
1,1642 
1,2112 
1,2465 
1,2736 
1,2947 
1,3115 
1,3250 

0,9950 
0,9760 
0,9539 
0,9142 
0,8211 
0,7634 
0,7181 
0,6820 
0,6528 
0,6290 
0,6093 

0,992 
0,985 
0,952 
0,925 
0,857 
0,824 
0,803 
0,788 
0,778 
0,771 
0,765 

 
Графическая интерпретация табличных зна-

чений в виде криволинейной зависимости пред-
ставлена на рис. 4. 

 

 
 

Рис. 4. Утонение листового металла при вытяжке 
[Figure 4. The thinning of sheet metal in the hood] 
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Лучшее аппроксимирование приведенной за-
висимости с погрешностью не более 2 % в обо-
значенном интервале кривизны обеспечивается по-
линомиальной математической моделью третьего 
порядка 

65,1985,038,005,0
2

1
2

2

1
3

2

1 



















R
R

R
R

R
R

S
S . 

При допущении наиболее прогрессирующего 
утонения, геометрически расположенного под углом 

45 = ° относительно образующего радиуса кри-
визны торовой поверхности скругления, определя-
ется диаметр и площадь опасного сечения Б (рис. 2): 

( )1 1

1

2 1 cos
0,586 40 0,586 11,39 33,3 мм;

н

н

d d r
d r

′ = − − ≈

≈ − = − ⋅ =
 

2
1 33,3 3,0 0,895 280,9 мм .SF d S

S
 

′′ ′= = ⋅ ⋅ =  

Таким образом, сужение площади кольцевого 
элемента в опасном сечении торовой поверхности 
в совокупности с прогрессирующим деформаци-
онным утонением составило 

745,03779,280  FF , 

что будет вызывать увеличение растягивающих 
напряжений в стенке стакана, обусловленных уси-
лием вытяжки, пока они не превысят допускаемых 
напряжений в материале, провоцирующих его раз-
рыв [7; 8]. 

Однако ввиду отсутствия точных методик 
определения усилия вытяжки критерием предель-
ных нагрузок при деформировании будем рас-
сматривать уровень радиальных напряжений при 
сворачивании и растягивании листового матери-
ала по торцевой кромке пуансона [6]: 

π
2

ρmax
н

σσ
2

fТ S e


=  

с учетом утонения 
π
2

ρmax
н

σσ
2

fТ S e
S S

= ′ , 

где f  – коэффициент контактного трения. 

Принимая во внимание равенство 
π
2 1 1,6

f
e f= + , 

получаем 

( )ρmax
н

σσ 1 1,6
2

Т S f
S S

= +′ ,            (4) 

где σТ  – сопротивление пластической деформации: 

0,2σ σ ε n
Т iA= + ;                        (5) 

А, n – коэффициенты упрочнения данного мате-
риала; εi  – интенсивность деформаций, характе-
ризующая упрочнение материала и определяемая 
суммарным значением тангенциальных деформа-
ций на наружной и внутренней поверхностях сво-
рачиваемой торовой поверхности стакана [9]: 

θ нар θ внεi  = + . 

С использованием зависимостей для танген-
циальных деформаций (2) данное выражение 
можно преобразовать к более простому виду: 

нар вн

н н

ε 1,1137 0,8795 0, 234 (23,4 %).i

R R
 

= − = − =  

Принимая модельным материалом сталь ВСт3сп, 
имеющую средний предел прочности вσ 425=  МПа, 
рассчитываются коэффициенты упрочнения (табл. 2) 
[10]: 

в

в 0,2

σ δ 425 0 26 0,6
σ σ 425 245

,n ⋅= = ≈
− −

; 

в 0 2
0,6

σ σ 425 245 25,5
δ 26

,
nA

− −= = = . 

 
Таблица 2 

Механические свойства стали ВСт3сп (ГОСТ 380-94) 
[Table 2. Mechanical properties of steel VSt3sp (GOST 380-94)] 

Состояние 
поставки 
[Delivery 
condition] 

Толщина, 
мм 

[Thickness, 
mm] 

Условный 
предел 

текучести 
0,2 , МПа 

[Conditional 
yield strength

0,2 , MPa] 

Предел 
прочности 

вσ , МПа 
[Tensile 
strength 

вσ , MPa] 

δ, %

Не менее [Nevertheless] 
Прокат горя-
чекатаный 
[Hot rolled] 

До 20 245 370…480 26 

 
В результате сопротивление пластической де-

формации (5) 
0,6

0,2σ ε 245 25,5 23, 4 414,1n
Т iA = + = + ⋅ =  МПа. 

С использованием коэффициента трения 
2,0f  [11] устанавливается радиальное напря-

жение в материале при формообразовании скруг-
ления торовой поверхности стакана (4): 
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( )

( )

ρmax
н

σσ 1 1,6
2

414,1 3,0 1 1,6 0, 2 80, 4 МПа.
2 11,39 0,895

Т S f
S S

= + =′

= + ⋅ =
⋅

  

Деформационно-силовые параметры сворачи-
вания торовой поверхности при других значениях 
кривизны приведены в табл. 3. 

 
Таблица 3 

Деформационно-силовые параметры вытяжки 
[Table 3. Deformation-force parameters of the hood] 

21 RR  Интенсивность 
деформаций,εi  
[Strain intensity,

εi ] 

Сопротивление 
пластической 
деформации 

Т , МПа 
[The resistance 

to plastic  
deformation 

Т , 
MPa] 

Радиальное 
напряжение 

при сворачива-
нии торовой 
поверхности 

ρmax , МПа 
[Radial stress 

at torus surface 
folding 

ρmax , 
MPa]

1,01 
1,05 
1,10 
1,20 
1,50 
1,75 
2,00 
2,25 
2,50 
2,75 
3,00 

0,010 
0,048 
0,091 
0,168 
0,343 
0,448 
0,528 
0,592 
0,642 
0,682 
0,716 

270,5 
310,4 
340,9 
383,6 
457,7 
494,6 
520,5 
540,1 
554,8 
566,2 
575,7 

1,800 
10,10 
22,60 
50,00 
143,6 
222,4 
295,9 
362,9 
422,0 
473,6 
520,1 

Заключение 
Анализ табличных результатов устанавлива-

ет значительный уровень радиальных напряже-
ний на торовой поверхности вытягиваемого ста-
кана, приближающихся к начальному пределу 
текучести при 75,121 RR . 

Максимальная кривизна донышка стакана, ко-
торую теоретически можно выполнить, 5,221 RR , 
так как при этом в заготовке возникают напряже-
ния, сравнимые с пределом прочности данного 
модельного материала. 

Таким образом, доказаны условия разрушения 
вытягиваемого стакана (отрыв донышка) при умень- 
шении кривизны скругления его торовой поверх-
ности и прогрессирующего утонения ввиду воз-
никновения значительных растягивающих напря- 

жений, превышающих начальный предел текуче-
сти материала. 
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 Abstract 
The aim of work. The paper analyzes the process of sheet drawing and de-

velops a method for determining the minimum curvature of the torus fillet in the 
formation of a cylindrical product (glass), taking into account the plastic thinning 
of the deformable material by the end edge of the pressing punch. Methods. The 
existing scheme of forming with the use of permissible coefficients of drawing 
and tensile strength of the material, representing the basis of deformation-force 
calculation, which often ignores the factor of deformation thinning and its impact 
on the strength of the material, which together can lead to excess of the allowa-
ble stress in the material, causing its rupture, is analyzed. A mathematical model 
of the volume stress state of the metal is developed, which allows to estimate the 
value of the thinning in the formation of the torus surface of different curvature, 
followed by the approximation of the values found by a polynomial function. 
Considering the criterion of limit loads the level of radial stresses during folding 
and stretching of the sheet material, taking into account its thinning, the mini-
mum curvature of the torus surface of the glass is established. Results. The re-
sults obtained will allow to simulate the stress-strain state of the metal in the 
development of sheet drawing technology: to establish the value of thinning and 
to estimate the level of radial stresses in the formation of the torus surface round-
ing to prevent the destruction of the elongated glass (separation of the bottom), 
which guarantees quality products. 

Keywords: hood; neutral section; thinning; radius of curvature; strain rate 
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 Abstract 
Relevance. Ductility of basalt fiber reinforced concrete is an interesting pro-

perty of basalt fiber reinforced concrete. However, very few experiments on this 
property is documented. The aim of the work. This paper provides a summarized 
analysis and review of existing publications on the ductility of lightweight basalt 
fiber reinforced concrete. Methods. This paper provides a comprehensive study on 
ductility of basalt reinforced concrete and lays the framework for proper labora-
tory experiment on the ductility of basalt fiber reinforced concrete. Results. From 
the findings of this review paper, ductility of dispersed basalt fiber reinforced con-
crete depends not only in the percentage of basalt fiber in the concrete but in the 
length and diameter of the basalt fiber. Increase in the percentage of basalt fiber in 
the concrete yielded an increase in the concrete ductility. 

Keywords: reinforcement; ductility of lightweight basalt fiber concrete; ex-
panded clay 

For citation 
Galishnikova V.V., Chiadighikaobi P.C., 
Emiri D.A. (2019). Comprehensive view 
on the ductility of basalt fiber reinforced 
concrete focus on lightweight expanded clay. 
Structural Mechanics of Engineering Con-
structions and Buildings, 15(5), 360–366. 
http://dx.doi.org/10.22363/1815-5235-2019-
15-5-360-366 

 
 

Introduction 1 
General overview 

Basalt fibers are made from basalt rocks which 
are the most common rock type in the earth’s crust. 
The basalt fibers are manufactured from melted rock 
which are then extruded through small nozzles to pro-
duce continuous basalt fiber. Basalt fiber are produced 
in various forms which are used for concrete reinforce-
ment. The varieties mostly used as concrete reinforce-
ment are: basalt rebar, basalt grids (mesh), chopped 
basalt fiber [1–3]. Comparing the physico-chemical 
properties of basalt rocks [4], basalt fibers which are 
derived from natural rocks are superior to traditional 
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thermal insulation/heat-resistant substances, such as 
ordinary fiberglass and asbestos. Similarly, basalt fiber 
has better operational properties, in terms of environ- 
mental friendliness of production [5]. 

Ductility can be defined as the measure of a ma-
terial's ability to plastically deform without fractur-
ing when placed under a tensile stress that exceeds 
its yield strength. Ductility highly depends on a ma-
terial's chemical composition, a material's crystalline 
structure, and the temperature at which the ductility 
is being measured.  

The term ductility in seismic design can be un-
derstood as the ability of a structure to undergo large 
amplitude cyclic deformations in elastic range with-
out substantial reduction in strength. Ductile struc-
tures are noteworthy of being able to dissipate signifi- 
cant amount of energy during those cyclic deforma- 
tions. Therefore, to understand the effectiveness of 
basalt fibres under cyclic loading in beam-column 
joint, determination of ductility is crucial [6]. 

Ductility can also be express in formula using 
the load-deflection or moment-curvature diagrams. 
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For reinforced concrete sections, ductility can be ex-
pressed in the form of curvature ductility µம [3]: 

7µம ൌ  
மೠ

ம೤
, 

where ϕ௨ – the curvature at ultimate when the con-
crete strain reaches a specified limiting value; ϕ௬ – 
the curvature when the tension reinforcement first 
reaches the yield strength. 

These are illustrated in figure 1. Curvature can 
generally be determined by the expression 

ϕ ൌ  
கభାகమ

௛
, 

where εଵ and εଶ are the strains at top and bottom of 
a section of height h. 

 

 
 

Figure 1. Definition of ductility [7] 
 

Concrete structures are usually reinforced because 
plain concrete has strong limitations to resist tension. 
One of the foremost reinforcing materials is steel; it suits 
well as reinforcement but has well known pros and 
cons. Fiber reinforced polymers (FRP) have over the 
past years became an interesting alternative as a rein-
forcement for concrete [8]. Concrete is one of the most 
widely used construction material. Concrete has seve- 
ral advantages some of which are durability, forma-
bility and desired mechanical strength which gives 
concrete an edge over the other conventional build-
ing material but it has few disadvantages such as low 
tensile strength and strain capacity [9–12]. 

 
Literature review 

 
Ablesimov N.E. and Malova Yu.G., 2016. In the 

article [13], the authors summarized research data on 
the basalt rock fibres and wool, and composites rein-
forced. In their research, the authors covered some 
areas where refined basalt rock materials are used. 
These areas mentioned are in the field of chemical, 
automotive and economic sciences. 

Roy B. and Laskar A.I., 2017. In the authors’ 
experimental investigation, the yield displacement was 
determined based on the theory of reduced stiffness 
equivalent elasto-plastic yield [14]. The reduced stif- 

fness was calculated as secant stiffness at 75% of design 
load [15]. The post-peak displacement when the load-
carrying capacity underwent 20% reduction was con-
sidered as the ultimate displacement [14]. Figure 2 
shows the ductility of all the test basalt fibers. Duc-
tility of basalt fiber reinforced concrete (BFRC) speci-
mens having 1 and 2% fibers were found to be de-
creased by 19 and 38% than the corresponding steel 
fiber reinforced concrete (SFRC) specimens. It is note-
worthy that the ultimate displacement of both types 
of specimens at respective fiber percentages was found 
to be same, but specimens containing basalt fibers 
had higher yield displacement compared to speci-
mens containing steel fibers (SF1 & SF2). This in 
turn reduced the ductility of BFRC specimens. 

 

 
 

Figure 2. Ductility factor of test specimen 
 
A.E.A. Elshekh et al., 2014. In the research paper 

evaluation, the effectiveness of chopped basalt fiber 
on the properties of high strength concrete [16], 
the authors stated that high amount of steel reinfor- 
cement content, durability and ductility issues have 
led the development of alternative types for rein-
forcement of high strength concrete (HSC) [17]. Fi-
ber reinforcement (FR) of concrete has been investi-
gated as strengthening materials with different tech-
niques such as external and bar reinforcement. This 
is due to high contributions of the FR on the mecha- 
nical properties of HSC such as high compressive 
strength, toughness and ductility. Their main objec-
tive is to investigate the effect of chopped basalt fi-
ber stands (CBFS) on the fresh and harden properties 
of HSC as a new internal strengthening material. 
The experimental results showed that the workability  
of HSC was affected negatively with increase of CBFS 
content. It is also shown that the early and long terms 
of compressive strength was not supported using the 
CBFS. Whereas, split and flexural tensile strengths 
were significantly improve. From the analysis it was 
also observed that the brittleness was significantly 
decreased and its toughness and ductility were stea- 
dily improved. Therefore, it can be concluded that 
the CBFS is a suitable strengthening material to pro-
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duce ductile HSC. The toughness and ductility of the 
chopped basalt fiber stands (CBFS) concrete cubes 
were observed through the test in stress-strain rela-
tionship curves for all specimens. Furthermore, due 
to improvement of tensile and flexural strength, the 
toughness and ductility of HSC was enhanced. 

Ludovico et al., 2010. In the authors’ paper [18] 
Structural upgrade using basalt fibers for concrete 
confinement, the authors used basalt fiber laminates 
for confinement of concrete cylinders. The result of their 
experiment showed a better performance of basalt 
fiber over glass fiber-reinforced polymer in terms of 
compressive strength and ductility. 

High et al., 2015; Kizilkanat et al., 2015; Lipator 
et al., 2015; Hannawi et al., 2016. The authors [19] 
in their research studied the use of basalt fibers as 
additive in concrete and they went further to observe 
that there was a significant increase in flexural strength 
and slight improvement in compressive strength. Similar 
studies were also carried out by [20–22], where it was 
found that the addition of basalt fiber in concrete 
improved ductility, elastic modulus, flexural strength, 
splitting tensile strength and fracture energy.  

Lightweight concrete is assumed not to be con-
sidered as a special material lately because it is now 
been included in many codes of practice, such as the 
American Concrete Institute (ACI) [23]. In contrast 
with regular concrete lightweight concrete has lower 
density and increased deformability. The material pro- 
perties and mechanics of lightweight concrete have 
long been identified and still continue to attract in-
terest as shown in [24–26]. Many structural and bridge 
applications have been reported by authors such as 
authors of [27; 28]. High strength has also been 
achieved by [29; 30]. 

Abdelhamid et al., 2014. In the authors’ paper [31], 
they presented analytical and experimental results on 
ductility of reinforced lightweight concrete beams and 
columns in the form of moment curvature relation-
ships, and compared the response with that of normal 
reinforced concrete members. From the experimental 
part of their research, it is limited to flexural tests on 
beams made of lightweight concrete. The latter is 
obtained with natural lightweight aggregates. Further 
in the research, lightweight concrete beams and columns 
showed a more ductile behavior than normal con-
crete members and the analytical model reproduced 
the response with very good accuracy. The analysis 
shows the lightweight ductility was more pronounced 
in columns subjected to axial compression forces and 
bending. 

Buchkin A.V., 2011. The author in the project 
work [32] explained that the construction of modern 
buildings and structures requires the use of concrete 

with high performance properties, such as compressive 
and tensile strength, crack resistance, impact strength, 
wear resistance, corrosion resistance, frost resistance, 
etc. To achieve these, the transition to new types of 
concrete was facilitated by advances in the plastici-
zation of concrete and mortar mixtures, and the emer-
gence of new, more active mineral additives. Modifi-
ers of concrete of the MB type, developed and manu-
factured on an industrial scale, made it possible to 
obtain fine-grained concrete of strength classes up to 
B90 with low permeability and corrosion resistance. 
At the same time, such concretes have insufficient 
tensile strength during bending, as well as high tem-
perature and shrinkage deformations due to the in-
creased consumption of cement. The challenge of 
improving the operational characteristics of fine-
grained concrete is solved by reinforcing it with vari-
ous types of metallic and non-metallic fibers of mi- 
neral or organic origin. 

Problem statement 

This paper is a comparative review of earlier 
publications on the ductility of basalt fiber reinforced 
concrete, it analyzes and compares the ductility of 
lightweight BFRC and gravel BFRC. 

Method and analysis 
This research paper is based on the review of re-

search and experimental papers of other authors from 
which analysis will be drawn. 

Ductility of lightweight  
basalt fiber reinforced concrete (BFRC) 

High strength of lightweight aggregate concrete 
leads to increased brittleness, therefore fiber reinforce- 
ment should be considered for improving strength 
and ductility. 

Analyzing from the reviews detailed in this paper, 
lightweight aggregate concrete and the usual gravel 
coarse aggregate has the capability to increase it duc-
tility when reinforced with basalt fiber. The volume 
of the fiber in the concrete mix affects the ductility 
growth. From 0.5% fiber increment in the concrete,  
a significant increase in the ductility of the concrete 
is seen. Adding lightweight aggregates to the con-
crete mix decreases the ductility of the concrete and 
at the same time increases the brittleness of the mate-
rial. The shear and flexural definition of ductility 
index μ consist of the ratio of the area of the load-
deflection response. Shear ductility should only be 
measured on shear deformation [33].  

Fiber volume fraction of 1.5% or higher achieves 
strain hardening faster than lower fiber volume frac-
tions. By the addition of 10–20% fly ash and silica-
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fume cement substitutes, the ductility and flexural 
strength of lightweight fiber-reinforced concrete are 
improved. This yields an increment of 50–150% fle- 
xural displacement (ductility) at ultimate load [24]. 
For lightweight aggregate fiber-reinforced concrete, 
ductility results from enforced crack resistance due 
to the fiber bridging concrete layers [34]. It can be 
concluded that adding fibers into the lightweight 
concrete mixtures increases the compressive strength 
of the concrete by 20%, tensile strength by 80% and 
flexural strength by 90% [35]. In multi-story build-
ings, the dead load is decreased by using structural 
lightweight concrete [19; 36; 37]. 

Conclusion 

Review of the literatures reveal that till date, 
significant research has been conducted regarding 
the strength of lightweight concrete incorporating 
basalt fibers. Most of these studies are limited to the 
application of basalt fibers in enhancing mechanical 
properties of concrete under monotonic loading. How-
ever, little attempt has been made so far to investi-
gate the effect of chopped basalt fiber on reinforced 
cement concrete (RCC). The enlisted authors above 
have been able to conduct some experiments on duc-
tility of basalt fiber reinforced concrete and light-
weight concrete. An attempt that therefore shows 
the behavior, ductility and energy dissipation capaci-
ty of basalt fiber reinforced concrete. 

The brittle nature of lightweight aggregate con-
crete leads to sudden and precipitated failure. There-
fore, adding fiber reinforcement improves ductility 
of lightweight concrete or normal-weight high-strength 
concrete. The addition of fibers to lightweight aggre-
gate concrete increases the peak and residual frictional 
stresses. Fiber reinforcement may prevent congestion 
when additional reinforcement is required to provide 
ductility. 

Lightweight concrete beams and columns were 
seen to show more ductile behavior than normal con-
crete members and the analytical model reproduced 
the response with very good accuracy. Lightweight 
ductility was more pronounced in columns subjected 
to axial compression forces and bending. 

From the review, it can be stated that concrete 
containing basalt fibers could depict less ductile be-
havior compared to concrete with other types of fi-
bers for all volume fraction of fibers. Basalt fiber rein-
forced concrete has higher energy absorption capaci-
ty and the increased ductility. Basalt fibers easily 
disperse within the concrete mix without causing 
segregation and that the fibers lose their shape due to 
the flexible structure. 

Lightweight concrete offers undeniable isolation 
advantages but the reduction in the overall cost gene- 
rated by the lower dead loads is often overwhelmed 
by the higher production cost, especially with factory 
produced expanded clay lightweight aggregates. Light- 
weight concrete becomes however more challenging 
when using natural volcanic rocks reserves to pro-
duce lightweight aggregates. On the other hand, even 
if the reduced stiffness of lightweight concrete re-
quires a tighter deflection control, its higher ultimate 
strain confers a major advantage to lightweight con-
crete in the form of improved ductility and better 
energy absorption capacity. 
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 Аннотация 
Актуальность. Пластичность базальтофибробетона является одним из 

основных свойств этого материала. Авторами обнаружено, что пластичность 
базальтофибробетона всесторонне не изучена. Проведенные ранее исследо-
вания недостаточны. Цели. В данной работе представлен обобщенный анализ 
и обзор существующих исследований пластичности легкого базальтофибробе-
тона. Методы. Проведено комплексное исследование пластичности базальто-
фибробетона и заложена основа для лабораторного эксперимента по пластич-
ности базальтофибробетона. Результаты. Исходя из результатов проведенно-
го обзора, можно сделать вывод о том, что пластичность дисперсно армиро-
ванного базальтофибробетона зависит как от процента содержания, так и от 
диаметра и длины базальтовой фибры. Увеличение процента дисперсно арми-
рованного базальтофибробетона увеличивает пластичность бетона. 

Ключевые слова: армирование; пластичность легкого базальтофибро-
бетона; керамзит 
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 Аннотация 
Цели. В статье произведен анализ и сравнение результатов статического 

расчета оболочек на действие распределенной нагрузки типа собственного 
веса. Исследованы оболочки переноса с одинаковыми габаритными разме-
рами четырех видов: поверхности переноса цепной линии по цепной, 
окружности по окружности, эллипса по эллипсу и синусоиды по синусоиде. 
Методы. Для расчетов применялся метод конечных элементов. Исследо-
вание проводилось для оболочек из материала с характеристиками услов-
ного железобетона. Результаты. Сравнительный анализ результатов пока-
зал, что наиболее выгодное для строительных конструкций поведение под 
нагрузкой демонстрируют оболочки в форме поверхности переноса цепной 
линии по цепной и окружности по окружности. Наихудшими для железо-
бетонного строительства являются оболочки в форме поверхности перено-
са эллипса по эллипсу. Выявлены особенности напряженно-деформированного 
состояния перечисленных объектов, представляющие интерес для потенци-
ального внедрения таковых в практику проектирования и строительства. 

Ключевые слова: поверхности прямого переноса; тонкие упругие обо-
лочки; метод конечных элементов; статический расчет 
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Введение 1 
Оболочки в форме поверхностей переноса 

имеют перспективы для применения в архитектуре 
ввиду их эстетической выразительности в соче-
тании с малыми весом и объемом материала [16].  

Выбор оболочек с близкими габаритными 
размерами и различной геометрией занимает уче-
ных-механиков начиная с В.В. Новожилова [1]. 
Многие работы посвящены исследованию такой 
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проблемы, но подавляющее большинство иссле-
дований реализованы для уже хорошо изученных 
и зарекомендовавших себя форм, в частности ку-
полов на основе различных поверхностей враще-
ния [1–4]. Имеются также исследования на тему 
сравнительного анализа напряженно-деформирован- 
ного состояния оболочек вращения неканониче-
ской формы [5–9]. Помимо этого, для оболочек 
вращения разработаны и апробированы несколь-
ко критериев их оптимальности [10]. Работ, по-
священных выбору оптимальных оболочек пере-
носа, значительно меньше.  

В данной статье рассмотрены четыре оболоч-
ки в форме поверхностей переноса, перекрываю-
щие квадратный план. Предполагается, что кон-
струкции могут быть изготовлены путем торкре-
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тирования, нанесения бетонного раствора на ар-
матурные сетки соответствующей геометрии. Вы-
браны формы, которые технологически возможно 
было бы изготовить из металлических стержней 
или сеток: поверхность переноса окружности по 
окружности, цепной линии по цепной линии, эл-
липса по эллипсу и синусоиды по синусоиде. 

1. Цель исследования 
Целью данной работы является выбор опти-

мальной с точки зрения напряженно-деформиро- 
ванного состояния формы оболочки для покрытия 
квадратного в плане здания размером 6×6 м из 
железобетона. На примере такого объекта пред-
полагается изучить особенности работы оболочек 
четырех разных форм в виде поверхностей пере-
носа, выбрать из них оптимальные для примене-
ния в практике строительства, выявить нерацио-
нальные варианты, обозначить основные трудно-
сти, возможные при проектировании, и пути их 
разрешения. 

2. Материалы и методы 
Уравнения поверхностей прямого переноса 

общеизвестны. Они приводятся в литературе [11; 
12]. Произведено геометрическое моделирование 
и конечно-элементный анализ оболочек на осно-
ве четырех явных уравнений поверхностей. 

2.1. Поверхность переноса цепной линии  
по цепной линии 

 

 
 

Рис. 1. Поверхность переноса цепной линии по цепной линии 
[Figure 1. Surface of translation of catenary curve along catenary curve] 

𝑧 ൌ െ𝑎 ∙ 𝑐ℎ ൬
𝑥 െ 𝑏

𝑎
൰ ൅ 𝑎 ∙ 𝑐ℎ ൬

𝑏
𝑎

൰ െ 

െ𝑑 ∙ 𝑐ℎ ቀ
𝑦 െ 𝑐

𝑑
ቁ ൅ 𝑑 ∙ 𝑐ℎ ቀ

𝑐
𝑑

ቁ. 

𝑐 ൌ 𝑏 ൌ 3 м, 𝑎 ൌ 𝑑 ൌ 4,657746 м,       (1) 

где a и d – параметры, связанные со стрелой подъ-
ема; b и с – половина размера в плане вдоль ко-
ординатных осей х и y соответственно. 

Стрела подъема в данном случае определе-
на с некоторой погрешностью (порядка 10–6 м), 
поскольку не может быть выражена в явном виде 
из уравнения поверхности. 

2.2. Поверхность переноса окружности 
по окружности (тороид) 

 

 
 

Рис. 2. Поверхность переноса окружности по окружности 
[Figure 2. Surface of translation of circle curve along circle] 
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𝑎 ൌ 𝑏 ൌ 6 м,  𝑟ଵ ൌ 𝑟ଶ ൌ 5 м,             (2) 

где a и b – размеры в плане вдоль координатных 
осей x и y; r1 и r2 – радиусы направляющей и об-
разующей окружностей соответственно. 

2.3. Поверхность переноса эллипса по эллипсу 

 

 
Рис. 3. Поверхность переноса эллипса по эллипсу 

[Figure 3. Surface of transition of ellipse along ellipse] 
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где f1 – стрела подъема эллипсов, лежащих в плос-
костях y = 0 и y = d; f2 – стрела подъема эллипсов, 
лежащих в плоскостях x = 0 и x = c; c и d – разме-
ры в плане; a, b – полуоси эллипсов, получающих-
ся в сечениях плоскостями y = const; m, n – полу-
оси эллипсов, получающихся в сечениях x = const.  

2.4. Поверхность переноса синусоиды  
по синусоиде 

 

 
 

Рис. 4. Поверхность переноса синусоиды по синусоиде 
[Figure 4. Surface of transition of sinusoid curve along sinusoid] 

𝑧 ൌ 𝑐 ∙ sin ቀଵ∙஠∙௫

௔
ቁ ൅ 𝑑 ∙ sin ቀଵ∙஠∙௬

௕
ቁ, 

𝑎 ൌ 𝑏 ൌ 6 м, 𝑐 ൌ 𝑑 ൌ 1 м, 

где a и b – длины отрезков, на которых умещает-
ся одна полуволна синусоиды в направлениях x  
и y соответственно; с и d – амплитуды синусоид. 

Каждая оболочка имеет размеры в плане 6×6 м, 
стрелу подъема 2 м и толщину 8 см, расчетные 
характеристики материала – условного железобе-
тона E = 325Мпа, ν = 0.17 Оболочки опираются 
на жесткие диафрагмы, таким образом, по всем кра-
ям закрепление жесткое. К оболочкам приложена 

внешняя нагрузка типа собственного веса величи-
ной 10000 Н/м2. 

Методом конечных элементов произведен 
статический расчет оболочек. Метод конечных 
элементов реализован в программном комплексе 
ANSYS 15 APDL при помощи четырехугольных 
элементов shell181 [13]. 

Длина стороны элемента 25 см. Модель обо-
лочки имеет 27×27 = 729 узлов и, соответственно, 
676 элементов, что достаточно для целей данного 
расчета. 

Получены изополя перемещений и силовых 
факторов, а также эпюры вдоль линии, проходя-
щей через центр оболочки и середины противо-
лежащих сторон. 

На первый взгляд, построение эквивалентных 
напряжений (по Мизесу) для условного материа-
ла без учета армирования не имеет смысла, но на 
самом деле эти изополя могут дать примерную 
картину расположения проблемных с точки зре-
ния армирования зон, требующих усиления.  

3. Результаты 
Далее приведены эпюры в серединных се-

чениях (половина, так как схема симметричная). 
На рисунках эпюры и изополя размещены в сле-
дующем порядке: а – для поверхности переноса 
цепной линии по цепной, б – для поверхности 
переноса окружности по окружности, в – для по-
верхности переноса эллипса по эллипсу, г – для 
поверхности переноса синусоиды по синусоиде. 

В оболочках типа «эллипсоид по эллипсои-
ду» и «синус по синусу» возникают также попе-
речные и перерезывающие силы, сопоставимые с 
нормальными. 

 
 

 
a б 

 
в г 

 
Рис. 5. N11 нормальные силы 
[Figure 5. N11 is axial force] 
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Рис. 6. N22 нормальные силы 
[Figure 6. N22 is axial force] 
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Рис. 7. Изгибающие моменты M11 
[Figure 7. Bending moments М11] 
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Рис. 8. Изгибающие моменты M22 
[Figure 8. Bending moments М22] 
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Рис. 9. Изополя прогибов 

[Figure 9. Deflection isofields] 
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Рис. 10. Эквивалентные напряжения по Мизесу 

[Figure 10. Equivalent stress (von Mises stress) isofields] 
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Таблица 
Сравнение максимальных усилий и перемещений 

[Table. The comparison of maximum stresses and strain] 

 N1 N2 M1 M2 uz Q23 N12 𝜎экв [𝜎equiv] 
Цепная [Catenary] –1886 –2448 4,35 23,45 4,6*10–6 – – 51152 

Окружность [Circle] –1996 –2498 3,34 17,97 5,18*10–6 – – 44900 

Эллипс [Ellipse] +1118/–3684 –3684 –10,87 –61,33 2,11*10–5 592 146 79780 

Синус [Sinus] –2347 –2190 6.33 31.36 9,18*10–6 – 175 84910 

 
 

Выводы 
По результатам проведенных численных экс-

периментов можно сделать следующие выводы: 
– поверхности переноса окружности по окруж- 

ности и цепной линии по цепной имеют сравни-
тельно меньшие значения нормальных сил и мо-
ментов; 

– поверхность переноса синусоида по сину-
соиде имеет наименьший прогиб в центре и локаль-
ные максимумы моментов (максимумы распола-
гаются не в центре оболочки); 

– эллипс по эллипсу – наименее выгодная 
оболочка по значениям силовых факторов, возни-
кают растягивающие, поперечные и перерезыва-
ющие силы, для железобетона требуется усиленное 
армирование; 

– все оболочки имеют зоны больших экви-
валентных напряжений по контуру опирания и в 
углах. Наименее эта проблема выражена в случае 
поверхности переноса окружности по окружно-
сти, наиболее остро (самые большие напряжения) 
у поверхности переноса синусоида по синусоиде. 
Для железобетонной конструкции это означает, 
что потребуется усиление армирования для вос-
приятия данных напряжений. 

Перспективы данного исследования заклю-
чаются в дальнейшем рассмотрении особенностей 
работы таких оболочек с точки зрения устойчи-
вости, динамики и ударных воздействий.  
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 Abstract 
The aim of the work. The static analysis and comparison of the results for 

translational shells under equally distributed load of dead weight are provided. 
The shells of the similar general dimensions in plan and rise of four different types: 
translation of catenary along catenary, circle along circle, ellipse along ellipse and 
sinusoid along sinusoid are investigated. Methods. The finite element method was 
applied for the analysis. The research was conducted for the shells of material of 
reinforced concrete characteristics. Results. The comparison has shown that shells of 
catenary and circle translation surface demonstrate the most advantageous behavior 
under loading; the worst results for reinforced concrete were got for ellipse along 
ellipse translation shell. The peculiarities of each type behavior were revealed, that is 
of interest for their prospective reduction to practice of structural design. 
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 Аннотация 
Актуальность. Тонкостенные конструкции типа оболочек составляют об-

ширный класс в архитектуре, гражданском и промышленном строительстве, 
машиностроении и приборостроении, в авиа-, ракето- и кораблестроении и т.д. 
Каждая поверхность имеет определенные преимущества перед другими. Так, 
торсовая поверхность может быть развернута на плоскость всеми ее точками без 
складок и разрывов, при этом длины кривых и углы между любыми кривыми, 
принадлежащими поверхности, не изменяются. Исследование напряженно-
деформированного состояния (НДС) оболочки одинакового ската с направляю-
щим эллипсом в основании представлено на сегодняшний день в малом объеме. 
Цель. Получение данных для сравнительного анализа результатов напряженно-
деформированного состояния торсовых оболочек одинакового ската с направ-
ляющим эллипсом в основании методом конечных элементов и вариационно-
разностным методом. Методы. Для оценки напряженно-деформированного 
состояния оболочки одинакового ската с направляющим эллипсом в основании 
используется вычислительный комплекс SCAD Office на основе метода конеч-
ных элементов и программа PLATEVRM, написанная на основе вариационно-
разностного метода. Результаты. Получены и проанализированы численные 
результаты напряженно-деформированного состояния торсовой оболочки оди-
накового ската с направляющим эллипсом в основании, выявлены плюсы и ми-
нусы результатов расчетов методом конечных элементов (МКЭ) и вариационно-
разностным методом (ВРМ). 

Ключевые слова: теория тонких оболочек; торсовая оболочка; поверхность 
одинакового ската; геометрическое моделирование; вычислительный комплекс 
SCAD Office; метод конечных элементов; вариационно-разностный метод 
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Введение1 
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зультате успехов строительной механики и техни-
ки возведения зданий и сооружений, строительство 
и архитектура обогатились неизвестными ранее 
конструктивно-архитектурными элементами. Со-
временное развитие вычислительной техники и 
состояние строительной сферы позволяют более 
широко внедрять большепролетные пространствен-
ные конструкции в практику строительства.  

Для расчета сложных структур и оболочек ис-
пользуются различные аналитические [1], числен-
но-аналитические и численные методы [2]. К чис-
ленным методам относят метод конечных элемен-
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тов (МКЭ), вариационно-разностный метод (ВРМ), 
метод конечных разностей (МКР) и др., к чис-
ленно-аналитическим – метод Канторовича – Вла-
сова, метод Ритца – Тимошенко, метод Бубнова – 
Галеркина и др. Аналитические методы приме-
няют для узкого класса пространственных кон-
струкций или для их приближенного расчета.  

Современные пространственные конструкции 
возводятся с использованием разнообразных видов 
материалов, в том числе железобетона [3], дере- 
ва [4], пластмасс и композитов [5]. Широко при-
меняются компьютерные расчеты, эксперименталь-
ные исследования, современные методы модели-
рования [6; 7], новые технологии и возможности 
строительно-монтажного оборудования. 

1. Метод конечных элементов 

На сегодняшний день существуют несколько 
численных методов определения напряженно-дефор- 
мированного состояния (НДС) зданий и сооруже- 
ний, которые реализованы в виде расчетных про-
грамм. Наиболее широко применяется метод ко-
нечных элементов.  

Метод конечных элементов [8; 9] начал раз-
рабатываться в середине 1960-х годов и является 
в настоящее время самым эффективным способом 
численного решения огромного ряда статических 
и динамических задач. Данный метод расчета реали-
зован во многих компьютерных комплексах в России 
и за рубежом, например, ANSYS (www.ansys.com), 
NASTRAN (www.mscsoftware.com), COSMOS (www. 
cosmosm.com), а также SCAD (www.scadgroup.com) 
[10] и PROKON (www.prokon.com).  

Достоинством любой компьютерной расчетной 
системы на базе МКЭ является то, что пользова-
тель может не знать ни принципы, ни последова-
тельности, ни основы данного метода. Инженер 
должен знать решаемую задачу и уметь ввести ис-
ходные данные так, чтобы можно было использо-
вать вычислительный комплекс. При расчете зда-
ния или сооружения с помощью ЭВМ предусмат-
ривается замена реальной конструкции соответ-
ствующей расчетной схемой. Данная операция 
является самой ответственной и важной частью 
вычислительного процесса, поэтому необходимо 
создать расчетную модель, как можно ближе со-
ответствующую действительным условиям рабо-
ты. При создании расчетной схемы учитываются 
геометрические и физические характеристики кон-
струкции, условия опирания, распределение нагру-
зок и т.п. В результате расчета получаем переме-
щения узлов, напряжения в элементах оболочки 
и внутренние усилия в стержневых элементах. 

Несмотря на кажущуюся простоту использо-
вания расчетных программ, существуют сложно-
сти и даже минусы работы с данными компьютер-
ными комплексами. Невозможность полного со-
ответствия реальной конструкции и расчетной мо-
дели, неточности моделирования (аппроксимации) 
расчетной схемы являются одними из основных 
ошибок [11; 12]. Кроме того, А.В. Перельмутер 
отмечает: «…ответственность за используемые ре-
зультаты компьютерных программ лежит на поль-
зователе. Даже на абсолютно безошибочную про-
грамму нельзя возложить ответственность за до-
стоверность задаваемой информации и тем более 
за принимаемые расчетные предпосылки. И это 
относится к наиболее сложной части автоматизи-
рованного проектирования – выполнению стати-
ческих и динамических расчетов объекта…» [12].   

Учитывая отмеченные выше достоинства МКЭ, 
положим его в основу дальнейших исследований 
НДС линейчатых оболочек одинакового ската.  

2. Вариационно-разностный метод 

Вариационно-разностный метод также хорошо 
зарекомендовал себя и широко используется на 
практике [9; 13]. Оба, ВРМ и МКЭ, основаны на 
принципе Лагранжа, то есть в основу положен 
принцип минимума полной энергии деформаций. 
В отличие от МКЭ, в котором сооружение разби-
вается на конечные элементы, и перемещения в 
этих конечных элементах аппроксимируются функ-
циями формы, в ВРМ на поверхность рассчиты-
ваемой конструкции наносится разностная сетка, 
производные в функционале полной энергии де-
формаций заменяются разностными отношениями. 

Вариационно-разностный метод обладает не- 
оспоримым преимуществом, позволяет инженерам-
расчетчикам самостоятельно написать программы с 
помощью языков программирования для расчета 
конструкций. Таким образом, у данного метода бо-
лее простая программная реализация. Более того, 
в работе [9] подчеркивается, что сравнение резуль-
татов расчета МКЭ и ВРМ при одинаковых сет-
ках показывает близкую точность, а в ряде случаев 
ВРМ дает даже большую точность результатов. 

Проверим это утверждение на примере тонкой 
оболочки одинакового ската с эллипсом в осно-
вании. 

3. Краткая информация  
об оболочках одинакового ската 

Поверхность одинакового ската является раз-
вертывающейся поверхностью, которая образовы-
вается касательными линиями к своему ребру воз-
врата. У конуса ребро возврата вырождается в точ-
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ку, а у цилиндра удаляется на бесконечность. Если 
взять эллипс в качестве направляющей кривой, то 
прямые линии равного наклона к плоскости эллип-
са будут образовывать торсовую поверхность оди-
накового ската (рис. 1). Оболочка, имеющая по-
верхность одинакового ската в качестве средин-
ной поверхности, будет, соответственно, называть-
ся оболочкой одинакового ската. 

 

 
 

Рис. 1. Расчетная модель (общий вид) 
[Figure 1. Computational model (general view)] 

 
Пусть направляющий эллипс в основании за-

дается уравнениями 

𝑥 ൌ 𝑥ሺ𝜈ሻ ൌ 𝑎cos𝜈,   𝑦 ൌ 𝑦ሺ𝜈ሻ ൌ 𝑏sin𝜈,      (1) 

тогда параметрические уравнения поверхности 
одинакового ската будут иметь следующий вид 
[1; 14; 15]: 

𝑥 ൌ 𝑥ሺ𝑢, 𝜈ሻ ൌ 𝑎cos𝜈 െ
𝑢𝑏cosαcos𝜈

√𝑎ଶsinଶ𝜈 ൅ 𝑏ଶcosଶ𝜈
,  

𝑦 ൌ 𝑦ሺ𝑢, 𝜈ሻ ൌ 𝑏sin𝜈 െ
𝑢𝑏cosαsin𝜈

√𝑎ଶsinଶ𝜈 ൅ 𝑏ଶcosଶ𝜈
,   

                              𝑧 ൌ 𝑧ሺ𝑢ሻ ൌ 𝑢sinα.      (2) 

Ранее оболочки одинакового ската с эллипсом 
в основании уже привлекали внимание исследо-
вателей как с геометрической [1; 15–18], так и  
с прочностной точек зрения [1; 14; 19; 20]. Это 
показывает, что рассматриваемые оболочки могут 
найти применение в строительстве, архитектуре или 
в машиностроении. 

4. Исследование  
напряженно-деформированного состояния 
оболочки одинакового ската МКЭ и ВРМ 

Исследуем напряженно-деформированное со-
стояние оболочки одинакового ската с направляю-
щим эллипсом в основании со следующими гео-
метрическими параметрами эллипса: a = 3 м,  

b = 2 м. Угол наклона прямолинейных направля-
ющих α = 60°, длина прямолинейных направля-
ющих u = 2 м [14], толщина оболочки δ = 5 см, 
материал – сталь, коэффициент Пуассона ν = 0,3. 
Конструкция рассчитывается на восприятие только 
статического равномерно-распределенного соб-
ственного веса. 

 

 
 

Рис. 2. Сечения для сравнения результатов МКЭ и ВРМ 
[Figure 2. Cross sections for comparison of FEM and VDM results] 

 
Первый расчет выполняется в вычислительном 

комплексе SCAD Office, представляющем инте-
грированную систему прочностного анализа и про-
ектирования конструкций на основе метода конеч-
ных элементов. Вид расчетной модели при аппрок-
симации срединной поверхности совокупностью 
четырехугольных и треугольных плоских элемен-
тов показан на рис. 1. Максимальное расстояние 
между узлами конечных элементов 0,235 м. Ко-
личество элементов – 1600, узлов – 1680.  

Второй расчет выполняется в программе 
SHELLVRM, написанной на основе вариационно-
разностного метода и состоящей из управляющей 
программы и 5 подпрограмм. В управляющей про-
грамме вводятся исходные данные, определяются 
размеры рабочих массивов и происходит обра-
щение к подпрограммам. Подпрограмма SHESF 
формирует матрицу жесткости, подпрограмма 
SHLOAD организует ввод нагрузок и формирует 
правую часть системы уравнений, подпрограмма 
DSLT решает систему алгебраических уравнений 
ленточного типа, подпрограмма SHSORT органи-
зует реорганизацию перемещений с учетом гра-
ничных условий и подготавливает массив для 
расчета деформаций и внутренних усилий, в под-
программе SHRES рассчитываются деформации, 
внутренние усилия и организуется вывод резуль-
татов. Расчетная сетка аналогична сетке в МКЭ. 

Сравнение полученных результатов методом 
конечных элементов и вариационно-разностным 
методом выполняется по 11 сечениям (рис. 2), 



Иванов В.Н., Алёшина О.О. Строительная механика инженерных конструкций и сооружений. 2019. Т. 15. № 5. С. 374–383 
 

 

ЧИСЛЕННЫЕ МЕТОДЫ РАСЧЕТА КОНСТРУКЦИЙ  377 

в статье представлены результаты в виде таблиц для 
сечений 1–1 (табл. 1), 3–3 (табл. 2), 5–5 (табл. 3), 
7–7 (табл. 4), 9–9 (табл. 5), 11–11 (табл. 6), для се-
чений 2–2, 4–4, 6–6, 8–8, 10–10 представлены вы-

борочные результаты в виде эпюр (рис. 3–7), также 
приводятся поля распределения нормальных напря-
жений и изгибающих моментов из вычислитель-
ного комплекса SCAD Office (рис. 8–9). 

 
Таблица 1 

Численные результаты расчетов – сечение 1–1 
[Table 1. Numerical results of calculations – section 1–1] 

Координата  
срединной поверх-

ности оболочки  
по оси U (м) 

[Coordinates of  
the middle surface 
of the shell along  
the U-axis (m)] 

Nv МКЭ
(кН/м) 
[FEM  

(kN/m)] 

Nv ВРМ 
(кН/м) 
[VDM 

(kN/m)] 

Nu МКЭ
(кН/м) 
[FEM 

(kN/m)] 

Nu ВРМ
(кН/м) 
[VDM 

(kN/m)] 

Mv МКЭ
(Н·м/м) 
[FEM 

(N·m/m)] 

Mv ВРМ 
(Н·м/м) 
[VDM 

(N·m/m)] 

Mu МКЭ 
(Н·м/м) 
[FEM 

(N·m/m)] 

Mu ВРМ
(Н·м/м) 
[VDM 

(N·m/m)] 

0,000 –3,2365 –3,2962 –10,7885 –10,9872 6,1712 6,2853 20,5706 20,9542 
0,200 –3,2155 –3,2147 –10,2200 –10,2122 –0,1415 –0,0726 4,6682 4,7274 
0,400 –2,7115 –2,7311 –9,2780 –9,2744 –2,9337 –2,8380 –0,9024 –0,7987
0,600 –2,3045 –2,3348 –8,2500 –8,2453 –3,8115 –3,6532 –1,6332 –1,5853 
0,800 –2,0140 –2,0503 –7,1575 –7,1554 –4,4339 –4,1379 –1,5809 –1,5255
1,000 –1,7770 –1,8207 –6,0060 –6,0076 –5,6731 –5,1532 –2,0134 –1,8776
1,200 –1,5625 –1,6187 –4,7965 –4,8049 –7,9972 –7,1485 –3,1254 –2,8596 
1,400 –1,3695 –1,4431 –3,5420 –3,5581 –11,8114 –10,4869 –5,0523 –4,5695 
1,600 –1,2400 –1,3214 –2,2800 –2,2995 –17,5136 –15,5292 –7,9335 –7,0916 
1,800 –1,2825 –1,3342 –1,0915 –1,1036 –24,8724 –22,2000 –9,6594 –8,8378 
2,000 –0,8245 –0,9791 –0,1985 –0,0322 –33,5112 –29,7537 1,8510 0,0759 

 
Таблица 2 

Численные результаты расчетов – сечение 3–3 
[Table 2. Numerical results of calculations – section 3–3] 

Координата  
срединной поверх-

ности оболочки  
по оси U (м) 

[Coordinates of  
the middle surface 
of the shell along  
the U-axis (m)] 

Nv МКЭ
(кН/м) 
[FEM 

(kN/m)] 

Nv ВРМ 
(кН/м) 
[VDM 

(kN/m)] 

Nu МКЭ
(кН/м) 
[FEM 

(kN/m)] 

Nu ВРМ
(кН/м) 
[VDM 

(kN/m)] 

Mv МКЭ
(Н·м/м) 
[FEM 

(N·m/m)] 

Mv ВРМ 
(Н·м/м) 
[VDM 

(N·m/m)] 

Mu МКЭ 
(Н·м/м) 
[FEM 

(N·m/m)] 

Mu ВРМ
(Н·м/м) 
[VDM 

(N·m/m)] 

0,000 –2,9650 –3,0352 –9,8825 –10,1141 2,0433 2,0434 6,8110 6,8121 
0,200 –3,2225 –3,2363 –9,3590 –9,3784 0,2817 0,3520 4,7915 4,8805 
0,400 –3,1500 –3,1686 –8,4920 –8,5082 –2,4946 –2,4594 1,5497 1,5863
0,600 –2,9485 –2,9656 –7,5270 –7,5390 –4,9726 –4,9482 –0,9186 –0,9457 
0,800 –2,7020 –2,7154 –6,5010 –6,5099 –6,8915 –6,8356 –2,4354 –2,4623
1,000 –2,4490 –2,4613 –5,4380 –5,4446 –8,5050 –8,3915 –3,3194 –3,3109
1,200 –2,2050 –2,2180 –4,3505 –4,3556 –10,2395 –10,0454 –4,0085 –3,9534 
1,400 –1,9760 –1,9895 –3,2445 –3,2471 –12,5282 –12,2135 –4,9523 –4,8138 
1,600 –1,7880 –1,7923 –2,1300 –2,1298 –15,6879 –15,1859 –6,3502 –6,0822 
1,800 –1,6840 –1,6618 –1,0360 –1,0271 –19,5379 –18,9137 –6,3678 –6,3902 
2,000 –1,0700 –1,1301 –0,1790 0,0205 –23,4915 –23,2399 2,3406 –0,0492 

 
Таблица 3 

Численные результаты расчетов – сечение 5–5 
[Table 3. Numerical results of calculations – section 5–5] 

Координата  
срединной поверх-

ности оболочки  
по оси U (м) 

[Coordinates of 
the middle surface 
of the shell along  
the U-axis (m)] 

Nv МКЭ
(кН/м) 
[FEM 

(kN/m)] 

Nv ВРМ 
(кН/м) 
[VDM 

(kN/m)] 

Nu МКЭ
(кН/м) 
[FEM 

(kN/m)] 

Nu ВРМ
(кН/м) 
[VDM 

(kN/m)] 

Mv МКЭ
(Н·м/м) 
[FEM 

(N·m/m)] 

Mv ВРМ 
(Н·м/м) 
[VDM 

(N·m/m)] 

Mu МКЭ 
(Н·м/м) 
[FEM 

(N·m/m)] 

Mu ВРМ
(Н·м/м) 
[VDM 

(N·m/m)] 

0,000 –2,3385 –2,4191 –7,7945 –8,0684 –9,9630 –10,3201 –33,2101 –34,4135 
0,200 –3,0175 –3,0656 –7,3825 –7,4536 0,0796 0,1123 –0,2808 –0,1756 
0,400 –3,9255 –3,9701 –6,7330 –6,7875 1,2306 1,1792 8,4997 8,4503
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Окончание табл. 3 

Координата  
срединной поверх-

ности оболочки  
по оси U (м) 

[Coordinates of 
the middle surface 
of the shell along  
the U-axis (m)] 

Nv МКЭ
(кН/м) 
[FEM 

(kN/m)] 

Nv ВРМ 
(кН/м) 
[VDM 

(kN/m)] 

Nu МКЭ
(кН/м) 
[FEM 

(kN/m)] 

Nu ВРМ
(кН/м) 
[VDM 

(kN/m)] 

Mv МКЭ
(Н·м/м) 
[FEM 

(N·m/m)] 

Mv ВРМ 
(Н·м/м) 
[VDM 

(N·m/m)] 

Mu МКЭ 
(Н·м/м) 
[FEM 

(N·m/m)] 

Mu ВРМ
(Н·м/м) 
[VDM 

(N·m/m)] 

0,600 –4,3840 –4,4174 –5,9860 –6,0341 –1,6618 –1,7923 5,7629 5,6486 
0,800 –4,4020 –4,4282 –5,1735 –5,2160 –5,0150 –5,2140 0,8965 0,7887
1,000 –4,1860 –4,2085 –4,3305 –4,3664 –7,3595 –7,6400 –2,3648 –2,4525
1,200 –3,8975 –3,9181 –3,4810 –3,5090 –8,5274 –8,9291 –3,6117 –3,7092 
1,400 –3,6120 –3,6287 –2,6310 –2,6516 –8,8174 –9,4048 –3,5497 –3,7170 
1,600 –3,3445 –3,3560 –1,7705 –1,7844 –8,5330 –9,3999 –2,6921 –3,0823 
1,800 –3,0410 –3,0627 –0,8910 –0,8938 –7,8912 –9,1841 –0,6767 –1,6971 
2,000 –2,4645 –2,5418 –0,1790 0,0044 –7,3781 –9,2557 1,7156 –0,0089 

 
 

Таблица 4 
Численные результаты расчетов – сечение 7–7 

[Table 4. Numerical results of calculations – section 7–7] 

Координата  
срединной поверх-

ности оболочки  
по оси U (м) 

[Coordinates of  
the middle surface 
of the shell along  
the U-axis (m)] 

Nv МКЭ
(кН/м) 
[FEM 

(kN/m)] 

Nv ВРМ 
(кН/м) 
[VDM 

(kN/m)] 

Nu МКЭ
(кН/м) 
[FEM 

(kN/m)] 

Nu ВРМ
(кН/м) 
[VDM 

(kN/m)] 

Mv МКЭ
(Н·м/м) 
[FEM 

(N·m/m)] 

Mv ВРМ 
(Н·м/м) 
[VDM 

(N·m/m)] 

Mu МКЭ 
(Н·м/м) 
[FEM 

(N·m/m)] 

Mu ВРМ
(Н·м/м) 
[VDM 

(N·m/m)] 

0,000 –1,7255 –1,7923 –5,7520 –5,9733 –26,6859 –27,6348 –88,5929 –92,1159 
0,200 –2,5595 –2,6242 –5,4670 –5,5534 –3,2352 –3,3089 –16,3604 –16,4906 
0,400 –4,3880 –4,4528 –5,0790 –5,1385 6,1452 6,0459 14,0328 13,8517
0,600 –5,7535 –5,8105 –4,6155 –4,6637 6,9748 6,8533 18,2650 18,1289 
0,800 –6,3545 –6,4030 –4,0865 –4,1300 4,6782 4,5263 12,6330 12,5666
1,000 –6,3905 –6,4324 –3,5085 –3,5483 2,3227 2,1258 6,2603 6,2470
1,200 –6,1440 –6,1793 –2,8940 –2,9273 1,0163 0,7490 2,3885 2,3672 
1,400 –5,8115 –5,8389 –2,2460 –2,2730 0,7689 0,3888 1,0796 0,9243 
1,600 –5,4820 –5,5054 –1,5590 –1,5784 1,1785 0,6191 1,3079 0,7899 
1,800 –5,1740 –5,2209 –0,8170 –0,8294 1,8038 0,9908 1,9206 0,7616 
2,000 –4,9795 –5,0502 –0,2140 –0,0039 2,1826 1,3126 1,2296 0,0007 

 
 

Таблица 5 
Численные результаты расчетов – сечение 9–9 

[Table 5. Numerical results of calculations – section 9–9] 

Координата  
срединной поверх-

ности оболочки  
по оси U (м) 

[Coordinates of  
the middle surface 
of the shell along  
the U-axis (m)] 

Nv МКЭ
(кН/м) 
[FEM 

(kN/m)] 

Nv ВРМ 
(кН/м) 
[VDM 

(kN/m)] 

Nu МКЭ
(кН/м) 
[FEM 

(kN/m)] 

Nu ВРМ
(кН/м) 
[VDM 

(kN/m)] 

Mv МКЭ
(Н·м/м) 
[FEM 

(N·m/m)] 

Mv ВРМ 
(Н·м/м) 
[VDM 

(N·m/m)] 

Mu МКЭ 
(Н·м/м) 
[FEM 

(N·m/m)] 

Mu ВРМ
(Н·м/м) 
[VDM 

(N·m/m)] 

0,000 –1,3600 –1,4009 –4,5335 –4,6696 –40,9204 –42,4381 –136,4013 –141,4602 
0,200 –2,1680 –2,2298 –4,3335 –4,3949 –8,1522 –8,3395 –35,4499 –35,9733 
0,400 –4,5375 –4,6078 –4,1190 –4,1496 8,2662 8,1600 14,3722 13,9989
0,600 –6,6085 –6,6786 –3,8400 –3,8593 13,3517 13,3318 28,2120 28,0468 
0,800 –7,8020 –7,8686 –3,4990 –3,5169 13,0467 13,1062 24,9814 24,9959
1,000 –8,2005 –8,2630 –3,0980 –3,1176 11,2335 11,3404 17,1469 17,2656
1,200 –8,1020 –8,1570 –2,6370 –2,6575 9,7411 9,8689 10,5854 10,6929 
1,400 –7,7830 –7,8313 –2,1095 –2,1298 9,0203 9,1164 6,6897 6,6178 
1,600 –7,4295 –7,4791 –1,5045 –1,5235 8,8630 8,8731 4,6470 4,1516 
1,800 –7,1650 –7,2417 –0,8040 –0,8218 8,9442 8,8300 3,1393 2,0022 
2,000 –7,1840 –7,2771 –0,2335 –0,0055 9,0038 9,0576 0,9647 0,0036 
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Таблица 6 
Численные результаты расчетов – сечение 11–11 

[Table 6. Numerical results of calculations – section 11–11] 

Координата  
срединной поверх-

ности оболочки 
по оси U (м) 

[Coordinates of  
the middle surface 
of the shell along  
the U-axis (m)] 

Nv МКЭ
(кН/м) 
[FEM 

(kN/m)] 

Nv ВРМ 
(кН/м) 
[VDM 

(kN/m)] 

Nu МКЭ
(кН/м) 
[FEM 

(kN/m)] 

Nu ВРМ
(кН/м) 
[VDM 

(kN/m)] 

Mv МКЭ
(Н·м/м) 
[FEM 

(N·m/m)] 

Mv ВРМ 
(Н·м/м) 
[VDM 

(N·m/m)] 

Mu МКЭ 
(Н·м/м) 
[FEM 

(N·m/m)] 

Mu ВРМ
(Н·м/м) 
[VDM 

(N·m/m)] 

0,000 –1,2495 –1,2782 –4,1645 –4,2615 –46,3761 –48,1181 –154,5870 –160,3935 
0,200 –2,0310 –2,0866 –3,9910 –4,0358 –10,4431 –10,6831 –43,7826 –44,4982 
0,400 –4,5665 –4,6323 –3,8300 –3,8426 8,5468 8,4337 13,4742 13,0081
0,600 –6,8890 –6,9563 –3,6060 –3,6081 15,3333 15,3527 31,5612 31,3724 
0,800 –8,3200 –8,3856 –3,3200 –3,3217 15,9322 16,0786 29,8679 29,9009
1,000 –8,8860 –8,9457 –2,9720 –2,9783 14,4501 14,6758 21,8237 21,9940
1,200 –8,8725 –8,9242 –2,5580 –2,5673 12,9670 13,2337 14,2560 14,4207 
1,400 –8,5780 –8,6230 –2,0680 –2,0797 12,1247 12,3802 9,1828 9,1390 
1,600 –8,2250 –8,2708 –1,4880 –1,5019 11,8268 12,0074 6,0593 5,5672 
1,800 –7,9725 –8,0491 –0,7995 –0,8139 11,8121 11,8799 3,6652 2,5182 
2,000 –8,0460 –8,1384 –0,2375 –0,0004 11,8271 12,1448 0,7421 0,0040 

 
 

 
 

Рис. 3. Сравнение изгибающих моментов Мu (Н·м/м)  
в сечении 2–2:  

МКЭ – сплошная линия; ВРМ – пунктирная линия 
[Figure 3. Comparison of bending moments Мu (N·m/m)  

in section 2–2:  
FEM – solid line; VDM – dotted line] 

 

 
 

Рис. 4. Сравнение изгибающих моментов Мu (Н·м/м)  
в сечении 4–4: 

МКЭ – сплошная линия; ВРМ – пунктирная линия 
[Figure 4. Comparison of bending moments Мu (N·m/m)  

in section 4–4: 
FEM – solid line; VDM – dotted line] 

 

 
 

Рис. 5. Сравнение нормальных сил Nu (кН/м) в сечении 6–6: 
МКЭ – сплошная линия; ВРМ – пунктирная линия 

[Figure 5. Comparison of normal forces Nu (kN/m) in section 6–6: 
FEM – solid line; VDM – dotted line] 

 
 

 
 

Рис. 6. Сравнение изгибающих моментов Мv (Н·м/м)  
в сечении 8–8: 

МКЭ – сплошная линия; ВРМ – пунктирная линия 
[Figure 6. Comparison of bending moments Мv (N·m/m) 

in section 8–8: 
FEM – solid line; VDM – dotted line] 
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Рис. 7. Сравнение нормальных сил Nv (кН/м) в сечении 10–10: 
МКЭ – сплошная линия; ВРМ – пунктирная линия 

[Figure 7. Comparison of normal forces Nv (kN/m) in section 10–10: 
FEM – solid line; VDM – dotted line] 

 

 

 
 

Рис. 8. Нормальное напряжение Nu (кН/м²) вдоль прямолинейных направляющих  
[Figure 8. Normal stress Nu along the linear coordinates U of the surface (kN/m2)] 

 
 

 
 

Рис. 9. Изгибающий момент Мu (кН·м/м) вдоль прямолинейных направляющих 
[Figure 9. Bending moment Мu along the linear coordinates U of the surface (kN·m/m)] 

 
 
Сравнение результатов расчетов методом ко-

нечных элементов и вариационно-разностным ме-
тодом показывает хорошее схождение.  

Отклонения результатов в исследуемых узлах 
составляют от 1 до 10 %, только в узлах с коор-

динатами 1,6, 1,8 и 2,0 м по прямолинейным на- 
правляющим U расхождения доходят до 100 % в 
нормальных силах Nu, изгибающих моментах Mu 
и Mv. При значении прямолинейных направляю-
щих U = 0 м закрепление эллипса в основании 
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жесткое (заделка), при значении прямолинейных 
направляющих U = 2 м – свободный край, следо-
вательно, в данном направлении (направлении 
прямолинейных направляющих U) торсовая обо-
лочка работает как консоль. Из сопротивления 
материалов известно, что значение изгибающего 
момента от равномерно-распределенной нагрузки 
на конце консоли равно нулю, таким образом, 
результаты, полученные при решении вариаци-
онно-разностным методом для изгибающего мо-
мента Mu в узлах оболочки с координатами 1,6, 
1,8 и 2,0 м по прямолинейным направляющим U, 
точнее. Также значения результатов нормальных 
сил Nu в узлах оболочки с координатами 2,0 м 
по прямолинейным направляющим U являются 
более точными.  

Значения нормальных напряжений вдоль 
прямолинейных и криволинейных направляющих 
оболочки свидетельствует о том, что данная обо-
лочка одинакового ската с направляющим эллип-
сом в основании работает на сжатие. Таким обра-
зом, оболочки данного класса могут изготавливать-
ся из большого ряда строительных материалов, 
что является безусловно большим плюсом при 
выборе из разных видов оболочек.  

Заключение 
Благодаря результатам, полученным при ис-

следовании напряженно-деформированного состо-
яния торсовой оболочки одинакового ската с эл-
липсом в основании можно резюмировать, что 
данный вид оболочек достоин внимания архитек-
торов. Следует отметить возможность изготовле-
ния данной оболочки из листового материала, 
благодаря способности разворачиваться на плос-
кость без складок и разрывов, таким образом, 
выполнение опалубки при возведении таких обо-
лочек из монолитного железобетона не вызовет 
больших сложностей [1]. 

Сравнение результатов, полученных методом 
конечных элементов и вариационно-разностным 
методом, показывает плюсы и недочеты каждого 
из методов. Использование вычислительного ком-
плекса SCAD Office на базе МКЭ является более 
универсальным по сравнению с ВРМ для реше-
ния сложных пространственных конструкций и 
сооружений. Однако полученные результаты в не-
которых узлах оболочки являются более коррект-
ными и правильными при решении ВРМ. Для разъ-
яснения данного вопроса авторы готовят письмо в 
редакцию SCAD Office. Также О.О. Алёшина ра-
ботает над получением аналитического решения 
для вычисления НДС оболочек одинакового ска-
та с эллипсом в основании. После нахождения 

аналитического решения будет выполнено сравне-
ние напряженно-деформированного состояния дан-
ной оболочки тремя разными методами решения. 
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 Abstract 
Relevance. Thin-walled structures of shells constitute a large class in archi-

tecture, in civil and industrial construction, mechanical engineering and instrument 
making, aircraft, rocket and shipbuilding, etc. Each surface has certain ad-vantages 
over the other. So the torso surface can be deployed on the plane of all its points 
without folds and breaks, with the length of the curves and the angles between any 
curves belonging to the surface, do not change. The investigation of the stress-
strain state of the equal slope shell with a director ellipse at the base is presented to 
date in a small volume. The aim of the work. Obtaining data for comparative ana-
lysis of the results of the stress-strain state of equal slope shells by the finite ele-
ment method and the variational-difference method. Methods. To assess the stress-
strain state of the equal slope shell, the SCAD Office computer complex based 
on the finite element method and the “PLATEVRM” program, written on the 
basis of the variational-difference method, are used. Results. The numerical re-
sults of the stress-strain state of the equal slope shell are obtained and analyzed, 
the pros and cons of the results of calculations by the finite element method and 
the variational-difference method are revealed. 

Keywords: theory of thin shells; torso shell; equal slope shell; geometric 
modeling; computational complex “SCAD Office”; finite element method; varia-
tional-difference method 
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 Аннотация 
Актуальность. На АЭС содержится большое количество оборудования и 

трубопроводов, подверженных эрозионно-коррозионному износу. В результате 
сочетания различных параметров – типоразмеров (диаметры, толщина стенок), 
эксплуатационных параметров (внутреннее давление, температура), марок ста-
лей и типов элементов – количество расчетных случаев составляет десятки ты-
сяч, не считая возможных форм утонений. В процессе технического обслужива-
ния и ремонта на станциях проводят оценку соответствия фактических и допус-
каемых значений толщины стенок. Для обеспечения безопасной эксплуатации 
оборудования и трубопроводов введены поправочные функции к нормативным 
зависимостям, учитывающие форму утонения, для определения допустимых 
утонений. Цель. Поставлена задача определить влияние форм локальных утоне-
ний на напряженно-деформированное состояние и критическое утонение для 
прямолинейных участков трубопроводов, подверженных механизму эрозионно-
коррозионного износа с учетом аварийных режимов. Методы. Для определения 
допускаемых значений коэффициентов концентрации напряжений трубопрово-
дов, подверженных эрозионно-коррозионному износу, были использованы тре-
бования федеральных норм и правил с учетом аварийных режимов эксплуата-
ции. Для исследования коэффициентов концентрации напряжений использовал-
ся метод конечных элементов и аналитические методы для различных форм, 
размеров и глубин утонений. Результаты. Разработан метод, который позволя-
ет получить допускаемые значения коэффициентов концентрации напряжений 
для аварийных режимов эксплуатации, что позволяет определить допускаемую 
глубину утонения в аварийных режимах – критерий сверху. Проведены исследо-
вания по определению коэффициентов концентрации напряжений при локаль-
ном утонении для различных форм этих утонений. Определены зависимости 
коэффициентов концентрации от геометрических параметров локального утоне-
ния при заданной толщине стенки для прямолинейного участка трубопровода. 
В результате исследований построены зависимости глубины утонений от коэф-
фициентов концентраций для прямолинейных участков трубопроводов, получе-
на мастер-кривая. Проведенные исследования учитывают нагрузку от внутрен-
него давления и изгибающего момента. 

Ключевые слова: трубопроводы; эрозионно-коррозионный износ; объ-
емное утонение; коэффициент концентрации напряжений; прочность 
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Введение  
Локальный износ металла – распространенный 

вид повреждения на оборудованиях и трубопро-
водах. Основным механизмом этого повреждения 
является эрозионно-коррозионный износ (ЭКИ). 
Этому процессу подвержены практически все эле-
менты конденсатно-питательного и парового трак-
тов турбоустановок АЭС и ТЭС. Другие виды 
износа металла в большинстве случаев протекают 
совместно с этим процессом, как показано в науч-
ных трудах [1–5]. Сосуды давления и трубопро-
водные системы ядерных энергетических устано-
вок относятся к категории критически важных эле-
ментов, в значительной степени определяющих 
их ресурс, надежность, живучесть и безопасность 
эксплуатации. Для обеспечения техногенной без-
опасности АЭС используют современные техно-
логии, позволяющие разработать и внедрить раз-
нообразные системы безопасности [6].  

Повреждение металла в процессе ЭКИ приво-
дит к специфическим объемным формам износа – 
утонениям [7]. Утонения влекут возникновение 
концентрации напряжений в элементах конструк-
ций [8–11]. Для обеспечения прочности и про-
гнозирования ресурса оборудования и трубопро-
водов, подверженных ЭКИ, необходимо исследо-
вать напряжения в зоне локальных утонений в за-
висимости от геометрических параметров, а также 
уточнить механизм коррозионного воздействия, 
влияющего на форму и протяженность локально-
го утонения [12–16]. 

Концентратор напряжений (α஢) [17] – это от-
ношение максимальных напряжений (σ୫ୟ୶) в зоне 
локального утонения к номинальным напряжени-
ям (σном) в той же зоне без повреждений элемен-
тов оборудования или трубопровода: 

α஢ ൌ  
஢ౣ౗౮

஢ном
.      (1) 

В ходе исследования было рассмотрено вли-
яние различных форм утонения на напряженно-
деформированное состояние, а также определено 
критическое утонение для прямолинейных участ-
ков трубопроводов, подверженных механизму ЭКИ 
с учетом аварийных режимов. 

1. Методы исследований 

Расчет концентратора напряжений  
при локальном сферическом утонении 

Для расчетов была взята цилиндрическая обо-
лочка с внешним диаметром (D) 530 мм, толщи-
ной (s) 28 мм. Расчетные модели были построены 
в программном комплексе ANSYS Mechanical (ли-
цензия № 662207 от 21.03.2012). Для построения 
модели использовался трехмерный элемент объ-
емного напряженно-деформированного состояния 
с 20 узлами – SOLID186. 

Исходные данные независимо друг от друга 
варьировались в следующих диапазонах: 

– относительная глубина утонения (a/s) – из-
менялась в диапазоне от 0,1s до 0,9s с шагом 0,1s, 
где a – глубина утонения; 

– утонение моделировалось как часть усечен-
ной сферы, протяженность утонения – L с протя-
женностью, кратной внешнему диаметру D и 0,5D. 

Расчетная модель представлена на рис. 1, а. 
В результате расчетов получены значения коэффи-
циента концентрации напряжений от относительно-
го утонения цилиндрической оболочки. На рис. 1, б 
представлены графики зависимости коэффициен-
та концентрации напряжений от относительного 
утонения трубопровода, где кривая 1 соответствует 
утонению с протяженностью D, а кривая 2 – 0,5D. 

 

а б 
 

Рис. 1. Расчетная модель (а) и значения коэффициента концентрации напряжений от величины сферического утонения (б) 
[Figure 1. Calculation model (а) and value of stress concentration coefficient of spherical thinning value (б)] 
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Расчет концентратора напряжений  
при обширном локальном утонении 

Для расчета напряжений при обширном ло-
кальном утонении использовалась модифициро-
ванная аналитическая формула [18], которая поз-
воляет точно определить мембранные напряже-
ния в максимально утоненном месте (A): 

σ ൌ p ൭
ଶோమ൤ோమାቀோି௦ା

ೌ
మቁ

మ
ିଶ

ೌ
మቀோି௦ା

ೌ
మቁି

ೌ
మ

మ
൨

൤ቀோି௦ା
ೌ
మቁ

మ
ାோమ൨∙൤ோమିቀோି௦ା

ೌ
మቁ

మ
ିଶ

ೌ
మቀோି௦ା

ೌ
మቁି

ೌ
మ

మ
൨

െ 1൱, (2) 

где R – наружный радиус цилиндрической обо-
лочки; s – толщина стенки трубопровода; 𝑎 – 
глубина утонения, p – внутреннее давление. 

На рис. 2, а представлена расчетная схема, 
на рис. 2, б – график зависимости коэффициента 
концентрации напряжений от относительного уто-
нения оболочки. 

Расчет концентратора напряжений  
при равномерном утонении 

Для расчета напряжений от внутреннего дав-
ления при равномерном утонении использовались 
нормативные зависимости [19]: 

σ ൌ
୮ሺ஽ି௦ሻ

ଶ௦
,       (3) 

где D – наружный диаметр трубопровода, 𝑠 – тол-
щина трубопровода без утонения. 

 
 

 
а б 

 
Рис. 2. Расчетная схема (а) и значения коэффициента концентрации напряжений от величины обширного утонения (б) 

[Figure 2. Settlement scheme (а) and value of stress concentration coefficient of extensive thinning value (б)] 
 
 
 

а б 
 

Рис. 3. Расчетная схема (а) и величины коэффициента концентрации напряжений при равномерном утонении (б) 
[Figure. 3. Settlement scheme (а) and value of stress concentration coefficient with even thinning (б)] 
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При расчете максимальных напряжений в зоне 
локального утонения толщина стенки равна 𝑠 െ 𝑎, 
где 𝑎 – глубина утонения. 

Напряжения от изгибающего момента: 

σெ ൌ
ெ

ௐ
,        (4) 

где М – изгибающий момент; W – момент сопро-
тивления. 

Используя формулы (1), (3) и (4) можно опре-
делить коэффициент концентрации напряжений 
при действии на трубопровод внутреннего давле-
ния и изгибающего момента: 

α஢ ൌ
౦ሺವషೞశೌሻ

మሺೞషೌሻ
ା

ಾ
ೈሺೌሻ

౦ሺವషೞሻ
మೞ

ା
ಾ
ೈ

.      (5) 

Расчетная схема показана на рис. 3, а, график 
зависимости представлен на рис. 3, б. 

Скорость увеличения функции концентрато-
ра напряжений от внутреннего давления больше, 
чем от изгибающего момента. Если изгибающий 
момент равен нулю, то функция будет соответство-
вать кривой 1 (рис. 3, б), при внутреннем давлении, 
равном нулю, – кривой 2, при их комбинации функ-
ция будет лежать между этими двумя кривыми. 
Консервативно оценивать допускаемое утонение 
по кривой 1 – от внутреннего давления. 

2. Обобщение результатов 
На рис. 4 представлено обобщение результа-

тов с формами утонений: сферическое, обширное 
и равномерное.  

 

 
 

Рис. 4. Графики зависимости коэффициента концентрации 
напряжений от относительного утонения трубопровода 

[Figure 4. Graphs of the stress concentration coefficient  
on the relative thinning of the pipeline] 

 
При обобщении полученных результатов по-

лучена огибающая сверху кривая α஢
ஊ (мастер-

кривая), где за базовую функцию принята норма-
тивная кривая при равномерном утонении, сред-
няя погрешность 3,5 %: 

α஢
ஊ ൌ ቂቀ1.2 െ

௔

௦
ቁ ௔

௦
cosଷ ቀ஠௔

ଶ௦
ቁ ൅ 1ቃ α஢.     (6) 

Множитель в формуле (6) консервативно 
учитывает влияние от различных форм утонений. 
Для оценки прочности трубопровода с утонением 
или для определения допускаемых толщин стенок  
в трубопроводах рекомендуется использовать 

σ ൌ  ቂቀ1.2 െ
௔

௦
ቁ ௔

௦
cosଷ ቀ஠௔

ଶ௦
ቁ ൅ 1ቃ ୮ሺ஽ି௦ା௔ሻ

ଶሺ௦ି௔ሻ
.    (7) 

Определение критических величин  
коэффициента концентрации напряжений  

и деформаций в локальной зоне 

Для определения критических величин кон-
центрации напряжений, воспользуемся критери-
ем норм расчета на прочность [19] 

ሺσሻோ௏ или ሺσሻோ௄  ൑ 2𝑅୮଴,ଶ
் ,    (8) 

где ሺσሻோ௏ – размах приведенных напряжений в 
элементах оборудования, МПа; ሺσሻோ௄ – размах 
приведенных напряжений в элементах трубопро-
водов, МПа; 𝑅୮଴,ଶ

்  – минимально гарантирован-
ное значение предела текучести при температуре 
эксплуатации, МПа. 

Переобозначим напряжения в левой части кри-
терия (7) на максимальные напряжения (σ୫ୟ୶) в 
локальных зонах утонения ЭКИ. Максимальные 
напряжения определяем из уравнения (1), следо-
вательно, критерий (8) примет вид 

σ୫ୟ୶ ൌ σномα஢ ൑ 2𝑅୮଴,ଶ
் ,     (9) 

α஢ ൑
ଶோ౦బ,మ

೅

஢ном
.      (10) 

Введем понятие критического коэффициента 
концентрации напряжений в локальной зоне α஢

кр 
при использовании вместо номинальных напря-
жений максимально допустимых напряжений в 
аварийном режиме с учетом внутреннего давле-
ния и изгибающих моментов [19]. Номинальные 
напряжения ограничены критерием 1.8[σ], а до-
пускаемый коэффициент концентрации напряже-
ний примет вид 

቎
஑ಚ

кр ஸ 
మೃ౦బ,మ

೅

భ.ఴሾಚሿ  ୀ  ଵ.଺଺;

஑ಚ
кр ஸ 

మೃ౦బ,మ
೅

భ.ఴሾಚሿ  ୀ  ଶ.଼଼
ೃ౦బ,మ

೅

ೃ೘
೅ ,

   (11) 

где  𝑅௠
்  – минимально гарантированное значение 

временного сопротивления при температуре экс-
плуатации; 𝑅୮଴,ଶ

்  – минимально гарантированное 
значение предела текучести при температуре экс-
плуатации; ሾσሿ – допускаемые напряжения. 
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Используя формулу (6) и критерий (11) опре-
делим критическое утонение толщины стенки при 
аварийном режиме 0,27s. 

Концентратор деформаций ሺαக
∗ሻ в упругопла-

стической области, согласно И.А. Биргеру [17], 
определяется из следующего соотношения: 

α஢
∗ ∙ αக

∗ ൌ ሺ0,8 ൊ 0,9ሻα஢
ଶ ,   (12) 

где α஢
∗  и αக

∗ – концентраторы напряжений и де-
формаций в упругопластической области.  

Множитель ሺ0,8 ൊ 0,9ሻ зависит от степени 
упрочнения материала. Концентратор напряжений 
в упругопластической области ограничен преде-
лом текучести и может быть определен уравнением 

α஢
∗ ൌ

ோ౦బ,మ
೅

஢ном
.     (13) 

Действующие напряжения в зоне утонения мо-
гут превышать предел текучести в аварийных ре-
жимах, поэтому определим критический коэффи-
циент концентрации деформаций. Используя со-
отношение (12), определим допускаемый коэф-
фициент концентрации деформаций в упругопла-
стической зоне: 

αԑ
∗кр ൌ 0.8

൫஑ಚ
кр൯

మ

஑ಚ
∗ .   (14) 

Для аварийной ситуации критический коэф-
фициент концентрации деформаций 

቎
஑ԑ

∗крஸ ଶ.଺ସ;

஑ԑ
∗кр ஸ ସ.ହଽ

ೃ౦బ,మ
೅

ೃ೘
೅ .

                (15) 

Используя формулы (6), (12), (13) и критерий 
(15) определим критическое утонение толщины 
стенки при аварийном режиме через коэффициент 
концентрации деформаций – 0,37s (для расчетов 
принято: внутреннее давление – 11,7 МПа; предел 
текучести – 196 МПа; температура среды – 170 °С). 

Исходя из полученных результатов по крите-
риям (11) и (15), консервативно использовать кри-
терий концентрации напряжений (15). 

 
Таблица  

Значения максимально возможных утонений 
[Table. The maximum possible value of thickness] 

Вид дефекта 
[The type of 

defect] 
Локальное утонение 

[Local thickness] 
Трещина 

[The crack] 

Критерий 
[Criteria] 

При α஢
кр 

[α஢
ୡ୰] 

При 𝛼ԑ
∗кр 

[αԑ
∗ୡ୰] 

Метод НПШ 
[The method LPC] 

Критическая 
толщина 

[Critical crack] 
0,27s 0,37s 0,18s 

 

В таблице приведены значения максимально 
возможных утонений, полученных из результатов 
по критериям (11) и (15) и методом нагрузки пла-
стического шарнира (НПШ) [20] с осевой и коль-
цевой трещинами в аварийном режиме. 

Заключение 
Рассмотрены различные формы локальных уто- 

нений, которые типичны для трубопроводов, под-
верженных механизму деградации эрозионно-кор- 
розионного износа: сферическое, обширное и рав-
номерное утонения. На основе полученных данных 
построена огибающая мастер-кривая (6) для ко-
эффициента концентрации напряжений. Получе-
на формула для оценки прочности с учетом раз-
личных форм утонений (7). 

Получены критерии критических значений ко-
эффициентов концентрации напряжений (11) и де-
формаций (15), которые позволяют определять 
критические значения утонений в аварийном ре-
жиме эксплуатации. 

Критерии допускаемых значений коэффици-
ентов концентрации напряжений справедливо ис-
пользовать только в тех случаях, когда значения 
напряжений в зоне утонения не превышают зна-
чений предела текучести, в противном случае 
необходимо использовать критерии коэффициен-
та концентрации деформаций. 
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 Abstract 
Relevance. The nuclear power plant contains a large number of equipment 

and pipelines subject to flow acceleration corrosion. As a result of a combination 
of various parameters – sizes (diameters, wall thickness), operational parameters 
(internal pressure, temperature), steels and elements types – the number of de-
sign cases is tens of thousands, without counting the possible forms of thinning. 
The process of maintenance and repair at the stations are doing an assessment of 
the accordance of actual and allowable values of wall thicknesses. The ensuring 
safe operations of equipment and pipelines have been introduced correction 
functions for regulatory functions, taking into account the forms of thinning, to 
determine the permissible thinning. The aim of the work. The task is to deter-
mine the influence of the forms and types of thinning on the stress-strain state
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    and to determine the most critical thinning for straight sections of pipelines sub-
ject to flow acceleration corrosion taking into account emergency conditions. 
Methods. The allowable values of stress concentration factors (deformations) of 
pipelines subject without flow acceleration corrosion was determined taking into 
account allowable values, the requirements of the federal norms and rules for 
emergency operating conditions. For researches of the stress concentration coef-
ficients were used the finite element method and analytical methods for various 
shapes, sizes and depths of thinning. Results. A method has been developed, that 
allows getting the maximum allowable values of stress concentration factors 
(deformations) for emergency operation, which afford to determine the maxi-
mum allowable depth of thinning in emergency conditions – an above criterion. 
The researches have been carried out definition of the stress concentration fac-
tors for local thinning with various types of these thinning. The functions of con-
centration coefficients depending on the geometric parameters of local thinning 
wall thickness were determined for a straight section of the pipeline. As a result 
of the research, the dependences of the sizes of thinning on the concentration 
coefficients for straight pipelines were created and a master-curve was obtained. 
The researches were carried out take into account the load from internal pressure 
and bending moment. 
Keywords: pipelines; flow acceleration corrosion; volume thinning, stress con-
centration coefficient; strength 
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 Аннотация 
Целью исследования является определение наиболее эффективных сейсмо-

защитных устройств, а также степени их надежности в различных условиях. 
Дана методика сравнительного расчета для определения качества сейсмозащит-
ных устройств. Приведен пример расчета для демпфера и гасителя. Расчеты по-
казывают, что использование сейсмозащитных устройств уменьшает коэффици-
ент К3 более чем в два раза. Сейсмозащита является актуальной проблемой не 
только в строительстве, но и во всех отраслях техносферы. Рассматривается воз-
можность использования сейсмозащитных устройств в летательных аппаратах. 
Методы. Проводится сравнительный расчет поведения гасителей и демпферов с 
учетом коэффициентов трения fтр, суммы вертикальных нагрузок ∑Qkд, суммар-
ной перерезывающей сейсмической силы ∑Sдk. Представлены рисунки – схемы 
расположения сейсмозащитных устройств (демпфера и гасителя) под зданием, 
а также варианты их установки в летательных аппаратах. Сравнительные расче-
ты проводятся с наличием сейсмозащитных установок и без них. Результаты. 
По итогам исследования выявлено изменение величины горизонтальных сей-
смических нагрузок Sik в пределах 2,26–2,46 раза. Это обстоятельство позволяет 
сделать вывод, что предложенное демпферное устройство снижает сейсмиче-
скую нагрузку, приходящуюся на защищаемое сооружение, на 1–2 балла, то есть 
почти с такой же эффективностью, как гасители (отличие в 0,3 раза). 

Ключевые слова: сейсмозащитные устройства; демпфер; сейсмогаси-
тель; коэффициент диссипации; декремент колебания; сейсмовоздействие; 
здания и сооружения; летательные аппараты; сейсмические нагрузки; гори-
зонтальные и вертикальные нагрузки 
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Введение1 
В статье рассматривается сравнительный рас-

чет гасителей и демпферов для применения в зда-
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ниях и сооружениях, а также в летательных аппа-
ратах. При сейсмической нагрузке происходит раз-
рушение зданий и сооружений, а также отдельно 
стоящих (или находящихся в ангарах) летатель-
ных аппаратов. Ожидается, что возможно сниже-
ние сейсмической нагрузки при применении сей-
смозащитных устройств.  

Произведен расчет способности каждой из уста- 
новок снизить вертикальные и горизонтальные на- 
грузки, приходящиеся на конструкции. На рис. 1 
и 2 даны схемы установки демпферов и гасите-
лей в зданиях. На рис. 3 – схема установки на лета-
тельные аппараты.  

Шасси представляет собой демпферную стой-
ку, к которой крепится колесная тележка (у гид-
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ропланов – поплавок). В зависимости от массы са-
молета различаются конфигурации шасси. Наибо-
лее часто встречающиеся: одна передняя стойка и 
две основных (Ту-154, А320), одна передняя и три 
основных (Ил-96), одна передняя и четыре основ-
ных (Боинг 747), две передних и две основных (B-52). 
На рис. 4 даны формы и свободные колебания 
зданий и сооружений при использовании актив-
ных сейсмозащитных систем [1–3]. 

Исходные расчетные данные,  
формулы и схемы 

При расчете степени влияния сейсмических 
воздействий с учетом активной сейсмозащиты на 
объект исследования придерживаются нормативных 
данных, заложенных в КМК 2.01.03-96 «Строи-
тельство в сейсмических районах» (Қурилиш мейор 
қойдалари – Строительные нормы и правила). 

 

 
 

Рис. 1. Схема расположения демпферных устройств под зданием: 
А – вид фасада здания; Б – аксонометрия демпферного устройства; 

В – расположение 23 демпферных устройств под зданием;  
1 – паронитовое демпферное устройство; 2 – металлические  

пластины крепления; 3 – железобетонная подушка  
(полуподвальный производственный отсек) 

[Figure 1. The scheme of an arrangement of damping devices 
under the building: 

A – view of the facade of the building; Б – axonometry of 
the damper device; В – location of 23 damper devices under  

the building; 1 – paronite damping device; 2 – metal mounting plates;  
3 – reinforced concrete cushion (basement production compartment)] 

 
Вводится коэффициент снижения амплитуд 

ускорений К3 (К3 – коэффициент снижения ампли-
туд горизонтальных ускорений), который необхо-
дим для учета совокупного воздействия устройств 
активной сейсмозащиты на защищаемое сооруже-

ние (табл. 2.7 п. 2.13 КМК нормирует коэффици-
ент α в зависимости от сейсмичности площадки 
строительства (в баллах)) [4]. Расчетное значение 
К3, как показано в работе Л.Л. Солдатовой [5–6], 
определяется из условия не превышения суммар-
ной перерезывающей силы уровня скользящего 
пояса по формуле 

К3   = fтр 
1

n

k=
∑  Qk / 

1

n

k=
∑  Sik,                (1) 

где fтр – коэффициент трения скольжения в опорах 
при использовании сейсмозащитных устройств. 

 

 
 

Рис. 2. Схема расположения гасителей под зданием: 
А – вид фасада здания; Б – схема гасителя; В – расположение  

7 гасителей под зданием; 1 – гаситель; 2 – пневмонагнетатель;  
3 – железобетонная подушка (полуподвальный производственный отсек);  

4 –стержень с поршнем; 5 –жидкость для гашения колебаний 
[Figure 2. Layout of vibration transducers under the building: 

A – view of the facade of the building; Б – vibration transducer scheme;  
В – the location of 7 vibration transducers under the building;  

1 – vibration transducer; 2 – air blower;  
3 – reinforced concrete cushion (basement production compartment);  

4 – rod with piston; 5 – liquid for vibration damping] 
 

fтр допускается уточнять на основе модель-
ных или натурных испытаний.  

Для случая расчета без сейсмозащитного 
устройства для бетона fтр = 0,445.  

Для демпферного устройства fтр = 0,2775. 
Для гасителей fтр = 0,1304.  
∑Qkд – сумма вертикальных нагрузок при ис-

пользовании демпфера.  
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∑Sдk – суммарная перерезывающая сейсмиче-
ская сила при использовании демпфера. 

∑Qkг – сумма вертикальных нагрузок при ис-
пользовании гасителя. 

∑Sгk – суммарная перерезывающая сейсмиче-
ская сила при использовании гасителя. 

Ряд уточнений взят также из КМК (коэффици-
ент α определялся по табл. 2.7 в зависимости от 
сейсмичности площадки строительства) для опре-
деления Sik.  

Sik = К0 Кп Кэт Кр Sоik,     (2) 

где К0 – коэффициент ответственности, принима-
емый по табл. 2.3, зависящий от принятого для зда-
ния предельного состояния, для сооружений по 
степени важности подобным электростанции при-
нимается равным 1,5 [4]; Кп – коэффициент учета 
повторяемости землетрясений, по табл. 2.4 при-
нимается равным 1,2; Кэт –  коэффициент, зави-
сящий от этажности здания, по п. 2.17 принима-
ется равным 1; Кр –  коэффициент регулярности, 
определяемый по п. 2.25, принимается равным 1; 
Sоik – среднее значение сейсмической нагрузки, 
соответствующее i-му тону собственных колеба-
ний, определяемое в предположении упругого де-
формирования конструкции по формуле  

Sоik= αQk Wi Kδηjk ,     (3) 

где Qk – нагрузки (постоянные и временные), вы-
зывающие инерционную силу в точке k, опреде-
ляющиеся по п 1.3 КМК; ηjk –  коэффициент, зави-
сящий от формы деформации здания при его сво-
бодных колебаниях, принимается пп. 2.18 и 2.19 
КМК.  

Необходимо учитывать, что в технологии по-
садки летательных аппаратов сейчас активно ис-
пользуются амортизатор – устройство для гаше-
ния колебаний (демпфирования) и поглощения 
толчков и ударов подвижных элементов (подвес-
ки, колес), а также корпуса самого транспортного 
средства посредством превращения механической 
энергии движения (колебаний) в тепловую [7–9; 
11–14]. Сейсмозащиту летательных аппаратов мож-
но усиливать дополнительным встраиванием внутри 
летательного аппарата гасителей (рис 3.), позво-
ляющих кинетическую энергию, приносимую сей-
смонагрузкой, превращать в потенциальную. 

ηik = Хk 


n

j 1
 Qj Хj /



n

j 1
 Qj Хj 

2    (4) 

 

 

 
I II 

 
Рис. 3. Расчетные схемы для демпфера и гасителя c возможностью для устанавливания в летательных аппаратах: 

I – сравнительные схемы устойчивости летательного аппарата: без демпферного устройства (А) и с демпферным устройством (Б) [15–16];  
Q – нагрузка, приходящаяся на сооружение; II – расчетная схема с динамическим гасителем колебаний для летательных аппаратов:  

m(х) – погонная масса конструкций; X(х) – ордината нормированной формы собственных колебаний по основному тону (ордината в точке  
подвеса гасителя принимается равной единице); mk – масса конструкций к нагрузке, сосредоточенная в точке с координатой xk;  

h – общая высота; n – общее число сосредоточенных масс Fтр – сила сухого трения в гасителе; Сг – коэффициент вязкого трения в гасителе; 
Ук – ускорение основания при землетрясении [17–18] 

[Figure. 3. Design schemes for the damper and vibration transducer when installed in aircraft: 
I – comparative stability schemes of the aircraft: without damper device (A) and with damper device (Б) [15–-16]; Q – the load attributable to the structure; 
II – the design scheme with a dynamic vibration transducer for aircraft: m(x) – the linear mass of structures; X(x) – the ordinate of the normalized  

form of natural oscillations in the basic tone (the ordinate at the point suspension of the vibration transducer is assumed to be equal to one);  
mk – the mass of the structures to the load, concentrated at the point with the coordinate xk; h – is the total height;  

n – is the total number of concentrated masses; Fтр – is the dry friction force in the vibration transducer;  
Сг – is the coefficient of viscous friction in the vibration transducer; Ук – acceleration of the base in an earthquake [17–18]] 
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Рис. 4. Расчетная схема: А – свободные колебания (с демпфером, гасителем и без защиты);  
Б – 1 и 2 формы свободных колебаний здания при использовании активных систем сейсмозащиты:  

δ – ослабление колебаний активной сейсмической защиты; fтр – коэффициент трения скольжения при использовании активной сейсмозащиты [14; 17] 
[Figure 4. The design scheme: А – free oscillations (with damper, vibration transducer and without protection); 

Б – 1 and 2 forms of free oscillations of the building when using active seismic protection systems:  
δ – attenuation of oscillations of active seismic protection; fтр – coefficient of sliding friction when using active seismic protection [14; 17]] 

 
Практический расчет. Для параметров зда-

ния, приведенного на рис 1, А, расчетное значение 
ηjk без сейсмозащиты – 1,049, для случая исполь-
зования демпферного устройства ηjkд – 1,213, для 
случая использования гасителя ηjkг – 1,104. Kδ – ко-
эффициент, учитывающий диссипативные свой-
ства конструкции, принимается согласно п. 2.16 
КМК по формуле: α – коэффициент, определяе-
мый по табл. 2.7 в зависимости от сейсмичности 
площадки строительства; Wi – спектральный ко-
эффициент, определяемый по п. 2.14 в зависимо-
сти от периода собственных колебаний здания, 
в нашем случае принят равным 0,83 [10]. При этом 
в качестве периода использован период свобод-
ных колебаний, найденный экспериментальным 
путем, то есть Т = 0,5 сек. 

Расчетное значение: 

k = 13,59 кПа; (0,548 – √δ)(0,1+0,7/√Т1); Kδ = е,   (5) 

где δ – декремент колебания, принимаемый по ре-
зультатам натурных испытаний в упругой стадии 
зданий (сооружений), аналогичных проектируемому.  

Согласно результатам экспериментальных дан-
ных, для здания без демпфера δ = 0,10. Для случая 
применения демпферного устройства δ = 0,15. Для 
случая применения гасителя δ = 0,18. Т1 – период 
собственных колебаний здания с учетом исполь-
зования активных сейсмозащитных систем, при-

нимается равным 0,5 сек., для здания без демпфер-
ных систем – 0,3 сек. Следовательно:  

(0,548 – √0,18)(0,1 + 0,7 / √0,5); 
Kδ (гаситель) = е = 1,23; 

(0,548 – √0,15)(0,1 + 0,7 / √0,5); 
Kδ (демпфер) = е = 1,28; 

(0,548 – √0,10)(0,1 + 0,7 / √0,3); 
Kδ (без демпфера) = е = 1,73. 

Подставив полученные значения в (3), опреде-
лим, что Sоik при 8 баллах без демпферного устрой-
ства равно 5,68 кН, при использовании демпфер-
ного устройства – 6,01 кН, на основе гасителя – 
6,2 кН.  

Вычисление Sik: 

Sik (гаситель) = 1 × 0,9 × 1,23 = 1,107 кН; 

Sik (демпфер) = 1 × 0,9 × 1,28 = 1,15 кН; 

Sik (без защиты) = 1 × 0,9 × 1,73 = 1,557 кН. 

Полученные данные дают возможность вычис-
лить коэффициент К3: 

К3 (гаситель)  = 0,296 × 14,61 / 1,107 = 3,906; 

К3 (демпфер)  = 0,32 × 14,61 / 1,15 = 4,065; 

К3 (без защиты)  = 0,13 × 14,61 / 1,557 = 1,219. 
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Схема действия гидравлического двухтрубного 
сейсмоамортизатора, устанавливаемого в летатель-
ные аппараты, представлена на рис. 5 [13; 18]. 

 

 
 

Рис. 5. Двухтрубный гидравлический амортизатор: 
А – нагнетающий стержень; B – внешняя труба;  

C – внутренняя труба; D – уплотняющий поршень;  
Е – демпфирующая жидкость; F – обратный клапан 
[Figure 5. Double tube hydraulic shock absorber: 
A – discharge rod; B – external pipe; C – internal pipe;  
D – sealing piston; E – damping fluid; F – check valve] 

 
После определения К3 пониженные за счет при- 

менения демпферной системы величины горизон-
тальных сейсмических нагрузок Sik, с учетом ко-
торых необходимо рассчитывать надземные кон-
струкции здания, находятся при помощи формул 
(1) и (3) с заменой значений α на значение αК3 [19]. 
Sik (гаситель)* = Sik (гаситель) × К3 (гаситель) = 1,107 × 3,906 = 4,32; 

Sik (демпфер)* = Sik (демпфер) × К3 (демпфер) = 1,15 × 4,065 = 4,67; 

Sik (без защиты)* = Sik (без защиты) × К3 (без защиты) =  

= 1,557 × 1,219 =1,899. 

Заключение 
Уменьшение Sik для случая использования 

демпферного устройства по сравнению с вариан-
том без использования сейсмозащитного устрой-
ства – 4,67 / 1,899 = 2,46 раза. По сравнению с 
вариантом с гасителем – 4,32 / 1,899 = 2,276 раза. 
Таким образом, расчеты показывают, что исполь-
зование сейсмозащитных устройств уменьшает ко- 
эффициент К3 более чем в два раза. Это обстоя-
тельство позволяет сделать вывод, что предложен-
ное демпферное устройство снижает сейсмическую 
нагрузку, приходящуюся на защищаемое соору-
жение на 1–2 балла, то есть почти с такой же эф-
фективностью, как гасители (отличие на 8 %). 
Однако необходимо учитывать, что себестоимость 
демпферных устройств гораздо ниже по сравне-
нию с гасителями. Кроме этого, демпферные 
устройства имеют высокую степень взаимозаме-
няемости. Для условий же летательных аппаратов 
наиболее эффективно устанавливать уже внутри 
не демпферы, а именно гасители сейсмонагрузки 
(рис. 5), так как в шасси технически предусмот-
рено демпфирование за счет амортизаторов. 
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 Abstract 
The aim of the work. The article aims to determine the most effective seismic 

protection devices, as well as their degree of reliability in different conditions. 
The method of comparative calculation for determining the quality of seismic protec-
tion devices is given. An example of calculation for the damper and vibration trans-
ducer is carried out. Calculations show that the use of seismic protection devices 
reduces the coefficient of K3 more than twice. Seismic protection is an urgent prob-
lem not only in construction, but also in all branches of the technosphere. The option 
of using seismic protection devices in aircraft is also considered. Methods. A com-
parative calculation of the behavior of dampers and vibration transducer taking into 
account the friction coefficients ftr, the sum of vertical loads ∑Qkd, the total shear 
seismic force ∑Sdc is considered. The diagram of the location of seismic protection 
devices (damper and vibration transducer) under the building is presented, as well as 
the options for installation in aircraft are given. Comparative calculations are carried 
out with the presence of seismic protection installations and without them. Results. 
The total result is given taking into account the change in the value of horizontal 
seismic loads Sik, which has changed in the range of 2.26–2.46 times. This circum-
stance allows to conclude that the proposed damping device reduces the seismic load, 
which falls on the protected structure, by 1–2 points, with almost the same efficiency 
as the vibration transducers (difference of 0.3 times). 

Keywords: seismic protection devices; damper; seismic damper; dissipation 
factor; vibration decrement; seismic activity; buildings and structures; aircraft; 
seismic loads; horizontal and vertical loads 
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 Аннотация 
Цели. Работа посвящена экспериментальному определению параметров 

внутреннего трения в материале. Методы. Внутреннее трение изучается путем 
рассмотрения затухающих колебаний экспериментальной установки, которая 
состоит из весьма жестких дисков и стального образца, испытывающего 
напряженное состояние, близкое к чистому изгибу. Материал образца – ма-
лоуглеродистая сталь, поперечное сечение образца – тонкостенный коробча-
тый профиль. Способ записи колебаний основан на записи перемещения 
пятна лазерного луча на экране, что полностью исключает потери энергии, 
связанные с контактом лабораторной установки с записывающим устройством. 
Для сведения к минимуму потерь энергии в местах крепления предложено 
устанавливать опоры в точках покоя. Точки покоя определяются при помощи 
конечно-элементного расчета с рассмотрением свободных колебаний неза-
крепленной модели, что и реализовано в работе. Результаты. Как пример 
приводятся кривые затуханий, которые демонстрируют весьма малый логариф-
мический декремент колебаний и частотную независимость внутреннего трения. 
Основным результатом работы являются опробованные усовершенствования 
экспериментальной методики, среди которых основным является использова-
ние точек покоя для определения мест закрепления лабораторной установки. 

Ключевые слова: экспериментальное определение внутреннего трения 
в материале; лабораторная экспериментальная установка; определение то-
чек покоя методом конечных элементов; минимизация потерь энергии в 
опорных точках; логарифмический декремент колебаний; частотная неза-
висимость внутреннего трения 
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Введение1 
Внутреннее трение является важным парамет-

ром материала, оказывающим значительное вли-
яние на напряженно-деформированное состояние 
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конструкций при динамическом нагружении [1–3]. 
Вопросам учета внутреннего трения в настоящий 
момент уделяется большое внимание, наиболее 
часто оно вводится в расчет благодаря различным 
математическим алгоритмам и методикам [4–7]. 
Однако изучению внутреннего сопротивления опыт- 
ным путем уделяется намного меньше внимания [8], 
несмотря на отсутствие достаточной эксперимен-
тальной обоснованности математических моделей. 
В данной статье предложено определять параметры 
внутреннего сопротивления материала путем рас-
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смотрения затухающих колебаний в лабораторной 
установке. Чтобы изучить именно свойства мате-
риала, необходимо максимально уменьшить тре-
ние, связанное с другими факторами демпфиро-
вания, основными из которых являются: трение 
в опорных частях; рассеяние энергии через опор-
ные части в виде волн деформаций, уходящих в 
основание; трение в сочленениях; силы сопротив-
ления воздушной среды; силы сопротивления в при- 
борах, записывающих колебания. При выполнении 
экспериментов в лаборатории РУТ (МИИТ) мы 
пришли к использованию точек покоя, которые 
позволяют ослабить гашение колебаний через опор- 
ные части. 

1. Методика исследований 
Задача по устранению негативного влияния рас- 

пространения волн деформаций, исходящих от опор- 
ных закреплений при колебательном процессе, сво-
дилась к определению местоположения точек по-
коя. Нахождение неподвижных точек конструкции 
могло быть реализовано различными способами. 
Мы рассматривали первую форму собственных ко-
лебаний незакрепленной системы, которую опре-
деляли с использованием метода конечных эле-
ментов расчетным путем, однако данная методи-
ка в принципе справедлива и для других форм 
собственных колебаний. 

После того как форма собственных колебаний 
была получена расчетным путем, осуществлялся 
поиск точек конструкции, не имеющих линейных 
перемещений. Далее будем называть их точками 
покоя. При размещении в этих местах опорных 
закреплений, препятствующих поступательным пере- 
мещениям, обеспечивается сохранение частоты и 
формы собственных колебаний, а также сведение 
к минимуму динамических составляющих опорных 
реакций и, как следствие, потерь энергии за счет 
волн, уходящих в основание. 

Положение точек покоя, справедливое для одной 
формы собственных колебаний, нуждается в пере- 
определении при рассмотрении других форм. По-
мимо вышесказанного, следует еще отметить, что 
точки покоя остаются неизменными лишь при 
малых линейных колебаниях. Далее перейдем к 
описанию нашей экспериментальной установки. 

Установка состоит из испытуемого стержня, 
расположенного горизонтально, и прикрепленных 
к его концам идентичных весьма жестких сталь-
ных плит. Поперечное сечение стержня коробча-
тое, 4×2 см, с толщиной стенок 1,5 мм. Жесткие 
плиты имеют толщину 5,5 см и массу 71 кг каждая. 
Объединение стержня и плит происходит притя-

гиванием друг к другу шпильками М12 через 
накладки толщиной 16 мм. 

Внутри образца с коробчатым поперечным се-
чением помещаются стальные вставки, изготовлен-
ные точно по размерам внутренней полости образца 
с таким расчетом, чтобы при затягивании шпилек 
верхняя и нижняя полки образца сжимались и 
создавалось крепление, близкое к глухой заделке. 

Использовался стержень длиной пролета 278 см. 
Объединенная конструкция вывешивалась на сталь-
ных канатах, которые обеспечивали возможность 
небольших продольных перемещений, неизбежных 
при изгибе образца. Это обусловлено тем, что в 
реальном эксперименте мы всегда имеем малые, 
но все же конечные перемещения. Если допустить, 
что образец изгибается по окружности, и при этом в 
крайних волокнах возникает напряжение порядка 
2000 кг/см2, то можно определить сближение край-
них точек образца. Несложные вычисления при-
водят к значению порядка 0,9 см для сближения 
крайних в пролете точек за счет искривления его 
оси. Отметим, что линейный расчет никак не фик-
сирует это перемещение, и оно будет уменьшать-
ся с уменьшением амплитуды колебаний. 

В местах крепления тросов к плитам при коле-
баниях также будет возникать нежелательная утеч-
ка энергии за счет их изгиба, поэтому для экспе-
римента были смонтированы блоки с подшипни-
ками качения, на которые одевались тросы. 

Для данной экспериментальной установки 
предусмотрена возможность изменения длины про- 
лета образца, а также добавления дополнительных 
масс, которые крепятся к жестким плитам через 
шпильки с гайками. Система присоединения об-
разца к плитам позволяет использовать стержни с 
другими размерами поперечного сечения.  

Установка позволяет сдвигать точки подвеса 
по горизонтали, что дает возможность устанавли-
вать их в точках покоя. При любой модификации 
первоначальной системы неизбежно меняются ча-
стота и форма собственных колебаний и, следо-
вательно, положение точек покоя, которое придет-
ся определить новым расчетом. 

Компьютерная модель установки и исследу-
емая форма колебаний приведены на рис. 1. 

Наличие трения о воздух при колебаниях 
конструкции вызывает нежелательное затухание. 
Оценка величины влияния сопротивления среды 
была произведена в работе [9] при помощи чис-
ленного моделирования нелинейных колебаний. 
Схема крепления коробчатого образца в работе [9] 
была консольной, однако сечение образца было 
тем же, что и в настоящей работе. Также близки-
ми были и частоты затухающих колебаний. Все 
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это позволяет высказать предположение о том, что 
силами сопротивления воздуха в рассматриваемом 
здесь случае можно пренебречь или, по крайней 
мере, оценивать их как пренебрежимо малые. 

Также дополнительное рассеяние энергии может 
возникать при записи процесса затухания. При ис-
пользовании различных записывающих устройств 
происходит контакт этого устройства с образцом, 
что сказывается на всем колебательном процессе. 
В наших экспериментах мы используем оптиче-
ский метод – лазерная указка проецирует колеба-
ния на экран, при этом никаким образом не влияя 
на затухание. 

 

 
 

Рис. 1. Форма собственных колебаний,  
используемая в экспериментах 

[Figure 1. The form of natural oscillations used in experiments] 
 

Форма колебаний, изучаемая в экспериментах, 
приведена на рис. 1. Чтобы определить положение 
неподвижных точек системы, было выполнено мо-
делирование конструкции в программно-расчетном 
комплексе Femap with NX Nastran. Особенностью 
модели является отсутствие в ней опорных закреп-
лений. Состоит модель из стержневых (bar) и плас- 
тинчатых (plate) конечных элементов размером 4 мм. 
Всего модель включает в себя 26 204 конечных 
элемента. 

 

 
 

Рис. 2. Фрагмент конструкции с точкой покоя, которая  
легко определяется при рассмотрении формы колебаний 
[Figure 2. A fragment of a construction with a fixed point  

that is easily determined by considering the form of  
natural oscillations] 

 
Поиск точек покоя проводился визуально при 

рассмотрении анимации собственных колебаний 

исследуемой формы с многократным увеличени-
ем масштаба изображения. Найденные неподвиж-
ные точки по высоте находились практически на 
нейтральной оси испытываемого стержня. Фраг-
мент колебаний конструкции при определении 
положения точки покоя показан на рис. 2.  

Схема экспериментальной установки приве-
дена на рис. 3. 

 

 
 

Рис. 3. Экспериментальная установка, подвешенная  
на тросах (расстояние до экрана на рисунке дано не в масштабе) 

[Figure 3. Experimental model hanging on steel cables  
(the distance to the screen in the figure is not giving in scale)] 

 
Вертикальный экран расположен на расстоя-

нии 12 м по направлению вдоль стержня от ближ-
ней к экрану точки покоя. Экран расчерчен с ша-
гом в 10 см между отметками –170 и 170 см.  

При выведении стержня из положения рав-
новесия по исследуемой форме в нем появляется 
деформация, весьма близкая к чистому изгибу, 
что было проверено расчетным путем. Также бы-
ло определено, что, когда лазерное пятно попада-
ет на отметку 170 см, в крайних волокнах образ-
ца возникают напряжения 2000 кг/см2. В качестве 
расчетного допущения мы приняли, что угол по-
ворота точки подвеса пропорционален смещению 
лазерного пятна на экране по вертикали при рав-
номерно расчерченной шкале. Питание лазера осу-
ществлялось от батареи, таким образом колебания 
не стеснялись проводами. 

Как недостаток рассматриваемой методики 
можно отметить то обстоятельство, что образец 
имеет стенки, в пределах которых эпюра меняется 
по линейному закону, что приводит к занижению 
параметров демпфирования материала. Идеал, к ко-
торому надо стремиться, имеет место при одноос-
ном растяжении. Рассматриваемый нами чистый 
изгиб лишь приближается к этому идеалу. 

Далее выполняется запись движения лазерного 
луча на видеокамеру. Записанные колебания имеют 
частоту, хорошо совпадающую с теоретической, 
что подтверждает удовлетворительное качество 
экспериментальной формы и конечно-элементной 
модели. Способ записи колебаний, описанный 
выше, ранее был использован в работах [9; 10]. 

Точка покоя 
[Fixed point] 
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2. Результаты исследований 
Было проведено два эксперимента для длины 

пролета стержня 278 см. Во втором случае мы 
уменьшали частоту собственных колебаний путем 
добавления грузов к системе. Грузы по 5 кг кре-
пились к жестким плитам при помощи шпилек и 
плотно притягивались гайками. На каждую плиту 
было навешено по 40 кг. После этого точки покоя 
выставлялись в новое положение. 
 

 
 

Рис. 4. График затухания колебаний конструкции при 
ν1э = 2,22 Гц (установка без дополнительных грузов) 

[Figure 4. The graph of the damped oscillations at frequency 
ν1e = 2,22 Hz (model without additional weights)] 

 

 
 

Рис. 5. График затухания колебаний конструкции  
при ν2э = 1,58 Гц (установка с дополнительными грузами) 
[Figure 5. The graph of the damped oscillations at frequency  

ν2e = 1,58 Hz (model with additional weights)] 
 

После анализа видеозаписей были построены 
графики затухания для первых 40 циклов колеба-
ний для обоих случаев. Графики представлены на 
рис. 4 и 5. Также были получены эксперименталь-
ные значения технических частот собственных ко-
лебаний для двух случаев. Они оказались равны 
ν1

э = 2,22 Гц, ν2
э = 1,58 Гц. Разность частот, как 

видно, достаточно значительная для того, чтобы 
могла проявиться частотная зависимость внутрен-
него трения в соответствии с теорией Фойгта. 

По графикам видно, что затухание колебаний 
происходит слабо. В обоих рассмотренных слу-
чаях амплитуда за один цикл убывает менее чем 
на 1 % (≈ 0,9 %). Это говорит о том, что доля за-
тухания, относящаяся к внутреннему сопротивле-
нию материала, есть крайне небольшая величина. 

Логарифмические декременты с осредне- 
нием по первым 40 циклам оказались равными  
δ1

40 = 0,0076, δ2
40 = 0,0082. Отсюда можно сделать 

вывод, что величина логарифмического декремента 
почти не зависит от частоты колебаний, что про-
тиворечит гипотезе Фойгта, что также отмечалось 
рядом специалистов [11–15]. Кроме того, при силь-
ном уменьшении амплитуды декремент колеба-
ний резко уменьшается. Отметим, что в обоих 
исследованных случаях полное затухание коле-
баний не наступало и через 10 минут наблюдения 
(в этот момент времени запись прекращалась). 

Выводы 
Точки покоя легко определяются теоретиче-

ским путем, и их использование можно рекомен-
довать в экспериментах по внутреннему трению. 

Для обычной малоуглеродистой стали декре-
мент колебаний оказался небольшим (около 0,008) 
и практически независимым от частоты колебаний 
при максимальных напряжениях цикла порядка пре-
дела упругости. 
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 Abstract 
The aim of the work. The work is devoted to experimental research of internal 

friction parameters of the material. Methods. The research of internal friction is car-
ried out by consideration of damped oscillations of the experimental system that con-
sist of rigid plates and a specimen in a state of pure bending. We propose to locate 
bearings in the fixed points to minimize energy losses in support fastenings. Fixed 
points are determined by using a finite element complex with consideration of free 
oscillations of the loose model. Results. Damping curves were determined, which 
demonstrate a very small logarithmic decrement of oscillations and frequency inde-
pendence of inertial friction. The main result of the work is the tested improvements 
of the experimental technique, among which the main one is the use of fixed points 
for determining the places of fastening of the laboratory installation 

Keywords: experimental determination of internal friction in a material; la-
boratory experimental model; determination of fixed points by finite element 
method; minimization of energy losses in support fastenings; logarithmic decre-
ment of oscillations; frequency independence of inertial friction 
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