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 Аннотация 
Цели. Статья посвящена актуальным вопросам расчетных исследований 

напряженно-деформированного состояния (НДС), прочности и устойчивости 
основания и несущих конструкций при основных и особых сочетаниях нагрузок и 
воздействий, сравнительного анализа результатов альтернативных расчетов уни-
кального проектируемого объекта строительства – общественно-делового центра 
«Конгресс-холл» в Челябинске. Описаны природные условия района расположе-
ния здания, устройство комбинированного основания, фундаментов и несущих 
конструкций объекта, основные и особые нагрузки (расчетные и нормативные) и 
их сочетания, постановка задач расчетных исследований, инструментарий их 
решения и полученные результаты. Методы. Дискретизация по пространству и 
решение результирующих задач математического (численного) моделирования 
состояния объекта осуществлялись методом конечных элементов в перемещени-
ях. Построены, разработаны и проверены подробные конечноэлементные модели 
системы «комбинированное основание – несущие конструкции здания» и отдель-
ных подсистем, адекватно отражающие геометрико-жесткостные, инерционные и 
нагрузочные характеристики объекта и результирующее НДС, проанализирована 
устойчивость против прогрессирующего обрушения. Все основные расчеты про-
ведены с использованием лицензионного конечноэлементного программного 
комплекса ANSYS Mechanical, верифицированного в Российской академии архи-
тектуры и строительных наук (РААСН). Результаты. Рассмотрены результиру-
ющие параметры НДС, прочности и динамики основания и несущих конструкций 
объекта при нормативно-регламентированных сочетаниях вертикальных и ветро-
вых нагрузок, а также результаты расчетов на устойчивость против прогрессиру-
ющего обрушения. В заключении делается обоснованный вывод о достоверности 
полученных расчетами критериальных параметров, определяющих прочность, 
устойчивость и динамику несущих конструкций объекта. 

Ключевые слова: математическое моделирование; численное моделирова-
ние; компьютерное моделирование; численные методы; метод конечных эле-
ментов; механическая безопасность; прочность; устойчивость; напряженно-
деформированное состояние; уникальный общественно-деловой комплекс 
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Введение.  
Описание объекта и задач исследования 
Климат района работ умеренно-континенталь- 

ный согласно СП 131.13330.2012 [1], норматив-
ная глубина сезонного промерзания принята по 
СП 22.13330.2016 [2]. Участок, предназначенный 
для размещения проектируемого здания, распо-
ложен в центральном районе Челябинска, на ле-
вом и правом берегах реки Миасс и имеет рав-
нинную поверхность. Категория сложности ин-
женерно-геологических условий на участке работ 
по геологическим условиям в соответствии с СП 
47.13330.2012 [3] – III (сложная). Согласно сей-
смическому районированию территории Россий-
ской Федерации по СП 14.13330.2014 [4] и кар-
там общего сейсмического районирования терри-
тории Российской Федерации сейсмическая ин-
тенсивность участка работ по ОСР-2015 С (1 %) – 
6 баллов. Здание общественно-делового центра 
представляет собой прямоугольный в плане и раз- 
новысотный в углах прямоугольника объем, по-
крытый оболочкой третьего порядка (гиперболи-
ческий параболоид – гипар).  

Здание запроектировано в виде двух башен 
(блоки А и С), расположенных на разных берегах 
реки Миасс, и пролетной части с помещениями 
(блок В) над рекой, объединяющей башни в единое 
здание (рис. 1). Башня на левом берегу (блок А) 
имеет ширину 81,5 м и длину 80,2 м, высота состав-
ляет 174,5 м; ширина и длина башни на правом 
берегу (блок С) 81,5 и 54,4 м соответственно, вы-
сота – 96 м; пролетная часть с помещениями, со-
единяющая башни, равна 81,5 м в ширину и 84,5 м 
в длину, блок В размещен на арках, которые опира-
ются на фундаменты башен А и С, стрела арок от 
поверхности воды составляет 13 м. Общая пло-
щадь здания – 131 913,75 м2. Количество этажей в 
блоке А – 30, в блоке В – 6, в блоке С – 16. Высота 
этажей принята разной для разных частей здания и 
изменяется от 8,1 до 3,9 м в соответствии с функ-
циональным назначением. Согласно техническому 
заданию на проектирование здание имеет первых 
два уровня на разных берегах реки, а третьим уров-
нем на отметке +13,800 они объединяются в еди-
ный объем и тем самым соединяют два берега пе-
шеходным мостом в теплом периметре здания. Для 
входа в здание на отметке ±0,000 на обоих берегах 
предусмотрены вестибюли с тамбурами, через ко-
торые посетители с помощью эскалаторов и лиф-
тов поднимаются на третий уровень и имеют воз-
можность переходить с одного берега реки Миасс 
на другой. 

В качестве исходных материалов для расчет-
ных исследований использовались комплект акту-

альных чертежей и схем объекта, подготовленных в 
пакете Autodesk AutoCAD, соответствующие фай-
лы в формате pdf, а также весь объем инженерных 
изысканий, рекомендации по назначению клима-
тических нагрузок и специальные технические 
условия (СТУ). 

 

 
Рис. 1. Визуализация здания общественно-делового центра 
[Figure 1. Visualization of the cultural and business complex] 

 
Для блока А фундаменты приняты свайно-

плитными (сваи были предусмотрены на участ-
ках залегания скальных грунтов на больших глу-
бинах), стены, колонны и плиты перекрытия вы-
полнены из монолитного железобетона, на неко-
торых участках имеются металлические колонны, 
конструкции шпилей – металлические согласно 
СП 16-13330.2011 [5] и соответствующим СТУ. 

Для блока В конструкция покрытия кровли вы- 
полнена в виде плоских ферм, объединенных меж-
ду собой поперечными балками, продольными и 
поперечными связями (покрытие представляет со-
бой пространственную металлическую конструк-
цию, плиты перекрытий решены в железобетоне). 
Внутреннее пространство блока В – каркасная си-
стема с железобетонными плитами перекрытий и 
ядрами жесткости (лифтовыми и лестничными шах- 
тами, стенами ограждения зрительного зала).  

Для блока C фундаменты приняты свайно-
плитными, стены, колонны и плиты перекрытий 
выполнены из монолитного железобетона, кон-
струкции шпилей – металлические согласно 
СП 16-13330.2011 [5] и СТУ. 

Сбор нагрузок произведен в соответствии с тре-
бованиями СП 20.13330.2016. Снеговые и ветро-
вые нагрузки принимались с учетом рекомендаций 
Центрального научно-исследовательского институ-
та строительных конструкций (ЦНИИСК) имени 
В.А. Кучеренко АО «Научно-исследовательский 
центр “Строительство”» (результаты были полу-
чены компанией УНИКОН при модельных испы-
таниях в аэродинамической трубе с учетом аэро-
динамически значимых объектов окружающей за- 
стройки (рис. 2)). 
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Рис. 2. Модель объекта в аэродинамической трубе  

[Figure 2. Object model in a wind tunnel] 
 

Согласно отчету по геологии грунтовые усло-
вия по сейсмическим свойствам относятся к I и II 
категориям. Учитывая СТУ при расчете конструк-
ций принимались следующие поправочные коэффи-
циенты к спектру воздействия: 0 1,1K  , 1 0, 25K  , 

1,0K  , 0, 25A   м/с2. В программном комплексе 
ANSYS использовался спектр ускорений, приведен-
ный вариант которого для грунтов I и II категории с 
учетом указанных коэффициентов показан на рис. 3. 

Определение расчетных сочетаний нагрузок и 
усилий производилось согласно СП 20.13330.2011 [6], 
сочетания разделялись на основные и особые 
(сейсмические и прогрессирующее обрушение). 

 

 
Рис. 3. Приведенный спектр ускорений  
для программного комплекса ANSYS 

[Figure 3. Acceleration spectrum for the ANSYS software package] 
 
В соответствии с техническим заданием были 

поставлены и решались следующие задачи:  
– анализ и обобщение проектной документа-

ции и данных изысканий, постановка задач расчет-
ных исследований;  

– разработка и верификация расчетных простран- 
ственных оболочечно-стержневых конечноэлемент- 
ных моделей (общую и отдельных блоков) обще-
ственно-делового центра;  

– определение параметров напряженно-дефор- 
мированного состояния (перемещения, усилия) при 
нормативно регламентированных сочетаниях верти- 
кальных и ветровых нагрузок; 

– расчеты на устойчивость против прогресси-
рующего обрушения. 

 
1. Методика исследований 

Дискретизация по пространству и решение задач 
математического (численного) и компьютерного 
моделирования состояния рассматриваемого объ-
екта осуществлялись методом конечных элемен-
тов (МКЭ). Результирующее уравнение движения 
геометрически линейной системы в матричной 
форме метода перемещений (в условиях малости 
перемещений и деформаций) имеет вид [7–13] 

),()()()()()( uuRtFtuKKtuCtuM G   , (1) 

где ,M  ,C  ,K  GK – симметрические, положитель-
но определенные, блочноредкозаполненные матри-
цы масс, демпфирования, жесткости и геометриче-
ской жесткости конечноэлементной модели (КЭМ) 
системы соответственно; t  – время; точка (·) – диф- 
ференцирование по времени; )(tF  – вектор задан- 
ных статических и динамических нагрузок; ),( uuR   – 
вектор псевдонагрузок, моделирующий физически 
нелинейные эффекты [14]; )(tu  – искомый вектор 
обобщенных динамических перемещений КЭМ. 

Общая динамическая постановка (1) естествен- 
ным образом сводится к важным частным зада-
чам – статической и на собственные значения (соб-
ственные частоты и формы колебаний, критические 
числа и формы потери начальной устойчивости), 
а также к спектральным формулировкам динамиче-
ских задач. Для этого используются соответствую-
щие виды нагрузок и решений, выполняется обну-
ление незначимых матриц. Так, уравнение движе-
ния при определении собственных частот колеба-
ний без учета демпфирования имеет вид 

0)()(  tuKtuM  .                       (2) 

Так как для линейных систем колебания яв-
ляются гармоническими, то 

( ) φ cos(ω ),i iu t t  2( ω )φ 0,i iK M        (3) 

где ωi  – i -ая собственная циклическая частота (в ра- 

дианах в единицу времени); φi  – вектор собствен- 
ных колебаний. 

Отметим, что уравнение движения может также 
содержать члены уравнения, учитывающие контакт 
тел, демпфирование, большие деформации. Через 
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полученные значения циклических частот собствен- 
ных колебаний можно выразить частоту собствен-
ных колебаний: 

ω / (2π).i if                              (4) 

Очевидно, что разрабатывавшиеся расчетные мо- 
дели должны были адекватно отражать геометрико-
жесткостные и инерционные свойства и нагрузочные 
характеристики строительных конструкций и осно-
вания здания. Для определения перемещений и уси- 
лий в строительных конструкциях от действия по-
стоянной и временной, снеговой и ветровой нагрузок 
строились и анализировались квазистатические рас-
четные конечноэлементные модели системы «обо-
лочечно-стержневые конструкции – свайное поле» 
(жесткость свай принималась согласно данным ис-
пытаний свай статическими нагрузками). Для опре-
деления перемещений и усилий в строительных 
конструкциях от действия пульсационной ветровой 
и сейсмической нагрузок строились и анализирова-
лись динамические расчетные конечноэлементные 
модели системы «оболочечно-стержневые конструк- 
ции – свайное поле». 

Динамическая (пульсационная) составляющая 
ветрового нагружения определялась на основе ста-
тической составляющей с учетом коэффициентов 
динамичности и пульсации, определенных по СП 
20.13330.2011 [6]. 

Для многоэтажных зданий с постоянными по 
высоте характеристиками пульсационную составля- 
ющую допускается определять по формуле 

ξζ( ) ,p m ew w z                           (5) 

где mw  – значение средней составляющей основной 
ветровой нагрузки, принимаемое по данным аэро-
динамических исследований [6; 7]; ξ  – коэффи-
циент динамичности, определяемый по графику 
из [6] при значении логарифмического декремента 
колебаний δ 0,3  и параметра 0 1ε γ / 940/fW f ; 

ζ  – коэффициент пульсаций ветра;  – коэффи-
циент пространственной корреляции пульсаций 
давления. 

Динамическую реакцию допускается принимать 
по трем низшим формам колебаний (двум изгиб-
ным, одной крутильной) в виде суммы квадратов 
полученных реакций. 

Следует констатировать, что в настоящее вре-
мя отсутствует обоснованная, внутренне непроти-
воречивая методика определения критериального 
параметра – максимального ускорения перекры-
тий верхних этажей maxa  при действии пульсацион- 
ной составляющей ветровой нагрузки (не должна 

превышать 0,08 м/с2). Практикуются различные 
приближенные подходы, сводящиеся, как прави-
ло, к использованию формулы 

2
max maxω ,a u                            (6) 

где maxu  – максимальное горизонтальное пере-
мещение; ω  – превалирующая собственная ча-
стота (рад/с). 

Определение напряженно-деформированного со- 
стояния (НДС), динамических характеристик и устой- 
чивости несущих конструкций здания выполнялось 
по лицензионному программному комплексу (ПК) 
ANSYS 19.2, реализующему развитые схемы мето-
дов конечных элементов и суперэлементов для ста-
тических и динамических расчетов пространствен-
ных комбинированных систем и поддерживающему 
все необходимые типы расчетного анализа.  

На основании анализа и обобщения имеющихся 
исходных данных в ПК ANSYS Mechanical были 
построены и верифицированы пространственные 
оболочечно-стержневые конечноэлементные мо-
дели несущих конструкций отдельных блоков и 
всего объекта. Железобетонные плиты фундамента, 
перекрытий, несущие стены моделировались плос-
кими треугольными и четырехугольными в плане 
оболочечными конечными элементами (КЭ) по-
стоянной толщины, реализующими гипотезы Кирх- 
гофа – Лява. Железобетонные колонны и балки 
были представлены пространственными стержне- 
выми КЭ. КЭ жестких вставок типа MPC184 с 
опцией «жесткая балка» вводились в местах сты-
ковки плит перекрытий и фундаментной плиты с 
колоннами. Для задания коэффициента жестко-
сти основания (Винклера) элементы поверхност-
ных эффектов типа SURF154 были «наклеены» 
на фундаментную плиту. Разработаны модели с 
линейными характеристиками материалов для оп- 
ределения усилий, проверки сечений конструктив- 
ных элементов на прочность, определения форм 
собственных колебаний и форм потери устойчи-
вости. Также разработаны модели для динамиче-
ских расчетов и расчетов на прогрессирующее 
обрушение. Эти модели имели более подробную 
сетку конечных элементов и учитывали геометри- 
ческую и физическую нелинейности. 

Разработанные расчетные [15] модели адекват-
но отражали геометрико-жесткостные и инерцион- 
ные свойства, а также нагрузочные характеристики 
строительных конструкций и основания здания. 
Об этом, в частности, свидетельствует и вычисли-
тельная размерность построенных ANSYS-моделей. 
В табл. 1 приведены размерности всех моделей. 
Особо отметим, что сетка КЭ на плитах фундамен-
та и перекрытий не только обладает необходимой 
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подробностью для воспроизведения перемещений, 
сил и моментов, но и сгущена в зонах колонн и 
пилонов. В табл. 2 представлены сводные данные 

по применяемым в ANSYS конечным элементам, 
которые были использованы в расчетных моде-
лях объекта. 

 
Таблица 1 

Разработанные расчетные конечноэлементные модели систем/подсистем  
несущих конструкций общественно-делового центра и его отдельных блоков 

[Table 1. Computational finite element models of systems/subsystems of  
load-bearing structures of cultural and business complex and its fragments] 

№ 
[No.] 

КЭ-модели системы/
подсистемы 

[Finite element models
of systems/subsystems] 

Изображение 
[Visualization] 

Количество  
узлов 

[Number of 
nodes] 

Количество  
элементов 
[Number of  

finite elements] 

Типы КЭ 
[Types of  

finite elements] 

1 

Конструкции блока А – 
основание 

[Structures of the block A –
foundation] 

675 066 635 632 

SHELL181 
BEAM188 
MPC184 
SURF154 

2 

Конструкции блока В – 
основание 

[Structures of the block B –
foundation] 

69 132 93 886 

SHELL181 
BEAM188 
MPC184 
SURF154 

3 

Конструкции блока С – 
основание 

[Structures of the block C –
foundation] 

308 149 322 900 

SHELL181 
BEAM188 
MPC184 
SURF154 

4 

Конструкции всего 
здания – основание 

[Structures of the building –
foundation] 

972 691 1 052 418 

SHELL181 
BEAM188 
MPC184 
SURF154 

Таблица 2 
Конечные элементы в программном комплексе ANSYS 

[Finite elements in ANSYS] 

Конечный элемент 
[Finite element] Эскиз [Sketch] Описание [Description] 

BEAM188 

Двухузловой конечный элемент  
конечных деформаций 

[Two-node finite element  
final deformations] 

COMBIN14 

Двухузловой конечный элемент  
пружины, который применяется  
для моделирования эластомеров 

[Two-node finite element of springs which 
is applied for the modeling of elastomers] 
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Окончание табл. 2 

Конечный элемент 
[Finite element] Эскиз [Sketch] Описание [Description] 

SURF154 

Конечный элемент оболочки  
для приложения нагрузки 

[Finite element of shells  
for the application loads] 

SHELL181 

Трехузловой и четырехузловой  
конечный элемент  

оболочки конечных деформаций 
[Three-node and four-node 

finite element of end shells deformations] 

 
Соответствие геометрико-жесткостных, инер-

ционных и нагрузочных параметров расчетных мо-
делей проектным данным проверялось:  

– визуализацией характерных фрагментов и всей 
модели в различных ракурсах;  

– выдачей объемов, масс и нагрузок характер-
ных фрагментов расчетной модели, их сопоставле-
нием с проектными данными и расчетными моде-
лями в альтернативных программных комплексах; 

– анализом результатов статического и динами- 
ческого расчета, в частности для предельных случа-
ев, имеющих прозрачный физический смысл.  

Отметим, что определение собственных частот 
и форм колебаний механических систем – едва ли 
не самые информативные верификационные задачи, 
интегрирующие многие факторы и параметры рас-
четной модели и в то же время позволяющие вы-
явить их различие. 

 
2. Результаты исследований 

Анализ результатов расчетных исследований, 
выполненных по верифицированному программно-
му комплексу ANSYS Mechanical, показал непроти-
воречивую картину распределения перемещений и 
усилий (сил и моментов) в основании, фундаменте и 
каркасе здания при вертикальных статических и 
ветровых нагрузках, значимых собственных частот и 
форм колебаний здания. Критериальные значения 
кинематических параметров несущих конструкций 
общественно-делового центра (прогибы, горизон-
тальные перемещения верха здания, ускорения 
верхних этажей) находятся в диапазоне нормативно-
регламентированных величин (рис. 4). 

Проверка сечений покрытия, стальных колонн 
и опорных арок производилась на основании тре- 
бований СП 16.13330.2011 [5]. Полученные по ком- 
бинациям усилия на базе ПК ANSYS использова-
лись для проверки сечений в сертифицированном 
ПК СТК-САПР [16].  

 

а б  
Рис. 4. Блок А. Изополя горизонтальных перемещений Uy (м):  

а – особое сочетание нагрузок (сейсмическое воздействие  
по направлению оси Y) Uymax = 57,5 мм; б – основное сочетание 

нагрузок (статический ветер в направлении оси Y) Uymax = 121,8 мм 
[Figure 4. Block A. Isofields of horizontal displacements Uy (m):  
a – special load combination (seismic effect along the Y axis direction) 

Uymax = 57.5mm; б – main combination of loads (static wind  
in the direction of the Y axis) Uymax = 121.8mm] 

 
Расчеты включали проверки по первому предель- 

ному состоянию (прочность по нормальным, каса-
тельным и эквивалентным напряжениям, устойчи-
вости), второму предельному состоянию (гибкости). 

Для решения задач устойчивости против про- 
грессирующего обрушения [17–22] были сформу- 
лированы следующие расчетные предпосылки: 
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– расчет производится в геометрически и фи-
зически нелинейной постановке (для стальных 
конструкций);  

– развитие процесса рассматривается во вре-
менной области методом прямого интегрирования 
уравнений динамики (применялся неявный метод 
Ньюмарка);  

– влияние скоростей деформирования на пре- 
дельную несущую способность элементов в запас 
не учитывается;  

– нагружение модели проводится в два этапа:  
квазистатически (получение статического НДС 
конструкций покрытия, временной интервал от 0 
до 1,0 сек.) и этап аварийного воздействия (уда-
ление элемента, реакция системы – от 1 сек. и 
далее до стабилизации или обрушения);  

– удаление элемента производится снижением 
жесткости элемента в 1000 раз за 0,001 сек.; 

– расчет производится на расчетные длительные 
составляющие комбинации нагрузок, которая вклю- 
чает собственный вес, постоянную нагрузку, техно- 
логическую нагрузку и снег по карте 1;  

– вязкое демпфирование конструкции покры- 
тия принимается 2 % от критического;  

– при превышении в любом элементе в любой 
точке его сечения предела временного сопротивления 
элемент удаляется из расчетной модели в запас. 

На рис. 5 показана схема расположения удаляе-
мых элементов по сценариям инициирующего ло-
кального разрушения (сценарий 1 – отказ опорного 
узла фермы (рис. 6, 7); сценарий 2 – отказ верхнего 
пояса фермы покрытия в середине пролета). 

 

 

Рис. 5. Схема расположения удаляемых элементов  
по сценариям 1, 2 

[Figure 5. Layout of the remove elements for scenarios 1, 2] 

 
Рис. 6. Накопленные пластические деформации  
в зоне опорного узла на момент времени 10 сек. 

[Figure 6. Accumulated plastic deformation  
in the area of the reference node at the time of 10 sec.] 
 

 
Рис. 7. Эквивалентные напряжения по Мизесу (Па)  

в зоне опорного узла на момент времени 10 сек.  
[Figure 7. Equivalent von Mises stresses (Pa)  

in the area of the reference node at the time of 10 sec.] 
 

Выполненными расчетными исследованиями сце- 
нариев инициирующего локального разрушения не-
сущих конструкций установлено, что при соблюде-
нии принятых параметров проекта (геометрия, свой-
ства материалов и соединений, величины и сочетания 
нагрузок и воздействий) конструкции каркаса зда-
ния устойчивы к прогрессирующему обрушению. 

 
Выводы 

Результаты расчетных исследований НДС, 
прочности и устойчивости основания и несущих 
конструкций при основных и особых сочетаниях 
нагрузок и воздействий, а также итоги сравнитель-
ного анализа результатов альтернативных расче-
тов объекта позволяют сделать вывод о механиче-
ской безопасности [23; 24] соответствующих про-
ектных решений здания общественно-делового 
центра «Конгресс-холл» в Челябинске. 
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Полученные результаты математического мо-
делирования для здания общественно-делового цен-
тра – статические и ветровые перемещения, соб-
ственные частоты и формы колебаний – рекоменду-
ется использовать при разработке программы и ме-
тодики проведения мониторинга состояния основа-
ния и несущих конструкций здания в процессе его 
строительства и эксплуатации [25; 26]. 
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 Abstract 
Aims of research. The article is devoted to actual problems of computational 

analysis of stress-strain state, strength and stability of load-bearing structures with al-
lowance for the main and special combinations of loads and impacts, comparison of the 
results of alternative structural analysis of unique cultural and business complex “Con-
gress Hall” in Chelyabinsk. The natural conditions of the area of location of this object 
and main load-bearing structures of the object are described. Besides, characteristic and 
design loads, their combinations, formulation of objectives of computational research 
and methods of solution are presented. Methods. Space discretization and solution of 
the corresponding problems of mathematical (numerical) and computer modelling of 
the considering unique building were carried out with the use of finite element method. 
Detailed finite element models of the coupled system “combined foundation – load-
bearing structures” and its fragments (subsystems) were developed and verified. They 
adequately reflect geometric-stiffness, inertial and load parameters of the object and 
the resulting stress-strain state. Progressive collapse analysis are under consideration as 
well. Licensed, certified and verified (by the Russian Academy of Architecture and 
Construction Sciences) finite element software package “ANSYS Mechanical” was 
used. Results. The resulting parameters of stress-strain state, strength and dynamics of 
load-bearing structures of the building with allowance for design (in accordance with 
design codes) combinations of vertical and wind loads are considered. Besides, infor-
mation about results of progressive collapse analysis is presented. Thus, a reasonable 
conclusion is made about the reliability of the criterion parameters of strength, stability 
and dynamics of the load-bearing structures of the object. 

Keywords: mathematical modelling; numerical modelling; computer mod-
elling; numerical methods; finite element method; mechanical safety; strength; 
stability; stress-strain state; unique cultural and business complex 
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 Аннотация 
Цель исследования заключается в продолжении разработки методики опре-

деления напряженно-деформированного состояния стержней при кручении ме-
тодами сопротивления материалов. Методы. Предложен новый подход опреде-
ления касательных напряжений кручения для стержней произвольного попереч-
ного сечения, базирующийся на упрощенных предпосылках сопротивления ма-
териалов. Особенность подхода заключается в аппроксимации прямоугольных и 
любых сложных поперечных сечений железобетонных конструкций путем опи-
сывания вокруг поперечного сечения большого круга с последующим его разби-
ением на малые квадраты с вписанными в них кругами. Результаты. Сформу-
лированы три теоремы, первая из которых связывает накопление касательных 
напряжений (приращения) от граней прямоугольника до середины прямоуголь-
ного сечения с формулой определения касательных напряжений для круглых се-
чений. Вторая теорема позволяет установить связь между касательными напря-
жениями, вычисленными для каждого из малых квадратов-кругов, и касательны-
ми напряжениями большого круга через их приращение Третья теорема дает 
возможность найти касательные напряжения для каждого из малых квадратов-
кругов. Предложенный подход позволяет снять вопрос о необходимости исполь-
зования специальных таблиц для расчета и не только в упругой стадии. Он также 
позволяет отделить напряженно-деформированное состояние в целом наборе 
круглых сечений от дополнительного поля, связанного с депланацией прямо-
угольного сечения. Помимо этого, представленные подходы дают возможность 
учитывать концентрацию угловых деформаций во входящих углах и других рез-
ко изменяющихся геометрических параметрах. 

Ключевые слова: методика расчета; кручение; напряженно-деформиро-
ванное состояние; сопротивление материалов; депланация; концентрация; 
растворение; конденсация; статико-геометрические характеристики; желе-
зобетонные стержни
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Введение1 
Из сопротивления материалов известно, что за-

дачу определения напряжений и деформаций при 
кручении стержни некруглого поперечного сечения 
нельзя решить методами, базирующимися на упро-
шенных предпосылках этой экспериментально-тео- 
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ретической науки, являющейся одним из разделов 
строительной механики. Такая задача обычно реша-
ется с использованием методов теории упругости и 
пластичности [1–3]. Тем не менее использование 
рабочих гипотез сопротивления материалов приме-
нительно к стержневым конструкциям весьма при-
влекательно. В связи с этим возникает резонный во-
прос о степени категоричности утверждения о том, 
что нельзя решить обозначенную выше задачу мето-
дами сопротивления материалов? Все ли подходы 
[4–12] и резервы при этом исчерпаны? 

Целью настоящего исследования является про-
должение разработки методики определения напря- 
женно-деформированного состояния стержней при 
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кручении методами сопротивления материалов. 
В задачи исследования входила разработка ори-
гинальных подходов и методик для достижения 
поставленной цели. 

 
1. Расчетная модель.  

Решение основных задач 
В ходе исследования попытаемся получить ре- 

шение поставленных задач, оставаясь в рамках ги-
потез сопротивления материалов. Для решения за-
дачи будем аппроксимировать различные сечения 
стержней с помощью разбивки их на малые квадра-
ты с последующим вписыванием в эти квадраты 
кругов. Тогда применительно к этим малым кругам, 
составляющим поперечное сечение стержней любой 
формы, будут справедливы формулы сопротивления 
материалов, полученные для круглых поперечных 
сечений. При этом необходимо решить три сопут-
ствующие задачи: во-первых, учесть депланацию по- 
перечных сечений стержней некруглой произволь-
ной формы с помощью какой-либо рекуррентной 
формулы; во-вторых, корректно просуммировать 
элементарные круги, посредством которых ап-
проксимируется поперечное сечение любой фор-
мы с распределением приходящихся на них кру-
тящих моментов; в-третьих, учесть наличие кон-
центрации деформаций в зоне входящих углов по- 
перечного сечения произвольной формы и мест-
ной депланации в углах и других резко изменя-
ющихся геометрических параметрах, а также ее 
«возврата» в местах, соседствующих с квадрата-
ми с нулевой жесткостью. 

Решение первой из этих задач предложено нами 
в работах [7; 13]. При этом основные поправки 
будут касаться депланации некруглых поперечных 
сечений. 

Для решения второй задачи, будем использо-
вать следующий подход. Вокруг некруглого попе-
речного сечения описывается большой круг, в ко- 
тором условно «растворяется» фигура поперечного 
сечения. При этом все поле большого круга раз-
бивается на ряд квадратов, которые впоследствии 
заменяются вписанными в них малыми кругами. 
Малые круги, попавшие в зону, ограниченную 
контуром поперечного сечения стержня, служат в 
качестве «конденсирующих» – в них сосредота-
чиваются элементы жесткости и эффективные 
значения параметров напряженно-деформирован- 
ного состояния, которые обеспечивают сопротив- 
ление поперечного сечения стержня сдвигу при 
кручении. 

Ранее нами была рассмотрена подобная зада-
ча только с одним рядом разбивки по ширине пря- 
моугольного сечения на малые круги [7]. 

Проанализировав все недостатки отмеченно-
го разбиения, мы усовершенствовали предлагае-
мый подход. А именно: описываемый круг вклю-
чает в себя уже не три малых круга, а целый на- 
бор таких кругов, которые аппроксимируют любое 
поперечное сечение, например фигура А – В – С – 
D для прямоугольного сечения (рис. 1). 

 

 
Рис. 1. Аппроксимация прямоугольного поперечного сечения 
стержня с помощью квадратов и вписанных в них кругов 

[Figure 1. Approximation of a rectangular cross-section of rods 
using squares and circles inscribed in them] 

 
Теперь применительно к большому кругу, 

включающему в себя в том числе и поперечное се- 
чение произвольной формы (рис. 1), можно исполь- 
зовать формулы сопротивления материалов для 
круглых стержней. Такие формулы справедливы и 
для каждого из малых кругов, на которые в свою 
очередь разбит большой круг. В результате предо-
ставляется возможным записать рекуррентные фор- 
мулы применительно к расчету стержней произ-
вольного поперечного сечения с введением необ-
ходимых поправочных коэффициентов. 

 
2. Введение понятий и формулировка теорем 

Анализируя предложенный подход, возника-
ет необходимость во введении понятия эквива-
лентности между характеристиками крутильной 
жесткости прямоугольного сечения и круга, опи-
санного вокруг этого прямоугольного сечения: 

2
rec ,

rec rec 1
equ

cir cir

( )
,

n
t i j i

i

b b

G I r A
G IG

I I


  
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   (1) 



Колчунов Вл.И., Демьянов А.И., Наумов Н.В. Строительная механика инженерных конструкций и сооружений. 2019. Т. 15. № 4. С. 261–270 
 

 

РАСЧЕТ И ПРОЕКТИРОВАНИЕ СТРОИТЕЛЬНЫХ КОНСТРУКЦИЙ  263 

где cirbI  – полярный момент инерции большого 
круга, описанного вокруг прямоугольного сечения; 

recG  – модуль сдвига материала прямоугольного 
сечения; recI  – полярный момент инерции прямо-
угольного сечения; , ,t i jI  – полярный момент инер-
ции малых квадратов-кругов, попадающих в контур 
прямоугольного сечения; n – число малых квадра-
тов-кругов, попадающих в контур прямоугольного 
сечения; equG  – «эквивалентный» модуль сдвига, 
связанный с «растворением» в большом круге по-
перечного сечения произвольной формы, состояще-
го из ряда малых кругов; jr  – расстояние между 
центрами большого круга O  и малого круга iO ; 

iA  – площадь i-того круга. 
Для приведения значений полярных момен-

тов к большому кругу будем использовать коэф-
фициент α , отыскиваемый по формуле 

rec

equ
α .G

G
                                 (2) 

В предложенном подходе будем различать не 
только касательные напряжения 1τ , возникающие 
при кручении круглых сечений, но и их прираще-
ния Δτ  при рассмотрении полосок (сечений), рас-
полагаемых от периметра прямоугольного сечения 
или сечения сложной формы («растворяемых» в 
описанном большом круге) к его центру, а также 
значения касательных напряжений, вычисленные 
для каждого из малых квадратов-кругов в полоске 
(сечении) и обозначенные как 2τ . 

Согласно определению касательных напряже- 
ний, в любом круге 1τ  находится по формуле 

1
cir rec

τ τ,
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t t
j j
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где tM  – крутящий момент, действующий на прямо- 
угольное сечение. 

Применительно к τ  для любой полоски (сече- 
ния), расположенной в пределах большого круга, 
формула (3) может быть преобразована к виду 
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где ,t iM  – крутящий момент, приходящийся на 
каждый i-тый малый квадрат-круг; f  – число 
малых квадратов-кругов в одной полоске (сече-
нии); , ,t i jI  – полярный момент инерции соответ-

ствующего i-того квадрата-круга относительно гео- 
метрического центра O  большого круга, равный 
собственному полярному моменту инерции ,t iI , 
складываемому с добавочным, равным произведе- 
нию квадрата расстояния jr  между центром O  и 
центром i-того малого квадрата-круга iO  на пло- 
щадь i-того малого квадрата-круга iA . 

Действительно, сумма ,t iM , стоящего в числи-
теле формулы (4), равна суммарному моменту tM  
в формуле (3). Таким образом, формула (4) пред-
ставляет собой некое разложение формулы (3) по 
приращениям. При этом отдельное приращение 
может иметь качественно иной вид, чем сумма этих 
приращений. Здесь можно провести аналогию между 
касательными напряжениями τ  и накапливаемы- 
ми сдвигающими силами T [14]. 

Запишем формулу для определения касатель- 
ных напряжений 2τ , вычисленных для каждого из 
малых квадратов-кругов в полоске (сечении) вер-
тикальной или горизонтальной аналогично фор-
муле (3): 
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f
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Распределение крутящего момента, действу-
ющего в большом круге на его составляющие, 
приходящиеся на каждый малый i-тый квадрат-
круг, определяется по формуле, вытекающей из 
пропорциональности сдвиговых жесткостей: 

rec
,

rec rec rec
.i i

t i t t
A G AM M M
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   
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        (6) 

Важно заметить, что для распределенного 
крутящего момента должно выполняться соот-
ношение, вытекающее из условия равновесия: 

,
1

.
n

t i t
i

M M


                         (7) 

При обобщении предложенного подхода были 
выявлены некоторые общие закономерности, ко-
торые могут быть представлены в виде следующих 
теорем. 

Теорема 1. Сумма приращений касательных 
напряжений Δτ , накапливаемых в полосках (сече-
ниях) от краев к середине прямоугольного сечения, 
вписанного в большой круг относительно центра 
этого большого круга, совпадающего с центром 
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прямоугольника, равна касательным напряжениям 
1τ  в любой выбранной точке этого большого круга 

с учетом соответствующих «эквивалентных» и «кон- 
денсируемых» характеристик. 

,/2
1

1
rec cir1 1

τ τ ,
α

f
t in k

i t
j j

bi m

M
Mr r

I I


 
     




        (8) 

где k  – число полосок (сечений) вертикальных или 
горизонтальных, на которые разбивается прямоуголь- 
ное поперечное сечение (рис. 2, c) от края сечения до 
сечения, в котором определяется 1τ ; f  – число ма-
лых квадратов-кругов в одной полоске (сечении). 

Таким образом интегральная эпюра Δτ  (про-
суммированная) трансформируется в эпюру 1τ , по- 
строенную для центрального сечения круга. 

Доказательство теоремы 1. Просуммируем 
составляющие, стоящие в числителе формул, для оп- 
ределения Δτ  по всем полоскам (включающим на- 
бор малых квадратов-кругов вдоль выбранного сече- 
ния) от краев до середины прямоугольного сечения. 
Тогда в числителе получим значение полного 
момента tM , а в знаменателе – значение полного 
момента инерции для произвольного поперечного се- 
чения, «растворяемого» в большом круге. Получен-
ная эпюра принимает вид, обусловленный формулой 
для определения касательных напряжений 1τ . 

 
a b                    c  

 
d      e        f g h 

 
Рис. 2. Эпюры приращений касательных напряжений (a, c) и эпюры касательных напряжений в различных сечениях (b, c)  

для прямоугольного сечения и описанного вокруг него большого круга; поперечное сечение малого i-того круга (d)  
с усредненной эпюрой касательных напряжений кручения τt,j,j,spr в i-том круге (e), эпюрой местных напряжений τloc в i-том круге (f)  

и суммарной эпюрой τt,j,i,spr и τloc в i-том круге(g), эпюрой местных напряжений на расстоянии 0,5 ir от центра iО (h) 
[Figure 2. Diagrams of increments of tangential stresses (a, c) and diagrams of tangential stresses in various sections (b, c)  

for a rectangular section and a large circle described around it; the cross section of the small i-th circle (d) with the averaged diagram of  
tangential torsional stresses τt, j, j, spr in the i-circle (e), the diagram of local stresses τloc in the i-th circle (f) and the total diagram of τt, j, i, spr  

and τloc in the i-th circle (g), the diagram of local stress at a distance of 0.5 ir  from the center iО  (h)] 
 
Теорема 2. Значения касательных напряже-

ний, вычисленные для каждого из малых квадра-
тов-кругов 2τ , могут быть выражены через прира- 
щения Δτ . 

,
1

2
, ,

τ τ ,
α

f

t i
i

j
t i j

M
r p

I
    




                (9) 

где p  – функция от , ,t i jI . 
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Доказательство теоремы 2. Введем в числи-
тель и знаменатель полярный момент инерции боль- 
шого круга cirbI , после заменим часть выражения 
на Δτ  по формуле (4). Часть, оставшуюся без из- 
менений, обозначим через p. 

, ,
1 1 cir
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f f
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i i b
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t i j b t i j
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 

 
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cir
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b
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                            (10) 

 
cir cir

2, , ,
.

α α
b b

t i j t i i j

I Ip
I I A r

 
   

                (11) 

Как видно из полученного выражения, значе- 
ние p имеет зависимость от , ,t i jI . 

Теорема 2 позволяет установить связь между 
касательными напряжениями 2τ  и касательными 
напряжениями большого круга 1τ  через их при-
ращение Δτ . 

Следствие из теоремы 2. Установленная 
взаимосвязь эпюр 1τ  и 2τ  через τ  позволяет 
сравнить их и отметить, что с учетом знаков они 
взаимодополняют друг друга до прямоугольни-
ков (рис. 4). 

 

 
 

 
Рис. 3. Аппроксимация прямоугольного поперечного сечения при помощи малых квадратов-кругов (a);  

эпюры приращений τ  в сечениях 1-1 – 5-5 (b–f); суммарная эпюра (g); эпюра касательных напряжений 1τ  в большом круге (h); 

прямоугольное сечение с эпюрами 1τ  в центральных сечениях и эпюрами 2τ  на гранях сечения (i); эпюры 2τ  в сечениях 1-1 – 5-5 (j–n) 
[Figure 3. Approximation of a rectangular cross-section using small squares-circles (a); distribution of increments τ   

in sections 1-1 – 5-5 (b–f); summed distribution (g); distribution of tangential stresses in a large circle (h); rectangular cross-section  
with distribution of 1τ  in the central sections and distribution of 2τ  on the edges of the section (i); distribution of 2τ  in sections 1-1 – 5-5 (j–n)] 

 
Теорема 3. Значения касательных напряжений, 

вычисленные для каждого из малых квадратов-кру- 
гов, обозначенные через 2τ , для сечений (полосок, 
включающих набор малых квадратов-кругов вдоль 
выбранного сечения), расположенных вблизи контур- 
ных граней прямоугольника, то есть достаточно уда- 
ленных от центра О, обратно пропорциональны ра-
диусам jr , проведенным из центра большого круга 
до центра соответствующего i-того квадрата-круга. 

2
1τ .t

t j

M
A r

                           (12) 

Доказательство теоремы 3. В соответствии 
с формулой (4) полярный момент инерции соответ-
ствующего i-того квадрата-круга относительно цен-
тра тяжести O  большого круга , ,t i jI  равен собствен- 
ному полярному моменту инерции ,t iI , складыва- 



Kolchunov Vl.I., Demyanov A.I., Naumov N.V. Structural Mechanics of Engineering Constructions and Buildings, 2019, 15(4), 261–270 
 

 

266   ANALYSIS AND DESIGN OF BUILDING STRUCTURES 

емому с добавочным, равным произведению квад-
рата расстояния между центром O  и центром i-того 
малого квадрата-круга iO  на площадь i-того квад- 
рата-круга. При этом, если квадраты-круги нахо-
дятся в сечениях – полосках, включающих набор 
малых квадратов-кругов вдоль выбранного сече-
ния, удаленных от центра O  (например, в сечени-
ях, расположенных вблизи контурных граней 
прямоугольника), значениями собственных поляр- 
ных моментов инерции можно пренебречь по срав-
нению с добавочными моментами инерции. Тогда 
из формулы (4) получим: 

,
rec1 1

2 2, ,
τ

α α

f f
i

t i t
i i

j j
t i j i j

AM M
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r r
I A r
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    

  

 
 

rec
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M f
A r


 


                                          (13) 

В полученной формуле (13) 2τ  обратно про-
порционально jr , что и требовалось доказать. 

Использование эпюр таких напряжений 2τ  поз-
воляет выполнить аппроксимацию распределения ка- 
сательных напряжений кручения прямоугольников 
как в центральных сечениях, так и в сечениях, рас-
положенных по его периметру (рис. 2, a–c и 3, a–h). 

 

 
Рис. 4. Дополнение эпюр τ (I) до прямоугольников  

эпюрами 2τ (II) и depτ  (III) в сечениях 1-1 – 5-5 

[Figure 4. Adding diagrams Δτ (I) to rectangles  
with diagrams 2τ  (II) and depτ (III) in sections 1-1 – 5-5] 

 
3. Методика для учета депланации  

и концентрации угловых деформаций 
Теперь остановимся на таких аспектах решения 

задачи, как учет концентрации напряженно-дефор- 
мированного состояния (решение третьей задачи) и 
учет местной депланации. Для простоты рассмот-
рим эти аспекты на стержнях, состоящих из одно-

го материала, для поперечных сечений произволь- 
ной формы (для составных стержней отмеченные 
аспекты учитываются аналогично). 

Картина распределения деформаций на участ-
ках стержней, прилегающих к нормальным сече-
ниям, вырезающим узел [7; 13], напоминает, еще 
до появления трещин, картину, аналогичную выяв-
ленной В.И. Мурашевым в стадии трещинообра-
зования. Поэтому представляется наиболее прием-
лемым учитывать такую концентрацию деформа-
ций с помощью коэффициента ,τψb  по физическо-
му смыслу, аналогичному коэффициенту ψs , вве- 
денному в теорию железобетона В.И. Мураше-
вым [14]. Это позволяет оперировать в проведен-
ных сечениях средними значениями деформаций, 
для которых уже справедлива гипотеза плоских 
поворотов. В стадии, когда сопротивление желе-
зобетонного стержня близко к упругому, коэффи- 
циент ,τψb определяется с привлечением коэффи- 
циента концентрации деформаций k [7, 13]: 

,τ γ
1ψ 1 ω ,b

k
k


                       (14) 

где γω  – коэффициент наполнения эпюры дефор-
маций растянутой арматуры (или сжатого бетона) 
на участках, отстоящих на h от центра узла. 

При этом значения коэффициента k определя-
ются по справочным данным или могут быть полу- 
чены с использованием метода конечных элемен-
тов (МКЭ). 

Важным элементом предлагаемого подхода яв- 
ляется также предоставляемая возможность (из-за 
разбиения сечения на малые квадраты-круги) учета 
местной депланации в углах и других резко изме- 
няющихся геометрических параметрах, а также ее 
«возврата» в местах, соседствующих с квадратами 
с нулевой жесткостью. 

При учете местной депланации получим: 

   2,t
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Mw f y z f x
G I

   
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2 2
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loc2 2
* *

1 ,t

t

M a b xy z l w
G I la b

            
   (15) 

где locw  – местная депланация.  
Ее целесообразно выразить сразу через со-

ставляющие относительных угловых деформаций 
dep, ,locγ yx  и dep, ,locγ zx , которые отсчитываются в 

предлагаемой методике относительно плоскости 
большого круга. 
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(17) 

где dep, ,γ yx ul  и dep, ,γ zx ul  – составляющие предель-
ных относительных угловых деформаций деплана- 
ции; dep,γ yx  и dep,γ zx  – составляющие относитель-
ных угловых деформаций депланации; dep, ,locγ yx  
и dep, ,locγ zx  – составляющие относительных угло-
вых деформаций местной депланации, возникающих 
в малых квадратах-кругах, расположенных на гра- 
нях сечения и в других местах с резко изменяю-
щимися геометрическими параметрами, точках A*, 
переходящих из плоскости поперечного сечения 
YOZ во взаимно перпендикулярные плоскости XOZ 
и YOX. 

Составляющие dep, ,locγ yx  и dep, ,locγ zx  опре-
деляются с использованием закона парности каса-
тельных напряжений, при этом выбор знака перед 
ними выполняется в зависимости от того, в каком 
квадранте прямоугольников (на которые разбива-
ется поперечное сечение любой формы) располо- 
жена точка А*. 

Наконец, необходимо учесть наличие кон-
центрации угловых деформаций в углах и других 
резко изменяющихся геометрических параметрах, 
а также в направлении оси х, то есть применитель-
но к местной депланации. При этом коэффициент 
концентрации ,τ,locψb  вдоль продольной оси стерж- 
ня х определяется по аналогии с зависимостью (14) 
с привлечением коэффициента концентрации де-
формаций lock : 

loc
,τ,loc γ,loc

loc

1ψ 1 ω ,b
k

k


              (18) 

где параметры γ,locω  и lock  по смыслу аналогичны 
параметрам, используемым в формуле (14), с той 
только разницей, что они характеризуют местное, 
а не общее поле угловых деформаций. 

При этом значения коэффициента lock  легко 
могут быть получены с использованием МКЭ и 

с учетом особенностей работы зоны сопряжения как 
плосконапряженного (или объемного) элемента при 
его упругом сопротивлении. 

В итоге касательные напряжения в произволь-
ной точке поперечного сечения произвольной фор-
мы с учетом предлагаемых подходов складываются 
из следующих составляющих: 
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loc conc conc,loc ,τ τ τ τ .t u                                  (19) 

Здесь , , ,condτt j A  и , , ,condτt i A  – касательные 
напряжения в произвольной точке А большого 
круга, описанного вокруг произвольного попереч-
ного сечения после «конденсации» статико-геомет- 
рических характеристик сечения, «растворенно-
го» по этому кругу, и касательные напряжения в 
произвольной точке А малого квадрата-круга по-
сле «конденсации» соответственно, эквивалентные 
касательным напряжениям 1τ , вычисленным по 
формуле для круглого сечения (рис. 2, d, e, f, g); 

,j Ar , ,j Ay , ,j Az  – расстояния от центра большо-
го круга, описанного вокруг поперечного сечения 
стержня, до произвольной точки А, находящейся 
в малом j-том круге, в которой определяются 
значения касательных напряжений кручения τt  и 
ее координаты в общей системе координат YOZ; 
Mt – крутящий момент, действующий в попереч-
ном сечении стержня; tI  – площадь и полярный 
момент инерции поперечного сечения стержня, ап- 
проксимированного малыми квадратами-кругами; 

concτ , conc,locτ  – касательные напряжения, обуслов- 
ленные силовой, геометрической и межсредовой 
концентрацией деформаций, а также составляю-
щие, вызванные местной концентрацией, находят-
ся путем умножения касательных напряжений в 
зонах концентрации на коэффициенты, полученные 
из формул (14) и (18) соответственно; ,i Ar , ,i Ay , 

,i Az  – расстояния от центра малого i-того круга до 
произвольной точки А, находящейся в малом i-том 
круге, в которой определяются значения касатель- 
ных напряжений кручения τt  и ее координаты в 
местной системе координат YiOiZi; ,t iM  – крутящий 
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момент, приходящийся на i-тый малый круг, на ко-
торые разбито поперечное сечение стержня; ,t iI  – 
полярный момент инерции i-того малого круга, 
на которые разбито поперечное сечение стержня 
(складывается из собственного полярного момен-
та инерции и добавочного, равного 2

j ir A ); ,τt u  – 
предельные значения касательных напряжений кру- 
чения. 

Дополнительно к равнодействующим ,τt A , 
отыскиваемым по формуле (19), для соответству-
ющих кругов необходимо учитывать составляющие, 
связанные с депланацией прямоугольного сече-
ния [7]. 

Тогда, складывая составляющие касательных 
напряжений при кручении , ,τt A xy , , ,τt A xz , dep,τ yx  
и dep,τ zx , получим результирующие напряжение 

sum,τ A . 

sum,τ A 

   2 2
, , dep,sum, , , dep,sum,τ τ τ τ ,t A xy xy t A xz xz    (20) 

где dep,sum, ,τ xy  и dep,sum,τ zx  – суммарные состав-
ляющие касательных напряжений депланации, об-
щей и местной, усредненные в i-том круге. 

Разработанную методику также можно приме- 
нять для стержней составного сечения, но при этом 
необходимо принимать во внимание, что распре-
деление действующего в поперечном сечении кру- 
тящего момента выполняется пропорционально со- 
отношениям между общей сдвиговой жесткостью 
поперечного сечения и сдвиговой жесткостью каж- 
дого из приведенных малых кругов (на которые 
разбито поперечное сечение) относительно обще-
го геометрического центра поперечного сечения: 
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                            (21) 

где 1,G 2,G iG  – модули сдвига для 1, 2 и i-того 
малых кругов соответственно (для кругов, попа-
дающих в большой круг, но выходящих за кон-
туры поперечного сечения стержня произвольной 
формы, принимаются равным нулю). 

Выводы 
По результатам проведенного исследования 

предложен новый подход в виде разработанной ме- 
тодики для определения касательных напряжений 
кручения для стержней произвольного поперечно- 
го сечения, базирующийся на упрощенных пред-
посылках сопротивления материалов. Его особен- 
ность заключается в аппроксимации прямоугольных 
и любых сложных поперечных сечений конструк-
ций (в том числе железобетонных) с помощью их 
разбивки на квадраты с вписанными в них кругами. 

При этом для определения касательных напря- 
жений кручения в произвольной точке А в соот-
ветствующем круге поперечного сечения, распо-
ложенном на расстоянии х от опоры, вначале отыс-
киваются касательные напряжения для этой точки 
в большом круге после «растворения» его стати-
ко-геометрических характеристик по этому кру-
гу, которые затем суммируются с касательными 
напряжениями малого круга для этой же точки А. 

В пределах большого и каждого i-ого круга 
становится справедливой зависимость касательных 
напряжений кручения от расстояния до центра рас- 
сматриваемого круга, до произвольной точки А, 
расположенной в большом круге, в i-том малом 
круге. Максимальные напряжения, согласно пред-
лагаемой методике, достигаются в серединах длин- 
ных сторон прямоугольника, что соответствует их 
действительному распределению. При этом такая 
модель позволяет снять вопрос о необходимости 
использования специальных таблиц для расчета и 
не только в упругой стадии. 

Предлагаемый подход также позволяет отде-
лить напряженно-деформированное состояние в 
целом наборе круглых сечений от дополнительного 
поля, связанного с депланацией прямоугольного се- 
чения. Нами откорректированы и существенно до- 
полнены зависимости для учета депланации стерж- 
ня прямоугольного поперечного сечения, введено 
понятие и предложены зависимости для учета мест- 
ной депланации. Акцентируется внимание на фи-
зической сути продольных перемещений, обуслов- 
ленных депланацией, проводится аналогия с эле-
ментарными перемещениями, вызываемыми сдви- 
говыми усилиями. 

Предложенная методика позволяет учитывать 
концентрацию угловых деформаций во входящих 
углах и других резко изменяющихся геометриче-
ских параметрах как относительно плоскости по-
перечного сечения, так и в направлении продоль-
ной оси стержня. При этом используется прием, 
аналогичный введенному в теорию железобетона 
В.И. Мурашевым [14], который применим и после 
появления трещин в железобетонных стержнях. 
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 Abstract 
Aim of research – to continue the development of methods for determining 

the stress-strain state of rods during torsion using materials resistance methods. 
Methods. A new approach for determining tangential torsional stresses for arbitrary 
cross sectional rods, based on simplified assumptions of material resistance, is pro-
posed. The main feature of this approach is the approximation of rectangular or any 
complex cross section of reinforced concrete structures by describing a large circle 
around the cross section and splitting it into small squares with circles inscribed into 
them. Results. Three theorems have been formulated, the first of which relates the 
accumulation of tangential stresses (increments) from the edges of a rectangle to the 
middle of a rectangular section with the formula for determining tangent stresses for 
round sections. The second theorem allows to establish a connection between the 
tangential stresses calculated for each of the small squares-circles and the tangent 
stresses of the large circle through their increments. The third theorem makes it pos-
sible to find tangential stresses for each of the small square circles. The proposed
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approach allows to remove the need to use special tables for the calculation and not 
only in the elastic stage. It also makes it possible to separate the stress-strain state in 
the whole set of round cross-sections from the additional field caused by the deplana-
tion of the rectangular cross-section. In addition, the proposed approach makes it 
possible to take into account the concentration of angular deformations in the incom-
ing angles and other places with changing geometric parameters. 
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 Аннотация 
Цели. В статье ставится задача применить современные критерии проч-

ности анизотропных материалов для расчета многослойных стен из ячеисто-
бетонных и силикатных крупных кладочных материалов, отличающихся точ-
ными размерами и допускающих тонкошовную кладку с клеевыми швами. 
Предложения для включения в нормы проектирования указаний, учитыва-
ющих работу стеновых материалов в сложных напряженных состояниях, 
будут представлены посредством серии публикаций. Методы. Для реше-
ния поставленной задачи используются критерии прочности Г.А. Гениева в 
достаточно упрощенной форме. Рассматривается объемное напряженное со-
стояние стен из ортотропных материалов. В основу построения критериев 
прочности положены три возможных различных механизма разрушения – 
отрыв, сжатие и сдвиг. Для современных тонкостенных кладок характерно 
сочетание сжимающих (вертикальных) и сдвигающих (горизонтальных) на-
грузок. Особый интерес представляет работа кладки на сдвиг, поскольку 
плоское напряженное состояние изучено недостаточно. Построению крите-
рия прочности кладки при сдвиге и посвящена статья. Особенностью пред-
лагаемых расчетов является сравнительная простота критериев прочности, 
обусловленная принятыми гипотезами. Результаты. Представлены окон-
чательное выражение критерия прочности при сдвиге и последователь-
ность поверочного расчета на сдвиговую прочность в случае простого на-
гружения. Статья является предварительной для серии расчетов и резуль-
татов экспериментальных исследований стен при различных условиях экс-
плуатации и различных нагрузках. 

Ключевые слова: каменная кладка; ортотропные стеновые материалы; 
критерии прочности при сдвиге 
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Введение1 
Для определения пластичности и прочности 

материалов, работающих в условиях сложных на- 
пряженных состояний, применяются критерии 
прочности, которые часто выражаются сложными 
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формулами. Разработкой критериев прочности и 
пластичности изотропных и анизотропных тел 
занимались многие известные ученые, такие как 
И.И. Гольденблат и В.А. Копнов, Г.С. Писаренко 
и А.А. Лебедев, Е.К. Ашкенази и Э.В. Ганов, 
Н.М. Беляев, Г.А. Гениев, А.Н. Воронов. По-
дробный обзор существующих критериев, наибо-
лее близких к рассматриваемой тематике, дается 
в их монографиях [1–9]. Имеются также более со- 
временные работы Н.И. Карпенко, В.М. Бондарен-
ко и В.И. Колчунова, О.В. Кабанцева [11–13] и др. 

Наше исследование базируется на работах 
Г.А. Гениева и его сотрудников [6; 7]. 
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Новые конструктивные решения стеновых ка-
менных конструкций отличаются большим разно-
образием, обеспечивающим технологичность, эконо- 
мическую эффективность и целесообразность со-
здания зданий и сооружений. В ЦНИИСК имени 
В.А. Кучеренко выполнены экспериментальные ис- 
следования наилучших образцов фрагментов стен 
для оценки рационального массового применения. 
Материалы отчета о научно-исследовательской ра- 
боте по теме «Исследование прочности и деформа-
тивности кладки из силикатных и ячеистобетонных 
блоков на клеевых растворах для тонкошовной 
кладки и определение нормируемых параметров 
швов» (2017 г., исполнители – О.И. Пономарев, 
М.А. Мухин) использованы в работах [14; 15].  

На рис. 1 показана схема образца кладки с тре-
щинами после испытаний на сжатие. В условиях 
эксплуатации кроме сжатия материал часто испыты-
вает сдвиг. Разрабатываемые критерии прочности 
позволяют выполнить анализ плоского напряженно-
го состояния. В частности, хорошо зарекомендовали 
себя тонкошовные клеевые соединения в стенах из 
легкобетонных ячеистых и силикатных камней 
укрупненного формата. Однако требуется совер-
шенствование методики испытаний элементов стен 
и применение современных методов расчета для 
дальнейшей модернизации норм проектирования и 
самих конструктивных решений. В условиях приме-
нения новых технологий практика требует соответ-
ствующих теоретических приемов и расчета, осо-
бенно с учетом пространственной работы стеновых 
конструкций, вызванной многообразием решений, 
нагрузок и внутренних усилий от температурных, 
влажностных, ветровых и других воздействий.  

 

 

Рис. 1. Схема повреждения образца кладки  
из ячеистобетонных блоков после испытаний 

[Figure 1. Scheme of damage to the masonry sample of  
cellular concrete blocks after testing] 

В предлагаемой статье сделана попытка при- 
менить критерии прочности Г.А. Гениева, которые 
уже прошли научную апробацию, но нуждаются 
в привязке к реальному проектированию. Здесь 
ставятся вопросы освоения прогрессивных расчет- 
ных предпосылок в их достаточно упрощенных 
формах. Подобные подходы имеются и в других 
разработках, касающихся, в частности, композит- 
ных и традиционных конструкций 14. 

По мнению Г.А. Гениева, каменную кладку до- 
пускается рассматривать как однородный ортотроп- 
ный материал, при построении критериев проч-
ности которого принято обоснованное эксперимен-
тальными данными предположение об объемном 
напряженном состоянии в условиях кратковремен- 
ного статического нагружения без учета темпера-
турно-временных факторов и ползучести. При этом 
возможны три различных механизма разрушения: 

– от отрыва, проявляющегося при одно-, двух- 
или трехосном растяжении; 

– от смятия, проявляющегося при одно-, двух- 
или трехосном сжатии; 

– от сдвига, проявляющегося обычно при сме- 
шанных напряженных состояниях, когда главные 
напряжения отличаются по знаку. 

В связи с этим критерий прочности представ-
ляется в виде трех независимых аналитических вы-
ражений, каждое из которых определяет предел 
прочного сопротивления материала в предположе-
нии того или иного механизма разрушения.  

 
Принципы расчетов 

Введем систему координат x, y, z, совмещая 
ее оси с главными осями анизотропии материала. 
При выводе предлагаемого критерия прочности 
каждую разновидность исследуемого материала 
будем определять девятью независимыми проч-
ностными показателями:  

– пределами прочности на растяжение вдоль 
осей x, y, z – Rрх, Rру, Rрz соответственно; 

– пределами прочности на сжатие вдоль тех 
же осей – Rсх, Rсу, Rсz; 

– пределами прочности на сдвиг по площад-
кам, ортогональным осям x, y, z – Сх, Су, Сz соот-
ветственно. 

Положительными напряжениями будем считать 
растягивающие, отрицательными – сжимающие.  

Рассмотрим вопросы построения критерия 
прочности ортотропных материалов для общего 
случая трехосного напряженного состояния, ко-
гда разрушение материала происходит от сдвига 
по некоторой площадке скольжения, где процес-
су разрушения предшествует накопление сдвиго-
вых деформаций [15; 16]. 
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Разрушение материала от сдвига, вызванное 
действием касательных напряжений обычно про-
исходит при смешанных напряженных состояни-
ях, когда главные нормальные напряжения отли-
чаются по знаку. Вследствие различия пределов 
прочности на сдвиг в направлениях главных осей 
анизотропии опасная площадка сдвига не будет, 
как правило, совпадать с направлением главных 
касательных напряжений. Ее направление может 
быть найдено из условия 

maxሾτ௩ െ 𝐶ሺ𝑣ሻ௩ሿ ൌ 0,     (1) 

где τ௩ – касательное напряжение на площадке 
сдвига. 

В целях упрощения процедуры реализации (1) 
будем исследовать это условие не в осях коорди-
нат, совпадающих с главными осями анизотропии, 
а в осях, совпадающих с направлениями главных 
напряжений. 

τ ൌ ሾሺσଵ െ σଶሻଶ𝑙ଶ𝑚ଶ ൅ ሺσଶ െ σଷሻଶ𝑚ଶ𝑛ଶ ൅

൅ሺσଷ െ σଵሻଶ𝑛ଶ𝑙ଶሿ
భ
మ.       (2) 

Здесь l, m, n – направляющие косинусы нор-
мали v, искомой площадки сдвига в осях главных 
напряжений σଵ, σଶ , σଷ; C(v) – закон изменения 
пределов прочности на сдвиг. 

Будем считать, что вид зависимости  

𝐶ሺ𝑣ሻ ൌ 𝐶ሺ𝑙𝑣𝑗ሻ, 𝑗 ൌ 𝑥, 𝑦, 𝑧     (3) 

в пространстве главных осей анизотропии установ-
лен из опытов на принудительный сдвиг образцов 
материала по различным направлениям. Здесь l, 
v, j – значения направляющих косинусов нормали 
v площадки сдвига к осям x, y, z.  

Аналитическое выражение закона (3) в осях 
главных напряжений найдем, используя зависи-
мости 

𝑙௩௝ ൌ 𝑙𝑙ଵ௝ ൅ 𝑚𝑙ଶ௝ ൅ 𝑛𝑙ଷ௝, 𝑗 ൌ 𝑥, 𝑦, 𝑧,    (4) 

представляющие собой скалярные произведения 
единичного вектора 𝑣⃗ и единичных векторов, 
совпадающих по направлению с осями 𝑥, 𝑦, 𝑧. 
Направляющие косинусы 𝑙௜௝ определяют поло-
жение главных напряжений в системе координат 
𝑥, 𝑦, 𝑧, и их значения известны для любого мо-
мента загружения. 

Ниже приведена матрица направляющих ко-
синусов, обусловливающая взаимную ориентацию 
осей главных напряжений σଵ, σଶ, σଷ, главных осей 

анизотропии 𝑥, 𝑦, 𝑧 и нормали v к опасной пло-
щадке сдвига.  

С учетом (4) зависимость (3) может быть пред-
ставлена в виде  

𝐶ሺ𝑣ሻ ൌ 𝐶ሺ𝑙, 𝑚, 𝑛ሻ,     (5) 

а направление опасной площадки сдвига может 
быть найдено из условия 

maxሾ𝑇ሺ𝑙, 𝑚, 𝑛ሻሿ ൌ 0,     (6) 

где 𝑇 ൌ ሾሺσଵ െ σଶሻଶ𝑙ଶ𝑚ଶ ൅ ሺσଶ െ σଷሻଶ𝑚ଶ𝑛ଶ ൅

ሺσଷ െ σଵሻଶ𝑛ଶ𝑙ଶሿ
భ
మ െ 𝑐ሺ𝑙, 𝑚, 𝑛ሻ ൅ λሺ𝑙ଶ ൅ 𝑚ଶ ൅ 𝑛ଶ െ 1ሻ; 

λ – множитель Лагранжа. 
Условие (6) может быть реализовано в форме 

డ்

డ௟
;  

డ்

డ௠
; 

డ்

డ௡ 
,     (7) 

что приводит к следующей системе уравнений 
для определения направляющих косинусов 𝑙, 𝑚, 𝑛 
нормали v к площадке сдвига 

ሾሺσଵ െ σଶሻଶ𝑙𝑚ଶ ൅ ሺσଷ െ σଵሻଶ𝑙𝑛ଶሿτ௩
ିଵ െ 𝐶ᇱ

௘ ൅ 2λ𝑙 ൌ 0, 

ሾሺσଶ െ σଷሻଶ𝑚𝑛ଶ ൅ ሺσଵ െ σଶሻଶ𝑚𝑙ଶሿτ௩
ିଵ െ 

െ𝐶ᇱ
௠ ൅ 2λ𝑚 ൌ 0,        (8) 

ሾሺσଷ െ σଵሻଶ𝑛𝑙ଶ ൅ ሺσଶ െ σଷሻଶ𝑛𝑚ଶሿτ௩
ିଵ െ 𝐶ᇱ

௡ ൅ 2λ𝑛 ൌ 0. 

Согласно (8) и (2) значение множителя λ равно 

λ ൌ 0,5ሺ𝐶௟
ᇱ𝑙 ൅ 𝐶௠

ᇱ 𝑚 ൅ 𝐶௡
ᇱ 𝑛ሻ െ τ௩ ,    (9) 

где 𝐶௟
ᇱ𝑙,  𝐶௠

ᇱ 𝑚,  𝐶௡
ᇱ 𝑛 – производные по 𝑙, 𝑚, 𝑛 от ана-

литического выражения закона изменения преде-
лов прочности на сдвиг C (l, m, n) в системе коор-
динат, связанной с главными осями напряжений. 
 

Таблица 
Матрица направляющих косинусов 

Table 1. The matrix guides of the cosines] 
 1 2 3  
x l1x l2x l3x lx 
y l1y l2y l3y ly 
z l1z l2z l3z lz 
 l m n – 
 
Аналитическое выражение закона изменения 

пределов прочности на сдвиг должно явным обра-
зом определять значение С в зависимости от на- 
правления осей анизотропии, а также соответство-
вать условиям предельного перехода к изотроп-
ному материалу, когда для любого направления 
С = const. Настоящим требованиям отвечает сле-
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дующая форма закона в системе координат, свя-
занной с главными осями анизотропии материала: 

𝐶ሺ𝑣ሻ ൌ 𝐶௫𝑙௩௫
ଶ ൅ 𝐶௬𝑙௩௬

ଶ ൅ 𝐶௭𝑙௩௭
ଶ . (10) 

Подобная форма закона для случая двухос-
ного напряженного состояния использовалась в 
работе (4) и удовлетворительно подтверждается 
экспериментальными данными. 

На основании (10) и (4) в осях главных напря- 
жений 

𝐶ሺ𝑣ሻ ൌ 𝐶ሺ𝑙, 𝑚, 𝑛ሻ ൌ 𝐶௫ሺ𝑙𝑙ଵ௫ ൅ 𝑚𝑙ଶ௫ ൅

൅ 𝑛𝑙ଷ௫ሻଶ ൅ ൅𝐶௬൫𝑙𝑙ଵ௬ ൅ 𝑚𝑙ଶ௬ ൅ 𝑛𝑙ଷ௬൯
ଶ

൅
൅ 𝐶௭ሺ𝑙𝑙ଵ௭ ൅ 𝑚𝑙ଶ௭ ൅ 𝑛𝑙ଷ௭ሻଶ.    (11) 

При этом в соответствии с (9) и (4) множи-
тель λ = 0. Подставляя (11) в (8) получим оконча-
тельную систему нелинейных алгебраических урав-
нений для определения направляющих косинусов 
l, m, n нормали к площадке сдвига, выражающую 
условие прочности на ней в неявном виде. 

𝑙ሾሺσଵ െ σଶሻଶ𝑚ଶ ൅ ሺσଷ െ σଵሻଶ𝑛ଶሿሺ𝐶ଵଵ𝑙 ൅ 𝐶ଵଶ𝑚 ൅
൅ 𝐶ଵଷ𝑛ሻିଵ ൌ 𝑚ሾሺσଶ െ σଷሻଶ𝑛ଶ ൅ ሺσଵ െ σଶሻଶ𝑙ଶሿሺ𝐶ଶଵ𝑙 ൅
൅ 𝐶ଶଶ𝑚 ൅ 𝐶ଶଷ𝑛ሻିଵ ൌ 𝑛ሾሺσଷ െ σଵሻଶ𝑙ଶ ൅ ሺσଶ െ
െ σଷሻଶ𝑚ଶሿሺ𝐶ଷଵ𝑙 ൅ 𝐶ଷଶ𝑚 ൅ 𝐶ଷଷ𝑛ሻିଵ ൌ 2τ௩,               (12) 

𝑙ଶ ൅ 𝑚ଶ ൅ 𝑛ଶ ൌ 1. 

Здесь 𝐶௜௜ ൌ 𝐶௫𝑙௫௜
ଶ ൅ 𝐶௬𝑙௬௜

ଶ ൅ 𝐶௭𝑙௭௜
ଶ ; 

𝐶௜௝ ൌ 𝐶௫𝑙௫௜𝑙௫௝ ൅ 𝐶௬𝑙௬௜𝑙௬௝ ൅ 𝐶௭𝑙௭௜𝑙௭௝ , 𝑖, 𝑗 ൌ 1,2,3. (12а) 

Исследуя систему (12), более подробно остано-
вимся на случае, когда главные оси напряжений сов- 
падают с главными осями анизотропии материала. 
При этом 𝐶ଵଵ ൌ 𝐶௫,  𝐶ଶଶ ൌ 𝐶௬, 𝐶ଷଷ ൌ 𝐶௭ ൌ 𝐶ଶଷ ൌ 0, 
а из (12а) следует 

𝐶௫ሺσଵ െ σଶሻଶ𝑖 ൅ 
൅ൣ𝐶௫ሺσଶ െ σଷሻଶ െ 𝐶௬ሺσଷ െ σଵሻଶ൧𝑁 െ 𝐶௬ሺσଵ െ σଶሻଶ𝑀 ൌ 0, 

ൣ𝐶௬ሺσଷ െ σଵሻଶ ൅ 𝐶௭ሺσଵ െ σଶሻଶ൧𝐿 െ 
െ𝐶௭ሺσଶ െ σଷሻଶ𝑁 െ 𝐶௬ሺσଶ െ σଷሻଶ𝑀 ൌ 0, 

𝐿 ൅ 𝑀 ൅ 𝑁 ൌ 1, где 𝐿 ൌ 𝑙ଶ;  𝑀 ൌ 𝑚ଶ;  𝑁 ൌ 𝑛ଶ.  (13) 

Решая систему линейных алгебраических урав-
нений (13) относительно L, M, N, находим: 

𝐿 ൌ 𝑙ଶ ൌ τଶଷ
ଶ ൫𝐶௭τଵଶ

ଶ ൅ 𝐶௬τଷଵ
ଶ െ 𝐶௫τଶଷ

ଶ ൯ൣτଶଷ
ଶ ൫𝐶௭τଵଶ

ଶ ൅
൅ 𝐶௬τଷଵ

ଶ െ 𝐶௫τଶଷ
ଶ ൯ ൅ τଷଵ

ଶ ൫𝐶௫τଶଷ
ଶ ൅ 𝐶௭τଵଶ

ଶ െ 𝐶௬τଷଵ
ଶ ൯ ൅

൅ τଵଶ
ଶ ሺ𝐶௬τଷଵ

ଶ ൅ 𝐶௫τଶଷ
ଶ ൅ 𝐶௭τଵଶ

ଶ ሻ൧
ିଵ

.   (14) 

Выражение для M = m2 и N = n2 получается 
из (14) путем замены индексов в числителе по коль-
цевой подстановке при неизменном знаменателе. 

Аналитическое выражение критерия прочно-
сти найдем, приравнивая значения касательного 
напряжения τv пределу прочности на сдвиг Cv на 
площадке сдвига: 

τ௩ െ 𝐶௩ ൌ 0,   (15) 

τ௩ ൌ 2ሺτଵଶ
ଶ 𝑙ଶ𝑚ଶ ൅ τଶଷ

ଶ 𝑚ଶ𝑛ଶ ൅ τଷଵ
ଶ 𝑛ଶ𝑙ଶሻ

భ
మ,  (16) 

τ௜௝ ൌ 0,5ሺτଵଶ
ଶ 𝑙ଶ𝑚ଶ ൅ τଶଷ

ଶ 𝑚ଶ𝑛ଶ ൅ τଷଵ
ଶ 𝑛ଶ𝑙ଶሻ

భ
మ, 

𝐶௩ ൌ 𝐶௫𝑙ଶ ൅ 𝐶௬𝑚ଶ൅𝐶௭𝑛ଶ.    (17) 

Согласно (14)–(17) критерии прочности при 
сдвиге: 

െ2൫𝐶௫𝐶௬τଶଷ
ଶ τଷଵ

ଶ ൅ 𝐶௬𝐶௭τଷଵ
ଶ τଵଶ

ଶ ൅ 𝐶௭𝐶௫τଵଶ
ଶ τଶଷ

ଶ ൯ െ
െ ൫𝐶௫

ଶτଶଷ
ସ ൅ 𝐶௬

ଶτଶଷ
ସ ൅ 𝐶௭τଵଶ

ସ ൯ െ 4τଵଶ
ଶ τଶଷ

ଶ τଷଵ
ଶ ൌ 0. (18) 

Выражения (14), определяющие значение на- 
правляющих косинусов l, m, n нормали к опасной 
площадке сдвига, справедливы, когда числитель 
каждого из них является неотрицательной величи-
ной, что приводит к следующим условиям: 

െ𝐶௫τଶଷ
ଶ ൅ 𝐶௬τଷଵ

ଶ ൅ 𝐶௭τଵଶ
ଶ ൒ 0, 

𝐶௫τଶଷ
ଶ െ 𝐶௬τଷଵ

ଶ ൅ 𝐶௭τଵଶ
ଶ ൒ 0, 

𝐶௫τଶଷ
ଶ ൅ 𝐶௬τଷଵ

ଶ െ 𝐶௭τଵଶ
ଶ ൒ 0.   (19) 

Эти соотношения можно интерпретировать 
тремя пересекающимися плоскостями, образующи- 
ми трехгранную пирамиду, ось которой равно-
наклонна к осям x, y, z (рис. 2). 

 

 
Рис. 2. Трехгранная пирамида, интерпретирующая условия (19) 
Figure 2. Three-sided pyramid interpreting the conditions (19) 

 
Для напряженных состояний, соответствующих 

траекториям нагружения, расположенным внутри 
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пирамиды, будут выполняться условия (19), а на- 
правления опасной площадки сдвига в предельном 
состоянии будут определяться формулами (14). 

Для состояний, соответствующих одной из гра- 
ней пирамиды, например, грани при l = 0, в этом 
случае сдвиг будет происходить в плоскости, па-
раллельной главной оси анизотропии x. 

Мы рассмотрели один из частных случаев пре- 
дельного состояния, когда главные оси напряже-
ний совпадают с главными осями анизотропии ма- 
териала. Общая система уравнений (12) значитель-
но упрощается. 

Рассмотрим частный случай, когда только одна 
из главных осей анизотропии совпадает по направ-
лению с одной из главных осей напряжений, на- 
пример ось x – с осью σଵ. 

Из системы уравнений (12) следует: 

ሺ஢మି஢యሻ௟

஼మమ௠ା஼మయ௡
ൌ

ሺ஢భି஢యሻ௟

஼యమ௠ା஼యయ௡
ൌ 2.  (20) 

Записывая (20) в виде 

ሺσଶ െ σଷ െ 2𝐶ଶଷሻ𝑚 െ 𝐶ଷଷ𝑛 ൌ 0, 

െ2𝐶ଶଶ𝑚 ൅ ሺσଶ െ σଷ ൅ 2𝐶ଶଷሻ𝑛 ൌ 0  (21) 

и раскрывая определитель однородной системы ли- 
нейных уравнений (21), найдем 

σଶ െ σଷ ൌ 2𝐶ଶଷ𝑛 ൅ ሺσଵ െ σଷሻ
భ
మ ൅ 2𝐶ଶଷ, 

откуда с учетом (12а) получим окончательное вы- 
ражение критерия прочности при сдвиге для рас-
сматриваемого случая: 

σଶ െ σଷ ൌ ቂ൫𝐶௬ െ 𝐶௭൯
ଶ

sinଶ2α ൅ 4𝐶௬𝐶௭ቃ
భ
మ െ

൫஼೤ି஼೥൯

ୱ୧୬ଶ஑
.  (22) 

 
Заключение 

Приведем последовательность поверочного рас- 
чета на сдвиговую прочность материалов в случае 
простого нагружения, когда соотношения между 
главными напряжениями известны и в процессе 
нагружения не изменяются. 

1. Для заданных значений напряжений из си-
стемы уравнений (12) с помощью итерационного 
алгоритма определяются направляющие косинусы 
𝑙, 𝑚, 𝑛 нормали v к опасной площадке сдвига в осях 
σଵ, σଶ, σଷ. 

2. По формулам (4) определяются направля-
ющие косинусы 𝑙௩௝ ሺ 𝑗 ൌ 𝑥, 𝑦, 𝑧ሻ нормали v в глав- 
ных осях анизотропии материала 𝑥, 𝑦, 𝑧. 

3. Из выражения (10) находится предел проч-
ности на сдвиг 𝐶ሺ𝑣ሻ на площадке с нормалью v. 

4. По формуле (2) определяется фиктивное ка- 
сательное напряжение 𝜏௩

ф на площадке с норма-
лью v для заданных значений σଵ, σଶ, σଷ. 

5. Находится коэффициент приведения нагруз-
ки к предельной: 

𝑝 ൌ 𝑐ሺ𝑣ሻ/τ௩
ф.   (23) 

6. Определяются действительные значения пре- 
дельных нормальных напряжений: 

σపഥ ൌ 𝑝σ௜, 𝑖 ൌ 1,2,3.   (24) 

7. Делается проверка критерия прочности: для 
найденных значений 𝑙, 𝑚, 𝑛,  σ௜ проверяется вы-
полнение уравнений (12) и равенства τ௩ ൌ 𝑐ሺ𝑣ሻ. 

В дальнейших публикациях предполагается 
привести расчет и результаты испытаний стены в 
плоском напряженном состоянии. 
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 Abstract 
Aims of research. The task is to apply modern strength criteria of aniso-

tropic materials for the calculation of multilayer walls made of cellular concrete 
and silicate large masonry materials, which differ in exact dimensions and allow 
for thin-seam masonry with adhesive seams. Proposals for the inclusion in 
the design standards of guidance that takes into account the work of wall mate-
rials in complex stress states will be presented in a series of publications. 
Methods. The strength criteria of G.A. Geniev in a rather simplified form are 
used. The volumetric stress state of walls made of orthotropic materials is con-
sidered. The basis for the construction of strength criteria are three possible dif-
ferent mechanisms of destruction – separation, compression and shear. For mo-
dern thin-walled masonry is characterized by a combination of compressive (ver-
tical) and shear (horizontal) loads. Of particular interest is the work of the ma-
sonry shift, since the plane stress state is not sufficiently studied. The article is 
devoted to the construction of the criterion of masonry shear strength. The pecu-
liarity of the proposed calculations is the comparative simplicity of the strength 
criteria due to the accepted hypotheses. Results. The final expression of the shear 
strength criterion and the sequence of the shear strength verification in the case 
of simple loading are presented. The article is preliminary for a series of calcula-
tions and results of experimental studies of the walls under different operating 
conditions and different loads. 
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 Аннотация 
Цели. Выполнить анализ напряженного состояния металлических кон-

струкций ребристо-кольцевого купола полусферической формы при монтаже 
его каркаса двумя принципиально разными способами – подращиванием и 
наращиванием. Так как на разных этапах монтажа в купольном каркасе воз-
никают разные расчетные схемы, то в их конструктивных элементах возни-
кают разные монтажные усилия. Показать, как монтажные усилия приводят 
к преобразующемуся в процессе возведения напряженному состоянию кар-
каса ребристо-кольцевого купола. Выполнить анализ напряженных состояний 
рассматриваемых способов возведения металлического купольного каркаса и 
дать им оценку. Методы. Разработана компьютерная модель металлического 
ребристо-кольцевого купола из стальных двутавров с жесткими сопряжени-
ями в узлах. Созданы несколько дополнительных монтажных моделей не-
полного каркаса для исследования рассматриваемых способов монтажа ку-
пола на разных этапах. Для каждой монтажной модели купольного каркаса 
выполнены компьютерные расчеты на действие собственного веса. В резуль-
тате расчетов определены напряжения в конструктивных элементах каркасов 
монтажных схем, которые сравнивались с аналогичными напряжениями на 
действие собственного веса в каркасе проектной схемы. Результаты. Пред-
ставлены графики изменения напряженного состояния конструктивных эле-
ментов каркаса металлического ребристо-кольцевого купола. Показаны диа-
граммы изменения степени использования прочности стали на разных этапах 
монтажа. Дана сравнительная оценка рассматриваемым монтажным напря-
женным состояниям. Отмечена неизбежность монтажных напряжений и вы-
бран наиболее эффективный способ монтажа.  

Ключевые слова: ребристо-кольцевой купол; металлический каркас; кон-
структивное решение; способы возведения; монтаж конструкций; компью-
терная модель; напряжения в элементах 

Для цитирования  
Лебедь Е.В. Изменение напряженного со-
стояния каркаса металлического ребристо-
кольцевого купола в процессе монтажа // 
Строительная механика инженерных кон-
струкций и сооружений. 2019. Т. 15. № 4. 
С. 278–290. http://dx.doi.org/10.22363/1815- 
5235-2019-15-4-278-290  

 
 

Введение1 
Каркасы металлических куполов больших про- 

летов представляют собой пространственные стерж- 
невые системы. Это обеспечивает необходимую 
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жесткость и надежность куполов в качестве по-
крытий зданий и сооружений. В сочетании с эко-
номичностью расхода металла они занимают ве-
дущее место среди выпуклых пространственных 
конструкций [1; 2]. Кроме того, купольные по-
крытия обладают выразительным вешним обли-
ком и широко распространены в мировой строи-
тельной практике [3].  

Как и другие большепролетные покрытия ку- 
пола не появляются на месте строительства сразу 
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и целиком. Свою реальную конструктивную и гео- 
метрическую форму они приобретают в процессе воз- 
ведения за длительный промежуток времени [4; 5]. 
В процессе монтажа сначала появляются лишь от-
дельные части купольного каркаса. Затем эти части 
постепенно увеличиваются путем присоединения 
конструктивных фрагментов купола. Только по за-
вершении монтажа купольного каркаса образуется 
не только конструктивная, но и расчетная схема цель- 
ного купольного покрытия. Монтаж сопровождается 
появлением и преобразованием сложных конструк-
тивных систем. На разных этапах монтажа в куполь-
ном каркасе возникают разные расчетные схемы, 
существенно отличающиеся от проектной, и воспри- 
нимающие нагрузки от собственного веса конструк-
ций несущего каркаса [5; 6]. Разные расчетные схемы 
характеризуются также и различной нагрузкой. 

На характер монтажа металлических куполов в 
большой степени влияет конструктивное решение 
их каркасов. При этом способ возведения выбирает-
ся исходя из размера купольного каркаса, размеров 
его конструктивных элементов и их способности 
воспринимать монтажные нагрузки [7; 8]. Способ 
возведения определяет выбор подъемно-транспорт- 
ных машин и механизмов. Возведение купольных 
каркасов как пространственных стержневых систем 
представляет собой технически сложную задачу. 
От выбора способа возведения зависят технологич-
ность и продолжительность монтажа.  

Купольные каркасы в процессе монтажа форми- 
руются постепенно, а реальные конструкции в боль- 
шепролетных металлических куполах обладают зна-
чительным собственным весом. Поэтому от того, 
какой способ возведения используется, зависит 
напряженное состояние в процессе монтажа. Ранее 
были рассмотрены особенности работы конструк-
ций купольных каркасов в процессе монтажа при 
различных способах возведения и, как следствие, 
применения разных систем временных опор [8]. 
Обычно подобным образом возводятся относитель-
но невысокие или пологие купола, а также про-
странственные конструктивные системы более 
сложных большепролетных покрытий [9]. В высо-
ких или крутых куполах есть возможность избежать 
применения большого числа временных опор. Но в 
таких куполах должно быть обязательно обеспечено 
жесткое сопряжение частей каркаса друг с другом. 

К таким способам возведения относятся монтаж 
подращиванием и монтаж наращиванием. Монтаж 
способом подращивания осуществляется от верши- 
ны, когда сначала собирается вершинный фрагмент 
каркаса, а затем к нему ярус за ярусом присоеди-
няют остальные конструктивные элементы карка-
са. При этом используются переставные временные 

опоры, поддерживающие собранную центральную 
часть купольного каркаса на каждом этапе. Монтаж 
способом наращивания осуществляется от основа- 
ния, когда сначала устанавливаются конструктив- 
ные элементы на опорном контуре, а затем на них 
устанавливают ярус за ярусом остальные конструк- 
тивные элементы каркаса. В этом случае временные 
опоры не применяют. Поскольку на верхних ярусах 
незавершенного покрытия монтируемые конструк-
ции создают визуальный эффект навеса, такой мон-
таж в большепролетных куполах называют также 
навесным.  

В обоих случаях конструктивные элементы кар-
каса прикрепляются к узлам собранной ранее части 
купольного каркаса. Так как все элементы обладают 
собственным весом, в частично собранной части ку-
польного каркаса возникает напряженное состояние, 
которое непрерывно меняется. На каждой стадии 
монтажа образуется собственная расчетная схема, 
называемая монтажной. Каждая монтажная расчетная 
схема купольного каркаса отличается от проектной 
схемы каркаса полностью смонтированного купола и 
от предыдущих монтажных схем. Поэтому в процес-
се возведения купола в их конструктивных элементах 
возникают монтажные внутренние усилия, отличаю-
щиеся от усилий в элементах каркаса проектной схе-
мы и от усилий в предыдущих монтажных схемах. 
Кроме того, монтажные усилия в элементах каркаса 
при разных способах возведения куполов, как подра-
щивания, так и наращивания, будут отличаться друг 
от друга, в том числе и на промежуточных монтаж-
ных стадиях возведения.  

При монтаже способами подращивания и нара- 
щивания всегда существуют конструктивные эле-
менты и фрагменты купольного каркаса, которые 
похожи на консоли или консольные навесы соот-
ветственно. Из-за этого узловые сопряжения кон-
струкций в каркасе и сечения самих конструктив-
ных элементов должны обладать необходимой из-
гибной жесткостью. Поэтому в однопоясных ку-
польных каркасах в качестве стержневых элемен-
тов используются только двутавры. В двухпоясных 
купольных каркасах могут применяться любые 
стержневые профили, поскольку они образуют ре-
шетчатые элементы ферменного вида [8]. 

 
1. Исследование 

С целью выяснения характера напряженно-
деформированного состояния по величинам внут-
ренних усилий в стержнях металлического куполь-
ного каркаса при разных способах монтажа были 
выполнены специальные компьютерные исследова- 
ния, которые проводились на компьютерных моде-
лях купольного каркаса как пространственных 
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стержневых систем [10; 11] в программе SCAD. 
Объектом исследования служил каркас однопоясно-
го ребристо-кольцевого купола, изображенного на 
рис. 1. Узлы каркаса купола расположены на сфе-
рической поверхности с радиусом кривизны 20 м, 

пролетом 40 м и высотой 19,8 м, то есть купол по 
очертанию представляет собой половину сферы. 
Во всех узлах купольного каркаса приняты жесткие 
сопряжения между элементами – как меридиональ-
ных ребер, так и колец.  

 

 
Рис. 1. Каркас исследуемого ребристо-кольцевого купола 
[Figure 1. The frame of the investigated ribbed-ring dome] 

 
На основе предварительного приближенно-

го расчета купола проектной схемы на несиммет-
ричные нагрузки ребра назначены из стального дву- 
тавра 26Ш1, верхнее кольцо – из двутавра 30Ш1, 
остальные кольца – из двутавра 23Ш1. Расстоя-
ние между кольцами вдоль меридионального ре-
бра 3,9 м, расстояние между ребрами вдоль колец 
от 0,81 м у верхнего кольца до 4,18 м у нижнего 
кольца. Каркас купола опирается на условные ко-
роткие консольные стойки длиной 0,5 м из сталь-
ного двутавра 40Ш3.  

В реальных ребристо-кольцевых куполах в че-
тырех секторах, расположенных симметрично отно-
сительно всего каркаса, устанавливаются связи 
между меридиональными ребрами в каждой ячейке 

по всей высоте купола. Учитывая жесткое сопряже- 
ние стержней купольного каркаса в узлах, а также 
симметричное действие нагрузки от собственного 
веса стержневых элементов, в данном исследовании 
такие связи в каркас не вводились. 

Для исследования напряженного состояния 
ребристо-кольцевого купола рассматривались кон-
кретные промежуточные монтажные этапы куполь-
ного каркаса. Каждый этап подразумевал собранный 
до замкнутого состояния кольцевой ярус купольного 
каркаса. Таких ярусов с позиции монтажа в рассмат-
риваемом купольном каркасе насчитывается семь 
(рис. 1). Поэтому исследование производилось на 
основе статического расчета компьютерных моде-
лей каркаса каждой из семи монтажных схем про-
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межуточных стадий возведения и проектной схемы 
купола на действие нагрузки только от собственного 
веса стержневых элементов. Рассмотрим каждый 
способ возведения отдельно. 

Монтаж способом подращивания. При этом 
способе возведения монтаж начинают со сборки 
вершины купола, ограниченной верхним, или 8-м, 
кольцом. Собранную вершину устанавливают на 
невысокие стойки из стальной трубы 180×20 мм 
длиной 4,4 м, расставленные по окружности под 
узлами верхнего кольца. К верхнему, 8-му, коль-
цу прикрепляют стержни меридиональных ребер 
7-го яруса и стержни 7-го промежуточного коль-
ца (рис. 2, а).  

По завершении монтажа 7-го яруса стойки пере- 
ставляют под узлы 7-го кольца купольного карка-
са. Теперь к 7-му кольцу прикрепляют стержни 

меридиональных ребер 6-го яруса и стержни 6-го 
промежуточного кольца (рис. 2, б). 

После завершения монтажа 6-го яруса стойки 
переставляют под узлы 6-го кольца купольного кар-
каса. Теперь к 6-му кольцу прикрепляют стержни 
меридиональных ребер 5-го яруса и стержни 5-го 
промежуточного кольца (рис. 2, в). 

Затем стойки переставляют под узлы 5-ого коль- 
ца купольного каркаса и выполняют монтаж стерж-
ней меридиональных ребер 4-го яруса и стержней 
4-го кольца (рис. 2, г). Потом эту процедуру повто-
ряют для 3-го яруса купольного каркаса (рис. 2, д), 
2-го яруса (рис. 2, е) и, наконец, 1-го, самого нижне-
го, яруса ребристо-кольцевого купола (рис. 2, ж). 

Монтаж способом подращивания завершает-
ся устройством опор под узлами 1-го, нижнего, 
кольца купольного каркаса. 

 
 

 
 
 

Рис. 2. Этапы монтажа купольного каркаса способом подращивания: 
а – монтаж 7-го яруса; б – монтаж 6-го яруса; в – монтаж 5-го яруса; г – монтаж 4-го яруса;  

д – монтаж 3-го яруса; е – монтаж 2-го яруса; ж – монтаж 1-го яруса 
[Figure 2. Stages of the “top-down” assembly of the dome framework: 

а – installation of the 7th tier; б – installation of the 6th tier; в – installation of the 5th tier;  
г – installation of the 4th tier; д – installation of the 3rd tier; е – installation of the 2nd tier; ж – installation of the 1st tier] 

в а б 

д 

e 

г 

ж 
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Рис. 3. Этапы монтажа купольного каркаса способом наращивания: 
а – монтаж 1-го яруса; б – монтаж 2-го яруса; в – монтаж 3-го яруса; 

г – монтаж 4-го яруса; д – монтаж 5-го яруса; е – монтаж 6-го яруса; ж – монтаж 7-го яруса 
[Figure 3. Stages of the “bottom-up” assembly of the dome framework: 

а – installation of the 1st tier; б – installation of the 2nd tier; в – installation of the 3rd tier;  
г – installation of the 4th tier; д – installation of the 5th tier; е – installation of the 6th tier; ж – installation of the 7th tier] 

в 

а б 

д 

г 

e 

ж 
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Монтаж способом наращивания. При этом 
способе возведения монтаж начинают со сборки 
нижнего яруса купола в составе 1-го и 2-го колец и 
стержней меридиональных ребер 1-го яруса (рис. 3, 
а). По завершении монтажа 1-го яруса к узлам 2-го 
кольца прикрепляют стержни меридиональных ре-
бер 2-го яруса и стержни 3-го кольца (рис. 3, б). За-
тем посредством прикрепления к узлам 3-го кольца 
выполняют монтаж стержней меридиональных ре- 
бер 3-го яруса и стержней 4-го кольца (рис. 3, в).  

Потом эту процедуру повторяют для 4-го яруса 
купольного каркаса (рис. 3, г), 5-го яруса (рис. 3, д), 
6-го яруса (рис. 3, е) и, наконец, 7-го яруса вместе с 
верхним 8-м кольцом (рис. 3, ж).  

Монтаж способом наращивания завершается 
сборкой меридиональных стержней 8-го яруса и 
установкой их в вершине купола. 

Анализ работы пространственных стержневых 
систем купольного типа на компьютерных расчет-
ных моделях имеет большое распространение в раз- 
личных исследованиях. Например, исследуются на- 
пряженные состояния каркасов при изменении гео- 
метрических параметров купола [12; 13], при вы-
ходе из строя групп элементов [14], при разных 
геометрических схемах каркаса [15], при разных 
отношениях высоты купола к диаметру [16], при из- 
менениях пролетов куполов [17], с включением 
ограждений в ячейках каркаса [18].  

В процессе исследования работы каркаса реб-
ристо-кольцевого купола при рассматриваемых спо-
собах возведения были получены напряженно-дефор- 
мированные состояния всех монтажных схем, кото-
рые сравнивались друг с другом и с проектной схе-
мой. Анализ напряженных состояний производился 
по нормальным напряжениям в сечениях конструк-
тивных элементов меридиональных ребер и колец.  

При работе купольного каркаса всех мон-
тажных схем и проектной схемы на собственный 
вес их элементы находятся в состоянии действия 
продольной силы с изгибом. Поэтому при иссле-
довании вычислялись нормальные напряжения в 
каждом i-ом элементе по формуле 

, ,

, ,
 σ  .

A W W
x i y ii

i
i x i y i

M MN
    

Если от продольной силы в элементах возника-
ют сжимающие напряжения со знаком «–» и наи- 
большие по абсолютной величине изгибающие мо-
менты расположены в верхней части сечения (рас-
тяжение от изгиба сверху), то при вычислении σ i  
перед всеми слагаемыми использовался знак «–». 
Для растягивающих напряжений со знаком «+» в 

элементах от продольной силы в таком же случае 
изгибающих моментов при вычислении σ i  перед 
всеми слагаемыми использовался знак «+».  

Если же наибольшие по абсолютной величине 
изгибающие моменты расположены в нижней ча-
сти сечения (растяжение от изгиба снизу), то при 
вычислении σ i  перед вторым и третьим слагае-
мыми использовался знак первого слагаемого.  

В качестве критерия сравнительной оценки 
напряжения в элементах купольного каркаса мон-
тажных схем служило сопоставление их с напряже-
ниями в тех же элементах каркаса купола проектной 
схемы по аналогичному знаку («–» с «–», а «+» с 
«+»), если по абсолютной величине они были суще-
ственно больше, чем с противоположными знаками. 

 
2. Результаты 

В результате расчетов были получены напря-
женно-деформированные состояния каждой из мон-
тажных стержневых систем, образовавшихся на всех 
этапах монтажа купольного каркаса рассматрива-
емых способов возведения. 

Максимальное вертикальное перемещение от 
собственного веса каркаса в проектной схеме ребри-
сто-кольцевого купола равно 0,061 см. Максималь-
ные вертикальные перемещения от собственного 
веса каркаса в монтажных схемах при возведении 
способом подращивания от 1-го до 7-го этапа равны 
0,065, 0,117, 0,111, 0,098, 0,085, 0,075 и 0,067 см 
соответственно. Аналогичные перемещения при воз- 
ведении способом наращивания от 1-го до 7-го этапа 
равны 0,001, 0,005, 0,011, 0,019, 0,028, 0,042 и 
0,058 см соответственно. Эти данные свидетель-
ствуют о незначительных деформациях, что позво-
ляет сосредоточиться на напряженном состоянии 
стержневых элементов каркаса в процессе монтажа.  

В ребристо-кольцевом куполе стержневые эле-
менты каркаса, принадлежащие меридиональным 
ребрам, и стержневые элементы, принадлежащие 
кольцам, работают на действие собственного ве-
са по-разному. При этом напряжения σ i  в однотип-
ных элементах разных ярусов i , как монтажных, 
так и проектной схем, имеют большой разброс зна-
чений. Поэтому для анализа напряженных состо-
яний каркаса в процессе монтажа сравнивались 
напряжения в элементах каждого яруса i  монтаж-
ных схем с максимальными напряжениями данного 
типа элементов проектной схемы, то есть вычисля-
лось отношение maxм, п,σ / σi . 

Для получения объективных сведений об уров- 
не напряжений в сопоставлении с аналогичным эле- 
ментом проектной схемы вычислялись и относитель- 
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ные напряжения в элементах каждого яруса i  для 
самой проектной схемы.  

В результате вычисления относительных напря- 
жений в элементах каркаса в разных монтажных 
схемах при возведении ребристо-кольцевого купо-
ла были получены специальные графики, которые 
представлены на рис. 4 и 5 для возведения спосо-
бом подращивания и на рис. 6 и 7 для возведения 
способом наращивания. Эти графики показывают, 
как изменяются относительные напряжения в эле-
ментах купольного каркаса каждого яруса при пе-
реходе от одного этапа монтажа к другому.  

Здесь необходимо отметить особенности ком-
пьютерного начертания в программе Excel приве-

денных графиков. Эти графики отражают отно-
сительные напряжения элементов всех ярусов на 
каждом этапе монтажа, то есть каждой монтажной 
расчетной модели, в том числе и тех, которые 
еще не установлены. Поэтому в каждой монтаж-
ной расчетной модели для элементов отсутству-
ющих ярусов графики показывают нулевые зна-
чения относительных напряжений. Несмотря на 
кажущуюся абсурдность такого представления, 
приведенные графики дают возможность удобно-
го визуального сравнения меняющихся напряжен-
ных состояний элементов каркаса по этапам мон-
тажа и при разных способах возведения ребристо-
кольцевого купола.  

 

 
 

Рис. 4. м, п, maxσ σi  в поярусных элементах ребер при монтаже каркаса купола подращиванием на разных этапах: 

а – монтаж 7-го яруса; б – монтаж 6-го яруса; в – монтаж 5-го яруса; г – монтаж 4-го яруса;  
д – монтаж 3-го яруса; е – монтаж 2-го яруса; ж – монтаж 1-го яруса 

[Figure 4. м, п, maxσ σi  in the elements of tier ribs at different stages of the “top-down” assembly of the framework of the dome: 

а – installation of the 7th tier; б – installation of the 6th tier; в – installation of the 5th tier;  
г – installation of the 4th tier; д – installation of the 3rd tier; е – installation of the 2nd tier; ж – installation of the 1st tier] 

 
 

Рис. 5. м, i п, maxσ σ  в поярусных элементах колец при монтаже каркаса купола подращиванием на разных этапах: 

а – монтаж 7-го яруса; б – монтаж 6-го яруса; в – монтаж 5-го яруса; г – монтаж 4-го яруса;  
д – монтаж 3-го яруса; е – монтаж 2-го яруса; ж – монтаж 1-го яруса 

[Figure 5. м, i п, maxσ σ  in the elements of tier rings at different stages of “top-down” assembly of the framework of the dome: 

а – installation of the 7th tier; б – installation of the 6th tier; в – installation of the 5th tier;  
г – installation of the 4th tier; д – installation of the 3rd tier; е – installation of the 2nd tier; ж – installation of the 1st tier] 
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Рис. 6. м, п, maxσ σi  в поярусных элементах ребер при монтаже каркаса купола наращиванием на разных этапах: 

а – монтаж 1-го яруса; б – монтаж 2-го яруса; в – монтаж 3-го яруса; г – монтаж 4-го яруса;  
д – монтаж 5-го яруса; е – монтаж 6-го яруса; ж – монтаж 7-го яруса 

[Figure 6. м, п, maxσ σi  in the tier elements of ribs at different stages of “bottom-up” installation of the framework of the dome: 

а – installation of the 1st tier; б – installation of the 2nd tier; в – installation of the 3rd tier;  
г – installation of the 4th tier; д – installation of the 5th tier; е – installation of the 6th tier; ж – installation of the 7th tier] 

 

 
 

Рис. 7. м, п, maxσ σi  в поярусных элементах колец при монтаже каркаса купола наращиванием на разных этапах: 

а – монтаж 1-го яруса; б – монтаж 2-го яруса; в – монтаж 3-го яруса; г – монтаж 4-го яруса;  
д – монтаж 5-го яруса; е – монтаж 6-го яруса; ж – монтаж 7-го яруса 

[Figure 7. м, п, maxσ σi  in the tier elements of rings at different stages of “bottom-up” installation of the framework of the dome: 

а – installation of the 1st tier; б – installation of the 2nd tier; в – installation of the 3rd tier;  
г – installation of the 4th tier; д – installation of the 5th tier; е – installation of the 6th tier; ж – installation of the 7th tier] 

 
Графики монтажа купола способом подращи-

вания показывают, что напряжения в элементах 
меридиональных ребер на предыдущем от мон-
тируемого ярусе со 2-го этапа (6 ярус) по 6-й этап 
(2 ярус) превосходят максимальные проектные 
последовательно в 1,25, 1,41, 1,44, 1,39 и 1,25 ра-
за (рис. 4). Причем монтажные напряжения пре-
восходят проектные в этих же ярусах в 2,63, 2,61, 
2,34, 2,16 и 1,85 раза соответственно. А напряже-
ния в элементах верхнего (предыдущего) и ниж-
него (монтируемого) колец с 1-го этапа (7 ярус) 
по 6-й этап (2 ярус) проявляют скачущий знако-

переменный (от растяжения к сжатию) характер. 
Перепад величин напряжений в верхнем (над опо- 
рами) и нижнем кольцах последовательно в 1,21, 
1,28, 1,58, 1,85, 2,06 и 2,12 раза больше макси-
мального проектного значения (рис. 5).  

Графики монтажа купола способом наращивания 
показывают, что напряжения в элементах меридио-
нальных ребер возрастают постепенно от 1-го этапа 
(1 ярус) по 6-й этап (6 ярус), пока не достигнут 
проектного значения. Однако с 4-го по 7-й этап на 
монтируемом ярусе, то есть 4-м, 5-м, 6-м и 7-м, 
наблюдаются напряжения противоположного знака 
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(растяжение) соответственно в –0,07, –0,12, –0,19 и 
–0,15 от проектного (рис. 6). Напряжения в элемен-
тах нижнего (предыдущего) и верхнего (монтируемо- 
го) колец с 1-го этапа (1 ярус) по 4-й этап (4 ярус) 
также проявляют скачущий знакопеременный (от рас-
тяжения к сжатию) характер. Перепад величин на- 
пряжений в монтируемом и нижнем кольцах после- 
довательно в 1,47, 1,41, 1,44 и 1,22 раза больше 
максимального проектного значения (рис. 7). 

Для получения сведений об уровне напряже-
ний в элементах каркаса ребристо-кольцевого ку- 
пола в процессе монтажа рассматриваемыми спо-
собами на разных этапах для элементов мериди-
ональных ребер и колец на рис. 8–11 представле-
ны поярусные диаграммы степени использования 
прочности по отношению выявленных абсолют-
ных величин напряжений к расчетному сопротив-
лению стали – |σ | /i yR . 

 

 
 
 

Рис. 8. |σ | /i yR в поярусных элементах ребер при монтаже каркаса купола подращиванием на разных этапах: 

П – проектная схема; а – монтаж 7-го яруса; б – монтаж 6-го яруса; в – монтаж 5-го яруса;  
г – монтаж 4-го яруса; д – монтаж 3-го яруса; е – монтаж 2-го яруса; ж – монтаж 1-го яруса 

[Figure 8. |σ | /i yR in the elements of tier ribs at different stages of the “top-down” assembly of the framework of the dome: 

П – design scheme; а – installation of the 7th tier; б – installation of the 6th tier; в – installation of the 5th tier;  
г – installation of the 4th tier; д – installation of the 3rd tier; е – installation of the 2nd tier; ж – installation of the 1st tier] 

 

 
 
 
 

Рис. 9. |σ | /i yR в поярусных элементах колец при монтаже каркаса купола подращиванием на разных этапах: 

П – проектная схема; а – монтаж 7-го яруса; б – монтаж 6-го яруса; в – монтаж 5-го яруса;  
г – монтаж 4-го яруса; д – монтаж 3-го яруса; е – монтаж 2-го яруса; ж – монтаж 1-го яруса 

[Figure 9. |σ | /i yR in the tier elements of rings at different stages of the “top-down” installation of the framework of the dome: 

П – design scheme; а – installation of the 7th tier; б – installation of the 6th tier; в – installation of the 5th tier; 
г – installation of the 4th tier; д – installation of the 3rd tier; е – installation of the 2nd tier; ж – installation of the 1st tier] 
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Рис. 10. |σ | /i yR в поярусных элементах ребер при монтаже каркаса купола наращиванием на разных этапах: 

П – проектная схема; а – монтаж 1-го яруса; б – монтаж 2-го яруса; в – монтаж 3-го яруса;  
г – монтаж 4-го яруса; д – монтаж 5-го яруса; е – монтаж 6-го яруса; ж – монтаж 7-го яруса 

[Figure 10. |σ | /i yR in the tier elements of ribs at different stages of the “bottom-up” assembly of the framework of the dome: 

П – design scheme; а – installation of the 1st tier; б – installation of the 2nd tier; в – installation of the 3rd tier;  
г – installation of the 4th tier; д – installation of the 5th tier; е – installation of the 6th tier; ж – installation of the 7th tier] 

 

 
 
 

Рис. 11. |σ | /i yR в поярусных элементах колец при монтаже каркаса купола наращиванием на разных этапах: 

П – проектная схема; а – монтаж 1-го яруса; б – монтаж 2-го яруса; в – монтаж 3-го яруса;  
г – монтаж 4-го яруса; д – монтаж 5-го яруса; е – монтаж 6-го яруса; ж – монтаж 7-го яруса 

[Figure 11. |σ | /i yR in the tier elements of rings at different stages of the “bottom-up” assembly of the framework of the dome: 

П – design scheme; а – installation of the 1st tier; б – installation of the 2nd tier; в – installation of the 3rd tier;  
г – installation of the 4th tier; д – installation of the 5th tier; е – installation of the 6th tier; ж – installation of the 7th tier] 

 
Все диаграммы характеризуются отсутствием 

графических столбиков на большинстве ярусов 
вследствие того, что на данном этапе монтажа этого 
элемента каркаса (ребра или кольца) еще нет в смон-
тированной части купольного каркаса. Поскольку 
монтаж подращиванием начинается от 7-го яруса, 
то на последнем этапе монтажа (1-го яруса) 7-й ярус 
будет насчитывать 7 графических монтажных стол-
биков и 1 проектный. Монтаж же наращиванием, 
наоборот, начинается от 1-го яруса, поэтому на по-
следнем этапе монтажа (7-го яруса) 1-й ярус будет 
насчитывать 7 графических монтажных столбиков 

и 1 проектный. Наличие 8-го яруса в диаграммах 
для кольцевых элементов (рис. 9, 11), как и в гра-
фиках (рис. 5, 7), связано с монтажными усилия-
ми в 8-м кольце купольного каркаса. 

Диаграммы на рис. 8 и 9 свидетельствуют о 
том, что в процессе монтажа способом подращи-
вания в поярусных элементах ребер и колец ку-
польного каркаса происходят значительные изме-
нения напряжений, причем намного превышающие 
проектные значения. В элементах меридиональных 
ребер напряжения достигают 3 % прочности при 
монтаже 4-го яруса купольного каркаса (рис. 8), 
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а максимальные проектные – только 2,1 %. В эле-
ментах колец напряжения достигают 5 % прочно-
сти при монтаже 2-го яруса купольного каркаса 
(рис. 9), а максимальные проектные – только 3,7 %. 

Диаграммы на рис. 10 и 11 свидетельствуют 
о том, что в процессе монтажа способом наращи-
вания в поярусных элементах ребер и колец ку-
польного каркаса также происходят изменения 
напряжений, но их величины не превосходят про-
ектные значения. В элементах меридиональных 
ребер напряжения достигают 2 % прочности при 
монтаже 7-го яруса купольного каркаса (рис. 10) 
при максимальных проектных – 2,1 %. В элемен-
тах колец напряжения достигают 3,6 % прочно-
сти при монтаже 7-го яруса купольного каркаса 
(рис. 11), что близко к максимальным проектным – 
3,7 %. 

 
Выводы 

На основании изложенного материала можно 
сделать следующие выводы. 

В процессе возведения большепролетных метал- 
лических куполов в сечениях конструктивных эле- 
ментов их каркасов неизбежно появление монтаж-
ных напряжений.  

Напряженное состояние в элементах каркаса 
ребристо-кольцевого купола в процессе монтажа 
формируется по-разному при различных спосо-
бах возведения и с отклонениями от напряженно-
го состояния проектной схемы.  

Напряжения в кольцевых элементах каркаса при 
монтаже характеризуются резкими скачками вели-
чин относительно проектных значений с изменени-
ями характера в схеме «сжатие – растяжение». 

Формирование начального напряженного со-
стояния каркаса ребристо-кольцевого купола полу-
сферического очертания при монтаже способом 
наращивания происходит спокойнее по сравнению 
с монтажом способом подращивания и характери-
зуется меньшими напряжениями. 

При проектировании и выборе способа возве-
дения каркаса ребристо-кольцевого купола полу-
сферического очертания большого пролета следу-
ет производить его расчет на монтажные напря-
женные состояния.  

При выборе способа возведения каркаса реб-
ристо-кольцевого купола полусферического очер-
тания предпочтение следует отдавать монтажу 
наращиванием или навесным способом. 

Необходимо проведение исследований по оцен-
ке степени влияния монтажных напряженных 
состояний в конструктивных элементах каркасов 
большепролетных металлических куполов на их 
эксплуатационную надежность. 
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 Abstract 
Aims of research. To analyze the stress state of the metal structures of the ribbed-

ring dome of a hemispherical shape during the assembly process of the dome frame in 
two fundamentally different ways – “top-down” and “bottom-up”. Since different de-
sign schemes arise at different stages of assembly of the dome frame, different assem-
bly forces result in their structural elements. To demonstrate how assembly forces lead 
to the tension state of a ribbed-ring dome that is transformed during the construction 
process. To perform the analysis of the stress states of the considered assembly methods 
and to present their evaluation. Methods. A computer model of a metal ribbed-ring 
dome made of steel I-beams with rigid joints has been developed. Several additional 
assembly models of an incomplete frame have been created for studying the considered 
assembly at different stages. Computer calculations for the effect of its self-weight were 
made for each assembly model of the dome frame. As a result of the calculations, 
the stresses in the structural elements of the frames of the assembly schemes were de-
termined, which were compared with similar stresses resulting from the self-weight in 
the frame of the design scheme. Results. Diagrams of changes in the stress state of 
structural elements of a metal ribbed-ring dome are presented. The efficiency of use of 
steel strength at different stages of installation is also shown in the diagrams. A compa-
rative assessment is given for the stress conditions due to the assembly methods under 
consideration. The inevitability of installation stresses is noted and the most efficient 
assembly method of installation is chosen. 

Keywords: ribbed-ring dome; metal frame; structural scheme; methods of con-
struction; assembly of structures; computer model; stresses in the elements 
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 Аннотация 
Цели исследования – определение критической нагрузки, при которой обо-

лочка, взаимодействующая с окружающим основанием, теряет устойчивость 
равновесия, и нахождение форм потери устойчивости оболочки в линейной и 
нелинейной постановках задачи. Методы. Проблема решена численным мето-
дом с использованием конечно-элементного комплекса, который позволяет ис-
следовать напряженно-деформированное состояние и оценить устойчивость 
стержневых и плоских систем. Составлено три расчетных случая стержневой 
модели и два расчетных случая плоской модели круговой цилиндрической обо-
лочки, взаимодействующей с основанием. Выполнен сбор нагрузок, действую-
щих на оболочку. Расчеты проведены в линейной и геометрически нелинейной 
постановках с использованием линейно-упругой модели материала. Применены 
контактные элементы двустороннего и одностороннего действия. Критические 
нагрузки определены относительно действующей нагрузки от собственного веса. 
Результаты. Выявлены критические нагрузки и найдены формы потери устой-
чивости круговой цилиндрической оболочки, взаимодействующей с окружаю-
щим основанием. Проведен сравнительный анализ полученных результатов. Дана 
оценка запаса устойчивости оболочки относительно действующей нагрузки. 

Ключевые слова: устойчивость оболочки; запас устойчивости; кон-
тактное взаимодействие; стержневые элементы; плоские элементы 
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Введение1 
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неотъемлемой частью планов и проектов большо-
го числа транспортных, коммунальных и других 
подземных сооружений. Несмотря на то, что эти 
сооружения работают в естественных условиях 
нагружения, а именно под собственным весом са-
мого сооружения и вышележащих слоев грунта, 
особый интерес представляет собой критическая 
нагрузка, при которой конструкция сооружения те- 
ряет устойчивость равновесия. Определение этой 
нагрузки позволит дать оценку запаса устойчиво-
сти сооружения, что позволит избежать аварийных 
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случаев в процессе эксплуатации объекта. В част-
ности, в настоящей работе сделана попытка опре-
деления критической нагрузки для оболочки, ими-
тирующей транспортный тоннель. 

Численный анализ проведен с целью установ-
ления критической нагрузки, при которой конструк-
ция круговой цилиндрической оболочки теряет 
устойчивость равновесия, и определения форм по-
тери устойчивости при линейном и нелинейном рас- 
четных случаях. Критическая нагрузка представле-
на в кратном виде к естественной действующей на- 
грузке для удобства определения коэффициента 
запаса устойчивости. По полученным результатам 
проведен сравнительный анализ. 

 
1. Численный анализ стержневой модели 

системы «оболочка – основание» 

Конечно-элементный комплекс MSC Patran ‒ 
Nastran позволяет исследовать напряженно-дефор- 
мированное состояние стержневых и плоских систем 
и отвечает требованиям поставленной задачи [1; 2]. 

Первый расчетный случай проведен в линей-
ной постановке с линейно-упругой моделью мате-
риала. Связи между оболочкой и основанием зада-
ны двусторонними без возможности отлипания обо-
лочки от основания. Второй расчетный случай про-
веден в линейной постановке с линейно-упругой 
моделью материала. Связи между оболочкой и ос-
нованием заданы односторонними с возможностью 
отлипания оболочки от основания. Третий расчет-
ный случай проведен в нелинейной постановке с 
учетом геометрической нелинейности. Модель ма- 
териала линейно-упругая. Связи между оболочкой 
и основанием заданы односторонними с возмож-
ностью отлипания оболочки от основания. 

Расчетные модели состоят из стержневых эле- 
ментов оболочки и стержневых контактных эле-
ментов, аппроксимирующих грунтовое основание. 
Элементы оболочки и контактные элементы со-
единены по принципу «узел в узел», эти узлы яв-
ляются общими. На вторые (свободные) узлы кон-
тактных элементов наложены связи по всем сте-
пеням свободы [3]. Также все узлы стержневых 
элементов закреплены от перемещений из плос-
кости, что обеспечивает геометрическую неизме-
няемость системы. 

Диаметр оболочки D = 5 м, толщина оболоч-
ки 0,25 м, ширина оболочки 1 м (модель оболоч-
ки представляет собой вырезанную полосу из 
бесконечно длинной оболочки шириной 1 м). 
Свойства материала оболочки приняты, как  
для бетона: модуль упругости E = 3,0·1010 Н/м2,  
коэффициент Пуассона µоб = 0,18, плотность  
ρоб = 2300 кг/м3. 

Расстояние от поверхности основания до центра 
оболочки равно 3,5D, что учтено при сборе нагрузок 
на оболочку. Объемный вес основания составил  
γ = 1600 кг/м3, коэффициент Пуассона ν = 0,3. Ос-
нованию задан коэффициент постели k = 100 МПа/м 
(соответствует глинистым грунтам по [4]). Жест-
кость контактного элемента при сжатии [5; 6] вы-
числена по формуле St = k·b·Le = 2,45·107 Н/м, где  
k – коэффициент постели упругого основания; b – 
ширина элемента оболочки; Le – длина элемента 
оболочки. 

Вертикальная нагрузка qв, приложенная к обо-
лочке, составлена от собственного веса вышележа-
щего грунта без учета возможности образования 
свода обрушения над оболочкой по формуле (1): 

𝑞в ൌ 𝛾𝑧,     (1) 

где γ – объемный вес грунта; z – расстояние от 
поверхности грунта. 

Боковая нагрузка qб, действующая на оболоч-
ку, определена с помощью коэффициента боко-
вого давления ξ без учета обратного уклона обо-
лочки в нижней зоне по формуле (2): 

𝑞г ൌ 𝜉𝛾𝑧,      (2) 

где ξ – коэффициент бокового давления. 
Таким образом, на оболочку действовали сле-

дующие нагрузки от грунтового основания: верти-
кальная постоянная нагрузка γz1 = 235,4 Н/м2,  
горизонтальная трапециевидная нагрузка – при  
z1 = 3D равна ξγz1 = 94,2 кН/м, при z2 = 4D рав-
на ξγz2 = 125,5 Н/м. На рис. 1 показана схема на- 
гружения оболочки, контактные элементы отпора 
основания не показаны, так как заранее неизвестно, 
где возникнут зоны отпора основания в случае од-
носторонней работы контактных элементов. 

 

 

Рис. 1. Схема нагружения оболочки 
[Figure 1. Shell loading scheme] 
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2. Первый расчетный случай.  
Линейный расчет стержневой модели  

с двусторонними связями 
Первый расчетный случай выполнен с помо-

щью описанной выше стержневой модели. Контакт-
ные элементы между оболочкой и окружающим 
основанием приняты двусторонними. Таким обра-
зом, контакт воспринимает как сжимающее, так и 
растягивающее усилие. Недостатком данной поста-
новки контактного взаимодействия является то, 
что при прогибе верхнего свода оболочки ее эле-
менты тянут за собой элементы основания, чего в 
действительности не наблюдается. Задача решена 
в линейной постановке. Данные допущения для 
расчетной модели широко используются в инже-
нерных расчетах транспортных тоннелей и комму-
никаций, аппроксимированных цилиндрической 
оболочкой. 

Расчет устойчивости первого расчетного случая 
реализован процедурой определения собственных 
значений методом Ланцоша. 

 

 
Рис. 2. Форма потери устойчивости стержневой модели  

при линейном расчете с двусторонними связями 
[Figure 2. The form of stability loss of the rod model  

in the linear calculation with two-way links] 
 

 
Рис. 3. Сжатые контактные элементы стержневой модели 

при линейном расчете с двусторонними связями 
[Figure 3. Short contact elements truss model  
for the linear calculation with two-way links] 

По результатам расчета критическая нагруз-
ка составляет 235γz1. На рис. 2 представлена со-
ответствующая форма потери устойчивости обо-
лочки. Критическая нагрузка определена как за-
пас устойчивости по отношению к действующей 
нагрузке γz1. На рис. 3 показаны только сжатые 
контактные элементы модели. 
 

3. Второй расчетный случай.  
Линейный расчет стержневой модели  

с односторонними связями 
Второй расчетный случай выполнен с исполь-

зованием ранее описанной стержневой модели. Кон-
тактные элементы между оболочкой и окружающим 
основанием приняты односторонними [7–9]. Таким 
образом, контакт воспринимает только сжимающее 
усилие, жесткость на растяжение принята нулевой. 
Задача решена в линейной постановке. 
 

 
Рис. 4. Вид отредактированной стержневой модели  
при линейном расчете с односторонними связями  

после предварительного расчета 
[Figure 4. View of the edited rod model in a linear calculation 

with one-way links after preliminary calculation] 
 
Однако в данной модели растягивающие эле- 

менты исключены другим путем. Проведен пред-
варительный расчет от действующей нагрузки γz1. 
Контактные элементы, воспринимающие растяги- 
вающие усилие, удалены из модели для выполнения 
последующего расчета на устойчивость. На рис. 4 
показана отредактированная расчетная модель после 
предварительного расчета. 

Отметим, что данная расчетная модель оболоч-
ки и основания правдоподобнее предыдущей моде-
ли, так как основание воспринимает только сжима-
ющие усилия. 

Расчет устойчивости второго расчетного случая 
реализован процедурой определения собственных 
значений методом Ланцоша. 

По результатам расчета критическая нагрузка 
составляет 105γz1. На рис. 5 представлена соответ-
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ствующая форма потери устойчивости оболочки. 
В результате повторного расчета устойчивости 
зона отлипания оболочки изменена. На рис. 6 по-
казаны только сжимаемые контактные элементы 
модели после повторного расчета. 

 
Рис. 5. Форма потери устойчивости стержневой модели  

при линейном расчете с односторонними связями 
[Figure 5. The form of stability loss of the rod model  

in the linear calculation with one-way links] 

 
Рис. 6. Сжатые контактные элементы стержневой модели 

при линейном расчете с односторонними связями 
[Figure 6. Compressed contact elements of the rod model  

in a linear calculation with one-way links] 
 

4. Третий расчетный случай.  
Нелинейный расчет стержневой модели  

с односторонними связями 
Третий расчетный случай выполнен с использо-

ванием ранее описанной стержневой модели. Расчет 
проведен в геометрически нелинейной постановке. 
Учет нелинейности позволяет отслеживать измене-
ние зоны отлипания оболочки от основания и изме-
нение положения оболочки в процессе нагружения. 
Контактные элементы между оболочкой и окружа-
ющим основанием приняты односторонними. Таким 
образом, контакт воспринимает только сжимающее 
усилие, жесткость на растяжение принята нулевой. 

Величина критической нагрузки получилась 
равной 69γz1, что меньше величин, полученных в 
предыдущих расчетных случаях, проведенных в ли- 
нейной постановке [10; 11]. На рис. 7 показан де-

формированный вид стержневой модели оболочки 
перед потерей устойчивости, на рис. 8 – только со- 
ответствующие сжатые контактные элементы мо-
дели, на рис. 9 – форма стержневой модели после 
потери устойчивости. 

 
Рис. 7. Деформированный вид стержневой модели  

при нелинейном расчете с односторонними связями  
перед потерей устойчивости 

[Figure 7. Deformed view of the rod model  
in a nonlinear calculation with one-way links before buckling] 

 
Рис. 8. Сжатые контактные элементы стержневой модели 

при нелинейном расчете с односторонними связями  
перед потерей устойчивости 

[Figure 8. Short contact elements for rod models  
in the nonlinear calculation with unilateral constraints before buckling] 

 
Рис. 9. Деформированный вид стержневой модели  

при нелинейном расчете с односторонними связями после хлопка 
[Figure 9. Deformed view of rod model in nonlinear analysis 

with one-way links after snap-through] 
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Следует отметить, что полученная форма стерж- 
невой модели после хлопка (рис. 9) не является кор- 
ректной, так как в расчетах не учитывалось контакт-
ное взаимодействие между стержневыми конечными 
элементами оболочки в зонах их пересечения [12; 13]. 

Ниже в табл. 1 приведены величины критиче-
ских нагрузок для выполненных расчетных слу-
чаев стержневой модели оболочки и основания. 

Из табл. 1 следует вывод, что при определе-
нии критической нагрузки потери устойчивости 
стержневой модели нелинейный расчет приводит 
к значительно меньшей величине нагрузки отно-
сительно линейного расчета. Это связано с тем, 
что в нелинейной модели учтено изменение гео-
метрии оболочки в процессе шагового нагруже-

ния. В линейных расчетах эти особенности дефор-
мирования не учитываются [14; 15]. 

Таблица 1 
Величины критической нагрузки  

стержневой модели оболочки и основания 
[Table 1. Critical load values of the core shell and base model] 

Расчетный случай
[Settlement case]

Критическая нагрузка
[Critical load]

1 235γz1
2 105γz1
3 69γz1

 
На рис. 10 показана кривая зависимости пе-

ремещения верхнего узла оболочки от приклады-
ваемой нагрузки. На графике присутствует момент 
потери устойчивости модели – хлопок. 

 

 
Рис. 10. Кривая зависимости перемещения верхнего узла оболочки от прикладываемой нагрузки стержневой модели  

при нелинейном расчете с односторонними связями 
[Figure 10. The curve of dependence of movement of the top node of the shell on the applied load of the rod model  

in a nonlinear calculation with one-way links] 
 
5. Численный анализ плоской модели  

системы «оболочка – основание» 

Следующие расчетные случаи выполнены с ис-
пользованием плоских элементов, аппроксимиру- 
ющих основание. 

Четвертый расчетный случай проведен в линей-
ной постановке с линейно-упругой моделью мате-
риала. Связи между оболочкой и основанием зада-
ны односторонними с возможностью отлипания 
оболочки от основания. Пятый расчетный случай 
проведен с учетом геометрической нелинейности. 
Модель материала линейно-упругая. Связи между 
оболочкой и основанием заданы односторонними 
с возможностью отлипания оболочки от основания. 

Расчетная модель состоит из оболочки, задан-
ной стержневыми элементами, и основания, задан-

ного плоскими элементами. Взаимодействие обо-
лочки и основания реализовано с помощью кон-
тактных односторонних элементов. 

Габариты оболочки взяты из стержневой моде-
ли. Общая ширина расчетной модели составляет  
W = 11D, где D – диаметр оболочки. Общая высота 
расчетной модели составляет H = 5D. Нагрузкой 
является собственный вес системы. На боковые и 
нижний торцы основания наложены связи по пере-
мещениям для корректной работы основания. 

Материалы приняты неограниченно линейно-
упругими. Материал оболочки взят из стержневой 
модели. Свойства материала окружающего осно-
вания: модуль деформации Eгр = 14·106 Па, коэф-
фициент поперечной деформации µгр = 0,3, плот-
ность ρгр = 1600 кг/м3, ускорение свободного па-
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дения g = 9,81 м/с2. Свойства контактных элемен- 
тов: при растяжении жесткость равна нулю (очень 
малое число), а при сжатии – бесконечность (очень 
большое число). 

 
6. Четвертый расчетный случай.  

Линейный расчет плоской модели  
с односторонними связями 

Четвертый расчетный случай выполнен с ис-
пользованием описанной ранее плоской модели. 
Контактные элементы между оболочкой и окру-
жающим основанием приняты односторонними. 
Таким образом, на контакте возникает только сжа-
тие, жесткость при растяжении принята нулевой. 
Задача решена в линейной постановке [16–18]. 

Расчет устойчивости четвертого расчетного 
случая реализован процедурой определения соб-
ственных значений методом Ланцоша. 

Величина критической нагрузки равна 14,4γz1. 
На рис. 11 показана форма потери устойчивости 
оболочки в четвертом расчетном случае. Потеря 
устойчивости возникает в нижних слоях основания. 
 

 
Рис. 11.  Форма потери устойчивости плоской модели  

при линейном расчете с односторонними связями 
[Figure 11. The form of loss of stability of a plane model  

in a linear calculation with one-way links] 

 
7. Пятый расчетный случай.  

Нелинейный расчет плоской модели  
с односторонними связями 

Пятый расчетный случай выполнен с исполь-
зованием ранее описанной плоской модели. Расчет 
проведен в геометрически нелинейной постановке. 
Учет нелинейности позволяет отслеживать измене-
ние зоны отлипания оболочки от основания и из-
менение положения оболочки и основания во вре-
мени. Контактные элементы между оболочкой и 
окружающим основанием приняты односторонни-
ми. Таким образом, на контакте возникает только 
сжимающее усилие, жесткость при растяжении 
принята нулевой. 

Наибольшая величина нагрузки, при которой 
итерации сошлись, оказалась равной 26,5γz1. Ее сле-

дует считать критической. На рис. 12 показано со- 
ответствующее поле полных перемещений плос-
кой модели. 

 

 
Рис. 12. Поле полных перемещений плоской модели  
при нелинейном расчете с односторонними связями 

[Figure 12. The full displacement of the flat model  
in the nonlinear calculation with unilateral constraints] 

 
В табл. 2 приведены величины критической 

нагрузки для двух выполненных расчетных случа-
ев плоской модели оболочки и основания. 

 
Таблица 2 

Величины критической нагрузки  
плоской модели оболочки и основания 

[Table 2. Critical load values of the flat shell and base model] 

Расчетный случай 
[Settlement case] 

Критическая нагрузка 
[Critical load] 

4 14,4γz1 
5 26,5γz1 

 
Выводы 

Вследствие проведенного численного анализа 
стержневой и плоской моделей оболочки, взаимо- 
действующей с основанием, выполнена поставлен- 
ная задача: определены критические нагрузки, 
при которых конструкция оболочки теряет устой- 
чивость равновесия, и найдены формы потери 
устойчивости в линейном и нелинейном расчетных 
случаях. 

Величина критической нагрузки стержневой 
модели оболочки, взаимодействующей с основани- 
ем, при нелинейном расчете с односторонними свя- 
зями составляет 69γz1. При переходе от стержне-
вой модели к плоской значение критической на- 
грузки снизилось с 69γz1 до 26,5γz1. Следователь-
но, использование плоских элементов, аппрокси-
мирующих основание, значительно уменьшает ве- 
личину критической нагрузки. 

Основываясь на полученных результатах, мож-
но сделать вывод, что данная конструкция обо-
лочки, взаимодействующая с основанием, имеет 
достаточно большой запас устойчивости относи-
тельно действующей нагрузки. 
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 Abstract 
Aims of research. The research is aimed at determining the critical buckling 

load at which the shell interacting with the soil loses equilibrium stability, and finding 
the buckling mode of the shell in the linear and nonlinear formulations of the task. 
Methods. The task is solved by a numerical method using a finite element complex, 
which allows investigating the stress-strain state and assessing the equilibrium stability of 
beam models and two-dimensional models of the round cylindrical shell. Three design 
cases of the beam model and two design cases of the two-dimensional model interacting 
with the soil are compiled. There is a load summary acting on the shell. The calculations 
are carried out in linear and geometrically nonlinear formulations using a linear elastic 
model of the material. Contact elements of one-side and two-side action are used. Critical 
buckling load are determined relative to the actual load of its own weight. Results. Criti-
cal buckling load are determined and the buckling mode of the round cylindrical shell 
interacting with the soil are found. There is a comparative analysis of the results. 
An assessment of the stability margin of the shell relative to the actual load is given. 
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 Abstract 
Aims of research. Due to the growing interest in the design, calculation and 

application of architectural structures and structures in the form of a variety of 
smooth and composite surfaces, it is interesting to illustrate the use of analytical 
surfaces, i.e. surfaces that can be defined by vector, parametric or explicit equa-
tions, in parametric architecture. Methods. Parametric design unlike other styles 
has a relationship with mathematics. This article continues the author’s series of 
works devoted to the application of analytical surfaces in architecture and engi-
neering structures, the study of the influence of studies on the geometric of ruled 
surfaces on the creation of unique projects of large-span shell structures and 
buildings. The article provides a list of known analytical surfaces, and each sur-
face is illustrated by a photo of only one real structure, outlined on this surface. 
Results. It turned out that only degenerate unfolding surfaces described in the 
scientific literature found application in the world. For those who are interested 
in the mathematical side of the design of analytical surfaces, their computer 
modeling, or more detailed information about the real structures in the form of 
the surfaces under consideration is a bibliography of 20 items. 

Keywords: ruled surface; zero Gaussian curvature surfaces; parametric ar-
chitecture; surface geometry; forming surfaces; surface classification; shell struc-
ture; large-span shell structures 
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Introduction1 
Nowadays there are known more than 600 analyti- 

cal surfaces set by the explicit, implicit, or paramet-
rical equations [1] that are grouped in 38 classes. 
There are several options of classifications of analytical 
surfaces; the fullest of them is presented in a work [2]. 
In some works, for example in [3–5], attempts to find 
out the most popular analytical surfaces among archi-
tects which were used for design of public, residential, 
and industrial buildings were made. The present ma- 
nuscript continues the researches begun by the author 
in a work [6] in which the known thin-walled shell 
erections realized in practice or erections in design  
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of which the most prominent architects took part,  
or the structurers having the most optimum technical-
and-economic parameters, or the structures noted by 
prizes and taking high places in various ratings of pro-
fessional associations and magazines are presented. 
In this paper, only structures and erection having 
the form of ruled surfaces would be considered. Every 
analytical ruled surface is illustrated with one erection 
outlined on the corresponding surface.  

 
Ruled surfaces 

A surface formed by continuous movement of a 
straight line is called a ruled surface. Ruled surfaces 
are divided into surfaces of zero and negative Gauss-
ian curvature. Zero Gaussian curvature surfaces are 
tangential developable surfaces with an edge of re-
gression [7] and degenerated developable surfaces 
i.e. conical, cylindrical surfaces and the plane.  
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A vector equation of a ruled surface can be writ-
ten in the following form:  

( , ) ( ) ( ),r r u v a v ub v    

where a(v) is the radius-vector of a directrix curve; 
b(v) is the directrix vector of a rectilinear generatrix. 
 

1. Tangential developable surfaces (torse surfaces) 

Those who want to use analytical method of ana- 
lysis may apply the equation of a tangential develop-
able surface in the vector form:  

( , ) ( ) ( ),r r u v a v ul v    

where a(v) is the radius-vector of a cuspidal edge,  

a(v) = x(v)i + y(v)j + z(v)l; 

x(v), y(v), z(v) are the parametric coordinates of the cus-
pidal edge; l(v) is a unit tangent vector, given at every 
point of the cuspidal edge by  

l(v) = a(v)/ / |a(v)/|. 

In the encyclopedia [1], 37 torse surfaces of va- 
rious types are considered, but only architect Jess 
Maertterer designed a covering from the torse frag-
ments (Figure 1) made by parabolic bending of metal 
strips. Now only the architect F.O. Gehry designs 
structures of this type [8]. All other offers on the ap-
plication of nondegenerate torse surfaces in construc-
tion are presented in the form of sketches, descrip-
tions, and schemes [9–11]. 

 

 
Figure 1. The MARTa museum in Herford, Germany.  

The most part of roof covering is a developable surface.  
Geometric modelling of the roof was fulfilled by Jess Maertterer. 
The museum was recognized as the best museum of Germany in 2014 

 
2. Conical surfaces 

These surfaces are among the most widely used 
surfaces in architecture [12] and in machine-building 
structures. The scientific-and-technical literature de-
scribes 20 conical surfaces. In these developable sur-
faces, the edge of regression degenerates into a point 
that is the vertex of the cone. A conical surface can be 
described parametrically as  

S(t,u) = v + uq(t), 

where v is the radius-vector of a vertex; q is the radius-
vector of a directrix.  

A pyramid is a special case of a cone with a poly- 
gonal base. 

2.1. Conical surface of revolution. It is difficult to 
single out any structure as a remarkable one. As an illus-
tration, we present the conical shape of the Greek Ortho-
dox Church in Milwaukee, Wisconsin, USA (Figure 2).  

 

 
Figure 2. Annunciation Greek Orthodox Church,  

Milwaukee, Wisconsin, USA 
Source: www.arhinovosti.ru 

 
2.2. Inclined circular conical surface. This sur- 

face is rarely used by architects, but architect Arthur 
Erickson used it successfully for the Museum of Glass 
in Tacoma (USA, 2002). 

 
3. Cylindrical surfaces 

Both the cylindrical surfaces and the circular co- 
nical surfaces are used in the architecture and building 
since ancient times. Often this is the only possible 
form for some building structures: pipelines, under-
ground utilities, towers and so on. Cylindrical forms 
of structures were especially popular from the begin-
ning of the 20th century. This is the architectural 
Deco Style. However, cylinders find their place in 
modern life. Conventionally, cylindrical structures 
can be divided into structures with vertical, horizon-
tal, and inclined axes relatively to the earth’s surface. 

A cylindrical surface is given by a vector equation 

r(s, λ) = ρ(s) + λe, 

where ρ(s) is the radius-vector of a director curve; 
e is a unit vector coinciding with the axial direction 
of the cylinder.  

3.1. Cylindrical surface of revolution. In Figure 3, 
the house-workshop of the architect K.S. Melnikov is 
presented. This is the one-apartment residential house, 



Мамиева И.А. Строительная механика инженерных конструкций и сооружений. 2019. Т. 15. № 4. С. 299–307 
 

 

ТЕОРИЯ ТОНКИХ ОБОЛОЧЕК  301 

the world famous monument of Soviet avant-garde in 
architecture. It was built in 1927–1929 in Moscow on 
the project of the outstanding architect K.S. Melnikov for 
himself and his family. The architect believed that the 
round cylindrical form saves construction materials [13]. 
Structures in the form of the cylindrical surfaces of 
revolution can be found in any major city of the world. 

 

 
Figure 3. Melnikov’s house in the form of two cylinders of  

different heights, but with the same diameter, Moscow, Russia 
 

3.2. Elliptical cylinder. Even in ancient times, 
buildings have been built in the form of a vertically 
placed elliptical cylinder. Basically, they were stadiums 
and theaters. In support of this, it is possible to point to 
a stone structure of elliptical shape in plan (149 m in 
length, 124 m wide and 36 m high) erected in El Jem, 
Tunisia, II–III centuries. It is larger than the Luzhniki 
stadium in Moscow and its three-tiered galleries could 
accommodate up to 30,000 spectators. At present time, 
architects also do not forget about the architectural ad-
vantages of a vertically placed elliptical cylinder. This 
is clearly seen on the example of a multi-functional 
exhibition-and-hotel complex in Moscow on Krasno-
presnenskaya nab., 14, developed by the company “Zaha 
Hadid Architects”. Two elliptical in plan high-rise buil- 
dings are assumed to build.  

 

 
Figure 4. Babushkinskaya metro station, Moscow, Russia, 1978. 

The illumination of the station is provided by lamps,  
which are located in the slots of the elliptical arch 

 
In Figure 4, another example of the application of 

the surface in real structures is shown. Here, the shape 
of an elliptical cylinder segment with the horizontal 

axis can be seen in the elliptical vault of the Babush-
kinskaya underground station in Moscow. The struc-
ture of the station is single-vaulted shallow one at a low 
depth of 10 m. The station was built of precast con-
crete with the thrust of the vault transmitted to the pre-
constructed “walls in the ground.” V.I. Klokov and 
L.N. Popov are the authors of the architectural decora-
tion of Babushkinskaya. 

3.3. Parabolic cylinder. This surface can be seen 
in parabolic vaults, which can be illustrated by 
the example of a hangar in Orly near Paris, France, 
1916–1924. The famous French engineer E. Freyssi- 
net designed and built a parabolic cylindrical shell to 
cover the 30-meter span of the plant in Montluçon, 
France, in 1905. The parabolic vault was used by 
architects V.S. Andreev and I.G. Taranov in the de-
sign of the pavilion ‘Mechanization” (Figure 5) in 
1939. The pavilion was a giant parabolic vault cover-
ing a wide alley. Not all architects reacted positively 
to the idea of the authors of the project.  

 

 
Figure 5. Pavilion “Mechanization”, Moscow, Russia 

 
3.4. Sinusoidal cylindrical surface. Sinusoidal 

cylindrical surfaces are used in folded structures of 
coatings on the “span”, which take up mainly bend-
ing internal forces. They are effective for small spans 
from 12 till 36 m. They are made often of reinforced 
concrete and fine-mesh wire-fabric reinforced con-
crete. This surface was used in the design of the bus 
station roof in Sochi, Russian Federation (Figure 6). 

 

 
Figure 6. Central Bus Station in Sochi, Russia 
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3.5. Cylindrical helical strip. The need to apply 
this surface is caused by technological requirements 
for the fences of helical ramps for cars and helical 
pedestrian staircases (Figure 7). 

 

 
Figure 7. The ramp fence in the form of a helical strip 
 
3.6. Cylindrical-and-conical helical strip. This 

form of structures has already been encountered in 
ancient times [8]. The spiral minaret in Samarra, Iraq, 
was built in 836. It was the largest structure in the Is-
lamic world. From the base to the top, this minaret was 
made in the form of a cylindrical-and-conical helical 
strip. This form is used in modern buildings. For ex-
ample, it can be seen in the form of the facade of the 
Guggenheim Museum in New York, USA (architect 
F.L. Wright), or the German Historical Museum in Ber-
lin (architect I.M. Peu, 2001). In Figure 8, it can be 
seen that the upper part of the Snail tower, a 23-storey 
residential building, in the Estonian city of Tartu is 
made in the form of a cylindrical-and-conical helical 
strip. It is the tallest building in the city since 2008. 
The height of the building is almost 90 m. 

 

 
Figure 8. Snail tower, Tartu, Estonia 

 
3.7. Oblique circular cylinder. An oblique circu- 

lar cylindrical surface is formed by straight genera-
trixes intersecting a directrix base circle but remaining 
parallel to the axial direction of the cylinder. This di-
rection forms an acute angle with the basis of the cyl-
inder. A solid volume limited by a cylindrical lateral 
surface and by two circular bases is called an oblique 
circular cylinder [1]. A well-known inclined circu-
lar tower objects constitute rather great list. However, 

initially these towers were not planned to be inclined 
and their shapes, in the strict mathematical sense, are 
not oblique circular cylindrical surfaces. Now, the de- 
sign of such structures has become one of the trends 
of modern high-rise architecture. As an illustration of 
the application of the considered surface in modern 
architecture, we can point to the rounded cylindrical 
cantilever part of the Karolinska medical Institute, 
Sweden, which became one of the most striking archi-
tectural details of this building (Figure 9). 

 

 
Figure 9. Lecture Hall of Karolinska Medical Institute, Sweden 

 
4. Ruled surfaces of negative Gaussian curvature 

Classification of ruled surfaces of negative Gaus- 
sian curvature containing 36 names is given in a pa-
per [14] and then in the modernized form was repro-
duced in a monograph [3]. 

 

 
Figure 10. A helical staircase 

 
4.1. Right helicoid. There are 5 types of ruled 

helical surfaces of negative Gaussian curvature. They 
can be seen in the structures of machines of various 
purposes, in the form of special building equipment. 
Right helicoids can be one of the main elements of 
the building, for example, ramps of multistoried gara- 
ges. Complex highway and urban transportation fa-
cilities: reinforced concrete and metal scaffold bridg-
es, overpasses, and complex multi-intersection often 
include helical sections of the artificial structures. 
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In the civil and housing construction, helical staircases 
are widely used, where the right helicoids are taken 
as their basis (Figure 10). The rectilinear generatrix 
of a right helicoid crosses the axis of the helicoid at 
the right angles. Right helicoid is the only ruled min-
imal surface. 

4.2. One-sheet hyperboloid of revolution. This 
surface is embodied in hundreds of cooling towers. 
In addition, it has found application in many civil 
and industrial structures, for example, in the form of 
a planetarium building in San Louis (USA). 

 

 
Figure 11. One of the few lattice water towers of V.G. Shukhov 

in our days, Krasnodar, Russia 
 
The advantages of this surface, formed by two 

families of straight lines, were well illustrated by 
V.G. Shukhov in his openwork towers (Figure 11). 
The idea of V.G. Shukhov to create a supporting part 
of water towers from lattice structures, the rods of 
which coincide with the straight generatrixes of a one-
sheet hyperboloid of revolution, was used in many 
structures. Structures in the form of a one-sheet hy-
perboloid of revolution were subsequently used by 
many great architects including Gaudi, Le Corbusier, 
and Oscar Niemeyer. The most complete possibili-
ties of these surfaces for architecture are described in 
a paper [15]. 

4.3. Conoids. Conoids can be given with the help 
of parametrical equations:  

x = x(u, v) = ucosv + αf(v),  

y = y(u, v) = usinv + βf(v), z = z(v) = γf(v), 

where {α, β, γ} is the unit vector having the direction 
of the conoidal axis; f(v) is any function. 

Usually, conoidal shells are designed with spans 
from 12 m to 24 m and with the ratio of the span – 
rise equal to 2:1. Calculations show that the span can 
reach 60 m. In the former USSR, in countries of 
Eastern Europe, France and Italy, the conoid shells 
were widely used in 1950–1960 to cover industrial 

buildings with a span of up to 60 m. These shells are 
an ideal form for buildings with cantilever coverings. 
One can learn more about the application of conoidal 
shells in building from the work [16] or in the mono-
graph [3]. This ruled surface in the hands of experi-
enced architects becomes an architectural sight and 
a landmark building of the city or the architect. 

4.3.1. Right sinusoidal conoid. This surface was 
glorified by the famous Spanish architect A. Gaudi. 
He took it as a basis of a covering of a cheap school 
for children of builders of a Cathedral in Barcelona, 
Spain (Figure 12). Some architects call this construc-
tion ingenious. Another world-famous Spanish archi-
tect S. Calatrava spread the idea of A. Gaudi and 
used of a sinusoidal conoid for the sculpture “Wave” 
which was installed in front of the museum in Dallas, 
USA in 2000 [16].  

 

a  
 

b  
Figure 12. A school with a conoidal roof, Barcelona (Spain): 

a – the walls of the school are made of bricks without facing; 
b – the metal beams coincide with the straight generatrixes of  

the conoidal surface 
 
4.3.2. Parabolic conoid. A classic parabolic 

conoid was selected for reinforced concrete cover 
of the Summer Theater in Szczecin, Poland, 1998. 
The 1:100 scale cover model was tested in an aero-
dynamic wind tunnel at the technical University of 
Szczecin. The span of the real shell is 60.68 m,  
its length is 43.3 m, the height is 22.73 m, the thick-
ness is 8.5 cm [17]. The idea of architects Marcel 
Breuer, Pier Luigi Nervi, and Bernard Zehrfuss to 
use a combination of two different parabolic conoids 
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and a cylinder between them for the device of a dy-
namic and graceful console canopy in front of the en- 
trance to the UNESCO building (1953) in Paris was 
later repeatedly used by other architects. 

4.4. Hyperbolic paraboloid. Hyperbolic para- 
boloid (hypar) is twice-ruled surface of negative Gaus- 
sian curvature. Any two rectilinear generatrixes of 
hypar belonging to different families intersect. Since 
the early fifties of the 20th century, a burst of interest 
to structures made in the form of hypar or composed 
from fragments of hyperbolic paraboloid took place. 

 

 
Figure 13. Denver, Colorado, 1959, Courtesy of  

Princeton University Tedesko Archive [41] 
 

The structures containing several fragments of 
the hypar aroused the greatest interest and became 
popular among architects (Figure 13). It is impossible 
to list all structures in which the form of hyperbolic 
paraboloid was used, there are hundreds of them. 
The regularities of the formation of the form of hypar 
often lead to external similarity, but the plastic capa-
bilities of hypar are so great and visually so various 
that it is always possible to obtain a structure with 
individual features. The popularity of the form of 
hyperbolic paraboloid is evidenced by the fact that 
Anton Tedesco who is the father of thin-walled shell 
reinforced concrete structures also participated in the 
design of the hypar, which, at one time, was consid-
ered the world’s longest hypar (Denver, Colorado, 
1959, courtesy of Princeton University, Tedesko ar-
chive). 

4.5. Cylindroids. A cylindroid is a ruled surface 
formed by the movement of rectilinear generatrix 
along two curvilinear directrixes and in all positions, 
the generating straight line is parallel to any plane of 
parallelism. Cylindrical surfaces (К = 0) may become 
cylindroids in certain cases. A cylindroid having one 
of two directrix curves in the form of a straight line is 
called a conoid. So, a conoid is a particular case of  
a cylindroid. Now, five cylindroids are known [1]: 
cylindroid with two directrix ellipses, cylindroid with 
two directrix circles lying in mutually perpendicular 
planes, Frezier’s Cylindroid, Ball’s Cylindroid, cylin-
droid with a parabola and a sinusoid lying on the pa- 

rallel ends. Architectural company “Ishibashi, Tokugawa 
& Associates” creates expressive structures in Japan. 
Located in Tokyo, a team of five architects led by 
the President of the company Toshihiko Ishibashi has 
achieved recognition in the architectural world and 
received several prizes for their work, including 
the Awards for Merit for the “Chiba City Award for 
Excellence in Architecture” and “The AICA (Aica 
Kogyo Company, Limited) Jolypate Contest”. This 
company is trying to introduce elements of modern 
styles in Japanese architecture. The AICA proposed 
several types of light corrugated metal roofs in the 
form of cylindroids (Figure 14) [16]. 

 

 
Figure 14. Different types of roofs from corrugated metal  

in the form of cylindroids, “Ishibashi, Tokugawa & Associates”, 
Tokyo, Japan 

 
Conclusion 

The study shows that out of the 86 ruled surfac-
es of zero Gaussian curvature and 46 ruled surfaces 
of negative Gaussian curvature listed in the encyclo-
pedia [1] only 16 surfaces have been used in archi-
tecture and building in the world. These data suggest 
that geometricians are significantly ahead of the needs 
of architects and builders, or architects have not yet 
mastered the entire set of analytical ruled surfaces 
proposed by geometricians, or architects and engi-
neers consider the most analytical surfaces unsuita-
ble for their creative concepts. They prefer analyti-
cally undefined surfaces. Often the shape of surface 
is designed by architects and geometricians make 
later its mathematical description. In a number of 
works related to the design of objects in the form of 
analytical surfaces, errors in their definition or dis-
crepancies occur [18–20]. The author in their manu-
script tried to use the correct definitions of surfaces 
and the corresponding terms.  

For clarity, a classification of analytical surfaces 
of zero Gaussian curvature is given in Figure 15 and 
a classification of ruled surfaces of negative Gaussi-
an curvature is given in Figure 16 [3; 14]. The sur-
faces, found the application in architecture and build-
ing, are darkened. 
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Figure 15. Surfaces of zero Gaussian curvature 
 
 

 
 

Figure 16. Ruled surfaces of negative Gaussian curvature 

 

SURFACES OF ZERO GAUSSIAN CURVATURE (K = 0) 

Torse surfaces Cylindrical surfaces Conical surfaces 

Plane 

Equal slope surfaces 

10 surfaces are known 

24 torses of 
general type  
are known  Surfaces with a space 

directrix curve  

Surfaces with 
a plane directrix 

curve 
Right cylindrical 

surfaces 

Oblique cylindrical surfaces  

The n-order conic surfaces  Non-algebraical conic surfaces 

The 2nd order 
conic surfaces  

Non-closed 2nd order  
conic surfaces  

The closed 2nd order conic surfaces 

Parabolic conical surface  

Conic rotative surfaces 

Hyperbolic conical surface  

The conical surface of revolution 

The oblique circular conical surface 

The oblique elliptical conical surface 

The right elliptical  
conical surface 

The 3rd order  
conic surfaces  

Conical surface  
with a directrix Agnesi curve 

Conical surface  
with a directrix curve in  

the form of Cartesian folium 

? 

Polyhedron 
torses 

Surfaces of polyhedrons 

? 

3 conic surfaces of 
this type are known 

Ruled conic limaçon of revolution 

Rotational surface with axoids “plane – cone”, generated by a straight line coming through the vertex of a mobile cone  

Rotational surface with axoids “cone – cone”, generated by a straight line coming through the common vertex of the axoids  

RULED SURFACES OF NEGATIVE GAUSSIAN CURVATURE (К < 0) 

Catalan surfaces 

Ruled helical, spiral,  
and spiral-shaped surfaces 

Oblique ruled surfaces of the n-order 

Edlinger’s surfaces 

Conoids 

14 surfaces are known 

Right helicoid Oblique ruled 
surfaces of  

the 2nd order 

One-sheet hyperboloid of revolution 

Oblique ruled rotation and spiroidal surfaces 

Twice oblique trochoid cylindroid 

12 types of  
the ruled  

surfaces of 
the 4th order  
are known 

? 

Cylindroids Oblique helicoid 

Convolute helicoid 

Pseudo-developable helicoid 

A helical surface 
generated by binormals

of the helix 

5 types of  
these ruled surfaces

are known  Oblique ruled 
surfaces of  
the 4th order 

Oblique ruled 
surfaces of  
the 3rd order Hyperbolic paraboloid 

Hyperboloid of one sheet 
Oblique ruled surfaces 

with three directrixes [20] 

? 

Oblique ruled  
surfaces with one 

directrix line  

Right waved 
helicoid 

? 

? 

Twice oblique cylindroid 

Surface of an oblique wedge  Surfaces of an oblique cylinder 

Surfaces of an oblique transition 

Surface of  
a double oblique 

conoid 
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With the advent of variation difference method, 
finite element method, and other numerical methods, 
engineers received a powerful tool for the expanded 
using of thin-walled large-span shells and other types 
of structures of various shapes. 
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  Аннотация 
Цель исследования, обусловленная ростом интереса к проектированию, 

расчету и применению архитектурно-строительных конструкций и сооружений в 
форме разнообразных гладких и составных поверхностей, – проиллюстриро-
вать применение аналитических поверхностей, то есть поверхностей, кото-
рые можно задать векторными, параметрическими или явными уравнениями, 
в параметрической архитектуре. Методы. Параметрическое проектирование, 
в отличие от других стилей, имеет взаимосвязь с математикой. Эта статья про-
должает серию работ автора, посвященных применению аналитических
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 поверхностей в архитектуре и инженерных конструкциях, изучению влияния 
исследований по геометрии линейчатых поверхностей на создание уникаль-
ных проектов большепролетных оболочечных структур и зданий. В статье 
приводится перечень известных аналитических поверхностей, каждая из них 
иллюстрируется фотографией одного реального сооружения, очерченного по 
описываемой поверхности. Выводы. Выяснилось, что только вырожденные раз-
вертывающиеся поверхности, описанные в научной литературе, нашли приме-
нение в мире. Для тех, кто интересуется математической стороной проекти-
рования аналитических поверхностей, их компьютерным моделированием 
или более подробными сведениями о реальных сооружениях в форме рас-
сматриваемых поверхностей, приведена библиография из 20 наименований. 

Ключевые слова: параметрическая архитектура; геометрия поверхностей; 
линейчатые поверхности; формообразование поверхностей; классификация 
линейчатых поверхностей; гауссова кривизна поверхностей; оболочка; боль-
шепролетные оболочечные структуры 
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 Abstract 
Aims of research. The use, design and analysis of architectural and building 

structures in the form of smooth and composite surfaces have become relevant and in 
demand lately, which determined the purpose of this article – to analyze the use of 
analytical surfaces given vector, parametric or explicit equations in real structures. 
Methods. The relationship between studies on the geometry of surfaces of revolution 
and transport and the creation of new forms of thin-walled structures and buildings is 
determined. An example of a real structure is given on each surface. The article does 
not consider composite, multifaceted, fractal surfaces, as well as surfaces that are not 
defined analytically. Results. It turned out that only a small number of considered 
surfaces of these two classes have found application in the world. At the end of 
the article, a bibliography is presented, which sets out the mathematical side of 
the design of analytical surfaces, their computer modeling, more detailed information 
about real structures in the form of the surfaces under consideration. 

Keywords: surface of revolution; translation surface; architectural compositions; 
surface geometry; forming surfaces; surface classification; thin-walled dome 
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Introduction 1 
Nowadays there are known more than 54 analyti-

cal surfaces of revolution, 17 surfaces of right transla-
tion, and several surfaces of oblique translation set by 
the explicit, implicit, or parametrical equations that are 
listed in an encyclopedia [1] and their graphical pic-
tures are given in a book [2]. In some works, for exam-
ple in [2–5], attempts to find out the most popular ana-
lytical surfaces among architects and builders, which 
were used for design of public, residential, and indus-
trial buildings, were made. It was established that the 
most wide-spread forms of large-span shell structures 
have the middle surfaces in the form of surfaces of revo- 
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lution or surfaces of right translation. Examine the known 
thin-walled shell erections having the form of these 
surfaces of two classes and realized in practice. Every 
analytical surface would be illustrated with one erection 
outlined on the corresponding surface. The additional 
materials and sources connected with the considered 
subject will be given in the references.  

 
1. Surfaces of revolution 

The class of surfaces of rotation is the following 
class of surfaces from where engineers and architects 
take analogs of forms of their erections, structures, and 
products in the most cases. Everyone can create a huge 
number of surfaces of rotation choosing this or that flat 
generatrix curve and rotating it around a rotation axis. 
But only surfaces attracted attention of architects will 
be given here and these surfaces must be embodied in 
real structures. From 54 surfaces of revolution, present-
ed in the encyclopedia [1], only spheres and one-sheet 
hyperboloids, ellipsoids, and paraboloids of revolution, 
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drop-shaped and pseudospherical surfaces, catenoids 
and barrel-shaped surfaces found application in archi-
tecture and building. Their geometry is well investigated 
but in spite of it, researches try to find the optimal form 
of shell of revolution under diverse loading. 24 criteri-
on of optimality are known [6]. 

An explicit equation of a surface of revolution 
can be presented in the following form:  

),()( 22 yxfrfz   

where 22 yxr  is the distance a point of the sur-
face from the axis of rotation.  

Right circular cylindrical and conical surfaces [7] 
are examples of surfaces generated by a straight line. 
Hyperboloids of one sheet are also surfaces of revo-
lution [8]. It is better to attribute these three surfaces 
to a class of ruled surfaces. 

Parametrical equations of arbitrary surface of re- 
volution are  

( ,β) cosβ sin β ( ) .r r r r i r j f r k     

Here, an equation of a meridian is taken in the 
form r = r(α) where α is the angle of the normal to 
the surface passing through a given point with the axis 
of rotation. If an equation of a meridian is given in 
the form r = r(z) then an equation of a surface of re- 
volution can be written with the help of equations:  

x = rsinβ, y = rcosβ, z = z 

where β is the angle of rotation of the plane of the 
meridian. 

So, one can use a system of basic equations for 
stress-strain analysis in principal curvilinear coordi-
nates [9]. A system of curvilinear coordinates in prin-
cipal curvature lines coinciding with meridians and 
parallels is used in all researches devoted to geomet-
rical modelling of surfaces of revolution and to strength 
analysis of shells of revolution.  

 
1.1. Sphere 

This surface is used in four types of structures: small 
architecture (Figure 1, a), structures in the form of a full 
sphere (Figure 1, b), 3) spherical domes (Figure 1, c), 
and structures from fragments of a spherical surface. 

 

  

а b c 
Figure 1. The application of spherical surfaces: 

a – torn sphere, Dublin, Ireland; b – the geodesic sphere “Spaceship Earth”, the AT & T Pavilion at Epcot in Disney World, Florida;  
c – the world’s largest wooden dome with a 92 m diameter, TRC “Piterland”, Saint Petersburg 

 
The new Opera House in Sydney (Australia) is one 

of Australia’s most famous landmarks. The final versi- 
on of the building contains 4 main shells, 4 side shells, 
and 2 auxiliary shells [10]. The surface of the half of 
each shell is a fragment of a sphere. The building covers 
an area of 2.2 hectares; the sails reach a height of 67 m 
and are faced with Swedish tiles, shiny in the sun. By the 
way, one of the reasons for replacing the shape of the 
elliptic paraboloid with a spherical one was the danger of 
rebounding of the facing plates from the base due to the 
difference in temperature deformations. 

 
1.2. Pseudosphere 

In the scientific-and-technical literature, examples of 
using of surface of a pseudosphere in the building indus-
try were not found. Only Kenneth Brecher [11] pre-

sented examples of pseudospheres realized in nature: 
a gypsum model of pseudosphere made by V.M. Schil- 
ling at the end of the XIX century; a large plywood 
model of pseudosphere “Mathematica” exhibited at 
the Museum of Science in Boston created by Charles 
and Ray Eames; a stainless steel sculpture “Cloud 
Gate” in Chicago’s Millennium Park (Anish Kapoor, 
2008); the model “Surface of revolution of constant 
negative curvature” (author is H. Sugimoto, 2004); 
the aluminum and glass sculpture by the same author 
“Conceptual Form 009” (2006); the metal wire figure 
“Funicular Polygon of Revolution – Pseudosphere” 
(Robert Le Ricolais, 1894–1977) (Figure 2). All these 
mathematical models serve educational purposes. 
In other cases, the authors were limited only to the wishes 
or suggestions for the application of these shells of ro- 
tation [12]. 
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Figure 2. Metal wire shape “Funicular Polygon of  
Revolution – Pseudosphere”, Robert Le Ricolais 

 
1.3. Paraboloid of revolution 

This surface has attracted the attention of ancient 
builders, for example, the parabolic dome of the Cathe-
dral of St. Peter in Rome marked the beginning of a se-
ries of similar structures. It is believed that dome ap-
peared in the East and had, above all, a utilitarian pur-
pose. In the absence of wood, roofs for dwellings were 
made from clay and bricks. But gradually, thanks to 
its exceptional aesthetic and technical qualities, the dome 
acquired an independent semantic content as an archi-
tectural form. Intensive experimental and theoretical 
studies of parabolic shells of revolution, conducted 
recently, show that they are in demand as in practice 
so in science too. A very large number of examples of 
real structures in the form of paraboloid of revolution 
is given in a paper [13]. 

 
1.4. Ellipsoid of revolution 

Buildings and structures in the form of ellipsoids 
of revolution can have not only architectural expres-
siveness but also some advantages in the distribution 
of internal force factors. In mechanical engineering, 
mainly, thin-walled shells in the form of ellipsoids of 
revolution are used for the bottoms and head parts of 
tanks and vessels for various purposes. However, there 
are many examples of the using of ellipsoids of revo-
lution in the building industry. In details, this question 
is taken up in works [2; 5].  

 

 
Figure 3. Palace of President of Georgia 

The Church in Düsseldorf, architect P. Schneider, 
can be taken as the most vivid illustration of the func-
tionality and architectural expressiveness of this form. 
One can point out the glass dome of Palace of Presi-
dent of Georgia in Tbilisi (Figure 3). Its form is very 
similar to an ellipsoid of revolution. The palace has been 
built from 2004 till 2009. The author of the project is 
G. Batiashvili.  

 
1.5. Catenoid 

The only minimal surface of revolution is cate-
noid and it was not used widely in building and ma-
chine-building else. The innovative project of a three-
story pavilion with hollow columns in the form of 
a catenoid was presented by B. Janett. This form is 
chosen to ensure a smooth transition from the walls 
to the ceiling [14]. 

 

 
Figure 4. The design model of the pavilion coverage  

in the park of the Queretaro City, Mexico 
 
A pre-stressed tubular rod structure in the form of 

a sphere supporting a film coating from polyester in 
the form of a catenoid with the help of steel cables was 
installed in the Alfalfares Park of Queretaro City, Mexi-
co (Figure 4). The choice of form was dictated by the 
requirement of a minimum weight of the structure [15]. 
The system of catenoid shells from monolithic rein-
forced concrete of a 40 cm thick forms the structure 
of the National Theater of Taiwan (National Taichung 
Theater). It is also known as Taichung Metropolitan 
Opera House and located in Taichung City. The archi-
tectural project was completed by Toyo Ito and archi-
tectural group “Da-Ju Architects”. 

Apparently, the pavilion in the city of Queretaro 
(Mexico) and the catenoids of the National Theatre 
of Taiwan are the first examples of real application 
of catenoids in architecture. 

 
1.6. The barrel-shaped surface 

Very often this name of the surface is used by ar-
chitects to describe a group of surfaces of rotation of 
an arbitrary flat curve, facing its vertex in the opposite 
direction from the axis of rotation. However, the ana-
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lytical surface with the same name does not exist, be-
cause it is necessary its broader interpretation. For exam-
ple, a barrel-shaped surface of revolution with a direct-
rix circle exists. This surface was taken as a basis for 
the shape of a residential building in Moscow (Figure 5.) 
Barrel-shaped surfaces are sometimes called egg-shaped 
surfaces. Unfortunately, the authors do not point out 
the equations of the selected surfaces, but only give 
the overall dimensions. 

 

 
Figure 5. The House-Egg, Mashkova St., Moscow, Russia 

 
1.7. Drop-shaped surfaces 

This group of surfaces includes the surfaces of 
revolution resembling in form a drop of liquid lying 
on a horizontal plane. A thin-walled metal shell in 
the form of this surface is an equal-strength shell. 
The first tests of drop-shaped tanks were conducted 
in the USA in 1936. In 1944, the Gidrospetsneft In-
stitute for the first time in the practice of the Soviet 
Union has developed a project of the drop-shaped 
tank with a volume of 2000 m3. S.I. Verevkin and 
G.M. Chichko are the authors of the project. Accord-
ing to this project in 1947 in Grozny, the first drop-
shaped tank was built. In the 1950s, the designers of 
the USA and Canada worked out drop-shaped shells 
as applied to water tanks for water towers. The shape 
of the drop was the basis of the project of the build-
ing of the main test stand of the All-Union Electro-
technical Institute in Istra, Moscow region. The struc-
ture had a 234 m diameter and a 112 m height.  
In 1984, the building collapsed immediately after 
the erection. 

The unusual giant complex of the Folk Theater 
in the form of a drop which had become a new sym-
bol of China was designed by the famous French 
architect Paul Andre. According to the sum of seats, 
the theatre of Beijing is already recognized as the 
largest cultural complex on Earth. The length of the 
theater building reaches 212 m, its width is 143 m, 
and the height is 46 m. 

1.8. Bullet nose 

The upper part of London skyscraper “30 St Mary 
Axe” till the 17th floor (Foster and Partners, Emporis 
Skyscraper Award in 2003), Glass Pavilion at the ex-
hibition in Cologne (1914) and some other erections 
are rather like bullet nose in shape. Bullet nose in 
shape is very like external surface of bullet (Figure 6). 
This surface is formed by rotation of a curve  

22 zbazx   

around the z axis of rotation (Figure 7).  
 

Figure 6. Bullet nose Figure 7. The meridian of 
bullet nose 

 
2. Surfaces of translation 

These are very functional surfaces and therefore 
architects and civil engineers like them. They are often 
used as coverings of markets, shopping centers and 
sports grounds. Translation surfaces are surfaces formed 
by parallel transfer of a curve of some direction along 
another curve that is a directrix curve.  

A surface of translation is a surface formed by 
parallel translation of a curve of some direction that 
is a generatrix curve along another curve that is a di-
rectrix curve. So, a point М0 of the generatrix curve 
slides along the directrix curve.  

 
2.1. Surfaces of right translation 

Surfaces of right translation can be defined by 
an explicit equation:  

z = z(x,y) = z1(x) + z2(y), 

where z = z1(x) is the equation of a plane generatrix 
curve; z = z2(y) is the equation of a plane directrix curve. 
Directrix and generatrix curves of a surface can be arbi-
trary curves but usually they are taken of the same type.  

These surfaces are typically used as shell models 
on a rectangular or square plan (Figure 8, a). 

x 

z 
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a b c 

Figure 8. The application of translation surfaces: 
a – Cheryomushkinsky market (circular translation surface), Moscow; b – the layout of the parabolic arches of the gym, Hungary;  

c – a fragment of the covering of Cultural Centre in Muscat, Oman, designed by Architecture-Studio architects (Paris) 
Source: https://www.e-architect.co.uk/oman/cultural-centre-muscat 
 

2.2. Surfaces of oblique translation 

This surface is formed by parallel translation of 
a plane curve and two of its symmetrical points touch 
the plane contour continuously. These surfaces can be 
given by an explicit equation 

z = g(u – v) + h(u + v), 

where z = g(u – v) is an equation of a plane genera-
trix curve; z = h(u + v) is an equation of a plane di-
rectrix curve. 

Theoretically, such surface can be formed on a con- 
tour of an arbitrary outline but the surfaces created on 
a contour with symmetry, for example, circumferences, 
ellipses, squares, ovals, rectangles, are of the greatest 
interest. 

For example, in Hungary, a sports hall was built on 
an elliptical plan with 93×61 m dimensions in axes and  
a height of 10.5 m. Functional and constructive reasons 
required the erection of the building on an elliptical plan. 
The system of parabolic steel tubular arches located along 
the elliptic paraboloid translation networks with a step of 
6 m in both directions was chosen as the supporting 
structure of the coating (Figure 8, b). 

 
2.3. Velaroidal surfaces 

Velaroidal (velaroid, funicular) [16]) surface is 
a translation surface with a generatrix curve that changes 
its curvature in the process of its movement so that the 
result is the surface on a flat rectangular plane [17]. 
At present, three types of velaroidal surfaces are known 
that are parabolic velaroid, sinusoidal velarois, and ellip-
tical velaroid. Sometimes, a velaroidal surface is called 
a funicular surface. As an example, one can point out the 
reinforced concrete cover of the Nekrasovskiy (Mal’tsev- 
skiy) market in Saint Petersburg. The middle surface of  
it is the velaroidal surface on a flat square plan with the 
dimension of 54×54 m. S.I. Evdokimov, O.B. Golynkin, 
G.M. Vlanin are the architects and V.A. Il’ina is the en-
gineer. The market was built in autumn of 1960 [4].  

Cultural Center in Muscat, Oman, 2011, is the most 
interesting velaroidal surface (Figure 8, c) of last time. 

In some works, velaroidal surfaces on the circular plane 
are proposed for using but these surfaces have not yet 
found a real embodiment [18]. 

In the old time in Georgia, builders have built stone 
velaroidal domes [19]. 

 
Conclusion 

The study shows that many analytical surfaces of 
revolution and translation surfaces listed in the ency-
clopedia [1] are not used in architecture and build-
ing. These data suggest that geometricians and mecha- 
nical engineers are significantly ahead of the needs 
of architects and builders, or architects have not yet 
mastered the entire set of analytical surfaces proposed 
by geometricians, or architects consider the most ana- 
lytical surfaces unsuitable for their creative concepts. 
It was found by I.A. Mamieva [20] for ruled surfaces 
and by the author for surfaces of revolution and trans-
lation surfaces.  

With the advent of finite difference energy method, 
finite element method, and other numerical methods, 
engineers received a powerful tool for the expanded 
using of thin-walled large-span domes [12; 14] and 
translation shells made of different materials. One 
can use the nonlinear physical equations and a large 
deformation theory of shell. For instance, a review of 
researches of stress-strain state of shells of revolu-
tion with arbitrary form of the meridian can be found 
in [21] with 79 references. This problem has attracted 
considerable attention from Z.E. Mazurkiewicz and 
R.R. Nagorski [22] and A. Zingoni [23]. 

A great deal of surfaces of revolution exists and 
is studied in different scientific publications. Tens of 
surfaces of revolution are presented in an encyclope-
dia [1]. Such surfaces of revolution as “Lochdiskus”, 
“Jet Surface”, “Apple Surface”, “Kidney Surface”, 
“Fish Surface”, “Limpet Torus”, Darwin-de Sitter 
spheroid, and others are known but used much less 
and may be found in other original sources, for in-
stance, in the internet site [Parametrische Flächen und 
Körper, http://www.3d-meier.de/tut3/]. 
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  Аннотация 
Цели. Применение, проектирование и расчет архитектурно-строительных 

конструкций в форме гладких и составных поверхностей стали актуальными и 
востребованными в последнее время, что обусловило цель данной статьи – 
проанализировать применение аналитических поверхностей, за данных вектор-
ными, параметрическими или явными уравнениями, в реальных конструк-
циях. Методы. Определяется связь между исследованиями по геометрии 
поверхностей вращения и переноса и созданием новых форм тонкостенных
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 сооружений и зданий. По каждой поверхности приведен пример реального со-
оружения. В статье не рассматриваются составные, многогранные, фрактальные 
поверхности, а также поверхности, не задаваемые аналитически. Результа-
ты. Выяснилось, что в мире нашли применение только небольшое число рас-
сматриваемых поверхностей этих двух классов. В конце статьи приведена биб-
лиография, в которой изложены математическая сторона проектирования анали-
тических поверхностей, их компьютерное моделирование, более подробные 
сведения о реальных сооружениях в форме рассматриваемых поверхностей. 
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 Аннотация 
Актуальность. Проблемы снижения материалоемкости объектов строи-

тельства и машиностроения диктуют необходимость рассмотрения процес-
сов деформирования конструкций при упруго-пластическом состоянии. Ши-
роко используемой теорией учета пластических свойств материала является 
деформационная теория пластичности. Целью данной работы является разра-
ботка вариантов получения определяющих соотношений на шаге нагружения 
при деформировании материала за пределами упругости. Методы. Приво-
дятся алгоритмы получения определяющих соотношений теории малых упруго-
пластических деформаций на шаге нагружения в двух вариантах. В первом 
варианте они получаются дифференцированием выражений напряжений 
как функций деформаций на основе деформационной теории пластичности; 
во втором варианте определяющие соотношения получаются на основе гипо-
тезы о пропорциональности компонент девиаторов приращений напряжений 
компонентам девиаторов приращений деформаций. Результаты. На тестовом 
примере расчета защемленной цилиндрической оболочки представлена реали-
зация полученных определяющих соотношений. 

Ключевые слова: деформационная теория пластичности; девиатор прира-
щений деформаций; девиатор приращений напряжений; матрица пластич-
ности; метод конечных элементов 
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Введение1 
В настоящее время при определении напряжен-

но-деформированного состояния (НДС) оболочеч-
ных конструкций необходимо учитывать пласти-
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ческую стадию работы применяемого материала. 
Соотношения между напряжениями и деформа-
циями при этом компонуются на основе теории 
пластического течения или деформационной тео-
рии пластичности [1–3]. При использовании чис-
ленных методов расчета оболочечных конструк-
ций [4–10] с учетом пластического деформирова-
ния обычно используют шаговую процедуру на- 
гружения [11; 12], предусматривающую получе-
ние соотношений между приращениями компонент 
тензора деформаций и приращениями компонент 
тензора напряжений. Если воспользоваться де-
формационной теорией пластичности, то выше-
упомянутые соотношения на (j+1)-м шаге нагру-
жения можно получить двумя способами. В пер-
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вом случае можно использовать общепринятый под- 
ход, который заключается в применении процеду-
ры дифференцирования компонент тензора дефор-
маций по компонентам тензора напряжений. Во вто- 
ром случае можно воспользоваться гипотезой о про- 
порциональности компонент девиатора приращений 
напряжений компонентам девиатора приращений 
деформаций [13].  

В настоящей работе представлен сравнитель- 
ный анализ эффективности двух способов получе-
ния матрицы пластичности на (j+1)-м шаге нагру- 
жения при применении метода конечных элемен-
тов (МКЭ) к расчету тонких оболочек при упруго-
пластическом деформировании. 

 
 

1. Матрица пластичности  
на (j+1)-м шаге нагружения  

с использованием операции дифференцирования 
компонент тензора деформаций  

по компонентам тензора напряжений 
 
На основании второй гипотезы деформаци-

онной теории пластичности можно записать со-
отношение между контравариантными компонен- 
тами девиаторов напряжений ijS  и деформаций 

ijE [3]: 

   ,32 ij
ii

ij ES                      (1) 

где     ij
ij

iij
ij

i EESS 23;23   – интен-
сивности напряжений и деформаций. 

Входящие в (1) ко- и контравариантные ком-
поненты девиаторов напряжений и деформаций 
определяются по формулам [3] 

   1 1σ σ 3 σ σ; ;ij ij
ij ij ij

ijS I g S I g   

   1 1ε ε 3 ε ε; ,ij ij
ij ij ij

ijE I g E I g          (2) 

где     ij
ijij

ijij
ijij

ij ggIggI  11 ;  – 
первые инварианты тензоров напряжений и дефор-
маций. 

Соотношение (1) с учетом (2) можно предста-
вить в виде 

 1σ σ 3ij ijI g   

     12 3 σ ε ε ε 3 .ik jl ij
i i klg g I g     (3) 

Применяя к (3) первую гипотезу деформаци-
онной теории пластичности, получим следующую 
зависимость: 

   σ 2 3 σ ε εij ik jl
i i klg g   

     1 2 9 σ εε 3 ,ij
i iKI g             (4) 

где  .ν21 EK  
Для получения соотношений между прираще-

ниями контравариантных компонент тензора напря- 
жений и ковариантных компонент тензора дефор-
маций на (j+1)-м шаге нагружения воспользуемся 
зависимостями 

αβ αβ
αβ

11 22
11 22

σ σσ
ε ε

ε ε 
    

 
  

αβ αβ

12 33
12 33

σ σ
ε ε

ε ε , 
 

 
                            (5) 

где греческие верхние индексы   и   последо-
вательно принимают значения 1 и 2. 

При вычислении входящих в (5) частных про-
изводных ij 

 
необходимо предварительно 

выполнить следующие дифференциальные опе-
рации: 

      ,
ij

i

i

CK

ij

i

i

ii

ij

ii EE

















  (6) 

где iiCiiK EE  ;  – касательный и 
секущий модули диаграммы деформирования при-
меняемого материала. 

Для получения входящих в (6) производных 
интенсивности деформаций по ковариантным ком- 
понентам тензора деформаций воспользуемся вы- 
ражением 

11 12

11 12
ε ε ε
ε ε ε

i i i

ij ij ij

E E
E E

   
 

   
  

22 33
11

22 33
11

ε ε ε
ε ε ε

i i i

ij ij ij

EE E
EE E

    
   

    
 

3312 22

12 22 33

ε ε ε ,
ε ε ε

i i i

ij ij ij

EE E
E E E
    

  
     

        (7) 

где .
3

;
3 i

ij

ij

i

i

ij
ij
i E

E
E

E 










  

Представив ко- и контравариантные компонен-
ты девиатора деформаций в развернутом виде, по-
лучим следующие дифференциальные зависимости: 
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Принимая во внимание (6), (7) и (8), можно 
определить входящие в (5) частные производные 

ij  , например: 
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где   σ2
ε ; ;

3 9 ε
i

K C i
i

K
D E E M     
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Соотношения (8) представим в виде матрич-
ного произведения 

    ,
14

*

4313 
 d                           (9) 

где    *
11 22 12 33ε ε ε 2 ε ε ;

T
       

   11 22 12σ σ σ σ .T
      
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Учитывая общепринятую в теории тонких обо-
лочек гипотезу о приравнивании нулю нормальных 
напряжений в направлении нормали к срединной 
поверхности, запишем равенство 

33 33
33

11 22
11 22

σ σσ
ε ε

ε ε 
    

 
  

33 33

12 33
12 33

σ σ
ε ε

ε ε 0. 
 

 
                   (10) 

Из соотношения (10) получим выражение 
33 33 33 33

11 22 1233
11 22 12 33

σ σ σ σε ε ε ,
ε ε ε ε

ε          
   

   
   
     (11) 

которое можно представить в матричном виде 
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1 3 3 1
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 С учетом (12) скомпонуем матричную зависимость 
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С учетом (13) выражение (9) можно предста-
вить следующим образом:

 

    ,
133313 
 IC                     (14) 

где     adCI   – матрица пластичности на (j+1)-м 
шаге нагружения. 

 
2. Матрица пластичности  

на (j+1)-м шаге нагружения 
на основе гипотезы о пропорциональности  

компонент девиатора приращений напряжений  
компонентам девиатора приращений деформаций 

Принимая во внимание гипотезу о пропорцио-
нальности компонент девиатора приращений напря- 
жений компонентам девиатора приращений дефор-
маций, запишем следующее соотношение 
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ijij
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 σ .σ σij ij
ij ijP g g      

Между первыми инвариантами тензоров при- 
ращений деформаций и приращений напряжений 
может быть установлена следующая зависимость: 
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 P
E

P                   (16) 

Соотношение (15) с учетом (16) запишем в 
виде 
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В развернутой форме выражения (17) примут 

следующий вид: 
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                         (18) 

Соотношения (18) могут быть представлены 
в матричной форме 

    ,σε
133313 

 T                         (19) 

где
 
   .σσσσ 122211  T  
Выполняя операцию обращения из (19) можно 

получить матрицу пластичности на (j+1)-м шаге 
нагружения: 

    ,εσ
133313 

 IIC                      (20) 

где     .1 TCII  
Сопоставляя между собой (14) и (20) отметим, 

что процедура получения  IIC значительно упро-
щается по сравнению с  IC , что в свою очередь 
облегчает программную реализацию вычислитель-
ного алгоритма. 
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3. Конечный элемент тонкой оболочки 
Срединная поверхность тонкой оболочки пред-

ставлена ансамблем четырехугольных конечных 
элементов с узлами i, j, k, l, расположенными в 
вершинах четырехугольников. При формировании 
матрицы жесткости конечного элемента использу-
ются две системы координат: глобальная система 
криволинейных координат 1θ , 2θ , связанная с гео-
метрическими параметрами срединной поверхно-
сти, и локальная система координат 1η,ξ1  , 
применяемая для реализации процедуры числен-
ного интегрирования по площади элемента с по-
мощью квадратуры Гаусса. 

Связь между глобальными 1θ , 2θ  и локальны-
ми ξ , η  координатами устанавливается зависи-
мостью 

       α α α1 ξ 1 η 1 ξ 1 η
θ θ θ

2 2 2 2
i j   

    

       α α1 ξ 1 η 1 ξ 1 η
θ θ ,

2 2 2 2
k l   

        (21) 

где α  принимает значения 1, 2. 
Столбцы узловых неизвестных конечного эле-

мента на (j+1)-м шаге нагружения в глобальной и 
локальной системах координат были выбраны в 
следующем виде: 

        ;
121121121361 












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y

TG
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        ,
121121121361 
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




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где    1 1 1 1 2 2 2 2,θ ,θ ,θ ,θ ,θ ,θ ,θ ,θ
1 12

;
TG i j k l i j k l i j k l

yq q q q q q q q q q q q q


   

   ,ξ ,ξ ,ξ ,ξ ,η ,η ,η ,η
1 12

.
TL i j k l i j k l i j k l

yq q q q q q q q q q q q q


   

Здесь под q  понимается приращение танген-
циальных u , v  или приращение нормальной 
компоненты w  вектора перемещения на (j+1)-м 
шаге нагружения. 

Приращение компоненты вектора перемещения 
точки внутренней области конечного элемента ин-
терполируется через узловые значения приращений 
этой же компоненты с помощью зависимостей вида 

   ,ψ
112121 

 L
y

T qq                       (24) 

где    1221 ψ...ψψψ T  содержит произведения 
Эрмитовых полиномов третьего порядка. 

Выполняя последовательное дифференцирова-
ние (24) по 1θ , 2θ , можно получить первые и вто-
рые производные приращений компонент вектора 
перемещения, например: 

     1 1 1,ξ ,η,θ ,θ ,θ
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T T L
yqq       

   
   
 
   

 

1

1

1 1

1 1

1 1 1 1

2

,ξξ ,θ

2

,ηη ,θ

,θ θ

,ξη ,θ ,θ

,ξ ,η,θ θ ,θ θ

.

ψ ξ

ψ η

2 ψ ξ η

ψ ξ ψ η

T

T

L
y

T

T T

qq 

 

  
 

  

   

 
 
 
 
 
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  (25) 

Дальнейшая процедура формирования матри-
цы жесткости четырехугольного конечного элемен-
та и столбца узловых усилий на (j+1)-м шаге нагру- 
жения осуществляется стандартным для МКЭ об-
разом [14–19]. 

 
4. Пример расчета 

В качестве примера решена задача об опреде-
лении НДС цилиндра, жестко защемленного по ле-
вому торцу, загруженного внутренним давлением 
интенсивности q . Правый торец свободен. Приняты 
следующие исходные данные: радиус цилиндра 

9,0R м; длина образующей 8,0L м; толщина 
стенки 01,0t  м; модуль упругости 4105,7 E МПа; 
коэффициент Пуассона 32,0ν  . Диаграмма дефор- 
мирования задана в виде двухзвенной ломаной с 
пределом текучести 200σ T Мпа. Кривая упроч-
нения задана уравнением 

  .0,20003,180870023496,0εσ  ii     (26) 

Расчеты выполнены по двум вариантам. В пер-
вом варианте при формировании матрицы жестко-
сти конечного элемента на (j+1)-м шаге нагруже-
ния использована матрица пластичности в виде (14); 
во втором варианте применена матрица пластич-
ности, полученная в соответствие с (20). Резуль-
таты повариантных расчетов показаны в таблице, 
в которой приведены численные значения нормаль-
ных напряжений на внутренней вσ  и наружной нσ  
поверхностях цилиндра в жесткой заделке ( 0,0x м) 
и на свободном торце ( 8,0x м) в зависимости от 
количества шагов нагружения. Как видно из таб-



Klochkov Yu.V. et al. Structural Mechanics of Engineering Constructions and Buildings, 2019, 15(4), 315–322 
 

 

320   NUMERICAL METHODS OF ANALYSIS OF STRUCTURES 

лицы, нормальные напряжения в жесткой заделке 
в первом варианте имеют меньшие, примерно на 
20 %, значения по сравнению со вторым вариантом. 
Нормальные напряжения на свободном торце в обоих 
вариантах практически совпадают и соответствуют 
условиям равновесия. Меридиональные напряжения 

мσ  должны быть равны нулю, так как горизонталь-
ная нагрузка отсутствует, а кольцевые напряжения 
на свободном торце могут быть вычислены по фор-
муле МПа0,225м01,0м9,0МПа5,2σ  tqRк , 
что и наблюдается в обоих вариантах расчета. 

 
Таблица 

Численные значения нормальных напряжений в сечениях цилиндрической оболочки 
[Table. Numerical values of normal stresses in sections of a cylindrical shell] 

Сечение 
[Section] 

Напряжения, 
МПа 

[Stress, MPa] 

Варианты расчета [Variants of calculation] 

I II 

Число шагов нагружения 
[Number of loading steps] 

40 60 80 40 60 80 

Опорное,  
0,0x м 

[Support, 
0,0x м] 

в
мσ  322,4 322,2 322,1 399,6 399,0 399,6 

н
мσ  –322,2 –322,1 –322,0 –399,8 –399,3 –399,5 

в
кσ  131,3 131,2 131,1 151,1 151,1 151,5 

н
кσ  –131,2 –131,1 –131,0 –151,2 –151,2 –151,4 

Свободный  
торец,  

8,0x м 
[Free end, 

8,0x м] 

в
мσ  0,0 0,0 0,0 0,0 0,0 0,0 

н
мσ  0,0 0,0 0,0 0,0 0,0 0,0 

в
кσ  225,04 225,04 225,04 224,99 224,99 224,99 

н
кσ  225,04 225,04 225,04 224,99 224,99 224,99 

 
Вывод 

Способ получения матрицы пластичности 
(15)–(20) на (j+1)-м шаге нагружения, основанный 
на гипотезе о пропорциональности компонент де-
виаторов приращений напряжений компонентам 
девиаторов приращений деформаций, является 
более предпочтительным по сравнению со спосо-
бом (5)–(14), в котором для получения определя-
ющих соотношений на шаге нагружения выпол-
няется дополнительная операция дифференциро-
вания полных напряжений по компонентам дефор- 
маций, приводящая к снижению корректности по-
ставленной задачи. 
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 Abstract 
Relevance. The problems of decline of resource-demanding of objects of 

building and engineer dictate the necessity of consideration of processes of de-
formation of constructions at the resiliently-plastic state. The widely in-use theo-
ry of account of practical properties of material is a deformation theory of plas-
ticity. The aim of the research is development of variants of receipt of determin-
ing correlations on the step of ladening at deformation of material outside a resi-
liency. Methods. Algorithms over of receipt of determining correlations of theo-
ry of small resiliently-plastic deformations are brought on the step of ladening in 
two variants. In the first they turn out differentiation of expressions of tensions 
as functions of deformations on the basis of deformation theory of plasticity; 
in the second determining correlations turn out on the basis of hypothesis about 
the proportion of components of deviators increases of tensions to components 
of deviators increases of deformations. Results. On the test example of calcula-
tion of the jammed cylindrical shell realization of the got determining correla-
tions is presented. 
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 Аннотация 
Цель работы заключается в сравнении двух методов расчета на примере 

решения осесимметричной задачи термоупругости. Методы. Расчет толстостен-
ной цилиндрической оболочки на температурное воздействие проведен численно-
аналитическим методом и методом конечных элементов, реализованным в про-
граммном комплексе ЛИРА-САПР. Оболочка состоит из трех слоев: два слоя 
жаростойкого бетона и наружный стальной слой. При расчете учитываются ку-
сочно-линейная неоднородность оболочки, обусловленная ее трехслойной кон-
струкцией, и непрерывная неоднородность, вызванная воздействием стационар-
ного температурного поля. Численно-аналитический метод расчета предполагает 
вывод разрешающего дифференциального уравнения, которое решается методом 
прогонки, предусмотрена возможность учета нелинейного характера деформи-
рования материала с использованием метода последовательных приближений. 
Для решения данной задачи методом конечных элементов построена аналогич-
ная расчетная модель оболочки в программном комплексе ЛИРА-САПР. Приве-
дены решения задачи термоупругости для бесконечного цилиндра (в условиях 
плоского деформированного состояния) и для цилиндра конечной длины со сво-
бодными торцами. Результаты. Сравнение результатов расчета проводится по 
полученным значениям кольцевых напряжений σθ. 

Ключевые слова: неоднородность; нелинейно упругий материал; бетон; 
термоупругость; цилиндрическая оболочка 
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Введение1 
Конструктивные элементы в виде полых цилин- 

дров имеют широкое применение в технологическом 
оборудовании химической и энергетической промыш- 
ленности. Такие конструкции часто работают в усло- 
виях повышенных и высоких температур. В статье 
предлагается решение задачи термоупругости с уче-
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том изменения свойств материала (бетона) в зависи-
мости от температуры и с учетом его физической не- 
линейности. В работе [1] описан численно-аналити- 
ческий метод решения такого типа задач, нами вы-
полнен сравнительный анализ результатов расчета 
численно-аналитическим методом и методом конеч-
ных элементов, реализованным в программном ком-
плексе ЛИРА-САПР. Задача решается в постановке 
плоского деформированного состояния (ПДС) и для 
конечного цилиндра со свободными торцами.  

 
1. Постановка задачи 

Рассматривается задача расчета трехслойной 
цилиндрической оболочки на температурное воз-
действие. Материалы оболочки: внутренний слой 
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из жаростойкого бетона на глиноземистом цементе 
(бетон № 1) толщиной 50 мм, средний слой из жаро-
стойкого бетона на портландцементе (бетон № 2) – 
100 мм, наружный слой из стали – 40 мм. Внутри 
поддерживается постоянная температура 500 °С. 

Распределение температуры внутри многослой-
ной стенки, полученное при решении уравнения 
теплопроводности, показано на рис. 1: r1 = 0,55 м, 
r2 = 0,6 м, r3 = 0,7 м, r4 = 0,74 м; Тв = 500 °С,  
Т1 = 488,9 °С, Т2 = 380,4 °С, Т3 = 199,5 °С,  
Т4 = 197,3 °С, Тн = 20 °С. 

 

 
 

Рис. 1. Распределение температуры в трехслойной оболочке:  
1 – бетон № 1; 2 – бетон № 2; 3 – сталь 

[Figure 1. Temperature distribution in a three-layer shell:  
1 – concrete № 1; 2 – concrete № 2; 3 – steel] 

 
Изменение начального модуля упругости бе-

тонов в зависимости от температуры принималось 
по данным из [2]. 

При решении численно-аналитическим методом 
для описания нелинейного характера деформиро-
вания бетонов использовались опытные диаграм-
мы деформирования жаростойких бетонов, приве-
денные в [2]. В решении используется диаграмма 
σi – εi, которая описывается зависимостью с тремя 
константами, предложенной в [3]: 

.i i iE A   = −                            (3) 

Возникающая в результате воздействия по-
вышенных температур неоднородность бетона 
учитывается заменой констант E, A и  на функ-
ции E(T), A(T) и (T). В работе [4] приведены 
функции E(T), A(T) и (T), позволяющие аппрок-
симировать опытные диаграммы деформирования 
бетонов, а также приведен вид этих диаграмм.  

Значения коэффициента линейной темпера-
турной деформации для бетонов в зависимости 
от температуры применялись по таблицам из [5], 
в задаче принимаются значения αb, соответству-
ющие режиму длительного нагрева при повтор-
ном воздействии температуры.  

 
2. Метод расчета 

В [1] описан численно-аналитический метод ре- 
шения плоской осесимметричной задачи для толсто-
стенных оболочек из физически нелинейного ради-

ально неоднородного материала при произвольных 
зависимостях механических характеристик от ради-
уса. В основу решения дифференциального уравне-
ния относительно σr положен метод прогонки с 
определенным шагом, для учета физической не-
линейности используется метод последовательных 
приближений. При решении дифференциального 
уравнения принят постоянный шаг h = 0,005 м,  
то есть трехслойная оболочка общей толщиной 
0,19 м разбивается при решении на 38 кольцевых 
слоев, каждому из которых соответствует набор па-
раметров E,  и ; при учете физической нелинейно-
сти для каждого слоя задается диаграмма σi – εi. 

Решение при условии плоского деформиро-
ванного состояния предполагает, что цилиндр явля-
ется очень длинным и рассматриваются напряжения, 
возникающие на достаточном удалении от концов. 
Метод решения аналогичной задачи с учетом мест-
ных возмущений вблизи концов цилиндра подробно 
описан в [6]. 

Для решения данной задачи методом конечных 
элементов использовался программный комплекс 
ЛИРА-САПР. Была создана модель цилиндра, раз-
битого по радиусу на 38 конечных элементов, и за-
даны 38 типов жесткостей и температурная нагрузка 
для каждого кольцевого слоя. При решения плоской 
задачи были ограничены перемещения вдоль оси z 
по торцам цилиндра. При решении задачи для ко-
нечного цилиндра освобождался от закрепления 
один торец, при этом общая длина цилиндра состав-
ляла 1,45 м, так как численно-аналитический расчет 
показал, что напряжения, возникающие вблизи сво-
бодных торцов цилиндра, быстро убывают с увели-
чением расстояния от конца, и на расстоянии 1,5 м 
их влияние несущественно.  

 
3. Результаты 

На рис. 2 представлена деформированная под 
воздействием температуры КЭ-модель цилиндриче-
ской оболочки. 

 
Рис. 2. Деформированная цилиндрическая оболочка,  

полученная в программе ЛИРА-САПР 
[Figure 2. Deformed cylindrical shell  
obtained in the program LIRA-CAD] 
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Рис. 3. Распределение напряжений σθ по толщине оболочки: 

1 – линейный расчет численно-аналитическим методом;  
2 – линейный расчет методом КЭ;  

3 – нелинейный расчет численно-аналитическим методом 
[Figure 3. The distribution of stresses across the shell thickness: 

1 – linear calculation by numerical-analytical method;  
2 – linear calculation by the FE method;  

3 – non-linear calculation by numerical-analytical method] 
 

 
Рис. 4. Напряжения σθ вблизи свободного торца цилиндра 

при r = 0,55 м и r = 0,7 м: 
1 – линейный расчет численно-аналитическим методом, м;  

2 – линейный расчет методом КЭ в программе ЛИРА-САПР, м; 
3 – нелинейный расчет численно-аналитическим методом, м; 
4 – линейный расчет численно-аналитическим методом, м;  

5 – линейный расчет методом КЭ в программе ЛИРА-САПР, м;  
6 – нелинейный расчет численно-аналитическим методом, м 

[Figure 4. Stresses near the free end of the cylinder  
at r = 0,55 m and r = 0,7 m: 

1 – linear calculation by numerical-analytical method, m;  
2 – linear calculation by the FE method in the LIRA-CAD software 

program, m; 
3 – non-linear calculation by numerical-analytical method, m; 

4 – linear calculation by numerical-analytical method, m;  
5 – linear calculation by the FE method in the LIRA-CAD software 

program, m;  
6 – non-linear calculation by numerical-analytical method, m] 
 
На рис. 3 показаны напряжения σθ, распределен- 

ные по толщине оболочки при z ≥ 1,5 м. На рис. 4 
показаны напряжения σθ вблизи свободного тор-

ца цилиндра в наиболее напряженных кольцевых 
слоях бетона r = 0,55 м и r = 0,7 м. 

 
Выводы 

Результаты решения плоской задачи (рис. 3) 
методом КЭ в программе ЛИРА-САПР показывают 
резкие перепады напряжений в местах смены ма-
териала, обусловленные перераспределением напря- 
жений в пользу материалов с большим модулем 
упругости, которых нет при численно-аналитиче- 
ском расчете и не должно быть в плоской задаче 
при отсутствии деформаций по z.  

Результаты решения задачи термоупругости 
цилиндра конечной длины показывают значитель-
ное расхождение максимальных напряжений вблизи 
свободного торца цилиндра. 
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  Abstract 
The aim of research is to compare two calculation methods using the example 

of solving the axisymmetric thermoelasticity problem. Methods. The calculation 
of a thick-walled cylindrical shell on the temperature effect was carried out 
by the numerical-analytical method and the finite element method, implemen-
ted in the LIRA-CAD software package. The shell consists of three layers:
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 two layers of heat-resistant concrete and an outer steel layer. In the calculation, 
a piecewise linear inhomogeneity of the shell due to its three-layer structure and 
continuous inhomogeneity caused by the influence of a stationary temperature field is 
taken into account. The numerical-analytical method of calculation involves the deri-
vation of a resolving differential equation, which is solved by the sweep method, it is 
possible to take into account the nonlinear nature of the deformation of the material 
using the method of successive approximations. To solve this problem by the finite 
element method, a similar computational model of the shell was constructed in 
the LIRA-CAD software package. The solution of the problem of thermoelasticity 
for an infinite cylinder (under conditions of a plane deformed state) and for a cylinder 
of finite length with free ends is given. Results. Comparison of the calculation results 
is carried out according to the obtained values of ring stresses σθ. 

Keywords: inhomogeneity; nonlinearity; concrete; thermoelasticity; cylin-
drical shell 
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 Аннотация 
Актуальность исследования обусловлена произошедшими за последние 

10 лет тяжелыми авариями на крупных ГЭС и плотинах в РФ (Саяно-
Шушенская ГЭС, 2009), США (плотина Оровилл, 2018), Бразилии (дамба Бру-
мадиньо, 2019), Колумбии (ГЭС Итуанго, 2018) и других странах, в связи с чем 
возникла необходимость совершенствования программ обеспечения безопасно-
сти гидротехнических сооружений (ГТС) и плотин. Методы этой важной ра-
боты заключаются в разработке современной методики анализа и оценок риска 
аварий ГТС и плотин. Внедрение этого метода в программы обеспечения без-
опасности ГТС (плотин) в передовых в строительстве ГТС странах (Китай, 
Бразилия, Канада, США, Россия, Колумбия, Норвегия, Испания и др.) показы-
вает, что, несмотря на ряд трудностей в применении анализа оценок риска ава-
рий ГТС, этот подход приносит большую пользу при контроле безопасности 
ГТС и плотин. Цель статьи – ознакомить специалистов и инженеров-гидро-
техников с современной методикой анализа и оценки риска аварий ГТС и пло-
тин и практическим ее применением в РФ. 

Ключевые слова: гидротехнические сооружения; ГТС; безопасность 
гидротехнических сооружений и плотин; оценка риска аварий гидротехни-
ческих сооружений и плотин; вероятность отказа 
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Введение1 
В 2008 г. в рамках национального проекта 

«Образование» в Российском университете дружбы 
народов (РУДН) на кафедре гидравлики и гидро-
технических сооружений была создана научно-
учебная лаборатория (НУЛ) «Гидрологическая и 
техническая безопасность ГТС», а также учебно-
методический комплекс (УМК) с этим же назва-
нием (разработчик УМК и научный руководитель 
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НУЛ – автор настоящей статьи статьи). На основе 
УМК впервые в РФ был разработан новый учеб-
ный курс и подготовлено учебное пособие «Гид-
рологическая и техническая безопасность гидро-
сооружений» [1] для магистров, обучающихся по 
специализации «Гидротехническое строительство» 
в РУДН и других вузах РФ. 

К преимуществам методологии анализа и оценки 
риска аварий гидротехнических сооружений (ГТС) 
относятся: 

– комплексность методологии, так как анали-
зируются все причины и сценарии отказов и учи-
тываются последствия аварий по всем сценариям; 

– возможность учета факторов, не поддающих-
ся количественной оценке (суффозия грунтов, че-
ловеческий фактор и др.); 
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– возможность ранжирования опасностей для 
конкретного ГТС и его группы по уровню риска 
для населения, экономики и окружающей среды; 

– ясность процесса анализа риска, позволяю-
щая улучшить понимание особенностей ГТС и 
уровня его безопасности и выявить эффективные 
пути предупреждения аварий, локализации и лик-
видации их последствий. 

В России и за рубежом практика применения 
анализа риска аварий ГТС пока ограничена из-за 
отсутствия единого подхода к решению таких задач. 
Определенные затруднения при оценке риска свя-
заны с вопросом о критериях приемлемого риска 
аварий ГТС, особенно риска для жизни людей. 

 
1. Методика анализа и оценки риска  

аварий гидросооружений 
В 2003 г. Международная комиссия по большим 

плотинам (СИГБ) выпустила Бюллетень № 130 
«Оценка риска при контроле безопасности плотин», 
в котором сделан обзор используемых в анализе 
риска ГТС методов, их достоинств и недостатков [2]. 
По мнению авторов Бюллетеня, «в будущем разви-
тии вероятностной количественной оценки риска 
заключен потенциал значительного повышения 
безопасности плотин». 

СИГБ рекомендует оценивать риск в виде ма-
тематического ожидания последствий наступления 
опасного события (как произведение вероятности 
этого события на математическое ожидание вели-
чины его последствий) или в виде сценария веро-
ятностей событий и их последствий. Таким обра-
зом, риск зависит от вероятности аварии плотины 
и ее последствий и представляет собой большую 
величину, даже если эта вероятность очень мала. 

Численные расчеты очень важны при иденти-
фикации механизма аварии, их анализ и оценку 
вероятностей реакции системы «плотина – осно-
вание – водохранилище» связывают со стохасти-
ческим методом Монте-Карло. В пособии РУДН 
рекомендуется использовать программы расчетов, 
такие как CADAM [3] и FLAC [4], для моделиро-
вания типов аварий плотин, включающих все ти-
пы скольжения (тело плотины, основание, контакт 
«основание – плотина» и др.), пластическое тече-
ние грунтов и трещинообразование бетона. 

В настоящее время отмечается три уровня 
применяемости анализа и оценок приемлемости 
риска при контроле безопасности ГТС [2]: 

– в первой группе стран анализ риска аварий 
ГТС рекомендован и широко используется (напри-
мер, в Норвегии, Канаде, Нидерландах, где регла-
ментирован анализ риска аварий и разработаны 
критерии этого анализа); 

– во второй группе стран ведутся исследова-
ния по безопасности ГТС, но имеются трудности 
в их применении (например, в Швеции и Испа-
нии анализ риска рекомендован, но применяется 
пока только к критическим ситуациям); 

– в третьей, самой большой, группе стран (РФ, 
Франция, США, Англии и др.) принята позиция 
выжидания, анализ риска используют в промыш-
ленности, но пока не применяют к ГТС, за отдель-
ными исключениями. 

Анализ и оценка риска аварий ГТС в России ре-
гламентированы требованиями Федерального закона 
«О безопасности ГТС» и распространяются на пло-
тины, здания ГЭС, водосбросы и водоспуски, тунне-
ли, каналы, судоходные шлюзы, сооружения для 
защиты от разрушений берегов водохранилищ и 
русел рек, защитные дамбы жидких отходов пром-
предприятий (хвостохранилищ), аварии которых 
могут привести к критической ситуации. 

В 2003 г. в СНиП 33-01-2003 [5] были включены 
допускаемые значения вероятностей возникнове- 
ния аварий на ГТС I–III классов: для I класса –  
5·10–5 1/год, для II – 5·10–4 1/год, для III – 2,5·10–3 1/год. 

В 2000 г. АО ВНИИГ разработал «Методиче-
ские указания по проведению анализа риска ава-
рий ГТС», устанавливающие методические прин- 
ципы, термины и определения анализа риска, 
требования к оформлению результатов и методы 
анализа риска аварий ГТС разных типов и клас-
сов [6]. В 2003 г. АО НИИЭС разработал «Мето-
дику оценки уровня безопасности ГТС» [7], ис-
пользованную в учебном пособии РУДН [1]. 

Главная проблема при оценке риска аварий пло- 
тин заключается в ее адекватности ситуации при-
нятия решения. При оценке риска следует учиты-
вать, что он носит условный характер и опреде-
ляется объективными и субъективными фактора-
ми. Адекватность оценки риска аварии плотины 
зависит от квалификации эксперта и его умения 
работать с этими факторами. 

При оценке техногенного риска решаются сле-
дующие задачи (рис. 1). 

1. Задачи анализа риска, в основе которых ле-
жит идентификация опасностей и факторов риска, 
сводящаяся к выявлению опасных неконтролируе-
мых обстоятельств и испытывающих опасные воз-
действия объектов риска. В анализе риска устанав-
ливают причинно-следственные отношения между 
опасностями и факторами риска, воздействиями на 
ГТС и его ответными реакциями, а также потенци-
альные ущербы, оценивают вероятности их воз-
никновения для последующей оценки риска. 

2. Задачи оценки риска, среди которых разли-
чают задачи оценки приемлемости риска, задачи 
расчета (оценки количественных значений риска) 
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и задачи оценивания риска (проверки значений рис-
ка на допустимость). 

3. Задачи управления риском. Одной из слож- 
ных задач исследований риска аварий ГТС являет-
ся оценка его приемлемости. Расчеты риска ведут 
по принципу «лучше переоценить риск, чем его 
недооценить». Оценку приемлемого риска устанав-
ливают согласно правилу практически обоснован- 
ного минимального риска (as low as reasonably 
practicable risk principle, ALARP). 

Оценку риска аварий плотин можно проводить 
с использованием разных методов, учитывая апри-
орную и апостериорную информацию, статистиче-
ские данные о вероятностях реакций ГТС на воз-
действия. Специалисты часто не имеют возмож-
ности непосредственно применить вероятностные 
модели, на которых могут базироваться рациональ-
ные выводы. Среди основных сложностей можно 
отметить невозможность четко моделировать ряд 
форм аварий ГТС. 

 
 
 
 

Анализ риска 

[Risk analysis] 
 
 
 

Сценарий аварий 
[Scenario of accidents] 

 
 
 
 
 
 
 

Оценка риска 
[Risk assessment] 

 
 

Управление рисками 
[Risk management] 

 
 
 

Рис. 1. Блок-схема основных задач исследований техногенного риска 
[Figure 1. Flow chart of the principal tasks of technological risk studies] 

 
Оценку риска аварий ГТС можно осуществлять 

как сопоставлением расчетных значений риска с 
допустимыми, так и выбором из возможных ре-
шений варианта, при котором риск минимизиру-
ется (согласно принципу ALARP). 

Анализ и оценка риска связаны с анализом и 
оценкой техногенной безопасности. При этом риск 
выражают через вероятность аварии, которую рас-
сматривают как количественный показатель безопас- 
ности, например, вероятность отказа – как показа- 
тель надежности. 

Представление риска аварий в форме вероят-
ности при оценке безопасности плотины оправда-
но. Для любого опасного воздействия (гидрологи-
ческого, статического, сейсмического и т.п.), как 
правило, последствия аварии плотины могут силь-

но не отличаться. Нет больших отличий в том, 
из-за чего состоялся прорыв напорного фронта: 
из-за обрушения откоса плотины от землетрясения 
и разжижения грунтов, перелива воды из-за осад-
ки гребня плотины, отказа водосбросов, заклини-
вания затворов, суффозии грунтов и др. Экологи-
ческие и экономические последствия прорыва на- 
порного фронта от этих причин могут быть близ-
кими. Социальные последствия также могут быть 
близкими, особенно когда число жертв мало зави-
сит от времени добегания волны прорыва. В этом 
случае оценка риска очень упрощается, так как 
можно не оценивать число потенциальных жертв, 
экономические и экологические потери. Это при-
емлемо и тогда, когда расхождение в вероятностях 
опасных событий отвечает расхождениям соответ-

Продуценты риска 
[Risk producers] 

Идентификация опасностей 
[Identification of dangers] 

Реципиенты риска 
[Risk recipients] 

Идентификация факторов риска 
[Identification of risk factors]

Анализ воздействий и реакций 
[Analysis of load action and reaction] 

Анализ ущерба и вреда 
[Analysis of damage and harm] 

Установление причинно-следственных отношений 
между опасностями и факторами риска 
[Establishing cause-and-effect relations  

between dangers and risk factors] 

Оценка вероятностей инициирующих событий, состояний и их следствий 
[Estimation of probabilities of initiating events, states and their consequences] 

Оценка приемлемости риска 
[Assessment of risk acceptability] 

Расчеты и оценивание риска
[Calculations and risk assessment] 

Учет альтернатив  
[Accounting of alternatives] 

Информирование о риске 
[Information about risk] 

Принятие решений 
[Decision making] 

Мониторинг и контроль риска 
[Monitoring and risk control] 
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ствующих рисков и когда последствия аварии ка-
тастрофичны и их трудно оценить количественно. 

Выбор метода анализа и оценки риска зависит 
от цели исследований риска. Объединение цели 
исследований риска с методом его анализа и оцен-
ки определяет перспективы оценки риска аварий 
плотин и использование результатов этих иссле-
дований на практике. Это могут быть задачи, свя-
занные с раскрытием неопределенности, задачи 
оптимизации и выбора среди возможных решений 
вариантов с минимальным риском. 

В вопросе раскрытия неопределенности оценка 
риска аварий плотин может проводиться для ре-
шения следующих задач: 

– ранжирования опасностей и факторов рис-
ка с выявлением приоритетных. Риск тонко реа-
гирует на изменчивость и неопределенность дан-
ных, широко изменяется, диагностируя проблем-
ные факторы; 

– исследования поведения ГТС с точки зрения 
изменчивости его реакций на случайные изме- 
нения внешних влияний и условий эксплуатации; 

– обоснования потребности в дополнительной 
информации и исследованиях. Разные изменчи-
вость и неопределенность факторов и параметров 
производят разные вклады этих факторов и па-
раметров в общий риск аварий. Риск указывает 
на места, где неопределенность проявляется мак-
симально;  

– рассмотрения оценки риска аварий на пло-
тинах как итерационного процесса, повторяюще-
гося, когда поступает новая информация. Знание 
рисков помогает выявить альтернативы, снижающие 
идентифицированные риски с учетом ограничен-
ности ресурсов для обеспечения безопасности. Вы-
бор оптимального решения можно сделать с уче-
том приоритета рисков; 

– модифицирования оценки риска согласно но-
вым данным, установления новых определяющих 
факторов и параметров (рис. 2). Эффективность 
мероприятий, направленных на уменьшение риска, 
оценивается при сопоставлении рисков, прогнози-
руемых до и после внедрения соответствующих ме-
роприятий. В таком виде оценка риска аварий пло-
тин становится интегральной составляющей про-
цесса обеспечения ее безопасности. 

С учетом сложностей в анализе риска ГТС 
недостаток информации о ГТС заставляет специа-
листов использовать как количественные, так и 
качественные оценки уровня безопасности ГТС с 
применением экспертных суждений и статистиче-
ских данных об авариях ГТС. Эти причины спо-
собствуют разнообразию приемов анализа и оценки 
риска аварий ГТС. Процедура анализа риска наибо-

лее эффективна, если ее осуществляет группа экс-
пертов, представителей эксплуатирующего пред-
приятия, проектировщиков ГТС, специалистов по 
гидрологии  и устойчивости ГТС. 

 

 
Рис. 2. Результаты расчетов вероятности аварии  

бетонной плотины Бурейской ГЭС  
при вводе ее в эксплуатацию в 2003–2008 гг.: 

▲ – вероятность потери устойчивости плотины;  
■ – вероятность перелива воды через плотину;  
♦ – обобщенная вероятность аварии плотины 

[Figure 2. Results of analyses of the probability of an accident  
of concrete dam of Bureya hydropower plant  

during its commissioning in 2003–2008 
▲ – probability of stability loss of dam;  

■ – probability of water overflow of dam; 
♦ – generalized probability of dam accident] 

 
Риск – динамическая характеристика опасно-

сти – сочетание частоты и последствий конкрет-
ного опасного события. Риск включает два элемен-
та: ожидаемую частоту реализации опасного со-
бытия и его последствия. 

Анализ риска – процесс установления опасно-
стей и оценки риска для отдельных лиц, имущества 
и окружающей природной среды, который заклю-
чается в использовании информации для установ-
ления опасностей и оценки риска, определенных 
по результатам идентификации аварий ГТС. 

Идентификация опасности – процесс выяв-
ления существования опасности источника потен-
циального ущерба людям, имуществу и окружа-
ющей среде. 

Вычисление риска – определение уровня рис-
ка анализируемой опасности для здоровья чело-
века, имущества и окружающей среды. Вычисле-
ние риска включает анализ и количественную 
оценку частоты реализации опасного события, 
анализ и оценку последствий опасного события и 
их сочетание.  

Оценка риска – процесс выработки решения, 
являются ли вычисленные риски приемлемыми, меры 
контроля за ГТС адекватными и, если это не так, 
какие дополнительные меры контроля требуются. 

Допустимый риск – риск, уровень которого 
допустим, обоснован исходя из экономических и 
социальных соображений. 
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2. Основные вопросы, на которые  
анализ риска должен давать ответы 

Что плохого может произойти? – Идентифи-
кация опасностей. 

Как часто это может случаться? – Анализ ча-
стоты. 

Какие будут последствия? – Анализ послед-
ствий. 

Приведены характеристики следующих методов 
анализа риска: 1) «Что будет, если?» (What if?); 
2) проверочный лист (Check list); 3) анализ опасно-
сти и работоспособности ГТС (Hazard and operabi- 
lity study – HAZOP); 4) аварии ГТС и их послед-
ствия (Failure mode and effects – FMEA); 5) анализ 
аварий, их последствий и критических состояний 
ГТС (Failure mode, effects and critical analysis – 
FMECA); 6) анализ дерева отказов (Fault tree ana- 
lysis – FTA); 7) анализ дерева событий (Event tree 
analysis – ETA). 

Основные положения анализа и оценки риска 
распространяются на ГТС всех типов и классов. 
В пособии [1] представлены фрагменты реализа-
ции основных положений, ориентированных в пер- 
вую очередь на грунтовые и водосбросные соору- 
жения (Приложения 2, 5). Анализ риска бетон-
ных плотин и накопителей промотходов, соору-
жений для защиты от наводнений и разрушений 
берегов водохранилищ можно выполнять соглас-
но указаниям Приложений 1, 3, 6, которые могут 
быть дополнены настоящей методикой анализа 
количественной оценки риска аварий ГТС раз-
ных типов и классов. 

Разнообразие методик показывает динамичность 
современного состояния проблемы анализа и оценки 
риска аварий ГТС в России и за рубежом. Сейчас, 
как отмечено в Бюллетене № 130 СИГБ [2], пока 
маловероятна единая методика анализа риска ава-
рий ГТС. Более продуктивной является формули-
ровка общих положений методики анализа и оцен-
ки риска аварии ГТС.  

 
3. Области применения  

анализа риска аварий ГТС 
На этапе размещений и проектирования ГТС: 
– идентификация опасностей и сравнитель-

ная оценка риска аварий ГТС для различных про-
ектных решений при обосновании оптимального 
варианта; 

– обоснование приемлемости риска аварий про-
ектируемого ГТС для персонала, населения, иму-
щества и природной среды территории;  

– подготовка информации для разработки ин-
струкций по безопасности ГТС, планов ликвидации 
аварии и действий в чрезвычайных ситуациях; 

– обоснование страховых тарифов и ставок для 
заключения договора страхования гражданской от- 
ветственности объекта – владельца ГТС. 

На этапе эксплуатации и реконструкции ГТС: 
– уточнение информации об основных опасно-

стях (например, при изменении социально-экономи- 
ческой инфраструктуры в нижнем бьефе гидроузла); 

– оценка соответствия состояния ГТС и усло-
вий его эксплуатации нормам; 

– определение приоритетных мер по ремонту 
и реконструкции ГТС, обоснование эффективно-
сти затрат на ремонт и реконструкцию; 

– уточнение страховых тарифов и ставок; 
– тщательное расследование причин аварий и 

неполадок ГТС; 
– разработка рекомендаций по организации без-

опасной эксплуатации ГТС, взаимодействию с ор-
ганами надзора, лицензированию и т.д.; 

– совершенствование планов локализации ава-
рийных ситуаций и действий. 

 
4. Методы анализа рисков 

Эти методы еще не доступны для полностью 
количественного и тщательного анализа рисков для 
плотин. Сейчас структура анализа рисков может 
быть использована для обеспечения характеристи-
ки индекса рисков, являющихся частично научны-
ми и частично субъективными, с целью его приме-
нения при управлении безопасностью. 

Имеется обширная литература по общим прин- 
ципам анализа рисков, в частности, по анализу ре- 
жимов разрушений (FMEA и FMECA), анализу де- 
рева отказов и методам надежности. С другой сто-
роны, недостаточно литературы по анализу дерева 
событий и другим аналитическим методам, таким 
как анализ последствий разрушения плотины, не-
обходимый для анализа рисков. В настоящее вре-
мя проводятся исследования, направленные на 
развитие необходимых знаний и содействие раз-
витию анализа рисков. 

Хотя существует много способов, с помощью 
которых базовая методика может быть применена 
к инженерным системам, а также способ, в котором 
выходные данные включены в более широкие 
исследования риска и надежности, используются 
две определенные методики: FMEA и FMECA (ре-
жим разрушения, последствия и анализ критично-
сти). Большое различие между этими двумя при-
ложениями в том, что первое касается только по-
нимания диапазона и влияния режимов разруше-
ния системы, а второе перечисляет сведения о ве-
роятности возникновения и последствия для каж-
дого режима разрушения. Это позволяет ранжи-
ровать различные события в порядке присвоен-
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ного рейтинга риска. Главные принципы FMEA  
и FMECA являются общими для международных 
стандартов и будут понятны и приемлемы для ши-
рокого круга международных экспертов риска. 

Анализ дерева событий (ETA) – это методика, 
качественная или количественная, которая использу- 
ется для определения возможных результатов и, 

если требуется, их вероятностей, учитывая возник-
новение исходного события. ETA – это индуктив-
ный режим анализа, отвечающий на вопрос «Что 
произойдет, если...?». Например, «Что произойдет, 
если будет высокий приток в водохранилище (ВБ)?» 
Пример дерева событий для одного режима разру-
шения плотины от паводка представлен на рис. 3. 

 
 

 
 
 

Определено из анализа вероятности 
[Determined from reliability analysis] 

 
 
                                                                     
Определено из анализа дерева отказов 
[Determined from fault tree analysis]                       PZ< 0 
                                                                                                                                                                                                                 
                                          Pgf 
                                              
                                                                    
                                                             
                                                           
                                                                                                                                        
                                                          1 – Pz < 0   Pgf                          
 
 
          Определено из                 1 – Pgf 
          анализа притока в ВБ 
           [Determined from  
           inflow analysis]  

 
Рис. 3. Пример гипотетического анализа дерева событий (ETA): 
[Figure 3. Example of hypothetical analysis of the event tree (ETA)] 

 
В методике ETA по безопасности плотин вы-

является взаимосвязь между функционированием 
или отказом разных облегчающих систем, что по- 
лезно для определения событий, которые требу-
ют дальнейшего анализа методом дерева отказов 
(то есть отдельные ветви дерева событий стано-
вятся главными событиями). 

Анализ дерева отказов (FTA) – это методика, 
качественная или количественная, с помощью ко- 
торой условия и факторы, способствующие опре-
деленному нежелательному событию (названно-
му топ-событием), дедуктивно определены, логи- 
чески организованы и представлены графически. 
Отказы, определенные в дереве, могут быть свя-
заны со сбоями аппаратных компонентов, чело-
веческой ошибкой или любым другим событием, 
которое приводит к нежелательному результату 
(например, переливу дамбы). Начиная с топ-собы- 
тия, определяются возможные причины (режимы) 
отказа на следующем, более низком, уровне функ-
циональной системы. После пошагового опреде-

ления нежелательной работы системы последова-
тельно нижние уровни системы приведут к жела-
емому уровню системы, который обычно являет-
ся режимом отказа компонента системы.  

На рис. 4 показана модель разрушения при 
сдвиге бетонной плотины в анализе надежности. 
Вероятности рассчитываются с использованием ме-
тодов теории надежности, таких как метод Монте-
Карло (уровень III). 

Возможность исправления неспособности чело- 
века закрыть, например, водовод в сочетании с раз-
рушением конструкции рассматривается как значи-
тельное преимущество вероятностного подхода, кото- 
рый обычно используется в анализе рисков. За по-
следние 20 лет появилось множество литературы 
по методам теории надежности, включая анализ 
надежности человека [8; 9]. Человеческий фактор и 
анализ надежности человека являются критически 
важным элементом и для анализа надежности ГТС. 

Риск определяется количественно, связывая 
каждое значение вероятности для каждой ветви в 

Анализ опасности  
[Hazard analysis] 

Анализ реакции подсистемы
[Sub-system response analysis] 

Оценка риска  
[Risk estimation] 

Вероятность 
[Probability] 

Анализ последствий 
[Consequence analysis] 

Экономические 
потери 

[Economic losses] 

Финансовые 
потери 

[Financial losses] 

Pf =PQ ˃ Q(T) ×  Pgf × Pz < 0    10, 000, 000             25,000,000                 

Приток больше  
расхода воды  
через турбины 
[Inflow exceeds 
turbine capacity] 

Затвор водослива 
не работает 

[Spillway gate  
in failed state] 

Затвор водослива 
работает 

[Spillway gate 
operable] 

Плотина 
разрушается  

от сдвига  
[Dam fails by sliding]

Плотина 
не разрушается 
[Dam survives] PQ ˃ Q(T) 

Pf =PQ ˃ Q(T) ×  Pgf × (1 – Pz < 0)              0                     5,000,000

Pf =PQ ˃ Q(T) ×  (1 – Pgf) × (1 – Pz < 0)     0                            0  
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дереве событий или каждой точки данных в дере-
ве отказов. Индивидуальные вероятности обычно 
задаются, используя статистические оценки, ин-
женерные модели и экспертные мнения взаимо-
дополняющим образом. В последние 10 лет по-
явились общие принципы количественного анали-
за рисков, которые обеспечивают полезное руковод-
ство при применении анализа рисков для оценки 
безопасности плотин [10]. 

Zsliding < 0 (i.e. F – P < 0); 

P = 0,5ρw(hw)2; 

F = (G – U)tgφ; 

G = ρc[(bH + 0,5(B – b)hs]hw; 

U = 0,5ρwhwB. 
 

 
Рис. 4. Модель разрушения при сдвиге бетонной плотины  

в анализе надежности 
[Figure 4. Model of sliding failure of concrete dam  

in the reliability analysis] 
 
Основные принципы количественной оценки 

дерева событий заключаются в том, что процесс 
этой оценки должен основываться на воспроизво-
димости, исправлении неопределенности, проверке 
достоверности. 

Воспроизводимость – у специалистов есть воз- 
можность просматривать и при необходимости вос-
производить расчеты. Следовательно, расчетные мо- 
дели полностью определены и данные доступны.  

Неопределенность – оценки риска сопровож-
даются анализом неопределенности в каждой оцен-
ке. В анализе четко указаны источники, природа 
и масштабы неопределенностей.  

Проверка достоверности. Анализы поддаются 
эмпирическому контролю, хотя на практике это 
может быть сложно и нецелесообразно. 

Вероятностные задания основаны на данных 
и феноменологических моделях. С обширными дан-
ными и элементарным теоретическим понимани-
ем явлений статистический прогноз является наилуч- 
шим подходом к вероятностному заданию. Напро- 
тив, при хорошем теоретическом понимании и 
репрезентативной модели явлений, но при недо-
статке данных, чисто теоретический прогноз яв-
ляется общим подходом.  

Все эти соображения указывают на необходи-
мость использования: 

– полной базы данных о причинах разруше-
ния плотин и инцидентов; 

– надежных феноменологических моделей опас- 
ностей, инициирующих режимы отказов; 

– моделей разрушения и механизмов прорыва 
плотины. 

Во всех случаях ключевой целью является пол-
ная спецификация неопределенности в синтетиче-
ских, измеренных или экспертных параметрах. 

Применение этих идей с учетом безопасности 
плотины показано на рис. 4. Данный пример упро-
щает физику устойчивости бетонных плотин на 
сдвиг, в частности, предположение о противодав-
лении, которое представлено треугольником, что 
маловероятно. Цель примера – представить основ-
ные понятия, с которыми имеет дело расчетчик. 

Сдвиг плотины произойдет, когда высокие при- 
токи в ВБ и отказ затвора совпадут, что приведет к 
подъему уровня ВБ, вследствие чего сдвигающая 
сила гидростатического давления ВБ превысит со-
противление трения плотины на сдвиг. Функция 
сдвига Z содержит два неопределенных параметра – 
F (сопротивление сдвигу) и P (давление ВБ), пред-
ставленные функциями плотности вероятности. 
Плотина начнет скользить, когда сдвигающая на- 
грузка на нее (P) превысит сопротивление сил тре-
ния по основанию (F), что случится, когда функция 
сдвига (Z = F – P) < 0. Эти распределения вероят-
ностей состоят из более фундаментальных пара-
метров пиков притока в ВБ (рис. 5, а) и надежности 
затвора водослива (рис. 5, в), которые определяют-
ся пиками отметки ВБ, hw (рис. 5, б). 

Другие параметры модели (угол трения φ и 
плотность бетона ρс) определяются путем изме-
рений или из прошлых опытов (рис. 5, г). 

Предполагается, что неопределенности в B, b, g и 
ρw ничтожно малы. Отношение между P и F опреде-
ляется посредством интеграции этих распределений, 
определенных констант и определяющих зависимо-
стей (рис. 5, д) с совокупным распределением функ-
ции сдвига Z, как показано на рис. 5, е. Результат, по-
лученный на рис. 5, е, будет таким же, как на рис. 3. 
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Приток [Inflow] Q водослива [Spillway discharge]  

а   б   в   г  
Расход Q через турбины  

[Turbine capacity] 
Qmax водослива, %  

[Spillway maximum discharge, %] 
Бетон (ρс) 

[Concrete (ρс)] 
Трение (tgφ)  

[Friction (tgφ)]
   

д   е   
 

Рис. 5. Влияние вероятностей изменения основных параметров плотины на вероятность ее разрушения: 
a – изменение пиков притоков; б – изменение пика уровней ВБ; в – надежность затвора; г – свойства  материалов;  

д – нагрузка – сопротивление; е – распределение функции сдвига Z; ꜛ – вероятность разрушения; Pfailure – точка разрушения 0 
[Figure 5. Influence of probability of change of principal parameters of dam on probability of its failure: 
а – distribution of inflow peaks; б – distribution of reservoir level peaks; в – gate reliability; г – material properties;  
д – load – resistance; е – distribution of sliding function Z; ꜛ – probability of failure; Pfailure – point of failure 0] 

 
Термины приемлемый и допустимый риск сле- 

дует тщательно различать.  
Приемлемый риск определяется как «риск 

для целей жизни или работы каждого, кто может 
быть им затронут и готов согласиться с приняти-
ем механизмов контроля риска» [11].  

Допустимый риск – это «риск в пределах его 
диапазона, с которым в обществе можно жить, 
обеспечивая определенные выгоды. Это диапазон 
риска, который не считается незначительным и 
который возможно уменьшить» [11]. 

 
5. Категории рисков 

В настоящее время в наиболее многосторон-
нем подходе к оценке риска [10] рассматривают-
ся следующие категории рисков (рис. 6). 

Широко приемлемый риск – ежегодный риск 
несчастных случаев, значительно ниже 10–6, воз-
никающий из любого конкретного источника, при- 
нимаемый за незначительный риск. 

Недопустимый риск – ежегодный риск несчаст-
ных случаев, превышающий 10–4, считается недопу-
стимым при нормальных обстоятельствах. Это не 
исключает возможности добровольного участия 
людей в рекреационных мероприятиях, связанных 
с более высоким уровнем риска, часто в диапазоне 
от 10–3 до 10–2 летальных исходов в год. 

Допустимый риск – годовой риск несчастных 
случаев между 10–6 и 10–4. 

Что касается индивидуального риска, то при-
рост риска, налагаемого на человека плотиной, 
не должен превышать малую долю фонового риска, 
с которым люди живут ежедневно. 

Социальный риск – вероятность события, ко-
торое может привести к многочисленным жерт-
вам, не должна превышать значение, являющееся 
функцией числа возможных жертв и уменьшаю-
щееся по мере роста числа жертв. 

Треугольник на рис. 6 показывает движения 
риска от основания до верха. 

Ширина перевернутого треугольника на рис. 6 
представляет растущий уровень риска для конкрет-
ной опасности, измеряемый индивидуальным рис- 
ком и социальными проблемами. 

Представлены три области риска. 
Недопустимые риски у вершины треугольни-

ка – в этой области риски будут рассматриваться 
как неприемлемые независимо от выгод, если 
только эти риски не могут быть резко снижены в 
более низком регионе. 

Широко приемлемые риски в нижней части 
треугольника – риски, попадающие в этот реги-
он, обычно рассматриваются как незначительные 
и контролируемые и не требуют дополнительных 
действий для их снижения, если не доступны ра-
зумно осуществимые меры (принцип ALARP). 

Допустимые риски между двумя другими реги-
онами – риски в этом регионе типичны для рисков, 
связанных с деятельностью, которую люди готовы 
терпеть с целью получения выгоды, ожидая, что: 

– характер и уровень рисков правильно оце-
нены, а результаты использованы должным обра-
зом для определения мер контроля; 

– остаточные риски не являются чрезмерно вы-
сокими и поддерживаются на минимально возмож-
ном уровне (принцип ALARP); 

– риски периодически пересматриваются для 
подтверждения соответствия критериям ALARP. 
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Рис. 6. Допустимые и недопустимые риски в разных обстоятельствах: 
[Figure 6. Tolerable and unacceptable risks in various circumstances] 

 
 

Выводы и рекомендации  
по оценке рисков аварий ГТС в РФ 

Методы анализа и оценки риска продолжают 
развиваться и совершенствоваться в направлении 
учета основных факторов при проектировании, 
строительстве и эксплуатации ГТС (плотин). 

Наиболее эффективным подходом является со-
четание экспертных, графоаналитических и стати-
стических методов для анализа и оценки рисков 
аварий ГТС (плотин). Необходимо адаптировать 
методы качественной и количественной оценки 
рисков в других отраслях (прежде всего, в атом-
ной энергетике) к строительству плотин. Следует 
учитывать особенности проектирования, строитель-
ства, эксплуатации плотин и уникальность каждой 
плотины, а также анализировать и систематизи-
ровать информацию о сбоях на плотинах различ-
ных типов и назначений. 

Надлежит расширить применение количествен-
ной оценки рисков, наряду с преобладающей каче-
ственной оценкой, для подготовки лицензий плотин 
по безопасности. В настоящее время подготовлены 
лицензии по безопасности 64 крупных плотин, кото-
рые находятся под надзором Госэнергонадзора РФ. 
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 Abstract 
Relevance of the research is due to the fact that over the past 10 years severe 

accidents at large hydropower plants and dams occurred in Russia (Sayano-
Shushenskaya HPP, 2009), USA (Oroville dam, 2018), Brazil (Brumadinho dike, 
2019), Colombia (HPP Ituango, 2018) and other countries, the need has arisen to 
improve the safety programs of the HS and dams. The main method of this im-
portant work is to use methods of analysis and assessment of risk accidents of HS 
and dams. Methods of this important work are to develop modern methodology for 
analyzing and assessing the risk of accidents of HS and dams. The introduction of 
the method of analysis and risk assessment in the safety programs of hydraulic 
structures (dams) in countries that are advanced in the construction of HS (China, 
Brazil, Canada, USA, Russia, Colombia, Norway, Spain, etc.) shows that in apply-
ing risk assessment analysis accidents of HS and dams still a number of difficul-
ties, but this approach is of great benefit in monitoring the safety of HS and dams. 
The aim of this article is to familiarize and train specialists and hydraulic engi-
neers with modern methods for assessing the safety of HS and dams. 
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assessment; probability of failure 
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