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Актуальность. Для обеспечения безопасной работы конструкций и сооружений необходимо точнее определять 
напряженно-деформированное состояние (НДС) элементов конструкций, выявлять области концентрации напряже-
ний. Вопросы распределения напряжений в областях крепления стержней в трехмерной постановке относительно ма-
ло изучены. В этих областях могут возникнуть существенные концентрации напряжений, способствующие возникно-
вению и развитию трещин и отколов, являющихся предвестником разрушения. Развитие современных методов расче-
та, программных комплексов и рост возможностей вычислительной техники позволяют уточнять расчетные схемы: 
переходить от одномерной схемы расчета к двумерной, от двумерной схемы расчета к трехмерной. Все это дает воз-
можность более точно оценивать НДС элементов конструкций и сооружений, выявлять области концентрации напря-
жений, а также исследовать влияние коэффициента Пуассона на концентрацию напряжений.  

Методы исследования. Отмечено, что в стержнях (стойках) квадратного сечения возникают трещины и раз-
рывы в кромках при воздействии продольных нагрузок. Для оценки напряженно-деформированного состояния ис-
пользуются трехмерные элементы на базе сплайнового варианта метода конечных элементов и расчетный комплекс 
«ЛИРА». Сплайновый метод конечных элементов, благодаря синтезу идеи параметризации и метода конечных эле-
ментов (МКЭ) с кубической аппроксимацией всех трех искомых переменных в пределах каждого элемента, позво-
ляет получать согласованные трехмерные конечные элементы. На базе отмеченных методов и комплексов выпол-
нены численные исследования концентрации напряжений в стержнях квадратного и прямоугольного сечений, за-
крепленных на одном конце и воспринимающих растягивающие усилия на другом конце.  

Выводы. Установлено, что в угловых точках сечения в области крепления прямолинейных стержней, воспри-
нимающих осевые растягивающие усилия, возникают концентрации напряжений. Вдали от области крепления 
стержня напряжения выравниваются. С увеличением коэффициента Пуассона концентрация напряжений возрастает 
быстрее, чем при малых значениях. Переход от одномерной расчетной схемы к двумерной и тем более к трехмер-
ной схеме позволяет определять концентрацию напряжений как в плане, так и по толщине. Информация о концен-
трации напряжений в элементах конструкций позволит проектировщикам более грамотно проектировать конструк-
ции и сооружения, а эксплуатационникам своевременно выявлять дефектные области.  

 
Ключевые слова: стержни, концентрации напряжений, растягивающие усилия, квадратное и прямоугольное 

сечение, трехмерные конечные элементы, крепление 
 

 
 

Введение 
 

Одной из наиболее существенных причин раз-
рушения элементов конструкций является наличие 
концентратов [1–6]. Еще Леонардо да Винчи сфор-

мулировал понятие концентратора и тем самым за- 
ложил основы современной механики разрушения. 
Концентрацию напряжений могут вызвать условия 
крепления, геометрические параметры и форма эле- 
ментов конструкции (способ крепления элемента 
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конструкции с основным узлом, конструктивные 
отверстия и углубления, коррозионные дефекты, 
пазы и зоны стыков элементов, перепады толщин, 
острые конструктивные углы и т.д.).  

Стержни и стержневые системы (фермы), бал-
ки, балочные системы (рамы) и стойки находят 
широкое применение как в строительных, так и 
машиностроительных конструкциях [4]. Они име-
ют различную форму сечения, изготавливаются 
из различных материалов и воспринимают большие 
нагрузки, в том числе продольные усилия. Напри-
мер, наклонные стойки крупногабаритных гради-
рен СК-1200 имеют квадратную форму попереч-
ного сечения (рис. 1), воспринимают большие ве- 
совые нагрузки металлических конструкций диф- 
фузора, конфузора и железобетонной части ци-
линдрического участка, а также нагрузки прихо-
дящие от парусности градирни в целом. В процессе 
эксплуатации в ребрах стоек в области концен-
трации напряжений возникают различные трещи- 
ны и разрывы, которые существенно снижают не- 
сущую способность стойки и в дальнейшем вы-
ходят из строя, приводя конструкцию градирни к 
авариной ситуации.  

 

 
 

 
 

Рис. 1.  Продольные угловые трещины  
в наклонных стойках крупногабаритной градирни СК-1200 

[Figure 1. Longitudinal corner cracks  
in sloping racks large-sized coolers СK-1200] 

 
Моделирование напряженно-деформированного 

состояния конструкции, состоящей из набора кон-
струкционных элементов из полимерных компози-
ционных материалов, рассмотрено, в частности, 
в статье [7]. Задача отклонения зажатой балки от 
равномерной нагрузки методом конечных элемен-
тов рассмотрена в [8]. 

Большую опасность для конструкции представ-
ляют случаи, когда имеют место два и более источ-
ника разрушения [9; 10], например существенные 
механические напряжения, коррозия и концентра-
торы напряжений. Концентраторы напряжений ак-
тивизируют коррозионный процесс [11; 12]. При 
существенной коррозии происходит изменение не 
только геометрических, но и механических харак-
теристик материала. Все это существенно снижа-
ет ресурс конструкции и сооружений.  

Для обеспечения безопасной работы конструк-
ций и сооружений необходимо точнее определять 
напряженно-деформированное состояние элемен- 
тов конструкций, выявлять области концентрации 
напряжений и принимать меры к их устранению. 
Информация о концентрации напряжений в эле-
ментах конструкций позволит проектировщикам 
более грамотно проектировать конструкции и со- 
оружения, а эксплуатационникам своевременно вы- 
являть дефектные области. 

Развитие современных методов расчета, про-
граммных комплексов и рост возможностей вы-
числительной техники позволяют уточнять расчет- 
ные схемы: переходить от одномерной схемы рас-
чета к двумерной, от двумерной к трехмерной. 
О важности использования трехмерных схем при 
расчете угловых трубчатых соединений говорит-
ся в статье [13]. Все это позволяет более точно оце-
нивать напряженно-деформированное состояние 
элементов конструкций и сооружений. 

В статье [6] приведены результаты исследо-
вания плоскими конечными элементами балки-
стенки, закрепленной по одному торцу от равно-
мерно распределенной растягивающей нагрузки, 
приложенной к противоположному торцу. Опре-
делена, в частности, картина распределения на- 
пряжений. Отмечается, что в месте крепления в 
области угловых точек наблюдается концентрация 
как нормальных σx (рис. 2), так и касательных  xy 
напряжений для рассмотренных параметров балки-
стенки. Установлено, что для исследованного вари-
анта балки-стенки концентрация нормальных на- 
пряжений σx в угловых точках составляет 27–33 %. 
То есть, в отличие от расчета напряжений мето-
дами сопротивления материалов, максимальные 
нормальные напряжения превышают общий уро-
вень напряжений более чем на 30 %.  

Таким образом, переход от одномерной схемы 
расчета к двумерной схеме позволяет более точно 
определять концентрацию напряжений в точках 
крепления. А из механики разрушения известно, 
что концентрация напряжений является предвест-
ником разрушения [1–6]. 
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Рис. 2. Распределение напряжений σх в балке-стенке 
[Figure 2. Stress distribution σх in the beam-wall] 

 
Вопросы распределения напряжений в областях 

крепления стержней (стоек) в трехмерной поста-
новке относительно мало изучены. В этих обла-
стях могут возникнуть существенные концентра-
ции напряжений, способствующие возникновению 
и развитию трещин и отколов, являющихся пред-
вестником разрушения.  

Ниже рассмотрены примеры расчета напряжен-
но-деформированного состояния прямолинейных 
стержней прямоугольного и квадратного сечения 
от растягивающих нагрузок на базе трехмерных 
конечных элементов. Выявлены области концентра-
ции напряжений. Рассмотрен вопрос влияния ко-
эффициента Пуассона на степень концентрации 
напряжений. 

 
Методы численного исследования 

 
Современные методы расчета позволяют отно-

сительно точно оценивать напряженно-деформиро- 
ванное состояние элементов конструкций и соору-
жений. Вопросы использования кубического сплай-
на для расчета слоистой пластины рассматрива-
ются в [14].  

В данной работе для определения распреде-
ления напряжений в стержне применяются трех-
мерные конечные элементы. Использовалась про-
грамма на базе сплайнового варианта метода ко-
нечных элементов с кубической аппроксимацией 
исходных переменных.  

Основы сплайнового варианта метода конечных 
элементов в трехмерной постановке (СВ МКЭ-3) 
для расчета напряженно-деформированного со-
стояния элементов конструкций сложной геомет-
рии, заданных в декартовой системе координат, 
изложены, в частности, в [15]. На первом этапе 
решается задача параметризации. Рассматрива-
емый участок конструкции (трехмерный объект 
сложной геометрии), занимаемый объем V, зада-
ется криволинейными координатами t1, t2, t3 еди-

ничного куба Vф (рис. 3) таким образом, чтобы 
прямоугольной сетке в области Vф соответство-
вала криволинейная пространственная сетка V: 

 
1 2 3, , r r ( t t t ).

 
      (1) 

 

 
 

Рис. 3. Параметризация фрагмента  
трехмерного тела сложной геометрии 

[Figure 3. Parameterization of a fragment of  
a three-dimensional body of complex geometry] 

 
Далее нетрудно определить координатные 

векторы: ,1
1 trr   ,2

2 trr   
3

3 trr  ; 
ковариантные компоненты и дискриминант метри-

ческого тензора: ,1111 rrg   ,, 22222112 rrgrrg   

   2
33 11 22 12 32 11 23 21 13g g g g g g g g g g    

 31 12 23 13 22g g g g g  , ,3113 rrg   23 2 3 ,g r r  

33 3 3g r r , а также символы Кристоффеля: 

  2i it k j t
jk jt kt jkg g / t g / t g / t / .         

Рассматриваемая область единичного куба Vф 
разбивается на конечные элементы (параллелепи-
педы), и решение u, v и w в каждом из них пред-
ставляется в виде интерполяционного эрмитового 
кубического сплайна трех переменных [11]: 

      
      
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    (2) 

где 1(s1), 2(s2), 3(s3) – векторы координатных 
функций; FU , FV, FW – векторы компонент иско-
мых неизвестных u, v, w и его производных соот-
ветственно. Ковариантные компоненты вектора 
перемещения и их производных ijk-го узла сетки 
для u, v и w обозначаются через следующие сим-
волы соответственно: 

000 100 010 001 110 101 011 111 ,
i , j ,k i , j ,k i , j ,k i , j ,k i , j ,k i , j ,k i , j ,k i , j ,ku u u , u , u , u , u , u,  ,   
000 100 010 001 110 101 011 111 ,
i , j ,k i , j ,k i , j ,k i , j ,k i , j ,k i , j ,k i , j ,k i , j ,kv v v , v , v , v , v , v,  ,     (3) 
000 100 010 001 110 101 011 111 ,
i , j ,k i , j ,k i , j ,k i , j ,k i , j ,k i , j ,k i , j ,k i , j ,kw w w , w , w , w , w , w,  ,   

где приняты следующие обозначения для u (для v 
и w аналогичны): 

V

t1

t3 

t2 
Vф 
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Основные соотношения выведены из вариа-
ционного уравнения Лагранжа: 

, (4) 

где W – удельная потенциальная энергия деформа-
ции трехмерного тела; f i, pi – компоненты векто-
ра массовых и поверхностных сил;   – массовая 
плотность; ui – компоненты вектора искомых пе-
ременных; S – поверхность боковых граней тела. 

Метод позволяет получать согласованные трех-
мерные конечные элементы благодаря синтезу идеи 
параметризации и метода конечных элементов (МКЭ) 
с кубической аппроксимацией всех трех искомых 
переменных u, v и w в пределах каждого элемента. 

Для анализа напряженно-деформированного 
состояния также использовался расчетный ком-
плекс «ЛИРА». 

 
Оценка НДС стержня программой СВ МКЭ-3 

 
Выполнено численное исследование НДС стерж- 

ня прямоугольного сечения (рис. 4), закрепленно-
го по одному торцу (х = 200 мм) и нагруженного 
равномерно распределенной нагрузкой q = 500 МН/м2 
на другом торце (х = 0). Модуль упругости мате-
риала стержня Е = 100 000 МПа. 

 
 

 
 

Рис. 4. Схема разбиения стержня на конечные элементы и геометрические параметры 
[Figure 4. The scheme of splitting the bar into finite elements and geometric parameters] 

 
 

 
 

Рис. 5. Распределение напряжений σx в области крепления (сечение х = 19 см) 
[Figure 5. Stress σx distribution in the fastening area (section x = 19 cm)] 

 
 
На рис. 5 приведено распределение нормальных 

напряжений σx в сечении х = 19 см, то есть  
на расстоянии 1 см от торца защемления. Как 

видно из рис. 5, в угловых точках в области за-
делки наблюдается существенная концентрация 
напряжений σx. 
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Оценка напряженно-деформированного  
состояния стержня  

вычислительным комплексом «ЛИРА» 
 
Исследовано трехмерными конечными элемен- 

тами (программа «ЛИРА 10.1») НДС стержня, за-
крепленного по одному торцу и нагруженного рас-
тягивающей нагрузкой, приложенной к другому 
торцу (рис. 6). Исходные данные: q = 200 МПа,  
L = 30 см, h = b = 10 см, Е = 200 000 МПа, ν = 0,1; 
0,2; 0,3; 0,4; 0,5 (расчетные варианты). Расчетная 
схема: трехмерные конечные элементы: 10×10×30. 

Вопросы влияния коэффициента Пуассона пред-
ставляют определенный интерес. Влияние коэффи-
циента Пуассона на коэффициенты концентрации 
напряжений на тонких пластинах с круглыми от-
верстиями и жесткими включениями рассмотрено, 
в частности, в [16]. 

 
 

Рис. 6. Стержень квадратного сечения  
и его геометрические параметры 
[Figure 6. The bar of square section 

and its geometrical parameters] 
 

На рис. 7 приведена картина распределения 
напряжений σx в стержне при ν = 0,1. Табличные 
значения максимальных напряжений в точках Т1, 
Т2, Т4 и Т5 (по рис. 7) приведены в таблице. 

 
 

 
 

Рисунок 7. Распределение напряжений σx в стержне 
[Figure 7. Stress σx distribution in the bar] 

 
 

Таблица  
Величины максимальных напряжений в области заделки 

[Table. Maximum stress values in the fixed support area] 
 

Точки 
[Points] 

Максимальные напряжения σx, МПа 
[Maximum stresses σx, MPa] 

ν = 0,1 ν = 0,3 ν = 0,49 
Т1 209,278 225,751 281,955 
Т2 202,375 206,731 227,433 
Т4 202,375 206,731 227,433 
Т5 195,472 189,366 174,631 

 
 
Как видно из рис. 7 в угловых точках в обла-

сти крепления наблюдается концентрация напря- 
жений σx. То есть расчет стержня трехмерными 
элементами позволяет улавливать изменения на- 
пряжений по всем трем координатам. Этот факт 
является важным обстоятельством как для проек-
тировщиков, так и для эксплуатационников. 

Из таблицы видно, что чем выше коэффици-
ент Пуассона ν, тем значительнее перераспреде-
ление напряжений в сечении заделки. 

Заключение 
 

По результатам исследования можно заклю-
чить следующее: 

1) расчет стержня по трехмерной схеме поз-
воляет определять концентрацию напряжений;  

2) в стержнях концентрация продольных на- 
пряжений наблюдается в угловых точках области 
крепления; 

3) в центральной области сечения стержня 
вблизи заделки напряжения падают; 
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4) с увеличением коэффициента Пуассона v 
концентрация напряжений возрастает более интен-
сивно, чем при малых значениях коэффициента v; 

5) в армированных стержнях (стойках градирен) 
на кромках вследствие концентрации напряжений 
возникают трещины, начинается коррозионный 
износ арматуры. При этом коррозия способствует 
дальнейшему развитию трещины до полных раз-
рывов, как это наблюдается на практике. 

 
© Якупов С.Н., Киямов Х.Г., Якупов Н.М.,  
Хасанова Л.И., Бикмухамметов И.И., 2018 

 

 
This work is licensed under a Creative Commons 
Attribution 4.0 International License 

 
 
 

Список литературы 
 
1. Neuber H. Theory of Notch Stress. Ann Arbor, 

Michigan: J.W. Edwards, 1946. 204 p. 
2. Peterson R.E. Stress Concentration Factors. New 

York: J. Wiley & Sons, 1974. 
3. Collins J.A. Failure of Materials in Mechanical 

Design. Analysis, Prediction, Prevention / The Ohio State 
University. New York: J. Wiley & Sons, 1981. 

4. Якупов Н.М. Механика: проблема – идея – прак-
тика. Казань: Казан. гос. ун-т, 2010. 161 с. 

5. Кантюков Р.А., Тамеев И.М., Якупов Н.М., Аб-
дюшев А.А., Якупов С.Н. Локальные «лечащие» накладки-
покрытия // Коррозия ТНГ. 2011. № 1 (18). С. 68–71. 

6. Якупов Н.М., Ризаева А.И., Хуснутдинов А.Э., 
Муджадиди А.Ш. Концентрация напряжений в растя-
нутом стержне в области заделки // Труды VIII Меж-
дународной научно-практической конференции «Инже-
нерные системы – 2015». М.: РУДН, 2015. С. 69–73. 

7. Shardakov I.N., Kosheleva N.A., Serovaev G.S., 
Shestakov A.P., Shipunov G.S. The stress-strain state ana- 
lysis and structural evaluation of PCM construction con-
sisting of heterogeneous elements // International Journal 
of Mechanical Engineering and Technology (IJMET). 2018. 
Vol. 9. Issue 10. P. 1157–1171. 

8. Gunakala S. Rao., Comissiong D.M.G., Jordan К., 
Alana S. A Finite Element Solution of the Beam Equation 
via MATLAB // International Journal of Applied Science 
and Technology. 2012. Vol. 2. No. 8. P. 80–88. 

9. Сидоренко С.Н., Якупов Н.М. Коррозия – союз-
ник аварий и катастроф: монография. М.: Изд-во РУДН, 
2002. 93 с. 

10. Низамов Х.Н., Сидоренко С.Н., Якупов Н.М. 
Прогнозирование и предупреждение коррозионного раз-
рушения конструкций. М.: Изд-во РУДН, 2006. 355 с. 

11. Якупов Н.М., Гиниятуллин Р.Р., Якупов С.Н. 
Влияние характера деформирования поверхности эле-
ментов конструкции на коррозионный износ // Пробле-
мы прочности. 2012. № 2. С. 76–84. 

12. Yakupov N.M., Giniyatullin R.R., Yakupov S.N. 
The influence of the character of deformation of structural 
element surfaces on the corrosive wear // Strength of ma-
terials. Pp. 170–176. 

13. Meneghetti G., Guzzella C. The peak stress method 
to estimate the mode I notch stress intensity factor in welded 
joints using three-dimensional finite element models // En- 
gineering Fracture Mechanics. 2014. Vol. 115. Pp. 154–171. 

14. You F.X. The Spline Finite Element Method for 
the Analysis of the Dynamic Response of Composite 
Material Plate // Advanced Materials Research. 2011. 
Vol. 168–170. Pp. 1837–1845.  

15. Якупов Н.М., Киямов Х.Г., Якупов С.Н., Кия-
мов И.Х. Моделирование элементов конструкций слож-
ной геометрии трехмерными конечными элементами // 
Механика композиционных материалов и конструкций. 
2011. № 1. С. 145–154.  

16. Lim T.C. Stress Concentration Factors in Auxetic 
Rods and Plates // Applied Mechanics and Materials. 2013. 
Vol. 394. Pp. 134–139. 

 
Об авторах 
Якупов Самат Нухович – кандидат технических 

наук, старший научный сотрудник, Институт механи-
ки и машиностроения – обособленное структурное под-
разделение ФГБУН «Федеральный исследовательский 
центр “Казанский научный центр Российской акаде-
мии наук”» (Казань, Россия). eLIBRARY SPIN-код: 
7382-4759. Scopus Author ID: 26968046600). Область 
научных интересов: конструкции зданий и сооружений, 
механика тонкостенных конструкций, механика пленок 
и мембран, композиционные структуры, адгезия. Кон-
тактная информация: e-mail – tamas_86@mail.ru 

Киямов Хаким Габдрахманович – кандидат тех-
нических наук, старший научный сотрудник, Институт 
механики и машиностроения – обособленное струк-
турное подразделение ФГБУН «Федеральный иссле-
довательский центр “Казанский научный центр Рос-
сийской академии наук”» (Казань, Россия). Область 
научных интересов: конструкции зданий и сооружений, 
механика тонкостенных конструкций, механика пле-
нок и мембран, композиционные структуры, адгезия. 
Контактная информация: e-mail – tamas_86@mail.ru 

Якупов Нух Махмудович – доктор технических 
наук, ведущий научный сотрудник, Институт механи-
ки и машиностроения – обособленное структурное под-
разделение ФГБУН «Федеральный исследовательский 
центр “Казанский научный центр Российской академии 
наук”» (Казань, Россия). eLIBRARY SPIN-код: 2933-
5615. Scopus Author ID: 6508072220. Область научных 
интересов: конструкции зданий и сооружений, меха-
ника тонкостенных конструкций, механика пленок и 
мембран, композиционные структуры, адгезия. Контакт-
ная информация: e-mail – yzsrr@kfti.knc.ru 

Хасанова Лейсан Ильнуровна – магистр ФГБОУ 
ВО «Казанский государственный архитектурно-строи- 
тельный университет» (Казань, Россия). Область науч-



Якупов С.Н. и др. Строительная механика инженерных конструкций и сооружений. 2018. Т. 14. № 6. С. 451–458 
 

 

ЧИСЛЕННЫЕ МЕТОДЫ РАСЧЕТА КОНСТРУКЦИЙ  457 

ных интересов: конструкции зданий и сооружений. 
Контактная информация: e-mail – leisanka15@mail.ru 

Бикмухамметов Ильнар Ильдарович – магистр 
Федерального государственного бюджетного образова-
тельного учреждения высшего образования «Казанский 
государственный архитектурно-строительный универ-
ситет» (Казань, Россия). Область научных интересов: 
конструкции зданий и сооружений. Контактная инфор-
мация: e-mail – ilnar_27@mail.ru 

Для цитирования  
Якупов С.Н., Киямов Х.Г., Якупов Н.М., Хасано- 

ва Л.И., Бикмухамметов И.И. Эффект концентрации 
напряжений в стержне прямоугольного сечения в об-
ласти крепления от продольных усилий // Строитель-
ная механика инженерных конструкций и сооружений. 
2018. Т. 14. № 6. С. 451–458. DOI: 10.22363/1815-5235-
2018-14-6-451-458  

 
 
 

RESEARCH PAPER 
 

Effect of stress concentration in a beam of rectangular cross section  
in the region of attachment of the longitudinal efforts 

 
Samat N. Yakupov1,2*, Hakim G. Kiyamov1, Nukh M. Yakupov1, 

Leisan I. Khasanova1, Ilnar I. Bikmukhammetov2 
 

1Kazan Scientific Center of the Russian Academy of Sciences 
2/31 Lobachevsky St., PO Box 261, Kazan, Tatarstan, 420111, Russian Federation 

2Kazan State University of Architecture and Engineering (KSUAE) 
1 Zelenaya St., Kazan, Tatarstan, 420043, Russian Federation 

*Corresponding author 

(received: July 19, 2018; revised: November 10, 2018; accepted: November 12, 2018) 
 
 

Abstract. Relevance. To ensure the safe operation of buildings and structures, it is necessary to more accurately de-
termine the stress-strain state (SSS) of structural elements, to identify areas of stress concentration. The distribution of 
stresses in the region of the fastening bars in three-dimensional formulation is relatively little studied. In these areas, there 
may be significant stress concentrations that contribute to the occurrence and development of cracks and splits, which are  
a harbinger of destruction. The development of modern methods of calculation, software systems and the growth of compu-
ting capabilities allow refining the design scheme: to move from one-dimensional to two-dimensional calculation scheme, 
from two-dimensional to three-dimensional calculation scheme. All this makes it possible to more accurately assess the SSS 
of structural elements and structures, to identify areas of stress concentration, as well as to investigate the effect of the Pois-
son's ratio on the stress concentration.  

Methods of research. It is noted that cracks and breaks in the edges under the influence of longitudinal loads occur in 
the rods (racks) of square cross-section. Three-dimensional elements based on the spline version of the finite element me- 
thod and the LIRA computational complex are used to estimate the stress-strain state. The spline finite element method, 
thanks to the synthesis of the idea of parametrization and the finite element method (FEM) with cubic approximation of all 
three required variables within each element, allows obtaining consistent three-dimensional finite elements. On the basis of 
the mentioned methods and complexes, numerical studies of the stress concentration in the bars of square and rectangular 
cross-sections fixed at one end and perceiving the tensile forces at the other end are performed.  

Conclusions. It is found that in the angular points of the cross section in the area of fastening of straight bars, perceiv-
ing axial tensile forces, there are stress concentrations. Away from the mounting area of the bar, the voltages are aligned.  
By increasing the Poisson's ratio, the stress concentration increases faster than at low values. The transition from a one-
dimensional design model to a two-dimensional one, and even more so to a three-dimensional model allows to determine 
the stress concentration, both in plan and in thickness. Information about the concentration of stresses in elements of struc-
tures will allow designers to more accurately design structures and facilities, and the operators to promptly identify the de-
fective region. 

 
Keywords: bars, stress concentrations, tensile forces, square and rectangular cross-section, three-dimensional finite  

elements, fastening 
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Актуальность. Для определения напряженно-деформированного состояния (НДС) тонкостенных оболочек, 
учитывая сложность получения численных результатов, была разработана теория тонких оболочек с введением ги-
потезы прямой нормали для сведения трехмерного НДС к двумерному. При современном развитии цифровой тех-
ники и численных методов расчета, в частности метода конечных элементов (МКЭ), появилась возможность полу-
чения численных результатов без использования гипотезы прямой нормали, а именно на основе теории упругости  
в трехмерной постановке даже для тонких оболочек. 

Цели. Целью настоящей работы является сравнение эффективности алгоритмов использования матриц жест-
кости конечных элементов, полученных на основе теории тонких оболочек с гипотезой прямой нормали и на осно-
ве соотношений трехмерной теории упругости. 

Методы. Представлены результаты сравнительного анализа конечно-элементных расчетов тонких оболочек 
при использовании двумерного элемента дискретизации в форме четырехугольного фрагмента срединной поверх-
ности и трехмерного элемента в виде восьмиузлового шестигранника. В качестве узловых варьируемых параметров 
выбирались компоненты вектора перемещения и их первые производные. Функции формы для обоих типов элемен-
тов дискретизации были представлены произведениями полиномов Эрмита третьей степени. 

Результаты. На примере расчета защемленной по торцам цилиндрической оболочки показано, что двумерная 
постановка в расчетах тонких оболочек является адекватной и позволяет получать приемлемые результаты при оп-
тимальных затратах машинного времени. 

 
Ключевые слова: двумерный элемент, трехмерный элемент, узловые неизвестные, сетка дискретизации 

 

 
 

Введение 
 

Тонкостенные конструкции из пластин и обо-
лочек являются неотъемлемой частью современных 
зданий, сооружений и архитектурных форм [1–3]. 
В настоящее время при анализе НДС конструкций 
из оболочек на первый план выдвинулись пре-
имущественно численные методы расчета [4–10], 
в частности МКЭ [11–18]. 

В наши дни матрицы жесткости конечных эле- 
ментов формируются на основе двух теорий: тео-
рии тонких оболочек с использованием теории 
прямой нормали для сведения трехмерного НДС 
к двумерному состоянию, а также соотношений 
теории упругости без дополнительных гипотез о 
деформировании нормального элемента. 

В последнее время многими исследователями, 
занимающимися данной проблематикой, высказы-
вается мнение о том, что при построении конечно-
элементных моделей оболочечных конструкций 
предпочтение следует отдавать трехмерным ко-
нечным элементам как наиболее универсальным. 
При этом в качестве основных геометрических 
соотношений рекомендуется использовать соот-
ношения теории упругости. Данный подход явля-
ется вполне обоснованным при исследовании НДС 
оболочечных конструкций средней толщины и тол-
стостенных сосудов. Однако, использование трех- 
мерных конечных элементов при анализе НДС тон- 
ких оболочек является не вполне оправданным и 
требует детального обоснования. В связи с этим 
достаточно актуальной остается задача сравнитель-
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ного анализа эффективности использования дву- 
и трехмерных конечных элементов при определе-
нии НДС тонких оболочек. 

В настоящей работе на примере расчета жестко-
защемленной по торцам цилиндрической оболочки 
выполнен сравнительный анализ точности конечно-
элементных решений, полученных при использова-
нии дву- и трехмерных элементов дискретизации. 

 
Геометрия оболочки 

 

Радиус-вектор, задающий срединную поверх- 
ность эллиптического цилиндра, может быть пред-
ставлен выражением 

,θcos)θ(θsin)θ(0 krjrixR


     (1) 

где x – осевая координата, θ – угол, отсчитывае-
мый от оси Oz против хода часовой стрелки в 
плоскости, перпендикулярной оси Ox. 

Входящие в (1) функция r(θ) определяется 
формулой 

  ,
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где b и c – параметры эллипса. 
Ковариантные векторы локального базиса точ-

ки срединной поверхности определяются диффе-
ренцированием (1) по x и θ 
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Орт нормали к срединной поверхности опре-
деляется векторным произведением  
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Произведение векторов локального базиса (3), 
(4) по x, θ могут быть представлены в матричном 
виде следующим образом 
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матрица [m0] – нулевая, а в матрице [n0] ненуле-
выми элементами являются n22, n23 и n32. 

Положение точки оболочки, отстоящей от сре-
динной поверхности на расстоянии t в исходном 
M 0t и деформированном M t состояниях, определя- 
ется соответствующими радиус-векторами 

,; 0000 VRRatRR ttt 
      (6) 

где V 


 вектор перемещения точки из положе-
ния M 0t в положение M t. 

Дифференцированием (6) по x, θ и t могут 
быть получены ковариантные векторы базиса ис- 
ходного и деформированного состояний 

 0 0 0 0 0 0
1 , 1 2 ,θ 2 32; 1 ;t t

xg R a g R a tn    
    

 

0 0 0
3 , ;t

tg R a 
 

 

0 0
1 , 1 , 2 ,θ 2 ,θ; ;t t

x xg R g V g R g V     
      

 

0
3 , 3 ,

t
t tg R g V .  
  

       (7) 

Входящие в (7) производные вектора переме-
щения точки M 0t могут быть представлены ком-
понентами, отнесенными к базису отсчетной по-
верхности 

1 0 2 0 0
, 1 1 1 2 1 ;xV t a t a t a  
   

 

1 0 2 0 0
,θ 2 1 2 2 2 ;V t a t a t a  
   

 

.0
3

0
2

2
3

0
1

1
3, atatatV t




     
(8)

 

Ковариантные компоненты тензора деформа-
ций могут быть получены из известного соотно-
шения механики сплошной среды 

  .2/ε 0
mnmn

t
mn gg       (9) 

Входящие в (9) ковариантные компоненты 
метрического тензора определяются скалярными 
произведениями (7) 

.;000
nmmnnmmn gggggg



  (10) 

Соотношения (8) в развернутом виде для трех-
мерной формулировки будут иметь следующую 
структуру 
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1 1 0 2 0 2
11 1 12 2 22 1 22 32 1ε ; 2ε ;t tt t a t a n t t      

1
13 3 12ε ;t t t   

0 2 0 2
22 22 2 22 32 2ε ;t a t a n t t    

0 2 0 2
23 22 3 22 32 3 2 33 32ε ; ε ,t ta t a n t t t t      (11) 

где .0
2

0
2

0
22 aaa


  

 
Элементы дискретизации 

 
Элементом дискретизации в двумерной поста-

новке выбирается четырехугольный фрагмент сре-
динной поверхности с узлами i, j, k, l, располо-
женными в его вершинах. Столбцы узловых не-
известных в локальной ξ, η и глобальной x, θ си-
стемах координат имеют следующий вид [19]: 

       1 2

1 36 1 12 1 12 1 12

;
Т Т Т ТL L L L

y у у уU v v v
   

 
  
 

  (12) 

       1 2

1 36 1 12 1 12 1 12

,
Т Т Т ТG G G G

y у у уU v v v
   

 
  
 

  (13) 

где    ξ ξ η η
1 12

;
ТL i j k l i l i l

у , , , ,q q q q q q ...q q ...q


  

   θ θ
1 12

;
ТG i j k l i l i l

у ,x ,x , ,q q q q q q ...q q ...q


   

q – компонента вектора перемещения точки сре-
динной поверхности. 

Элементы матрицы-строки функций формы 
{φ}T для двумерного элемента дискретизации пред-
ставлены диадными произведениями полиномов 
Эрмита третьей степени 

   
1 12 12 1

ТТ L
yq q .

 

 
    

(14)
 

В качестве объемного элемента дискретизации 
выбирается восьмиузловой шестигранник с узла-
ми i, j, k, l, m, n, p, h, расположенными в его вер-
шинах [20]. 

Столбцы узловых неизвестных трехмерного 
элемента дискретизации в локальной ξ, η, ς и гло- 
бальной x, θ, t системах координат имеют следу-
ющую структуру: 

        ;
321321

2

321

1

961 














ТL
у

ТL
у

ТL
у

ТL
y vvvU

   

(15)

 

        ,
321321

2

321

1

961 














ТG
у

ТG
у

ТG
у

ТG
y vvvU

   

(16)

 

где    ξ ξ η η ς ς
1 32

;
ТL i j k l m n p h i h i h i h

у , , , , , ,q q q q q q q q q q ...q q ...q q ...q


  

   θ θ
1 32

;
ТG i j k l m n p h i h i h i h

у ,x ,x , , ,t ,tq q q q q q q q q q ...q q ...q q ...q




q – компонента вектора перемещения V


 точки 
M 0t, отстоящей от отсчетной поверхности на рас-
стояние t. 

В трехмерном элементе дискретизации функ-
ции формы представляют собой триадные произ-
ведения полиномов Эрмита третьей степени: 

    .ψ
132321

ТL
y

Т qq



  

 (17)
 

Матрицы жесткости и столбцы узловых дву- 
и трехмерного элементов дискретизации форми-
ровались стандартным образом путем минимиза-
ции функционала Лагранжа [12; 17; 21]. 

 
Пример расчета 

 
Было исследовано НДС жестко защемленного 

по торцам цилиндра, нагруженного внутренним 
давлением интенсивности q. Приняты следующие 
исходные данные: радиус срединной поверхности  
R = 1,0 м; длина образующей L = 1,0 м; толщина 
стенки h = 0,02 м; q = 5 МПа; E = 2·105 МПа;  
v = 0,3. 

Расчеты выполнялись по двум вариантам: в пер-
вом в качестве элемента дискретизации использо-
вался двумерный конечный элемент 36×36 с де-
вятью неизвестными в узле (12), (13); во втором 
применялся объемный конечный элемент 96×96  
с двенадцатью узловыми варьируемыми парамет-
рами. В первом варианте при интерполировании 
по площади элемента использовалась квадратура 
Гаусса с 6×6 точками интегрирования, а по тол-
щине – формула Симпсона с семью точками ин-
тегрирования. Во втором варианте при интегриро-
вании по объему элемента также использовалась 
квадратура Гаусса с 6×6×6 точками интегрирова-
ния. В силу наличия плоскостей симметрии рас-
считывалась 1/8 часть цилиндра.  

Результаты повариантных расчетов представ-
лены в табл. 1, в которой приведены значения 
меридиональных напряжений на внутренней σв  
и наружной σн поверхностях цилиндра в опорном 
и пролетном сечениях в зависимости от густоты 
сетки дискретизации, причем во втором варианте 
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толщина сетки цилиндра моделировалась только 
одним рядом объемных конечных элементов. Ана-
лиз данных, представленных в таб. 1, показывает, 
что и в первом, и во втором вариантах расчета 
наблюдается устойчивая сходимость вычисли-

тельного процесса. Однако значения напряжений 
в опорном сечении во втором варианте оказались 
существенно меньше (примерно на 100 МПа) по 
сравнению с первым вариантом расчета. 

 
 

Таблица 1 
Численные значения напряжений при использовании дву- и трехмерного конечных элементов 

[Table 1. Numerical stress values using two- and three-dimensional finite elements] 
 

Вариант расчета 
[Variant of  
calculation] 

Сетка дискретизации 
[Sampling grid] 

Сечение [Section] Общее число 
неизвестных  

[Total number of 
unknowns] 

Опорное [Reference] Пролетное [Span] 
Напряжения, МПа [Stress, MPa]

σв σн σв σн 

I 

2×9 460,1 –339,9 68,45 50,93 78 

2×17 475,5 –356,0 68,01 51,38 158 

2×33 479,6 –360,2 67,90 51,48 318 

2×65 480,7 –361,3 67,88 51,51 638 
2×97 480,9 –361,5 67,87 51,51 958 

II 

2×9×2 341,6 –230,5 63,85 53,60 216 
2×17×2 375,6 –263,6 64,45 53,52 440 
2×33×2 381,0 –267,5 64,57 53,55 888 
2×65×2 381,8 –266,7 64,61 53,57 1784 
2×97×2 382,4 –266,5 64,62 53,58 2680 
2×129×2 383,0 –266,7 64,62 53,58 3576 

 
 

Таблица 2 
Численные значения напряжений при использовании трехмерного конечного элемента 

с дополнительной дискретизацией цилиндра по толщине 
[Table 2. Numerical stress values using a three-dimensional finite element with additional thickness discretization of the cylinder] 

 
Число рядов элементов 
по толщине цилиндра 
[The number of rows of  

elements through  
the thickness of the cylinder] 

Сетка  
дискретизации 
[Sampling grid] 

Сечение [Section] Общее число 
неизвестных 

[Total number of 
unknowns] 

Опорное [Reference] Пролетное [Span] 
Напряжения, МПа [Stress, MPa] 

σв σн σв σн 

2 

2×9×3 370,3 –254,2 65,27 52,76 324 

2×17×3 423,4 –299,5 65,27 52,76 660 

2×33×3 439,4 –305,8 65,53 52,62 1332 

2×65×3 445,8 –308,2 65,61 52,59 2676 
2×97×3 448,0 –310,4 65,63 52,58 4020 

2×129×3 449,2 –311,9 65,64 52,58 5364 

3 

2×9×4 378,0 –260,7 64,57 53,11 432 
2×17×4 442,0 –314,3 65,43 52,63 880 
2×33×4 471,8 –330,4 65,69 52,47 1776 
2×65×4 487,9 –340,1 65,78 52,43 3568 
2×97×4 491,7 –343,6 65,80 52,43 5360 

2×129×4 492,8 –345,0 65,81 52,43 7152 
 
 
В табл. 2 приведены результаты второго вари-

анта расчета при дополнительном разбиении стенки 
цилиндра по толщине на 2 и 3 элемента. Анализ зна-
чений напряжений, представленных в табл. 2, пока-
зывает, что и при разбиении сетки цилиндра по 
толщине на 2 ряда объемных конечных элемен-

тов значения напряжений в опорном сечении оказа-
лись заниженными примерно на 10 % по сравнению 
с первым вариантом расчета. И только при разбие-
нии стенки цилиндра по толщине на 3 ряда объем-
ных элементов значения напряжений в опорном се-
чении достигли уровня значений напряжений перво-
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го варианта расчета (при сетке дискретизации по 
площади 2×65). Значения напряжений в пролетном 
сечении оказались примерно одинаковыми в обоих 
вариантах расчета при любой сетке дискретизации. 

 
Заключение 

 
Учитывая, что общее число искомых неизвест-

ных при сетке 2×65 в первом варианте расчета в 
5,6 раза меньше, чем во втором варианте при ана-
логичной сетке дискретизации (при разбиении стен-
ки цилиндра по толщине на 3 ряда элементов), 
можно сделать вывод о том, что использование 
двумерных элементов дискретизации при анализе 
НДС тонких оболочек вполне обосновано и явля-
ется более целесообразным с точки зрения затрат 
машинного времени и ресурсов применяемой ком-
пьютерной техники. 
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Abstract. Relevance. To determine the stress-strain state (SSS) of thin-walled shells due to the complexity of obtain-
ing numerical results, the theory of thin shells was developed with the introduction of the direct normal hypothesis to reduce 
the three-dimensional SSS to the two-dimensional one. With the modern development of digital technology and numerical 
methods of calculation, in particular the finite element method (FEM), it became possible to obtain numerical results with-
out the use of the direct normal hypothesis, namely on the basis of the theory of elasticity in three-dimensional formulation 
even for thin shells. 

Aims. The aim of this work is to compare the efficiency of algorithms for the use of finite element stiffness matrices 
obtained on the basis of the theory of thin shells with the hypothesis of a straight normal and on the basis of the relations of 
the three-dimensional theory of elasticity. 

Methods. The results of comparative analysis of finite element calculations of thin shells using a two-dimensional 
sampling element in the form of a quadrangular fragment of the middle surface and a three-dimensional element in the form 
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of an eight-node six-face are presented. The components of the displacement vector and their first derivatives were chosen 
as the nodal variable parameters. The functions of the form for both types of discretization elements were represented by 
products of Hermite polynomials of the third degree. 

Results. On the example of calculation of the cylindrical shell clamped at the ends it is shown that the two-dimensional 
statement in calculations of thin shells is adequate and allows to receive acceptable results at optimum costs of machine time.  

 
Keywords: two-dimensional element, three-dimensional element, the nodal unknowns, the mesh discretization 
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Введение и цели. При расчете зданий и сооружений на особые сочетания нагрузок, вызванные действием воз-
душных ударных волн, необходимо определить основные параметры действующей нагрузки. Нормативный подход, 
реализованный в современных нормативных документах, предлагает использование упрощенных методов расчета, 
основанных на использовании эквивалентных статических нагрузок. Целью исследования является получение ос-
новных параметров воздушных ударных волн, используя численное моделирование, а также рассмотрение характе-
ра распространения фронта ударной волны при расположении эпицентра взрыва на уровне земли и в воздухе.  

Материалы и методы. Для получения основных параметров воздушных ударных волн рассматриваются чис-
ленные методы высокой точности, реализованные в современном программном комплексе LS-DYNA. Для описа-
ния процесса взрыва используется лагранжево-эйлеровый подход. 

Результаты. Получены изополя и графики превышения избыточного давления ΔРф над атмосферным в рас-
пространяющейся воздушной ударной волне при эпицентре взрыва, расположенном на уровне земли и в воздухе,  
а также на дальнем расстоянии от проектируемого сооружения.  

Выводы. Рассматриваемый метод численного моделирования позволяет получить основные параметры воздуш-
ных ударных волн, которые могут быть использованы для дальнейшего расчета строительных конструкций. 

 
Ключевые слова: железобетонные конструкции, взрывные воздействия, воздушная ударная волна, нелиней-

ная динамика, явная динамика, метод конечных элементов, численные методы 
 

 
 

Введение 
 

При проектировании определенных зданий и 
сооружений, таких как космодромы, химзаводы, 
хранилища и системы транспортировки газа и пр., 
в соответствии с отечественными нормами1 необ- 
ходимо выполнять расчет на особые воздействия 
техногенного или природного характера. Одним 
их таких воздействий являются воздушные удар-
ные волны (ВУВ). 

                                                 
1 Федеральный закон № 68 «О защите населения и тер-

риторий от чрезвычайных ситуаций природного и техноген-
ного характера» от 11.11.1994 г. 

СП 88.13330.2014. Защитные сооружения гражданской 
обороны. Актуализированная редакция СНиП II-11-77*. М.: 
Минстрой России, 2014. 118 с.  

ПиНАЭ-5.6. Нормы строительного проектирования АС 
с реакторами различного типа. 22 с. 

Источником возникновения ВУВ является вы- 
сокое давление в центре взрыва. ВУВ представля-
ет собой область резкого сжатия воздуха, распро-
страняющуюся во все стороны со сверхзвуковой 
скоростью [1]. На рис. 1 приведен закон измене-
ния давления в некоторой точке пространства при 
прохождении через нее ВУВ. В этой точке мгно-
венно скачком повышается давление на величину 
избыточного давления ΔРф до значения Рф. В даль- 
нейшем, по мере продвижения ударной волны, дав- 
ление падает ниже атмосферного. За зоной сжатия 
образуется зона разряжения. 

Для выполнения расчета конструкций должны 
быть известны следующие параметры:  

– значение избыточного давления на фронте 
ударной волны ΔРф, Па; 

– время действия фазы сжатия τ+, c; 
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– скоростной напор D, м/c; 
– удельный импульс количества движения за 

фронтом ударной волны i, Па·c. 
 

 
 

Рис. 1. Закон изменения давления  
в некоторой точке пространства 

[Figure 1. The law of pressure change at some point in space] 
 
При этом избыточное давление во фронте и 

скоростной напор являются основными характери-
стиками и определяют поражающее действие УВ 
на конструкции, а значение давления разряжения 
не является определяющим из-за малой величины, 
и им можно пренебречь.  

Давление ΔPф для свободно распространяю-
щейся сферической воздушной ударной волны убы- 
вает по мере удаления от места взрыва. Поэтому 
расчет его значений обычно проводится на осно-
вании соотношений, в которых давление является 
функцией двух аргументов – массы взрывчатого 
вещества (ВВ) и расстояния от места взрыва. 
Сложность разработки и дальнейшего использо-
вания таких аналитических выражений определя-
ется следующим обстоятельством. Скорость спада 
значения ΔPф по мере удаления от места взрыва 
изменяется за счет влияния на ударную волну 
среды, в которой она распространяется. Чем боль-
ше расстояние от места взрыва, тем сильнее ис-
кажается характер изменения давления во фронте 
ударной волны. Для двух ударных волн, имею- 
щих при одинаковых условиях распространения 
в некоторый момент времени одно и то же зна-
чение ΔPф, в последующие моменты значения 
ΔPф будут отличаться, если предыстория распро-
странения этих волн была разной. Следователь-
но, расчетные соотношения для определения зна-
чений ΔPф в последующие моменты также должны 
быть разными. 

По этим причинам в технической литерату-
ре [2; 3] представлен достаточно широкий спектр 
расчетных соотношений для определения зна-

чений ΔPф, каждое из которых имеет свою сферу 
применения и назначение. Например, для воздуш-
ного взрыва, наземного взрыва, малых расстояний 
от места взрыва, значительных расстояний от 
места взрыва, относительно небольших зарядов ВВ, 
крупных зарядов ВВ и т.д. Характер действия удар-
ной волны зависит от рельефа местности, метро-
логических условий, направления ветра, а также 
во многом от вида взрыва (наземный, воздушный, 
подземный, подводный).  

Цель исследования – рассмотреть характер 
распространения фронта ВУВ при наземном и воз-
душном взрывах, используя численное моделиро-
вание, и получить основные параметры ВУВ для 
дальнейшего прочностного анализа строительных 
конструкций.  

 
Материалы и методы 

 
Взрывное воздействие является высоконелиней- 

ным процессом, поэтому целесообразно произво-
дить расчет численными методами с помощью со- 
временных программных комплексов, основанных 
на методе конечных элементов. Одним из таких 
комплексов является программный комплекс LS-
DYNA, в котором реализован нелинейный дина-
мический метод, позволяющий выполнять реше-
ние задачи во временной области с применением 
явных схем прямого интегрирования уравнений 
движения.  

Для описания процесса взрыва в программном 
комплексе LS-DYNA будем использовать эйлеро-
вый подход, который построен на принципе иссле-
дования поведения сред, движущихся через непо-
движную расчетную сетку, когда все параметры 
среды рассматриваются как функции координат и 
времени, что дает наилучший результат при изу-
чении поведения жидкостей или газов. В расчетах 
применяются произвольные лагранжево-эйлеровые 
сетки (ALE – Arbitrary Lagrangian-Eulerian) [4], при 
этом могут использоваться процедуры автомати-
ческой перестройки и сглаживания конечно-элемент- 
ной сетки при вырождении элементов. Решение 
уравнений Эйлера выполнено с помощью метода 
конечных разностей [5]. Для аппроксимации урав-
нений в работе использован метод Годунова второ-
го порядка точности по пространству [6]. Инте-
грирование уравнений по времени осуществлялось с 
помощью явной схемы второго порядка точности 
(метод центральных разностей) с соблюдением ус- 
ловия устойчивости схемы по критерию Куранта. 

Решение газодинамической задачи в эйлеро-
вой формулировке основывается на трех состав-
ляющих:  
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1) уравнение сохранения массы  ρሶ + ρ × div(ݒ) = 0,     (1) 

где ρሶ  – производная плотности по времени, v – 
вектор скорости; 

2) уравнение сохранения количества дви-
жения 

ሶݒ = ݂ − ଵ஡ grad(ρ);     (2) 

3) уравнение сохранения энергии ܧሶ + ݒ × grad(ܧ) − ୮஡మ ൫ρሶ + ݒ × grad(ρ)൯ = 0.  (3) 

Уравнения 1–3 в ортогональной системе при- 
нимают следующий вид: 

 

ەۖۖ
ۖۖۖ
۔ۖ
ۖۖۖۖ
ۓ ݀ρ݀ݐ + ݑ ݀ρ݀ݔ + ݒ ݀ρ݀ݕ + ݓ ݀ρ݀ݖ + ρ ൬݀ݔ݀ݑ + ݕ݀ݒ݀ + ݖݓ݀݀ ൰݀݀ݐݑ + ݑ ݔ݀ݑ݀ + ݒ ݕ݀ݑ݀ + ݓ ݖ݀ݑ݀ + 1ρ ݀ρ݀ݔ = ݐ݀ݒ0݀ + ݑ ݔ݀ݒ݀ + ݒ ݕ݀ݒ݀ + ݓ ݖ݀ݒ݀ + 1ρ ݀ρ݀ݕ = ݐݓ0݀݀ + ݑ ݔ݀ݓ݀ + ݒ ݕ݀ݓ݀ + ݓ ݖݓ݀݀ + 1ρ ݀ρ݀ݖ = ݐܧ0݀݀ + ݑ ݔ݀ܧ݀ + ݒ ݕ݀ܧ݀ + ݓ ݖ݀ܧ݀ − ρଶ݌ ൬݀ρ݀ݐ + ݑ ݀ρ݀ݔ + ݒ ݀ρ݀ݕ + ݓ ݀ρ݀ݖ൰ = ݌0 = ,ρ)݌ (ܧ

, (4)

 
где р = р (ρ, E) – уравнение состояния материала. 

Поведение продуктов детонации тротила опи-
сывается уравнением состояния Джонcа – Вилкин-
са – Ли (JWL) [1] ݌ = ܣ ൬1 − ωܴଵܸ൰ ݁ିோభ௏ ܤ+ + ቀ1 − னோమ௏ቁ ݁ିோమ௏ + னா௏ ,     (5) 

где ܸ = ஡బ஡ = ௩௩బ – относительный удельный объем; 

А, В, С, R1, R2, ω – эмпирические константы; E0 – 
внутренняя энергия на единицу объема; А, В и E0 – 
имеют единицы давления; R1, R2, ω и ݒ଴ – безраз-
мерные. 

Воздушное пространство описывается поли-
номинальным уравнением состояния для воздуш-
ной среды ݌ = С଴ + Сଵμ + Сଶμଶ + Сଷμଷ + +(Сସ + С଺μ + С଻μଶ)(6)     ,ܧ μ = ଵ௏ − 1,       (7) 

где V – относительный объем, Е – внутренняя 
энергия. 

Расчетная модель. Рассмотрим основные 
параметры фронта ВУВ при наземном (взрыв на 
поверхности земли) и воздушном взрывах (при 
H < 3,5√Сయ , где С – масса ВВ, кг) на уровне 5 м от 
поверхности земли. В качестве источника ВУВ при-
мем взрывчатое вещество тринитротолуол, которое 

моделировалось в виде куба с размерами сторон 
0,2 м. Значение плотности заряда принято равным 
1620 кг/м3. Масса взрывчатого вещества составля-
ет 13 кг. Воздушное пространство принято разме-
рами 10×15×20 м(h).  

Введем допущение, что поверхность земли 
является абсолютно жесткой преградой для рас-
ширяющихся продуктов детонации заряда ВВ, 
и ее наличие в математической постановке учиты-
вается соответствующими граничными условиями.  

 
 

Результаты 
 

Наземный взрыв. На рис. 2, 3 рассмотрен взрыв 
ВВ на поверхности земли. При таком положении 
заряда фронт ударной волны представляет собой не- 
прерывно увеличивающееся полушарие, распростра-
няющееся параллельно поверхности земли. По мере 
удаления от центра скорость ударной волны по-
степенно уменьшается и ее давление также умень- 
шается. Давление по фронту ударной волны рас-
пределяется неравномерно. 

Воздушный взрыв. При воздушном взрыве 
(рис. 4, а–г, 5) ударная волна имеет более слож-
ную картину, чем при наземном взрыве. При воз-
душном взрыве образуется сферическая ударная 
волна, которая в ближней зоне, т.е. на расстоянии, 
меньшем высоты взрыва (R < H), падает вниз и на- 
зывается падающей (рис. 4, в). Дойдя до поверх-
ности земли, ударная волна отражается, образуя 
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отраженную волну. Вследствие торможения частиц 
воздуха и сложения падающей и отраженной волн 
избыточное давление удваивается, образуя голов-
ную ударную волну (рис. 4, г). Ближняя зона на- 
зывается зоной регулярного отражения. Область, 
где наблюдается образование и распространение 

головной ударной волны, называется дальней зо- 
ной, или зоной нерегулярного отражения.  

Таким образом, поражающее действие ударной 
волны воздушного взрыва в ближней зоне опре-
деляется давлением отраженной волны, а в даль-
ней зоне – давлением головной ударной волны. 

 

 

 
 

Рис. 2. Изополя давлений в моменты времени: а – 0,01 с; б – 0,018 с; в – 0,034 с; г – 0,049 с 
[Figure. 2. Isopoles of pressures at time points: а – 0,01 s; б – 0,018 s; в – 0,034 s; г – 0,049 s] 
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Рис. 3. График приращения давления ΔPф во времени на расстоянии 8 м от центра взрыва 
[Figure 3. Graph of pressure increment ΔPф in time at a distance of 8 m from the center of the explosion] 
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Рис. 4. Изополя давления в моменты времени: а – 0,012 с; б – 0,013 с; в – 0,016 с; г – 0,03 с 
[Figure 4. Isopoles of pressures at time points: а – 0,012 s; б – 0,013 s; в – 0,016 s; г – 0,03 s] 
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Рис. 5. График приращения давления ΔPф во времени на расстоянии 7 м от центра взрыва 

[Figure 5. Graph of pressure increment ΔPф in time at a distance of 7 m from the center of the explosion] 

 
Моделирование приходящего фронта ВУВ 

при больших расстояниях от места взрыва. 
Во многих практических задачах, например при рас-
чете сооружений гражданской обороны2, эпицентр

                                                 
2 СП 88.13330.2014. Защитные сооружения гражданской 

обороны. Актуализированная редакция СНиП II-11-77*. 

взрыва располагается на значительном (5–10 км) 
удалении, что заметно увеличивает размерность за- 
дачи и время расчета. Поэтому для моделирования 
приходящего фронта ударной волны можно восполь-
зоваться теорией подобия при взрывах [7], задав 
при этом вместо одного заряда, например, 10, как 
показано на рис. 6.  

а б

в г 



Mkrtychev O.V., Savenkov A.Y. Structural Mechanics of Engineering Constructions and Buildings, 2018, 14(6), 467–474 
 

 

472   ANALYSIS AND DESIGN OF BUILDING STRUCTURES 

 

Давление P, 
Па 

Pressure P, 
Pа 

 

Рис. 6. Конечно-элементная модель воздушного пространства
[Figure 6. Finite element model airspace]

Рис. 7. Распространение фронта ударной волны 
[Figure 7. Shock wave propagation]
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Рис. 8. График приращения давления ΔPф во времени на расстоянии 15 м от центра взрыва 
[Figure 8. Graph of pressure increment ΔPф in time at a distance of 15 m from the center of the explosion] 

 
 

Таким образом, используя свойства отражения 
волн, 10 зарядов сформируют головную ударную 
волну с практически одинаковыми параметрами во 
фронте (рис. 7). В рассматриваемом примере давле-
ние во фронте ВУВ на расстоянии 15 м от центра 
взрыва составило 0,12·106 Па = 1,21 кгс/см2 (рис. 8). 
Время фазы сжатия составило 0,045 с.  

 

Выводы 
 

Рассмотренный подход позволяет получить па- 
раметры ВУВ во фронте для дальнейшего исполь-
зования при расчете строительных конструкций.  

Используя описанный подход можно вычис-
лить максимальное давление во фронте ударной 
волны при взрыве для зданий и сооружений, рас-

положенных на различном расстоянии от центра 
взрыва. При этом можно определить параметры 
ВУВ для различных конструктивных элементов 
(стены, покрытие и т.д.), т.е. учесть полную кар-
тину воздействия ударной волны на сооружение. 
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Abstract. Introduction and objectives. When calculating buildings and structures for special combinations of loads 
caused by the action of air shock waves, it is necessary to determine the main parameters of the actual load. The regulatory 
approach implemented in modern regulatory documents proposes the use of simplified calculation methods based on the use of 
equivalent static loads. The aim of the study is to obtain the basic parameters of air shock waves, as well as to consider the na-
ture of the propagation of the shock wave front during an explosion on the ground and in the air, using numerical simulation. 

Materials and methods. To obtain the basic parameters of air shock waves, high-precision numerical methods imple-
mented in the modern LS-DYNA software package are considered. To describe the explosion process, the Lagrangian-
Eulerian approach is used. 
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Results. Isopoles and graphs of excess overpressure ΔРф over atmospheric pressure in an air shock wave were obtained when 
the epicenter of the explosion was located at ground level and in the air, as well as at a distance from the designed structure. 

Conclusions. The considered method of numerical simulation allows to obtain the main parameters of air shock waves, 
which can be used for further calculation of building structures. 

 
Keywords: reinforced concrete structures, explosive effects, air shock wave, nonlinear dynamics, explicit dynamics, 

finite element method, numerical methods 
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Введение. В работе рассмотрена современная ситуация в области поверхностного пластического деформиро-
вания, а именно упрочнение деталей машиностроения дробеструйной обработкой. Поскольку современное машиностро-
ение использует улучшенные технологические способы и методы преобразования материала деталей в состояние, 
отвечающее нормам эксплуатации изделий, в отечественной и зарубежной литературе предлагается множество способов 
оценки влияния эксплуатационных условий на ресурс детали. Однако фундаментальная основополагающая теория 
этой области еще не создана.  

В статье описана сущность процесса поверхностного пластического деформирования. Рассмотрены виды и пре-
имущества дробеструйной обработки. У многих читателей может возникнуть вопрос: возможно ли, сняв слой кор-
розии, укрепить поверхностный слой обрабатываемой детали? Метод дробеструйной обработки хорошо справляет-
ся с разноплановыми задачами, позволяя обрабатывать детали сложной геометрии, а также детали с труднодоступ-
ными местами. Качество обработки позволяет наносить на поверхность детали любое покрытие без дополнитель-
ной подготовки и обезжиривания.  

Цели. Одной из проблем является сложность определения уровня остаточных напряжений, формируемых в 
процессе дробеструйной обработки. Значимость проблемы заключается в том, что в настоящее время нет точной 
методики определения остаточных напряжений после дробеструйного упрочнения. Цель данного исследования – 
оценить эффективность дробеструйного упрочнения, т.е. определить уровень остаточных напряжений, формируемых в 
процессе дробеструйной обработки. Задача состоит в том, чтобы вычислить остаточные напряжения при дробес-
труйной обработке путем измерения деформации контрольной пластины (образца-свидетеля), полученной при од-
ностороннем наклепе в течение определенного периода времени.  

Методы. После обработки определяется стрела прогиба контрольной пластины. По стреле прогиба вычисля-
ются остаточные напряжения в пластине. Для этого используют метод Н.Н. Давиденкова, согласно которому из 
контрольной пластины вырезают полоску и травлением производят последовательное снятие слоев. При снятии 
слоев полоска меняет геометрию за счет изменения напряженного состояния, что позволяет с использованием соот-
ветствующих соотношений установить распределение остаточных напряжений пластины. 

Задачей предлагаемой методики является упрощение способа, снижение трудоемкости вычисления распреде-
ления остаточных напряжений по толщине контрольной пластинки, повышение точности определения остаточных 
напряжений при дробеструйном упрочнении. 

Выводы. На основании положений механики пластин рассмотрено деформированное состояние контрольной 
пластины при дробеструйной обработке. В итоге получена аналитическая зависимость, позволяющая оценить оста-
точные напряжения в контрольной пластине после дробеструйной обработки. 

 
Ключевые слова: дробеструйная обработка, поверхностное пластическое деформирование, остаточные на- 

пряжения, шероховатость, предел выносливости, прогиб, усталость, механика пластин, контрольная пластина 
 

 
 

Введение 
 

Одна из актуальных проблем промышленного 
производства на сегодняшний день – повышение 
прочности деталей и конструкций, которые ак-
тивно подвергаются износу. Один из эффектив- 

ных способов решения такой проблемы – упроч- 
нение методами поверхностного пластического де- 
формирования. 

В настоящее время разработано и нашло ши-
рокое применение в авиационном двигателестро-
ении достаточное количество различных методов 
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поверхностного пластического деформирования, 
обеспечивающих упрочнение практически всей но- 
менклатуры деталей двигателей [1–3]. Научные ме- 
тоды и подходы по оценке эффективности упроч- 
няющей обработки, а также по оценке долговеч-
ности деталей и конструкций часто совершенству-
ются. Одной из главных задач современного маши- 
ностроения является повышение ресурса использу-
емых деталей. Однако методы оценки напряженно-
деформированного состояния дают лишь общее 
представление об области начала разрушения. Уже 
не раз научно доказано, что после упрочнения ме-
тодом поверхностного пластического деформиро- 
вания в поверхностном слое образуются остаточ-
ные напряжения, которые являются причиной 
появления сопротивления усталости деталей [4]. 
Из этого следует, что появление растягивающих 
напряжений в процессе эксплуатации детали ча-
ще всего может привести к тому, что понижается 
предел выносливости детали, и, соответственно, 
к ее разрушению.  

В ходе обзора отечественной и зарубежной ли-
тературы выявлено, что большинство работ посвя-
щается анализу разрушения деталей. Во многих 
работах представлены различные способы оценки 
влияния эксплуатационных условий на ресурс дета-
ли, также предлагаются методы по определению зон 
развития усталостных трещин [5–7].  

Поверхностное пластическое деформирование – 
это направление технологии увеличения сопротив-
ления усталости деталей, активно используемое в 
различных сферах авиации и машиностроения. 

Существует несколько способов обработки по- 
верхностным пластическим деформированием: 

1. Дробеструйный метод, при котором в каче-
стве рабочих тел используют стальные шары или 
дробь, а источник кинетической энергии – струя 
сжатого воздуха. 

2. Дробеметный метод, при котором в каче-
стве рабочих тел используют стальные шары или 
дробь, источником кинетической энергии служит 
вращение ротора дробемета. 

3. Пневмогидродробеструйный метод, при ко-
тором в качестве рабочих тел используют сталь-
ные шары и дробь, источником кинетической энер-
гии является струя газа с жидкостью. 

4. Гидродробеструйный метод, при котором 
в качестве рабочих тел используют стальные шары 
или дробь, источник кинетической энергии – струя 
жидкости [8]. 

Из всех способов обработки поверхностным 
пластическим деформированием наиболее эффек-
тивным считается дробеструйный метод. Это один 
из самых распространенных методов поверхност-

ного пластического деформирования, применяемых 
для повышения сопротивления усталости деталей, 
работающих в условиях циклического нагружения. 

Также это простой и высокопроизводительный 
способ, позволяющий сократить цикл ремонта, по-
низить себестоимость, увеличить межремонтный 
ресурс. Иными словами, дробеструйное упрочне-
ние – это технологический прием механической 
обработки, который получил широкое применение 
в авиастроении благодаря простоте использования 
и эффективности полученных результатов. 

Основные преимущества обработки деталей 
дробью: 

– однородность обработки деталей; 
– повышение предела усталости обрабатыва-

емого материала; 
– обеспечение требуемого качества поверх-

ности; 
– возможность обработки изделий сложной 

геометрии. 
Дробеструйная обработка обеспечивает повы-

шение прочностных характеристик деталей за счет 
формирования благоприятных остаточных напря- 
жений. Она помогает сократить большое количе-
ство трещин и истонченных участков на поверх-
ности деталей, которые испытывают повышенные 
рабочие нагрузки. Подобные результаты достига- 
ются благодаря тому, что в процессе воздействия 
дроби на обрабатываемую поверхность соверша- 
ются интенсивные множественные удары дроби 
по поверхности материала детали. Отсюда возник-
новение остаточных напряжений сжатия на внеш- 
нем слое обрабатываемой детали. Затем происходит 
уравновешивание напряжения на растяжение, ко-
торое испытывает деталь при эксплуатации. В свя-
зи с этим необходимо оценить влияние остаточных 
напряжений на сопротивление усталости деталей. 

К недостаткам способа следует отнести слож- 
ность реализации способа замера остаточных на- 
пряжений при дробеструйном упрочнении дета-
лей, трудоемкость и низкую точность определения 
остаточных напряжений. Кроме того, при страв-
ливании слоев материала детали происходит пере-
распределение остаточных напряжений, что также 
снижает точность их определения. 

На первый взгляд кажется, что исследователи с 
легкостью добиваются повышения выносливости 
ответственных деталей. Однако следует учесть, что 
существует множество эмпирических методик на- 
значения режимов дробеструйной обработки. Не- 
достатком их всех является то, что каждая из них 
ограничена условиями эксперимента, при котором 
она создана. Если меняются условия эксперимен-
та, то сразу появляется необходимость повторять 
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эксперимент для создания новых методик [9]. Имен-
но поэтому активно предпринимаются попытки 
разработки и внедрения определенной методики, 
позволяющей минимизировать экспериментальные 
исследования, которые основаны на обработке об-
разцов с целью отладки процесса или оптимизации 
режимов дробеструйной обработки. 

 
Цели 

 
Главная проблема назначения режимов дробе- 

струйной обработки – это отсутствие зависимостей, 
определяющих энергию, которую поглощает ма-
териал в процессе обработки. Пример эмпириче-
ского решения этой проблемы – метод Almen stips, 
названный в честь его создателя [10]. Методом Al-
men stips пользуются многие современные пред-
приятия. Его используют для замера и контроля 
процесса дробеструйного упрочнения и наклепа. 
На сегодняшний день метод Almen stips – один из 
основных и общепринятых процессов измерения 
для контрольного замера интенсивности упрочне-
ния поверхности после обработки дробью. Метод 
предоставляет достоверную картину упрочнения 
и наклепа поверхностного слоя, что в свою очередь 
позволяет привести процесс обработки поверхности 
дробью в соответствие с заданными характери-
стиками необходимой величины упрочнения [11]. 

Целью данного исследования является оценка 
эффективности дробеструйного упрочнения, т.е. 
определение уровня остаточных напряжений, фор-
мируемых в процессе дробеструйной обработки. 
Задача состоит в том, чтобы определить остаточные 
напряжения при дробеструйной обработке путем 
измерения деформации контрольной пластины (об-
разца-свидетеля), полученной при одностороннем 
наклепе в течение конкретного периода времени. 
После обработки вычисляют стрелу прогиба 
контрольной пластины. По стреле прогиба устанав-
ливают остаточные напряжения в пластине. Для это-
го используют метод Н.Н. Давиденкова [12], со-
гласно которому из контрольной пластины выре-
зают полоску и травлением производят последова-
тельное снятие слоев. При снятии слоев полоска 
меняет геометрию за счет изменения напряжен-
ного состояния, что позволяет с использованием 
соответствующих соотношений определить рас-
пределение остаточных напряжений пластины. 

Задачей предлагаемой методики является уп- 
рощение способа, снижение трудоемкости выявле-
ния распределения остаточных напряжений по тол- 
щине контрольной пластинки, повышение точности 
определения остаточных напряжений при дробе- 
струйном упрочнении. 

Методы 
 

В предлагаемой методике на основании поло-
жений механики пластин получено аналитическое 
выражение связи прогиба контрольной пластины 
с действующими остаточными напряжениями по-
сле дробеструйной обработки. 

Дифференциальное уравнение изгиба контроль- 
ной пластины определяется дифференциальным 
уравнением изгиба прямоугольной пластины [13] డరனడ௫ర + 2 డరனడ௫మడ௬మ + డరனడ௬ర = ௣஽,     (1) 

где ω(ݔ,  функция прогиба; p – поперечная – (ݕ

нагрузка; ܦ = ா௛యଵଶ(ଵିஜమ) – цилиндрическая жесткость 

контрольной пластины; E – модуль упругости ма- 
териала контрольной пластины; μ – коэффициент 
Пуассона материала пластины; h – толщина кон-
трольной пластины. 

В случае прогиба пластины остаточными на- 
пряжениями после дробеструйной обработки в 
уравнении (1) ݌ = 0 и уравнение принимает вид డరனడ௫ర + 2 డరனడ௫మడ௬మ + డరனడ௬ర = 0.     (2) 

Контрольная пластина в процессе дробеструй-
ной обработки свободно опирается по контуру, 
при этом функция прогибов, формирующихся в 
процессе дробеструйной обработки, имеет вид [6] ω(ݔ, (ݕ = 	ω଴ sin ஠௫௔ sin ஠௬௕ ,    (3) 

где ܽ, ܾ – размеры контрольной пластины в плане; ω଴ – стрела прогиба, соответствующая прогибу цент- 
ральной части пластины. 

Функция (3) соответствует упругому деформи- 
рованному состоянию от остаточных напряжений, 
сформированных в процессе дробеструйной об-
работки. 

При изгибе в сечениях контрольной пласти-
ны действуют изгибающие моменты [6] ܯ௫ = ܦ− ቀడమனడ௫మ + μ డమனడ௬మቁ,	  ܯ௬ = ܦ− ቀడమனడ௬మ + μ డమனడ௫మቁ.     (4) 

В экспериментах по дробеструйной обработке 
обычно применяют квадратные пластины (ܽ = ܾ), 
поэтому соотношения (4) будут идентичны ܯ௫ = ௬ܯ = ܦ− ቀడమனడ௫మ + μ డమனడ௬మቁ =  = ܦ− ቀడమனడ௬మ + μ డమனడ௫మቁ,      (5) 



Kolmogorov G.L., Vysotin A.S. Structural Mechanics of Engineering Constructions and Buildings, 2018, 14(6), 475–480 
 

 

478   ANALYSIS AND DESIGN OF BUILDING STRUCTURES 

или после подстановки соотношения (3) при ݔ = ௔ଶ , ݕ = ௕ଶ для квадратной пластины получим  ܯ௫ = ௬ܯ = ω଴πଶ ܦ ଵ௔మ (1 + μ).    (6) 

При изгибе пластины от остаточных напряжений σ௫୫ୟ୶ = ଺ெೣ௛మ , σ௬୫ୟ୶ = ଺ெ೤௛మ .      (7) 

Из выражений (6) и (7) получим значения мак-
симальных остаточных напряжений в контрольной 
пластине, соответствующих центру контрольной 
пластины σ௫୭ୡ୫ = σ௬୭ୡ୫ = ଵଶω଴ ா௛ଵିஜమ ∙ ஠మ௔మ.     (8) 

 
Выводы 

 
На основании положений механики пластин 

предложена методика определения остаточных на- 
пряжений, формируемых в процессе дробеструй-
ной обработки контрольной пластины. При извест-
ном значении стрелы прогиба ω଴ с помощью со-
отношения (8) определяются остаточные напря-
жения σ௫୫ୟ୶ и σ௬୫ୟ୶ в центре контрольной пласти- 
ны, что позволяет выбрать технологические па-
раметры дробеструйной обработки. Это имеет важ- 
ное значение для повышения усталости деталей 
машиностроения, развития и преобразования ме-
тодов анализа конструкций машиностроения в усло- 
вия воздействия технологических факторов и раз-
личных эксплуатационных нагрузок. 

Также можно сделать вывод, что наибольшее 
значение при повышении эффективности ремон-
та деталей авиационных двигателей имеет увели-
чение послеремонтного ресурса деталей за счет 
упрочняющей обработки. 

В результате проведенного исследования мы 
можем сделать вывод, что, несмотря на многолет-
нюю практику изучения процесса поверхностного 
пластического деформирования дробеструйной об- 
работкой, в этой области не сформирована фун-
даментальная теоретическая база. Поэтому отсут-
ствует определенная методика оптимального вы-
бора метода упрочняющей обработки для полу-
чения требуемой шероховатости поверхностного 
слоя и усталостной прочности деталей машино-
строения. 
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Abstract. Introduction. The paper considers the current state in the field of surface plastic deformation, namely the harde- 
ning of machine-building parts by shot blasting. Since modern engineering uses improved technological methods and methods 
for transforming material parts into a state that meets the standards for the operation of products, in the domestic and foreign 
literature there are many ways to assess the impact of operating conditions on the part life. However, the fundamental underly-
ing theory of this field has not yet been created. The article describes the essence of the process of surface plastic deformation. 
The types and advantages of shot blasting are also considered. Many readers may wonder: is it possible, after removing 
the corrosion layer, to strengthen the surface layer of the workpiece? The method of shot blasting copes well with these diverse 
tasks, allowing to handle parts of complex geometry, as well as parts with hard-to-reach places. The quality of processing al-
lows to apply any coating to the surface of a part without additional preparation and degreasing.  

Aims. One of the problems is the difficulty of determining the level of residual stresses generated in the process of shot blas- 
ting. The significance of the problem lies in the fact that at present there is no exact method for determining residual stresses after 
shot peening. The purpose of this study is to evaluate the effectiveness of shot peening, i.e. determination of the level of residual 
stresses generated in the process of shot blasting. The task is to determine the residual stresses during shot blasting by measuring 
the deformation of the control plate (witness sample) obtained by one-sided bead over a certain period of time.  

Methods. After processing, the deflection of the control plate is determined. According to the deflection arrow, the re-
sidual stresses in the plate are determined. To do this, the N.N. Davidenkov’s method is used, according to which a strip is 
cut out from the control plate and the layers are removed by etching. When removing the layers, the strip changes the geo- 
metry due to a change in the stress state, which makes it possible to determine the distribution of the residual stresses of  
the plate using the appropriate ratios. The objective of the proposed technique is to simplify the method, reducing the com-
plexity of determining the distribution of residual stresses across the thickness of the control plate, improving the accuracy 
of determining the residual stresses during shot peening.  

Conclusions. Thus, based on the positions of the mechanics of plates, the deformed state of the control plate during  
shot blasting was considered. Finally, an analytical dependence was obtained, allowing estimating the residual stresses in 
the control plate after shot blasting. 

 
Keywords: shot blasting, surface-plastic deformation, residual stress, roughness, limit of endurance, sag, fatigue, me-

chanics of plates, control plate 
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Цели. Дать характеристику процессу формирования каркасов большепролетных металлических куполов при 
их возведении. Выполнить анализ работы конструкций при монтаже купольных каркасов по расчетным схемам, 
отличающимся от проектной, из-за чего в их конструктивных элементах возникают монтажные усилия. Привести 
геометрические схемы купольных каркасов (ребристых, ребристо-кольцевых и сетчатых) и принципы их образова-
ния. Показать, как образуются сетчатые купольные каркасы, и объяснить, почему они являются пространственными 
стержневыми системами. Описать особенности конструктивных решений однопоясных и двухпоясных купольных 
каркасов. Отметить, что технологическая схема монтажа конструкций большепролетных металлических куполов 
зависит от конструктивного решения и способа возведения их каркасов. Вкратце охарактеризовать различные спо-
собы возведения каркасов большепролетных металлических куполов и количество применяемых при этом времен-
ных опор и механизмов. 

Обзор. Принципиально различные способы возведения, как реально примененные, иллюстративно показаны 
на примерах нескольких конкретных известных купольных сооружений мира. Дана оценка влияния каждого спосо-
ба на работу конструкций в процессе монтажа. Описан характер работы отдельных конструкций и каркаса в про-
цессе возведения большепролетных металлических куполов. Сделан акцент на существенные различия в характере 
работы конструктивных систем купольных каркасов при разных способах их монтажа.  

Исследование. Разработаны компьютерные модели однопоясных металлических куполов из стальных двутав-
ров с жесткими сопряжениями в узлах. Созданы дополнительные модели неполного каркаса для исследования раз-
личных способов монтажа куполов. Для каждой монтажной модели купольного каркаса выполнены компьютерные 
расчеты на действие собственного веса. В результате расчетов определены напряжения в конструктивных элемен-
тах каркасов, которые сравнивались с напряжениями соответствующих элементов на действие собственного веса в 
каркасе проектной схемы.  

Результаты. Сделан вывод о неизбежности появления напряжений в элементах каркасов большепролетных 
металлических куполов при их возведении. Отмечена необходимость обязательных расчетов каркасов на монтаж-
ные состояния при проектировании большепролетных металлических куполов. 

 
Ключевые слова: большепролетные купола, металлические каркасы, геометрические схемы, конструктивные 

решения, способы возведения, монтаж конструкций, компьютерная модель, напряжения в элементах 
 

 
 

Введение 
 
Каркасы большепролетных металлических 

куполов образуют пространственные стержневые 
системы. Это способствует повышению жесткости 
и надежности купольных покрытий при их эксплу-
атации. Однако каркасы таких систем не появля-
ются на месте строительства сразу и целиком. 
Проектную геометрическую форму они приобре-
тают постепенно, в течение длительного времени, 
что в итоге реализуется выразительным внешним 

обликом купольного покрытия [1; 2]. В процессе 
возведения сначала появляются лишь отдельные 
конструкции купола. Затем эти конструкции объ-
единяются во фрагменты купольных каркасов, 
которые постепенно увеличиваются путем присо-
единения других фрагментов, т.е. наращиваются. 
Завершается монтаж стержневой системы обра-
зованием цельного купольного каркаса проектной 
формы. Монтаж сопровождается появлением и ис- 
чезновением со временем вспомогательных кон-
струкций, поддерживающих отдельные конструк- 
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ции или фрагменты каркасов куполов, которые 
называют временными опорами [3]. Временные 
опоры могут оставаться вплоть до полного завер- 
шения монтажа как купольного покрытия, так и 
всех конструкций между постоянными опорами 
(стенового каркаса). Это характерно для процесса 
возведения каркасов всех большепролетных метал-
лических куполов.  

Купольные каркасы в процессе возведения 
собираются из большого количества элемен-
тов, по-разному ориентированных в пространстве, 
а также зачастую имеющих разное конструктив-
ное решение (или поперечное сечение). Конструк-
тивная сложность купольных каркасов и способ 
их возведения во многом зависят от геометриче-
ской схемы их стержневых систем, размеров 
пролета и высоты.  

Каркасы металлических куполов по геометри-
ческой схеме могут быть ребристыми, ребристо-
кольцевыми и сетчатыми [4]. Ребристые купола 
состоят из меридиональных ребер, установленных 
на опорное (нижнее) кольцо и объединенных в вер- 
шине соединительным (верхним) кольцом (рис. 1, а). 
В ребристо-кольцевых куполах между нижним и 
верхним кольцами меридиональные ребра опоясы- 
ваются регулярно установленными промежуточны- 
ми кольцами (рис. 1, б). Благодаря им эффект про-
странственной совместной работы элементов кар-
каса возрастает. В четырех осесимметричных сек-
торах этих куполов во всех четырехугольных 
ячейках, образованных ребрами и промежуточны-
ми кольцами (или кровельными прогонами), уста-
навливаются связи крестового вида. Благодаря этим 
связям в купольных каркасах повышается про-
странственная жесткость и сопротивляемость из-
гибно-крутильному виду деформации от внешних 
нагрузок. 

Если крестовые связи, которые работают на 
растяжение, установлены в каждой четырехуголь- 
ной ячейке каркаса ребристо-кольцевого купола, 
то такая геометрическая схема называется купо-
лом Шведлера (рис. 1, в). Поскольку весь куполь-
ный каркас состоит из треугольных ячеек, он ста-
новится неизменяемым в своей собственной ус- 
ловной оболочке, что придает куполу повышен-
ную пространственную жесткость.  

Каркасы сетчатых по геометрической схеме 
куполов разбивают собственную условную обо-
лочку на треугольные ячейки, что обеспечивает 
геометрическую неизменяемость образуемой ими 
пространственной стержневой системы. В отличие 
от купола Шведлера в таких каркасах нет специ-
альных стержней, работающих только на растя-

жение. В сетчатых каркасах, в отличие от преды-
дущих, размеры ячеек в вершине и у основания 
куполов незначительно отличаются друг от друга. 
По принципу геометрического построения карка-
сы сетчатых металлических куполов разделяют 
на осесимметричные и геодезические. 

В осесимметричных сетчатых куполах гео-
метрическая схема каркасов характеризуется по- 
вторяемостью явных (как купол Шведлера) или 
условных секторов и ячейками разных размеров 
от контура к середине. Наибольшее распростра-
нение среди сетчатых осесимметричных куполь- 
ных каркасов получили звездчатый (схемы Фёп-
пля – рис. 1, г) и секториально-сетчатый (схемы 
Чивитта – рис. 1, д), имеющие выраженные коль-
цевые элементы.  

Геометрические схемы каркасов геодезических 
куполов получают из вписанных в сферу много-
гранников с правильными треугольниками, пяти- 
угольниками и шестиугольниками (схема Фул-
лера – рис. 1, е). Вершины многогранников и 
спроецированные на сферу центры граней со-
единяют дугами большого круга или геодезиче-
скими линиями, получая сетку с треугольными 
ячейками. Такими же дугами соединяют середи-
ны сторон треугольных ячеек.  

Создаются и комбинированные геометриче-
ские схемы каркасов. В ребристо-кольцевых ку-
полах количество ребер может уменьшаться в 
верхней части купола или чередоваться по яру-
сам ребристо-кольцевая схема со схемой Швед-
лера. Ребристо-кольцевой каркас купола может 
также сочетаться с сетчатым куполом. Возмож-
но также применение различных геометрических 
схем построения осесимметричных сетчатых 
куполов в нижней части и у вершины, изменение 
кольцевой регулярности ячеек сетчатых куполов 
по высоте, а также геометрической формы ячеек 
у основания и вершины. 

Каркасы одинаковых геометрических схем 
ребристо-кольцевых и сетчатых куполов могут 
отличаться друг от друга конструктивными реше-
ниями. Наиболее важным из них является количе-
ство поясов. По этому конструктивному призна-
ку купола могут быть однопоясными и двухпо-
ясными, если речь идет о ребристых и ребристо-
кольцевых куполах, и односетчатыми и двухсет-
чатыми, если описываются сетчатые купола. 
Стержневые элементы однопоясных ребристых 
и ребристо-кольцевых куполов, так же как и од-
носетчатых купольных каркасов, работают в ос-
новном на сжатие с изгибом в нормальном по 
отношению к своей условной оболочке направ-
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лении. Поэтому сечения элементов их каркасов 
обычно назначают двутавровыми. Элементы кар- 
касов двухпоясных ребристых и ребристо-коль- 
цевых куполов проектируют решетчатыми, в виде 
ферм с параллелными поясами, стержни которых 
работают на продольные усилия. По этой причине 
их назначают из прокатного профильного ме-
талла – парных уголков, труб, швеллеров и др. 

В двухсетчатых купольных каркасах поясные 
стержни могут быть расположены непосредствен-
но друг над другом или со смещением на поло-

вину ячейки сетки. В первом случае двухсетча-
тый каркас куполов будет аналогичен односетча-
тому, в котором элементы каркаса проектируют 
в виде ферм с параллельными поясами и треуголь-
ной решеткой. Во втором случае двухсетчатый 
каркас купола становится похожим на структур-
ные конструкции с треугольными ячейками. Оба 
варианта двухсетчатых купольных каркасов пред-
ставляют собой многосвязные пространственные 
стержневые системы, и проектируют их в основ- 
ном из труб. 

 

 

 
 

Рис. 1. Геометрические схемы каркасов металлических куполов: 
a – ребристый купол; б – ребристо-кольцевой купол; в – купол Шведлера;  

г – звездчатый купол; д – секториально-сетчатый купол; е – геодезический купол 
[Figure 1. Geometrical schemes of frames of metal domes: 

a – ribbed dome; б – ribbed-rings dome; в – Schwedler dome; 
г – star-lattice dome; д – sectoral-lattice dome; е – geodesic dome] 

 
Большое значение для конструирования и рас-

чета имеет способ сопряжения стержневых элемен-
тов купольных каркасов между собой. Стержневая 
система в однопоясных ребристо-кольцевых и 
односетчатых куполах для сохранения геометриче-
ской неизменяемости и пространственной жестко-
сти должна иметь в нормальном к условной обо-
лочке направлении жесткие узловые сопряжения. 
В то же время в плоскостях своих ячеек (касатель-
ных к условной оболочке) соединения стержней в 
односетчатых куполах могут быть выполнены шар-
нирными. В ребристо-кольцевых куполах в каса-
тельных плоскостях применяют примыкающие 
шарниры для кольцевых стержней и в сопряжении 

меридиональных ребер с опорным и верхним коль-
цами. В двухпоясных ребристо-кольцевых куполах 
элементы каркаса представляют собой плоские 
фермы, т.е. геометрически неизменяемые кон-
струкции в нормальных плоскостях. Вследствие 
чего соединение стержней в них выполняют шар-
нирными. В касательных к купольной оболочке на- 
правлениях их также делают шарнирными. В двух-
сетчатых куполах образуются решетчатые объем-
ные фермы в каждом повторяющемся по всей обо-
лочке фрагменте каркаса. Поэтому и в нормальном 
к условной оболочке купола направлении, и в ка-
сательных направлениях сопряжения стержней вы-
полняются шарнирными. 

в a б 

г д е 
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Характер монтажа конструкций большепролет- 
ных металлических куполов зависит от конструк-
тивного решения и способа возведения их каркасов. 
Способ возведения металлических куполов выби-
рается исходя из размеров конструктивных частей 
каркасов или их отдельных элементов и их способ- 
ности воспринимать монтажные нагрузки. Учиты-
ваются также возможности применяемых подъем-
но-транспортных машин или заменяющих их ме-
ханизмов. Из-за того, что купольные каркасы в це- 
лом являются многосвязными пространственными 
стержневыми системами, их возведение представ-
ляет собой технически сложную задачу. Необхо-
димо уже в процессе проектирования выбрать 
способ возведения, разработать схему последова-
тельности монтажа конструкций, по возможности 
использовать укрупнительную сборку на земле и 
назначить вид сопряжения отдельных элементов 
каркаса между собой. 

Поскольку купольные каркасы формируются 
постепенно, а реальные конструкции в больше-
пролетных металлических куполах обладают зна-
чительным собственным весом, возникает необхо-
димость их относительно долговременного фик-
сирования в пространстве. Это достигается тем, 
что в процессе возведения куполов отдельные их 
конструкции или фрагменты каркасов устанавли-
ваются на временные опоры или прикрепляются 
к ранее смонтированной части купола. И в одном, 
и в другом случаях монтажная расчетная схема 
работы конструкций или фрагментов купольных 
каркасов отличается от работы в составе полно-
стью смонтированного каркаса проектной расчет- 
ной схемы. Поэтому в процессе возведения купо-
лов в их конструктивных элементах возникают 
монтажные внутренние усилия, отличающиеся от 
усилий в элементах каркасов проектных схем. 
Монтажные усилия в элементах каркаса не толь-
ко при разных способах возведения куполов, 
но и на разных его стадиях отличаются друг от 
друга. При этом значительное влияние на величи-
ны и характер этих усилий оказывает как способ 
возведения купольного каркаса, так и вид монтаж-
ных сопряжений его элементов.  

Возведение большепролетных металлических 
куполов выполняется одним из следующих спосо-
бов [3–5]: с временной центральной опорой, цен-
тральной и несколькими промежуточными времен- 
ными опорами, со сплошных строительных лесов, 
сборка на земле с последующим подъемом, мон-
таж навесным способом и комбинированный мон-
таж. Временная центральная опора устанавлива-
ется на оси вращения образующей купольной обо- 
лочки под верхним кольцом ребристо-кольцевого 

купола или аналогичной ему стержневой части 
сетчатого купола. При монтаже с несколькими 
промежуточными временными опорами на равном 
расстоянии от центральной (по окружности) уста- 
навливают еще ряд опор [6]. Таких рядов может 
быть несколько, а их разбивочные оси напоми-
нают концентрические окружности вокруг цен-
тральной опоры. Если каркас собирается на зем-
ле, то поднимают его на проектную высоту при 
помощи подъемных кранов или специальных ме-
ханизмов (лебедок), прикрепленных к опорному 
контуру и работающих синхронно. При навесном 
монтаже отдельные фрагменты стержневого ку-
польного каркаса размером с одну или несколько 
ячеек сетки устанавливаются последовательно по 
верхней границе части возведенного купольно-
го каркаса. Непременным условием навесного 
монтажа является замкнутость контура каркаса в 
процессе возведения купола. 

При любом способе возведения купола соби-
раются из отдельных конструкций или из мон-
тажных частей каркасов разной степени укрупне-
ния. Их надо поднимать, перемещать в простран-
стве и устанавливать в проектное положение. При 
монтаже большепролетных металлических куполов 
как отдельными конструкциями, так и фрагмента-
ми каркасов применяются башенные подъемные 
краны, передвигающиеся по рельсам, и самоход-
ные стреловые краны на гусеничном или колесном 
ходу [3; 5; 7]. Высота башенного крана или длина 
стрелы гусеничного, как и их грузоподъемность, 
зависят от размеров куполов и степени укрупне-
ния монтажных фрагментов каркаса. В случае 
применения временной центральной опоры на 
ней может быть установлена поворотная стрела 
башенного крана или поворотная Г-образная часть 
козлового крана. 

 
Обзор 

 
С временной центральной опорой возводилась 

арена «Колизей» в Шарлотте (США, 1955 г.). По-
крытием «Колизея» служит однопоясной ребристо-
кольцевой купол пролетом 100 м и высотой 
16,4 м [8]. Гибкие крестовые связи устанавливались 
в каждой ячейке, что делает его близким к куполу 
Шведлера. Меридиональные ребра из двутавров 
при монтаже устанавливались на опорное кольцо по 
верху высоких, наклоненных наружу колонн и на 
решетчатую мачту в центре (рис. 2). Очевидно, что 
при возведении каркаса ребра работали как двутав-
ровые арки с опорами на разных по высоте уровнях. 

С временной центральной опорой возводилась 
и «Арена-Север» в Красноярске (2011 г.). Покры-
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тием арены служит двухпоясной ребристый купол 
пролетом 80 м [9]. Меридиональные ребра купола 
выполнены из плоских решетчатых полуарок в виде 
ферм с параллельными поясами (общего ломано-
го очертания) и треугольной решеткой. Полуарки 
попарно (через сектор) объединены между собой 
полураскосными связями в уровнях поясов по всей 
высоте купола. Каркас купола опирается на ме-
таллические колонны (рис. 3), которые в оголов-
ках опоясаны опорным кольцом сплошного сече-
ния. При возведении каркаса ребра работали как 
решетчатые пространственные арки с опорами в 
разных уровнях. 

С центральной и несколькими рядами вокруг 
нее временных опор возводился стадион для 
бейсбола и американского футбола «Астродом» 
(Astrodome) в Хьюстоне (США, 1965 г.). Покры-
тием «Астродома» служит двухпоясной каркас 
секториально-сетчатого купола (схема Чивитта) 
пролетом 196 м и высотой 28,4 м [4; 10]. Купол 
установлен на высокие вертикальные парные 
колонны (рис. 4). Каждый из элементов двухсет-

чатого купольного каркаса выполнен в виде фер-
мы с параллельными поясами и треугольной ре-
шеткой. Временные опоры в виде решетчатых 
башен устанавливались под узлами на границах 
секторов и между ними по двум концентриче-
ским окружностям-рядам и в центре. При возве-
дении каркаса купола отдельные элементы ме-
ридионального направления работали как поло-
гие арки с опорами на разных уровнях, а кольце-
вые элементы работали по балочной схеме.  

С центральной и несколькими рядами времен- 
ных опор вокруг нее возводился и стадион для 
американского футбола «Супердом» (Superdome) 
в Новом Орлеане (США, 1975 г.). Покрытием 
«Супердома» также служит двухпоясной каркас 
секториально-сетчатого купола (схема Чивитта) 
пролетом 207 м и высотой 32,2 м [11]. Купол 
установлен на высокие, изогнутые, как бумеранг, 
колонны, поддерживаемые конструкциями трибун. 
По геометрической схеме, конструктивному реше- 
нию и способу возведения этот купольный каркас 
аналогичен «Астродому» в Хьюстоне. 

 

 
Рис. 2. Монтаж купола «Колизея» в Шарлотте 

[Figure 2. Installation of the Coliseum in Charlotte] 
 

 
Рис. 3. Монтаж купола «Арена-Север» в Красноярске 

[Figure 3. Installation of the Arena-Sever dome in Krasnoyarsk] 



Lebed E.V. Structural Mechanics of Engineering Constructions and Buildings, 2018, 14(6), 481–494 
 

 

486   ANALYSIS AND DESIGN OF BUILDING STRUCTURES 

С использованием комбинации строительных 
лесов и центральной опоры возведен торгово-
развлекательный центр «Глобал Сити» в Москве 
(2007 г.). Покрытием основной части центра слу-
жит однопоясной каркас секториально-сетчатого 
купола (схема Чивитта) пролетом 60 м [12]. Ку-
польный каркас опирается на пространственное 
решетчатое кольцо (четырехугольного сквозного 
сечения), установленное на высокие решетчатые 
колонны (рис. 5). Все стержневые элементы вы-
полнены из труб. Сначала с использованием вре-
менной центральной решетчатой опоры в виде 
башни устанавливались ребра купола на границах 
секторов, а остальные элементы монтировались 
со строительных лесов. Ребра на границах секто-

ров работали как арки с опорами на разных уров-
нях. Стержни в пределах каждого сектора рабо-
тали как балки с опорами в узлах.  

Сборкой купольного каркаса на земле с по-
следующим подъемом его на проектную высоту 
производилось возведение покрытия электродепо 
Московской монорельсовой транспортной систе-
мы (2004 г.). Покрытием трансбордера электро-
депо служит однопоясной сетчатый купол проле-
том 46 м и высотой 8 м [13; 14]. Купол выполнен 
по звездчатой схеме с изменением регулярности в 
верхней части. Каркас купола собирался на земле 
из двутавров, а затем поднимался при помощи ле-
бедок, закрепленных на опорном контуре, установ-
ленном на металлические колонны (рис. 6).  

 
Рис. 4. Монтаж купола стадиона «Астродом» в Хьюстоне 

[Figure 4. Installation of the Astrodome Stadium dome in Houston] 

 
Рис. 5. Монтаж купола ТРЦ «Глобал Сити» в Москве 

[Figure 5. Installation of the dome of the Global City Shopping Mall in Moscow] 
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В процессе подъема каркаса купола электро- 
депо характер его работы был в определенной 
степени аналогичен проектной схеме, только опо-
рой служил лишь каждый второй узел контура 
(половина от проектной схемы). 

 
Рис. 6. Монтаж купола электродепо  

Московской монорельсовой транспортной системы 
[Figure 6. Installation of the Depot dome  

Moscow monorail transport system] 
 
Монтаж купольного каркаса навесным спо-

собом применялся для американского павильона 
«Биосфера» (сейчас – Канадский музей водных  

экосистем) в Монреале (Канада, 1967 г.), кото-
рый стал знаменитой достопримечательностью. 
Павильон запроектирован Р.Б. Фуллером как гео- 
дезический купол в виде усеченной сферы двух-
сетчатого вида диаметром 76 м и высотой 62 м 
[15; 16] (рис. 7). Сетка каркаса снаружи купола 
имеет треугольные ячейки, а внутри – шести-
угольные. Все стержни купола выполнены из 
труб. Р.Б. Фуллером разработано большое коли-
чество геодезических сетчатых куполов анало-
гичного вида и других типов, включающих по-
логие купола.  

Навесной монтаж монреальского купола не 
предусматривал использования временных опор 
и производился стержневыми фрагментами раз-
мером до двух шестиугольных ячеек (внутрен-
ней сетки). Подобным образом осуществлялось 
равномерное наращивание купольного каркаса по 
всему контуру. Такой монтаж приводит к наибо-
лее сложному процессу преобразования стерж-
невой пространственной системы купольного 
каркаса от опорного контура до полной завер-
шенности. В этом процессе возведения непре-
рывно меняются монтажные схемы работы 
стержневой системы, воспринимающие собствен- 
ный вес.  

 

 
Рис. 7. Монтаж купола павильона «Биосфера» Р.Б. Фуллера в Монреале 

[Figure 7. Installation of the dome of the Biosphere pavilion by R.B. Fuller in Montreal] 
 

Исследование 
 
С целью выяснения характера напряженно-

деформированного состояния и величин внут-
ренних монтажных усилий в стержнях метал-
лических купольных каркасов автором были 

выполнены специальные компьютерные иссле-
дования [17]. Исследования проводились на ком-
пьютерных моделях купольных каркасов как про-
странственных стержневых систем в программе 
SCAD [18]. Объектами исследования служили одно- 
поясные каркасы ребристо-кольцевого и сектори-
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ально-сетчатого куполов, изображенные на рис. 8. 
Купола сферические, с радиусом кривизны 30 м, 
пролетом 48,2 м и высотой 12,2 м. Во всех узлах 
купольных каркасов приняты жесткие сопряже-
ния между стержнями. В ребристо-кольцевом ку-
поле ребра назначены из стального двутавра 35Ш1, 
кольца – из двутавра 23Ш1. В сетчатом куполе 
все элементы назначены из стального двутавра 
20Ш1. Каркасы куполов опираются на короткие 
стойки из стальных труб через шарнирные со-
пряжения. 

Была рассмотрена определенная промежуточ-
ная стадия возведения при разных способах мон- 
тажа. Для каждого из них создавалась отдельная 
расчетная модель (монтажная схема) купольного 
каркаса [17]. Для ребристо-кольцевого купола 
исследованы три схемы монтажа: с центральной 
и 3 рядами промежуточных опор, центральной  
и 1 рядом промежуточных опор, только с цен-
тральной опорой. Центральная опора поддержи-
вает усиленное радиальными стержнями верхнее 
кольцо, к которому крепятся меридиональные 
ребра. Для секториально-сетчатого купола иссле-
дованы четыре схемы монтажа: со сплошными 
лесами, с центральной и 3 рядами промежуточ-
ных опор, центральной и 1 рядом промежуточных 
опор, только с центральной опорой. Центральная 
опора поддерживает вершинный узел или стерж- 

невую часть вершины купола, к которым крепятся 
монтажные элементы или фрагменты сетчатого 
купола. 

Во всех монтажных схемах (моделях) ребри-
сто-кольцевого и секториально-сетчатого куполов 
условно считалось, что отдельные стержни и 
фрагменты каркасов в месте сопряжения с вре-
менными опорами еще не соединены между со-
бой (рис. 9), но установлены на опоры без воз-
можности смещения. Поэтому сопряжения мон-
тажных стержневых элементов и фрагментов кар-
касов друг с другом и с временными опорами 
приняты шарнирными. Сопряжения монтаж-
ных стержневых элементов и фрагментов кар-
каса в местах примыкания к верхнему кольцу 
или стержневой части вершины купола также 
приняты шарнирными. 

Исследование производилось на основе ста-
тического расчета компьютерных моделей кар-
касов проектной и каждой из монтажных схем 
промежуточной стадии возведения куполов на 
действие нагрузки только от собственного веса 
стержневых элементов. Рассматривалась такая 
стадия возведения куполов, когда на постоянные 
и временные опоры установлены стержневые 
части трех из шести секторов купольных карка-
сов с круговыми промежутками в один сектор 
(рис. 10) [17].  

 
Рис. 8. Исследуемые купольные каркасы: 

a – ребристо-кольцевой купол; б – секториально-сетчатый купол 
[Figure 8. Investigated dome frames: 

a – the ribbed-rings dome; б – the sectoral-lattice dome] 
 
В процессе исследования каждого купольного 

каркаса были получены напряженно-деформиро- 
ванные состояния всех монтажных и проектной 
схем, которые сравнивались друг с другом. Анализ 
напряженных состояний этих купольных каркасов 
производился по нормальным напряжениям в сече-
ниях их конструктивных элементов.  

При работе купольных каркасов на собствен-
ный вес их элементы находятся под действием 
продольной силы с изгибом. Причем подавля-
ющее большинство стержневых элементов ис-

пытывает сжимающие продольные силы, кото-
рые и определяют несущую способность купо-
лов. При исследовании вычислялись нормаль-
ные напряжения в каждом i-ом элементе по 
формуле 

, ,

, ,

 σ  .
x i y ii

i
i x i y i

M MN

A W W
    

В качестве критерия оценки принимались на- 
пряжения в элементах со сжимающей продольной 

б a 
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силой со стороны сжатых поясов (или сторон се- 
чения) двутавровых элементов купольных карка- 
сов. Исключением являлись элементы с растяги-
вающей продольной силой. В тех случаях, когда 
сжимающие напряжения в сечении от изгибаю-
щих моментов в монтажных схемах оказывались 
с той же стороны от нейтральной оси двутавро-

вого стержня, что и в проектных схемах, при 

вычислении σ i  перед соответствующими слага-
емыми использовался знак «+», если же с проти-
воположной стороны, то знак «–». Аналогичное 
правило применялось и при вычислении растя-
гивающих напряжений.  

 

 
 

Рис. 9. Монтажные схемы купольных каркасов: 
a – со сплошными лесами; б – с центральной и 3 рядами промежуточных опор;  
в – с центральной и 1 рядом промежуточных опор; г – с центральной опорой 

[Figure 9. Installation schemes of the dome frames: 
a – with continuous sсaffolding; б – with a central support and 3 rows of intermediate supports;  

в– with a central and 1 row of intermediate supports; г – with a central support] 
 
 

 
 

Рис. 10. Смонтированные секторы купольных каркасов: 
a – ребристо-кольцевой купол; б – секториально-сетчатый купол 

[Figure 10. Assebled sectors of the dome frames: 
a – the ribbed-rings dome; б – the sectoral-lattice dome] 

б a 

г в 

б a 
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Результаты 
 

В ребристо-кольцевом куполе стержневые 
элементы каркаса принадлежат либо ребрам, либо 
кольцам каркаса. В секториально-сетчатом куполе 
стержневые элементы расположены по линиям ме-
ридионального направления, по диагоналям ячеек 
(наклонным к меридиональным линиям) и по коль-
цевым линиям. Условно принято стержневые эле-
менты на границах секторов называть меридио-
нальными, элементы по кольцевому направлению – 
кольцевыми, а диагональные элементы в ячейках 
между кольцами – раскосными. Здесь рассмотрены 
диагональные стержни возле границ секторов. 

Напряжения в разных элементах σi  однотип- 

ных конструкций j  каркасов ребристо-кольцевого 
(элементы ребра или кольца) и секториально-
сетчатого (меридиональные, раскосные или коль- 
цевые элементы) куполов как проектных схем, 
так и монтажных схем имели широкий диапазон 
значений. Поэтому для анализа напряженных 
состояний купольных каркасов при различных 
способах монтажа удобнее сравнивать макси-
мальные по абсолютной величине напряжения 
одного знака в однотипных элементах max,σ j  

с максимальными напряжениями проектной схе- 
мы [17].  

Однако простое сравнение максимальных 
напряжений в монтажных схемах с напряжения-
ми в проектной схеме недостаточно четко отра-
жает их значимость для эксплуатационной рабо-
ты купольных каркасов в целом. Поэтому в данном 
случае предлагается сравнение отношений мак-
симальных по абсолютной величине напряжений 
к расчетному сопротивлению стали С245, в ре-
зультате чего получены зависимости max,σ j yR . 

Эти зависимости характеризуют степень ис-
пользования прочности элементов купольных 
каркасов от действия их собственного веса по-
сле завершения монтажа (проектная схема) и на 
рассматриваемой стадии возведения при различ-
ных способах монтажа (монтажные схемы).  

На рис. 11 представлены диаграммы степе-
ней использования прочности однотипных элемен-
тов каркаса ребристо-кольцевого купола в проект-
ной и трех монтажных схемах. На рис. 12 пред-
ставлены диаграммы степени использования проч-
ности однотипных элементов каркаса сектори-
ально-сетчатого купола в проектной и четырех 
монтажных схемах.  

 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 

Рис. 11. 
max,σ j yR  в элементах каркаса ребристо-кольцевого купола: 

1 – проектная схема работы каркаса; 2 – монтаж с центральной и 3 рядами промежуточных опор;  
3 – монтаж с центральной и 1 рядом промежуточных опор; 4 – монтаж с центральной опорой;  

a – сжатие в ребрах; б – сжатие в кольцах; в – растяжение в кольцах 

Figure 11. 
max,σ j yR in the elements of the framework of the ribbed-ring dome: 

1 – the design scheme of the frame work; 2 – installation with a central support and 3 rows of intermediate supports; 
3 – installation with a central support and 1 row of intermediate supports; 4 – installation with a central support; 

a – compression in the ribs; б – compression in the rings; в – tension in the rings 

 
Диаграммы рис. 11 свидетельствуют о том, 

что в процессе возведения однопоясных карка-
сов ребристо-кольцевых куполов из-за работы на 
собственный вес в сечениях их конструктивных 

элементов возникают монтажные напряжения, 
не только сопоставимые по величине с напряже-
ниями проектной схемы работы, но и превыша-
ющие их.  

max,σ j

yR
 

Способы монтажа купольного каркаса 
Methods of installation of a dome framework

б 

в 

a 
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При этом в сечениях ребер величины сжима-
ющих напряжений в монтажной схеме с времен-
ной центральной опорой и 3 рядами промежу-
точных опор достигают 2,0 % расчетного сопро-
тивления, что эквивалентно работе конструкций 
в проектной схеме. При монтаже с временной 
центральной опорой и 1 рядом промежуточных 
опор величины сжимающих напряжений возрас-
тают до 2,4 % расчетного сопротивления, а затем 
до 3,1 % при монтаже только с временной цен-
тральной опорой, что в 1,5 раза больше проект-
ной схемы. Можно отметить, что с уменьшени-
ем количества временных опор величины сжи-
мающих напряжений в сечениях ребер от рабо-
ты каркаса в процессе монтажа существенно 
возрастают.  

В сечениях колец сжимающие напряжения в 
монтажных схемах приближаются к напряжени-
ям проектной схемы, которые достигают 1,7 % 
расчетного сопротивления стали. Поскольку ве-
личины растягивающих напряжений в проект-
ной схеме равны 4,2 % расчетного сопротивле-
ния, то рост их до величин 4,6 и 4,7 % в двух 
последних монтажных схемах не может быть от- 
несен к существенному. Рост же растягивающих 
напряжений в сечениях колец до 5,6 % при мон-
таже с временной центральной опорой и 3 ряда-
ми промежуточных опор объясняется изгибом 
кольцевых элементов из плоскости наибольшей 
жесткости еще не жестко закрепленных над пер-
вым от наружного контура рядом промежуточ-
ных временных опор. 

 
 
 

Рис. 12. 
max,σ j yR  в элементах каркаса секториально-сетчатого купола: 

1 – проектная схема работы каркаса; 2 – монтаж со сплошных строительных лесов;  
3 – монтаж с центральной и 3 рядами промежуточных опор; 4 – монтаж с центральной и 1 рядом промежуточных опор;  

5 – монтаж с центральной опорой; a – сжатие в меридиональных элементах;  
б – сжатие в раскосных элементах; в – сжатие в кольцевых элементах 

[Figure 12. 
max,σ j yR in the elements of the framework of the sectoral-lattice dome: 

1 – design scheme of the frame work; 2 – installation from continuous scaffolding;  
3 – installation with a central support and 3 rows of intermediate supports;  

4 – installation with a central support and 1 row of intermediate supports; 5 – installation with a central support;  
a – compression in the meridional elements; б – compression in the diagonal elements; в – compression in the ring elements] 

 
Диаграммы рис. 12 свидетельствуют о том, 

что в процессе возведения каркасов секториально-
сетчатых куполов из-за работы на собственный 
вес в сечениях их конструктивных элементах так-
же возникают монтажные напряжения, не только 
сопоставимые по величине с напряжениями про-
ектной схемы работы, но и превышающие их.  

Для сжимающих напряжений в сечениях рас- 
косных элементов проектной схемы 1,9 % расчет-
ного сопротивления величины напряжений при 
монтаже со сплошных лесов увеличиваются до 
2,6 %, при монтаже с временной центральной опо- 

рой и 3 рядами промежуточных опор величины 
сжимающих напряжений возрастают до 3,0 % рас- 
четного сопротивления. Дальнейшее уменьшение 
количества промежуточных опор практически не 
изменяет этих величин.  

Для сжимающих напряжений в сечениях ме-
ридиональных элементов проектной схемы 2,2 % 
расчетного сопротивления при монтаже со сплош- 
ных лесов их величины несущественны. При мон-
таже с временной центральной опорой и 3 рядами 
промежуточных опор величины сжимающих напря- 
жений в них возрастают до 3,8 % расчетного со-

max,σ j

yR
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Methods of installation of a dome framework 
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противления, которые с уменьшением количества 
промежуточных опор изменяются незначительно. 
Однако монтаж только с центральной опорой при-
водит к возрастанию величины сжимающих на- 
пряжений в сечениях меридиональных элементов 
до 5,8 % расчетного сопротивления, что в 2,6 раза 
больше проектного значения. 

Величины сжимающих напряжений в сечени-
ях кольцевых элементов проектной схемы невели-
ки – 1,7 % расчетного сопротивления. Их рост до 
2,6 и 2,1 % при монтаже на сплошных лесах и 
монтаже с центральной и 1 рядом промежуточных 
опор объясняется изгибом отдельных кольцевых 
элементов из плоскости наибольшей жесткости еще 
не жестко закрепленных над временными опорами 
в ближних к опорному контуру ярусах. 

В пространственных стержневых системах, 
к которым относятся металлические купольные 
каркасы, несущая способность сжатых или сжато-
изгибаемых элементов исчерпывается в результате 
потери устойчивости. Появление неучтенных внут-
ренних усилий от работы конструкций по монтаж-
ным расчетным схемам может оказать влияние на 
общее напряженно-деформированное состояние ме-
таллических купольных каркасов, возникающее от 
действия расчетных эксплуатационных нагрузок. 
Следовательно, к работе элементов купольных кар-
касов в процессе монтажа следует относиться с 
должным вниманием, и обязательно выполнять рас- 
четы с учетом влияния монтажных усилий на на- 
пряженно-деформированное состояние купольных 
каркасов от эксплуатационных нагрузок. 

 
Выводы 

 
На основании изложенного материала можно 

сделать следующие выводы. 
1. В процессе возведения большепролетных 

металлических куполов в сечениях конструктив-
ных элементов их каркасов неизбежно появление 
напряжений при любом способе монтажа.  

2. Характер монтажных напряжений зависит 
от способов монтажа и в конструктивных эле-
ментах разных типов проявляется по-разному, 
что обусловлено отличием монтажных схем их 
работы от проектных схем.  

3. Величины монтажных напряжений в сече-
ниях элементов, имеющих тот же характер, что в 
проектных схемах, сопоставимы с напряжениями 
от собственного веса каркаса в проектных схемах 
при большом количестве временных опор и пре-
восходят их при минимальном количестве вре-
менных опор, используемых в процессе возведе-
ния купольных каркасов. 

4. Напряжения в сечениях конструктивных эле- 
ментов при монтаже каркасов с минимальным ко-
личеством временных опор могут оказать влияние 
на общее напряженно-деформированное состояние 
большепролетных металлических куполов. 

5. Для обеспечения надежности большепро-
летных металлических куполов необходимо обя-
зательное выполнение расчетов с учетом влияния 
монтажных внутренних усилий на общее напря-
женно-деформированное состояние их каркасов. 

6. Необходимо проведение исследований по 
оценке степени влияния внутренних усилий в 
конструктивных элементах каркасов, возникающих 
из-за работы по монтажным схемам, на напряженно-
деформированное состояние металлических больше- 
пролетных куполов в процессе эксплуатации. 
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Abstract. Goal. The goal of this paper is to characterize the process of forming the frames of large-span metal domes 
during assembly process. The load-bearing structural schemes during the assembly of frames differ from those, adopted for 
their analysis and design. Due to this fact, initial internal forces appear in the structural elements of frameworks that are 
called assembly forces. Geometric schemes of dome frameworks and the principles of their formation are described for 
ribbed domes, ribbed domes with annular rings and lattice domes. It is shown how lattice dome frameworks are formed and 
why they are considered as spatial bar systems. Specific features of the structural solutions for single-layer and double-layer 
frameworks are described. It is noted that the technological scheme for the assembly of structures of large-span metal domes 
depends on the structural systems of frameworks and on the methods of their erection. A brief description is given of differ- 
rent methods for erecting frameworks of large-span metal domes and of the number of temporary supports and mechanisms 
used in this process. 

Review. Different methods of erection are illustrated with the examples of several well-known dome structures built in 
the world. The evaluation of the influence of each process on the behavior of structures during the installation is given. 
The nature of the work of individual structures and a frame is described for the process of erecting large-span metal domes. 
The emphasis was made on the significant differences in the nature of work of structural systems of dome frame-works with 
different ways of their installation. 

Research. Computer models of the lattice metal domes are made of steel I-bars with rigid connections at the joints. 
Additional models were created for incomplete frameworks to study alternative ways of erection. For each assembly model 
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of the dome framework, computer analysis was performed for the action of its self-weight. Stresses in the structural mem-
bers, obtained as a result of the analysis, were compared with the stresses in the corresponding elements of the design model 
of the framework under the self-weight. 

Conclusions. The conclusion is made that the stresses in the elements of frameworks of the large-span metal domes are 
unavoidable when they are erected. The necessity of compulsory analysis of frameworks for erection conditions in the de-
sign of large-span metal domes was noted. 

 
Keywords: large-span domes, metal frameworks, geometric schemes of domes, structural systems, design solutions, 

methods of erection, assembly of structures, computer model, element stresses 
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Abstract. Introduction and objectives. Russian steel construction does not cover the chart method for steel beam design and 
experimental works need to be implemented to investigate the behavior of the charts However, the experimental tests are expen-
sive, tedious and time consuming to be conducted. The objective of this paper is to compare and validate the accuracy and reliabil-
ity of the chart method for steel beam design by correlating moment capacity and bracing length (ΦMn, Lb) curves between differ-
ent sections and this strategy is more helpful in determining the lightest steel sections without trial and error. 

Materials and methods. Alternatively, a strategy to use the AISC-LRFD's chart-based method, which plots the rela-
tionships between the flexural capacities of steel sections and their unbraced lengths of lateral bracing and weights, will be 
helpful in determining the lightest sections in terms of their lateral bracing requirements and moment capacity. In other 
words, the most optimum steel sections can be obtained without trial-and-error process.  

Results. If the design with a chart-based method using the Russian steel sections is developed, it can be used to design 
steel beams more quickly and economically. 

 
Keywords: lateral torsional buckling, ideal beam design, design chart, optimum steel sections 

 

 
 

Introduction 
 

During the analysis of steel structures, coming 
up with the stability resistance is one of the most 
crucial verification since normally the loss of stabi- 
lity is the governing job. In selecting a high-grade steel 
for a particular structure tends to produce slender struc-
tural elements so that the design of a steel beam is 
commonly governed by its stability and also by a con-
straint due to the limitation of steel variation sections 
available in the market. Those would represent all 
the issues which should be considered in steel struc-
tural designs. The trial and error processes in evalu-
ating a range of steel sections and lateral bracing 
configurations with the lighter weights are needed in 
order to achieve an optimum design. By implemen- 
ting the design based on the chart, we can find  
the optimum steel sections easily. The nominal flexu- 
ral strength of W shapes is illustrated as a function of 
a braced length, Lb and the available strength is de-
termined as ΦMn, which mast equal to the required 
strength (bending moment) Mu [1]. It uses the curve 
of the bending moment capacity versus the lateral 
bracing distance of a wide range data of steel sections. 

In the manual, the existence of a steel section with  
a dotted line indicates that in certain conditions and 
lateral bracing configurations, the performance is less 
optimal than the other sections indicated by a full line. 
Steel sections with a full line show a greater capacity 
but it is lighter than the weight of the steel section 
with a dotted line. The existence of a graphical method 
using a design curve would facilitate its economic 
steel design [1]. So, if the design curve can be created 
to provide the steel sections, it will certainly be widely 
used by those engineers since this graphical method 
can easily generate the optimal design of steel struc-
tures, thus saving the costs of construction. 

 
Steel beam behavior in lateral-torsional buckling 

 
Beams are structural elements loaded in a traverse 

direction, in other way beam may be defined as a mem-
ber subjected essentially to bending and shear force 
but its behavior is dominated by its bending defor-
mation [2; 3]. The behavior of a steel member under 
bending is influenced by its material properties, sec-
tion slenderness, member slenderness and lateral and 
torsional restraints [2]. As lateral torsional stabi- 
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lity is one of the special type of general buckling. 
It occurs when the beam is transversely loaded in 
the plane of the main stiffness of cross section and by 
the same time the transverse deflation along the beam 
length is not prevented. This state is characteristic by 
spatial deformation covering the flexural bending and 
the torsional displacement. Due to the bending ac-
tion, the upper flange is in compression and acts like 
a strut. Being free to move, the compression flange will 
be likely to buckle sideways dragging the tension flange 
with it. The tension flange resists this sideways move- 
ment, therefore, as the beam buckles, the section twists 
with the web no longer vertical and this action is 
known as lateral torsional buckling (LTB) [4]. It is 
assumed that during deformation of the ends of beam 
can rotate freely with respect to the principal axes of 
inertia, and while rotation with respect the third axis 
is prevented by constraint [4]. Since the phenomena 
is a buckling phenomenon the strength vs slenderness 
curve follows the general form of the curve used for 
LTB [6; 7]. Lateral bracing must be adequate to hold 
the braced beam in position. Thus, stiffness as well 
as strength is required. As a general rule, bracing 
will be adequate if each lateral brace is designed for 
2% of the compressive force in the flanges of  
the beam it braces [8]. Two threshold values for un-
braced length namely Lp and Lr are defined in AISC. 
The Lp value provides a dividing line between plastic 
and inelastic buckling behavior. Similarly, the Lr value 
provides a dividing line between inelastic and elastic 
buckling behavior. According to AISC, plastic mo-
ment capacity of a compact member can develop if 
the unbraced length is less than Lp and using this va- 
lue in design represent the optimum use of steel [2; 
7; 9]. The member’s capacity reduces linearly between 
Mp and 0.7 My if the unbraced length is between Lp 
and Lr. If the unbraced length is greater than Lr, then 
elastic buckling is expected to occur and the capacity 
can be found using elastic critical buckling moment 
(Mcr). The nominal bending moment curve of the steel 
beam of figure 1 shows the capacity of a single steel 
section (W16×26) across a wide range of lateral bra- 
cing distances (Lb) and shapes of the moment (Cb) [3].  

Like all buckling, the force that gets on LTB is 
depend on the effective length or slenderness ratio. 
The shape and dimensions of the cross section, 
the slenderness ratio and the type of loading affect 
the lateral torsional buckling behavior [8].  

If the length is short enough, the member can de-
velop its full plastic strength and for longer laterally 
unbraced lengths remains elastic buckling In-between, 
there is inelastic buckling. Similarly, the nominal fle- 
xural strength curve of 60Ш2 (Russian steel con-
struction section) shows the assessment of capacity 

of a single steel section across a wide range of lateral 
bracing (Lb) and shapes of the moment with (Cb = 1 
and Cb = 1.2) as shown in figure 2. In this curve, based 
on the required values for the limits of Lp = 11.1 ft and 
Lr = 34.9 ft their moment capacities are Mp = 998.4 ft-k 
and Mr = 554.5 ft-k respective. Accordingly, depen- 
ding on the lateral bracing length, there are three dif-
ferent regions for nominal bending moment: plastic 
(Lb < 11.1 ft), inelastic buckling (11.1 ft < Lb < 34.9 ft) 
and elastic buckling (Lb > 34.9 ft). 

 

 
 

Figure 1. The influence of Lb and Cb  
to the nominal bending moment capacity of steel beam 

 

 
 

Figure 2. ΦMn vs Lb for 60Ш2 

 
Different types of steel beam section  

in Russian steel construction 
 
Steel beams are extremely crucial and necessary 

for the construction any building or structure, such as 
bridges, etc. They come in a wide range of sizes and 
shapes. The commonly used I beam sections are Ш and 
Б sections which are the most economical and most 
widely used sections. The steel section follows the fol- 
lowing format 35Б1, 40Б1, 50Ш2, etc., the initial 
number is used to differentiate the Russian steel sec-
tion based on the height and the alphabets are used 
for the type of I section example Б stands for regular 
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I-beams and Ш is used for wide flange and suffix 
number is used to differentiate for beams with similar 
height for example a group of steel sections with simi-
lar heights have a classification as 40Ш1 and 40Ш2, 
or 10Б1 and 10Б2 [10].  

 
The concept of curve designs 

 
Lateral-torsional buckling is a global buckling mode 

in which the in-plane deflection of a laterally unbraced 
beam changes to a mixed lateral deflection and twis- 
ting. According to the AISC [1]. The general form of 
the LTB limit state follows the typical buckling curves, 
as we know that the steel design manual [1; 15] pro-
vides a wide variety of such curves for AISC steel 
sections only. In this paper, the method of steel de-
sign requires moment capacity curve from a wide-
ranging of Russian steel sections available on the mar-
ket because creating a local design curves using 
the commonly available steel section will definitely 
help to select the optimal steel section easily. On 
the curve the nominal moment capacity, ΦMn placed 
on the ordinate and distance of lateral bracing, Lb on 
the abscissa as shown in figure 3. The curve is pre-
sented in a basic scheme of the nominal flexural 
strength (ΦMn) as a function of the unbraced length 
(Lb). The horizontal segment of the curve at the far 
left, between Lb = 0 ft and Lp, is the range where 
the strength is limited by flexural yielding. In this 
region, the nominal strength is taken as the full plas-
tic moment strength of the section as given by AISC 
Specification Equation F2-1 AISC. In the range of 
the curve at the far right, starting at Lr, the strength is 
limited by elastic buckling. The strength in this re-
gion is given by AISC Specification Equation F2-3 
AISC. Between these regions, within the linear re-
gion of the curve between Mn = Mp at Lp on the left, 
and Mn = 0.7 My = 0.7 FySx at Lr on the right,  
the strength is limited by inelastic buckling and 
the region is provided in AISC Specification Equa-
tion F2-2 [9]. The curve plotted as a heavy solid line 
represents the case where Cb = 1.0, while the heavy 
dashed line represents the case where Cb exceeds 
one. The point of the curve indicates that the magni-
tude limit is independent of the nominal moment Lb 
conditions, as determined by the plastic moment of 
the sections (ΦMn = Mp), if Lb < Lp. The point Lp on 
the curve is shown as coordinate. The point of anoth-
er curve showing the cross section may have been 
yielded at first but failed to establish its plastic mo-
ment if Lp < Lb < Lr. Steel sections with the condition 
Lb > Lr is not efficient because the collapse (LTB) 
occurs in the elastic condition, while it has not under-
gone its plastic or yielding state, ΦMn < Mp. The curve 

shown in figure 2 is only for a section 60Ш2 sepa-
rately so that it could be compared with another sec-
tion, which would be a similar curve of a steel sec-
tion in the same chart figure 3. If the nominal moment 
of the two curves meets and intersects at a point, 
the effective section based on the nominal weight of 
the two sections can be selected, the curve which 
describes the line of the economic section is a curve 
with a thick continuous line, while the steel sections 
with a broken line curve is not economical. Even though 
graphs and tables simplify the design process, it is 
equally important to understand the basic principle of 
steel structural designs and be accountable for the re-
sults. Necessities of the curve taken at Cb = 1, which 
shows that the form of moments cause of LTB is 
considered constant, and also the strength reduction 
factor, Φ of 0.9 according to the AISC specification [10]. 
A strategic use of the moment curves to select the op-
timum steel section is described in figure 3. In this ex-
planation, two choices are assumed: Section A 40Ш3 
(123.4 kg/m) and Section B 50Ш1 (114.4 kg/m), both 
displayed in the form of the moment curve (ΦMn) 
versus lateral unbraced length (Lb).  

The nominal moment curves of the two different 
kinds of sections show an intersection of curves and 
lines which are under the other curve because it is 
heavier and turns into a dotted line. To design the chart 
needs an assessment of different cases of the (ΦMn) 
versus Lb of the beam sections. Case I (refer figure 3), 
the coordinate position with Lb–1, ΦMn–1, within  
the two curves, Sections A and B can be selected, but 
the light section is Section B (lower section). Case II 
with coordinates Lb–2, ΦMn–2, then Section B is the ideal 
section through its lightweight and strong section. 
Case III, the coordinate of Lb–3, ΦMn–3 is outside  
the two curves therefore both sections are not appropri-
ate sections but in this case adjustment in lateral bra- 
cing can be done by reducing the value of Lb–3 to L’b–3 
then section be can be selected. Case IV with the coor-
dinates Lb–4, ΦMn–4, it is with in one curve so section A 
can be selected. Case V (Lb–5, ΦMn–5) due to its posi- 
tion on top of the two curves, at this moment no suffi-
cient steel sections available and adjustment of Lb is 
impossible accordingly we must use another section.  

Figure 3. ΦMn vs Lb for 50Ш1and 40Ш3 
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Development of design chart  
to select the optimum steel section 

 
In beam design, tables and charts in AISC helps 

as design schemes based on the principle of steel 
structural designs, in the charts Cb is taken as unity 
for uniform bending moment, and also the strength re-
duction factor, Φb of 0.9 according to code1. The Cb 

coefficient is a modification factor that takes into 
account the non-uniform bending moment diagrams 
in the beam [13]. If the beam is subjected to a constant 
bending moment along the length Lb, then the deve- 
loped chart is used to select the light weight and best 
fit Russian steel section for the given ΦMn and Lb. 

knowing the factored moment (Mu) including self-
weight of the beam; it should be less than or equal to 
the design strength (ΦMn). Select a shape that satisfies 
the flexural strength requirement based on the distance 
of unbraced length. The design chart can be built to 
calculate the capacity moment of Russian steel I-sec- 
tion at a certain distance of lateral bracing. Moreover, 
the confirmation is also done through comparison with 
the manual analysis to calculate the most optimum steel 
sections [11; 13]. 

 
Fy = 40 Kips 

Wide flange Ш shapes available moment 
vs unbraced length 

ΦMn (ft-k) 
Cb = 1 
LRFD 

 

 
Figure 4. ΦMn vs Lb design chart 

                                                 
1 СНиП II-23-81. 2017. 

Chart method  
to select the optimum of steel section 

 
As the chart is developed for Russian steel I-sec- 

tions, we can select the most optimal beam section based 
on the specified moment capacity and lateral bracing. 
Let we consider a beam with specified Lb = 15 ft and 
Mu = 360 ft-k, as our goal is to find the optimum steel 
sections (refer figure 5). The first step is to align 
a horizontal line corresponding the required moment 
(Mu = 360 ft-k) and construct another vertical line which 
begin from the specified lateral bracing (Lb = 15 ft) 
then the two lines will intersect at a point. Draw a ver-
tical line from the intersection point up to the second 
intersection point between the vertical line and any curve 
with solid line; this curve is the optimal one (40Ш3) 
finally dragging the horizontal line from the second 
point to the vertical axis to find the available moment 
(ΦMn = 376.5 ft-k), as the available moment is greater 
that moment capacity (ΦMn > Mn) the ideal section is 
40Ш3. The design of the beam with Cb > 1.0, can be 
done, by dividing Mu by Cb. Then, it should be com-
pared with the nominal bending strength which is speci-
fied in the curves. The selected section does not ex-
ceed the plastic moment capacity of the cross-section 
available. 

 
Fy = 40 Kips 

Wide flange Ш shapes available moment 
vs unbraced length 

ΦMn (ft-k) 
Cb = 1 
LRFD 

 

 
Figure 5. ΦMn vs Lb for optimal section 



Гебре Т.Х. Строительная механика инженерных конструкций и сооружений. 2018. Т. 14. № 6. С. 495–501 
 

 

РАСЧЕТ И ПРОЕКТИРОВАНИЕ СТРОИТЕЛЬНЫХ КОНСТРУКЦИЙ  499 

Conclusion 
 
As the objective of this paper is to compare and 

validate the accuracy and reliability of the chart method 
for steel beam design by correlating moment capacity 
and bracing length (ΦMn, Lb) curves between different 
wide flange sections. In Russian steel construction spe- 
cifications, due to the limited number of steel section 
the graphs are with wide gaps and there is not more 
overlapping of graphs to each other’s. The chart is do- 
minated by unbroken lines and it’s unwieldy to select 
the effective section based on the nominal weight of 
different sections because the nominal moment of 
the two curves don’t intersects to each other alike AISC 
charts. As an outcome, the Russian steel construction 
form of wide flange steel section list has been effective-
ly transformed into the design curves for graphical me- 
thods. This paper concludes that the graphical method 
is simpler, faster, and with the same precision to 
the manual analysis of the non-graphical method. 
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Введение и цели. Графический метод расчета и проектирования стальных балок с помощью диаграмм не 
включен в российские нормативы по проектированию стальных конструкций, что приводит к необходимости вы-
полнения трудоемких, длительных и дорогостоящих экспериментальных исследований. Цель данной статьи – срав-
нить и проверить точность и надежность метода диаграмм для проектирования стальных балок путем сопоставле-
ния кривых несущей способности по изгибающему моменту и расчетной длины (ΦMn, Lb) стальных балок, имею-
щих различные поперечные сечения. Данный подход гораздо удобнее и практичнее для определения наиболее эф-
фективных и наименее металлоемких стальных профилей, чем проектирование методом проб и ошибок. 

Материалы и методы. Альтернативный подход к проектированию стальных балок с использованием графи-
ческого метода AISC-LRFD на основе диаграмм изгибной несущей способности стальных профилей и их расчетной 
длины в боковой перпендикулярной плоскости действия изгибающего момента позволяет значительно упростить 
подбор наименее металлоемких и наиболее эффективных стальных балок для обеспечении их максимальной изгиб-
ной несущей способности и оптимальной длины раскрепления в боковой плоскости без использования метода проб 
и ошибок.  

Результаты. Разработка графического метода проектирования стальных балок на основе российского сорта-
мента прокатных профилей позволит значительно оптимизировать процесс проектирования балочных конструкций 
и одновременно обеспечит их максимальную эффективность и экономичность.  

 
Ключевые слова: боковая крутильная потеря устойчивости, идеальная конструкция балки, расчетная схема, 

оптимальные стальные профили 
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Abstract. Aims. Thin shells in the form of cylindroids are fourth-degree ruled shells for which few works are devoted. 
In this paper, their geometric modeling is worked out and their middle surface are plotted, using the software MathCAD. 
Their stress-strain state are instigated with two building material: reinforcement concert and qualitative steel. 

Methods. This linear investigation is done for fixed and hinged supports and for various thicknesses in the software 
SCAD. The numerical values of their maximum and minimum displacements of their middle surfaces are given. Based on 
these displacements, conclusions are made for the whole paper. 

Results. The linear analysis for reinforced concrete and metallic shells, computed using the software SCAD gives 
the numerical and graphical results that are presented.  

Conclusions. The investigations of the stress-strain state are done for shells with the shape of cylindroid with two directrices 
ellipses and cylindroid Frazer. For the same thickness, loading and span, the reinforced concrete shells has minimum displacements. 
For thickness, 20 cm the steel shells have the same maximum displacements. For the thickness 30 cm the maximum 
displacement is more in steel shells. It is more optimal to use reinforced concrete shells than the one in steel. A large span 
(till 30 m) shells can be designed with reinforced concrete.  

 
Keywords: cylindroid surfaces, linear investigation, geometric modeling, stress-strain state, displacements, middle 

surfaces 
 

 
 

Introduction 

 
Cylindroid surface is a fourth-degree ruled surface, 

generated by a straight line D, which continuously 
changes direction, lying on two curves that are dif- 
ferent in space, G1 and G2 and which is always paral- 
lel to a plane P (figure 1) [1]. 

Cylindroids – ruled surface, formed by the move- 
ment of a rectilinear generatrix along two curvilinear 
directrices, and in all positions the generating straight 
line is parallel to each plane of parallelism. Cylindroids 
are negative Gaussian curvature surfaces. That's why 
they cannot be turned into a plane without tears and 
folds. They belong to the family of Catalan surfaces. 
A cylindroid, excluding screw cylindroid (direct 
helicoid) cannot have a constant mean curvature. 
A cylindrical surface can be obtained as particular cases 

of cylindroids, for example, a cylindroid with two 
directory circles in mutually perpendicular planes. 

A cylinder, which one of the two directrices is 
straight, is a conoid. Thus, a conoid is a special case 
of a cylindroid. For example, if two parabolas are 
taken as the guide curves of a cylindroid. 

For example, if the directrix curves are two 
parabolas, then the implicit definition is:  ݔ ൌ 0, ݖ ൌ с൫௬మି௕మ൯௕మ	 	  и	ݔ ൌ ݈	, ݖ ൌ ௙൫௬మି௕మ൯௕మ	 	,	     (1) 

where с and f are the distances from vertices to 
parabolas, lying in planes x = 0 and x = l res- 
pectively, to z = 0 (rising height), and for the plane 
of parallelism the plane у = 0, then we get a para- 
bolic conoid (see “Parabolic conoid”). 
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Figure 1. The creation of cylindroid surfaces 
 

Helical cylindrical surface, generated by a straight 
line, which moves in space, parallel to the parallelism 
plane, all the time intersecting the helix and the surface 
of a straight is a circular cylinder. The axis of the helix 
of the cylinder coincides forming a straight line and the 
axis is crossed at right angles, therefore, the plane of 
rising height. If two directrices curves are given: 1ݎ ൌ ሻݑ1ሺݎ ൌ ሻ݅ݑ1ሺݔ ൅ ሻ݆ݑ1ሺݕ ൅ 2ݎ	 и	ሻ݇ݑ1ሺݖ ൌ ሻݒ2ሺݎ ൌ ሻ݅ݒ2ሺݔ ൅ ሻ݆ݒ2ሺݕ ൅  ሻ݇.    (2)ݒ2ሺݖ

 

 
 

Figure 2. Kinematic of cylindroids 
 
This vector equation of a cylindroid, generated on 

these two directrices curves (figure 2), can be written as  ܴ ൌ ܴሺλ, ሻݑ ൌ ൌ ሻݑ1ሺݎ െ λሺ1ݎሺݑሻ െ ݒ2൫ݎ ൌ ݂ሺݑሻ൯,    (3) 

where 0 ൑ λ ൑ 1. After the plane of parallelism is 
chosen [6] (directrices plane) dependence v = f(u). 
For example, if the coordinate plane is taken as the 

plane of parallelism ХОУ, then the condition must be 
met z1(u) – z2(v) = 0, where the dependency is  
v = f(u). If the plane YОZ (x = 0) taken as a plane of 
parallelism, it is necessary to fulfill the condition 
x1(u) – x2(v) = 0, and then find v = f(u) . 

Constructed according to triangulation method, 
i.e. flat figure, bounded by a closed broken line and 
divided into triangles, so that the segments of broken 
lines were sides of triangles, the ends of these segments 
would be vertices of no more than four triangles. 

 
Classification of cylindroids according to the shape 

 
1. Cylindroid with two directrices ellipses (figure 3) 

 
The parametric equations are  ݔ ൌ ሻݑሺݔ ൌ ܽ െ ܽ ∗ ݕ 	,	ݑ ൌ ,ݑሺݕ ሻݒ ൌ ሾܾ െ ሺܾݑ െ ݀ሻሿ ∗ cosሺݒሻ, 	ݖ ൌ ሻݒሺݖ ൌ ܿ ∗ sinሺݒሻ,       (4) 

where	0 ൑ ݑ ൑ 1	, 0 ൑ ݒ ൑ 2π. 
 

 
 

Figure 3. Model cylindroid with two directrices ellipses 

R 
λ=0 

λ=1 

G1 

G2 

(u)r1–(v)r2 

(v)r2 

(u)r1 
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2. Cylindroid with two directrices circles  
in mutually perpendicular planes (figure 4) 
 
The two circles are with the same radius and direc- 

trices curves for a cylindroid. The parametric definition is: ݔ = ,ݑሺݔ ሻݒ = ܽሺ1 + сosݑሻሺ1 − ݕ	 ,ሻݒ = ,ݑሺݕ ሻݒ = ܽ ∗ ሺ1ݒ + cosݑሻ,	 ݖ = ሻݒሺݖ = ܽ ∗ sinሺݑሻ,      (5) 

where 0 ≤ ݑ ≤ 1	, 0 ≤ ݒ ≤ 2π, and а is the radius of 
the circles. 
 
 

 
 

Figure 4. Model cylindroid with two directrices circles  
in mutually perpendicular planes 

 
 
Thus, this case of cylindroid with circles in mu- 

tually perpendicular planes will be an elliptic cylindroid, 
that is, the surface has zero Gaussian curvature (figu- 
re 5). Their parametric forms of definition are:  ݔ = ,ݑሺݔ ሻݒ = ܽሺ1 + сosݑሻሺ1 − ݕ 	,	ሻݒ = ,ݑሺݕ ሻݒ = ܽ ∗ ሺ1ݒ − cosݑሻ,	 ݖ = ሻݒሺݖ = ܽ ∗ sinሺݒሻ,      (6) 

where 0 ≤ ݑ ≤ 1	, 0 ≤ ݒ ≤ 2π. 
 
 

 
 

Figure 5. An elliptic cylindroid 
 
 

3. Cylindroid Fraser 
 

This cylindroid is shown in figure 6 and paramet- 
rically is defined as follows:  ݔ = ,ݑሺݔ ሻݒ = ቀ2ݒቁ ሺ1 + ݕ 	,	ሻݑ = ,ݑሺݕ ሻݒ = ቀ2ݒቁ ሺ1 − ݖ 	,ሻݑ = ,ݑሺݖ ሻݒ = ඥݎଶ	 − ሺݒ − 	ሻଶ݌ + 2ݍ ∗ ሺ1 − −1	 ሻ,ݑ ≤ ݑ ≤ 1	, ݌ − ݎ ≤ ݒ ≤ ݌ +  (7)      ,ݎ

where r is the semicircle radius.  
 

 
 

Figure 6. A model of cylindroid Fraser 
 

If q = 0, then the parametric equations will be: ݔ = ,ݑሺݔ ሻݒ = ቀ2ݒቁ ሺ1 + ݕ 	,	ሻݑ = ,ݑሺݕ ሻݒ = ቀ2ݒቁ ሺ1 − ݖ	 ,ሻݑ = ,ݑሺݖ ሻݒ = ඥݎଶ	 − ሺݒ −  .    (8)	ሻଶ݌

 
4. Cylindroid with a parabola  
and sinusoid at parallel ends 

 
Consider a cylindroid whose parabola and sine 

wave are directrices (figure 7). Their parametric form 
of definition is:  ݔ = ,ݑሺݔ ሻݒ = ݒ ∙ ݈	, ݕ = ,ݑሺݕ ሻݒ = ݖ  	,ݑ = ,ݑሺݖ ሻݒ = ሺ1 − ሻݒ ∗ ሺܾ − ܽ ∙ ሻ	ଶݑ + 

+቎݀ + ܿ ∙ cos ቌ݊ ∙ ݑ ∙ π2 ∙ ܾܽ ቍ቏ ∙  ,ݒ
	0 ≤ ݑ ≤ 1	, −ට௕௔ ≤ ݒ ≤ ට௕௔ .	     (9) 
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Figure 7. Model cylindroid with a parabola  
and sinusoid at parallel ends 

 
5. Bolla’s cylindroid 

 
The parametric form of definition is: ݔ = ,ݎሺݔ θሻ = ݎ ∙ cosሺθሻ	,	 ݕ = ,ݎሺݕ θሻ = ݎ ∙ sinሺθሻ,	 ݖ = ,ݑሺݖ ሻݒ = ݇ ∙ cosሺθሻ ∙ sinሺθሻ,  (10) 

where k – constant depending on the parameters of 
the two screws (р1–р2) from the shortest distance 
between these screws and from the corners between 
the axes of the screws. 

 

 
 

Figure 8. Model of Bolla cylindroid 
 

Overview of literature 
 

Many works are devoted to the geometrical in- 
vestigations of cylindroid shape of thin elastic shells. 
In paper [1], Z.Z. Wang and L.Y. Jiang, investigated 
thin cylindroid shells subject to internal linearly-in- 

creased pressure. Close cylindroid shells are used for 
it. Membrane theory of shells is used to take an ana- 
lytical solution to investigate the internal force distri- 
butions and deformation laws of such shells. The result 
shows that, under the condition of two-point simple 
supports, among three force components (meridional 
force T1, circumferential force T2, and shear force T12), 
T1 is the dominant one, which is negative (compres- 
sional) in the vicinity of the neutral axis, and beco- 
mes positive (tensional) after being away from the neut- 
ral axis. The shear force T12 is rather like a sine curve, 
which changes its sign at the neutral axis. Guo Ying 
Yin Zhixiang in article [2] made the nonlinear ana- 
lysis for the prestressed lattice shell structure of two-
layer cylindroid. A new form of cables for the pre- 
stressed lattice shell structure is put forward. It means 
all the down string poles are replaced by the high 
strength steel cables along the short span and different 
prestresses are applied to every cable. By calculating 
the model example of two layer cylindroid prestres- 
sed lattice shell structure, based on the nonlinear 
analysis by ANSYS, the character of the stress and 
displacement of the structure are got, which will give 
necessary parameters to actual engineering design. 
Korotkiy V.A., Usmanova E.A., Khmarova L.I. [3] 
investigated the geometric modeling of cylindroids. 
The geometric model of a surface is formed taking 
into consideration the set of functional, structural, 
technological, economic, and aesthetic requirements. 
These requirements are formulated in terms of geo- 
metry and are expressed through the surface para- 
meters. The surface is modeled with the help of either 
the kinematic method or the two-dimensional inter- 
polation method. In accordance with the kinematic 
method, the surface is formed as a continuous one-
parameter set of curves, which forms the simulated 
surface. The kinematic method studied in the article 
is based on the curves of the second order with 
variable eccentricity. In order to control the shape of 
the constructed surface, directing ruled surfaces are 
used. The authors develop a computer program which 
determines the eccentricity of the forming curves 
depending on the boundary conditions. In paper [4] 
Liliana Tocariu shown that cylindroid surfaces are 
part of the ruled surfaces category which are largely 
used in industrial product design, in construction work, 
in architecture. They appear in practice under the form 
of sheets (thin surfaces) that limit the different zones 
of some solids. For instance: the roofs of halls with 
large base structures, parts of the bodies of different 
cars, pieces of furniture, forms of original packages, 
forms of food products, different objects, etc. 

Alba Perez and J.M. Mccarthy show that Bennett’s 
linkage [5] is a spatial 4R closed chain that can move 
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with one degree of freedom. The set of relative dis- 
placement screws that form the one-dimensional work- 
space of this device defines a ruled surface known as 
a cylindroid. The cylindroid is generally obtained as 
a result of a real linear combination of two screws. Thus, 
the workspace of Bennett’s linkage is directly related to 
a one-dimensional linear subspace of screws. In this 
paper, we examine in detail Bennett’s linkage and its 
associated cylindroid, and introduce a reference pyramid 
which provides a convenient way to relate the two. 
These results are fundamental to efficient techniques for 
solving the synthesis equations for spatial RR chains.  

Additional information on geometry, static and 
dynamic strength analyses, and application of cylin- 
droid shells is given in the encyclopedia [6] and in 
the manuscript [7]. 

 
Linear analysis of some cylindroid shape thin shells 

 
Let us consider two types of cylindroid shape – 

metallic and concrete thin shell. The shells are subject 
to the following loads: 

1) self weight; 
2) live loads (2 kN/m2); 
3) dead loads (10 kN). 
The shells are investigated each with two types 

of support: 
1) fixed support; 
2) hinge support. 
The load combinations in the used software SCAD 

is: (1.2 ∙ self-weight + 1.3 ∙ live loads + 1.1 ∙ dead 
loads). 

a – FE model of cylindroid with two directrices 
ellipses. 

The maximum span is 20 m. 
 

 
 

Figure 9. FE model of cylindroid with two directrices ellipses 
 
The linear analysis for reinforced concrete and 

metallic shells, computed using the software SCAD 

gives the numerical and graphical results that are 
presented in the following tables.  

 
Table 1 

The result of the analysis for reinforced concrete shell 

Concrete B30 

Thickness 
(cm) 

Maximum 
displacement (mm) 

Stability factor 

Fixed 
support 

Hinge 
support 

Fixed 
support 

Hinge 
support 

15 33.58 75.07 3.7422 1.091 
20 17.36 33.6 7.9682 2.2011 
25 10.37 20.38 12.6648 3.3531 
30 6.55 13.01 19.2451 4.94 

 
When using metal as a material, the results of 

the analysis gave large values for displacements, which 
indicates the efficiency of using concrete in this type 
of elements with a large span and in terms of econo- 
mic feasibility also. 

 
Table 2 

The result of the analysis for steel shell 

Steel  
qualitative 

Thickness 
(cm) 

Maximum 
displacement 

(mm) 

Stability 
factor 

Fixed  
support 

20 50.7 20.96 
30 20.6 46.98 

 
Let us consider now a FE model of cylindroid 

Fraser as shown in (figure 10). The model is plotted 
in the software SCAD 11.5.  

 

 
 

Figure 10. FE model of cylindroid Fraser 
 

This shell is subject to the following loads: 
1) self weight;  
2) live loads (2 kN/m2); 
3) dead loads (10 kN). 
The shell is investigated with a fixed support. 
The load combinations in the used software SCAD 

is: (1.2 ∙ self-weight + 1.3 ∙ live loads + 1.1 ∙ dead 
loads). 

The span is 25 m. 
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Table 3 

The result of the analysis for the span of 25 m 

Concrete 
B25 

Thickness 
(cm) 

Maximum 
displacement (cm) 

Stability 
factor 

Fixed  
support 

20 25.6 6.46 
30 13.36 14.47 

 
Table 4 

The result of the analysis for the span of 25 m 

Steel  
qualitative 

Thickness 
(cm) 

Maximum 
displacement (cm) 

Stability 
factor 

Fixed  
support 

20 25.91 4.75 
30 4.84 39.15 

 
Conclusions 

 
The investigations of the stress-strain state are 

done for shells with the shape of cylindroid with two 
directrices ellipses and cylindroid Frazer. 

1. For the same thickness, loading and span, the re- 
inforced concrete shells has minimum displacements. 

2. For thickness 20 cm the steel shells have the same 
maximum displacements. For the thickness 30 cm 
the maximum displacement is more in steel shells.  

3. It is more optimal to use reinforced concrete 
shells than the one in steel. 

4. A large span (till 30 m) shells can be designed 
with reinforced concrete.  

 
© Gil-oulbé M., Qbaily J., 2018 
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Цель. Тонкие оболочки в виде цилиндроидов представляют собой линейчатые оболочки. Их изучению посвя-
щено несколько работ. В данной статье выработано геометрическое моделирование тонких оболочек в виде цилин-
дроидов и построены срединные поверхности с помощью программного обеспечения MathCAD. Напряженно-
деформированное состояние исследовано для стальных и железобетонных оболочек в форме цилиндроидов.  



Gil-oulbé M., Qbaily J. Structural Mechanics of Engineering Constructions and Buildings, 2018, 14(6), 502–508 
 

 

508   THEORY OF THIN ELASTIC SHELLS 

Методы. Линейное исследование выполнено для жестко защемленных и шарнирных опор, а также для различ-
ных толщин в программном комплексе SCAD. Приведены численные значения максимального и минимального 
перемещений их средних поверхностей, на основе которых сделаны выводы.  

Результаты. Данные, полученные путем линейного расчета железобетонных и металлических оболочек, вы-
полненого с помощью программного обеспечения SCAD, представлены в числовом и графическом виде. 

Заключение. Исследования напряженно-деформированного состояния проведены для оболочек в форме ци-
линдроида с двумя прямыми эллипсами и цилиндроида Фрезера. При одинаковых толщине, нагрузке и пролете же-
лезобетонные оболочки имеют минимальные перемещения. Для толщины 20 см стальные оболочки имеют одина-
ковые максимальные перемещения. Для толщины 30 см максимальное перемещение больше в стальных оболочках. 
Оболочки большого пролета (до 30 м) могут быть спроектированы из железобетона. 

 
Ключевые слова: поверхности цилиндроидов, линейное исследование, геометрическое моделирование, 

напряженно-деформированное состояние, перемещение срединой поверхности 
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Abstract. Introduction. It is instructive to assemble a list of applications from a historical point of view, and to take as 
a connecting theme the way in which the introduction of the thin shell as a structural form made an important contribution 
to the development of several branches of engineering. The following is a brief list, which is by no means complete and 
complicated features and their solutions for analysis of such structures. 

Solution technique, methods. The linear theory of thin elastic shells with arbitrary shape of the middle surface is de-
rived on the basis of Kirchhoff’s assumptions that were used in the development of the plate bending theory introduced in 
Part I. These assumptions are formulated for the linear theory of thin shells of an arbitrary shape. The problem of the study 
of this article is to identify simple way of solution to analyze complicated features of thin shell structure by introducing 
modern and new programmable theories and aspects. Especially the intersecting line of connecting thin shell structures. 

Results. It is possible to successfully model explicitly a panel profile that can be used for optimization studies for use 
as possible future test studies. It has also been shown, that if test data exists, a numerical solution can be very accurately 
modeled to match the test data by modifying the material properties of the model. 

Discussion. The article should encourage structural engineers to solve complicated features in thin shell structures 
and design for construction of such structure which are rarely constructing in country like Nepal due to lack of skilled 
manpower. 
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Introduction 
 
From the perspective of structural engineering, 

thin shells due to their spatial and complicated curva-
ture, possess a structurally efficient way of carrying 
loads acting perpendicular to their surfaces. However, 
the nature and geometry of thin shells makes them 
complicated to understand or predict their structural 
behavior and analyze them [2–4]. 

It has been widely recognized by structural engi-
neers and designers that shell structures are often 
the best option for the weight efficiency or the genuine 
use of materials. This is the reason why various types 
of shells keep being used despite their high-skilled 
workmanship demand. Real life shells such as large-
span coverings of buildings, cooling towers, structural 
elements of nuclear power stations or offshore plat-
forms are usually complex in geometry, complicated to 
analyze them and very expensive structures. The highest 

level of reliability that is required for these structures 
is heavily depended on the accuracy of measurements 
and the reliability and confidence of their structural 
analysis for structural engineers. The most popular and 
often the only tool available for this analysis is 
the finite element method [5–9] or global (super) 
element method [10–17]. But unfortunately, the re-
sults obtained using some FEM packages or software 
are not so reliable. The second way to test software 
for numerical analysis is to compare its results against 
a known analytical or programmed solution written with 
variation differential methods. But analytical solutions 
exist or cannot be obtained for complex geometrical 
structures. At the beginning of the FEM introduced, 
the finite difference method served as an alternative 
method for numerical analysis of thin-shell structures. 
But it did not gain much popularity because there are 
several disadvantages inherent in the conventional 
finite difference method: problems with convergence 
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of numerical results, pick stresses, intersecting line 
of connecting shells and difficulty in approximating 
differences of rigidities of such shell structures, dif-
ficulty in incorporation of the boundary conditions at 
types of boundaries, and limitations of generating fine 
meshes complicated features of such shell structures 
should be faced by structural engineers and who must 
tackle to get results in accuracy for proper design. 
In this paper a non-traditional and very new proce-
dure for the elastic analysis of thin-walled structures 
is presented. This procedure is based on a new nu-
merical method – solution of various existing unknown 
forces and stresses, which is similar to the finite dif-
ference method, but in simple way to understand their 
features by students. Moreover, such types of struc-
tures can be used to resist earthquake forces which is 
more important for our country Nepal. 

The linear theory of thin elastic shells with arbitrary 
shape of the middle surface is derived on the basis of 
Kirchhoff’s assumptions that were used in the develop- 
ment of the plate bending theory introduced in Part I. 
These assumptions are formulated for the linear the-
ory of thin shells of an arbitrary shape, as follows: 

1. Normal to the undeformed middle surface 
remain straight and normal to the deformed middle 
surface and undergo no extension. This assumption 
implies that all the strain components (normal and 
shear) in the direction of the normal to the middle 
surface vanish. 

2. The transverse normal stress is small compared 
with other normal stress components and may be ne-
glected. Novozhilov showed that the error introduced 
by the Kirchhoff hypotheses in the theory of thin shells 
is of the order h/R in comparison with unity, in which 
h and R are the shell thickness and radius of curva-
ture of the middle surface, respectively. It is assumed 
that the thickness of the shell is small compared with 
other dimensions, for example, the smallest radius of 
the middle surface of the shell (see the inequality. 
We also assume that the displacements of an arbi-
trary point of a shell are small in comparison to its 
thickness. As a consequence of this assumption, 
the products of the displacements and their partial de-
rivatives will be neglected as second-order quantities 
of smallness. Furthermore, we can refer all calcula-
tions to the original configuration of the shell and ensure 
the differential equations will be linear. From here 
on we assume that the material of the shells is homo-
geneous, isotropic and that it obeys Hooke’s Law. 

Envelopes of thin shell designs is used in differ- 
rent areas of mechanical engineering, shipbuilding, 

construction, the aviation and space industry. In this 
report work linear theory of envelopes based on hy-
potheses Kirchhoff – Love is used. Thus, restriction 
by frameworks of the technical theory can be proved 
the general complexity of a problem and enough greater 
class of designs for which hypotheses of the classical 
theory of envelopes are corrected 

Apparently, from a brief review at analysis or cal-
culation of thin shells of complex geometry, the varia-
tion difference method and the finite element method 
are the used numerical methods. It is connected with 
complexity of the initial equations of the theory of shells 
of complex geometry. By consideration of new types 
of shells, it is necessary to study, first of all, the geo- 
metry of the middle surface to receive necessary geo- 
metrical characteristics: coefficients of square-law forms, 
the main radiuses of curvature necessary for prepara-
tion of the basic equations of shells. It speaks that in 
the special literature, the devoted geometry of the cer-
tain types of surfaces, in the majority of cases analy- 
tical expressions of these characteristics are not con-
sidered. In this report, shells in the form of carved 
surfaces of Monge are considered [2–4; 15; 16; 18]. 
It is studied surfaces of Monge (figure 1) [15] and their 
geometry is stated, formulas of factors of square-law 
forms. The algorithm variation-differential method [4; 
9; 19–21] is developed and realized on the structural 
analysis program too. 

 
Description and solution at intersecting line of shells; 

creation of complexity 
 

The problem of the study of this report is to 
identify simple way of solution to analyze compli-
cated features of thin shell structure by introducing 
modern and new programmable theories and aspects. 
Especially the intersecting line of connecting thin shell 
structures and having different rigidities has to be 
identified and enormous nodes selecting along those 
intersecting lines to be analyzed with various simple 
methods like force and displacement or matrix methods 
which is known by students and using those they can 
analyze even more complex structures in geometry and 
types of loadings. 

Nepalese skilled manpower who wants construct 
structure in healthy, complex in geometry and econo- 
mic sense will be involved in field survey, lab work. 
Appropriately qualified and well motivated students 
for field exposure are identified, will be given orien-
tation and employed for research work in this re-
search topic. 
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Figure 1. Thin shell with complexity in intersecting line 
 
 

Results and Discussion 
 

The conclusions based on this paper are as follows. 
It is possible to successfully model explicitly a panel 
profile that can be used for optimization studies for 
use as possible future test studies. It has also been 
shown, that if test data exists, a numerical solution 
can be very accurately modeled to match the test data 
by modifying the material properties of the model. 
This modification will take into account any stiffe- 
ning effects, as well as the influence of geometric 
parameters that cannot be readily accounted for, such 
as panel corrugation. In addition, upon verification 
of a modified material stiffness curve which accu-
rately matches recorded test data, the stiffness curves 
can be used to model full scale buildings by applying 
the characteristics of the stiffness curves to various 
portions of the full scale model. The claims made by 
other researchers stating that a linear elastic solution 
cannot be used to solve problems involving thin shell 
arch panels has been confirmed by the research in 
this paper. Rather, a nonlinear solution (figure 3) is 
the most precise method for obtaining accurate solu-

tions to the panel in question. For future tests, it is 
suggested to evaluate multiple material thickness 
panels to establish any existing relationship between 
material thickness and panel radius concerning with 
finite element method. It is surmised and theorized 
that the trend of ultimate failure load decreasing as 
radius is decreased will hold true for various material 
thickness. The theory stating that the loads will be 
lower if the material thickness is decreased, and 
the loads going higher if the material thickness is 
increased. 

 

 
Figure 2. Complexity after deformation of shell structure 
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Figure 3. Deflection contour created in SAP2000 

 
 
 

 
 

Figure 4. Shell model created near School of Engineering, Pokhara University 
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Other Results 
 

1. Examples of thin-walled designs from crossed 
sectors of shells are lead. 

2. Conditions of the teamwork, crossed sectors of 
shells are received. 

3. The algorithm of calculation of crossed sectors 
of shells is developed by a method of global elements. 

4. The module of a program complex of calcula-
tion thin-walled spatial designs variation-differential 
method by a method, realizing calculation of crossed 
sectors of shells is developed. 

5. Calculations of crossed sectors of shells with 
application variation-differential method and a method 
of global elements on various kinds of loadings are lead. 

6. Are constructed graphics internal efforts and 
pressure, the analysis of the is intense-deformed condi-
tion of crossed sectors of shells on the basis of the re-
ceived numerical results is lead and created model 
(figure 4). 

 
Conclusion 

 
The research paper is devoted to the specific re-

search for analyses of crossing sectors of shells or 
plates, design and construction and also development 
and realization on the calculation of a method of global 
elements of crossed sectors of shells with complex 
geometry. 

The various examples of crossing sectors of shells 
are briefly shown in dissertations and are considered 
various constructive forms, for example crossing plate 
designs, plate-shell crossing designs and shell to shell 
crossing designs.  

For calculation of crossing sectors of shells of 
complex geometry the program of the variation dif-
ference method and global element method is used. 
The module of the program complex realizing calcu-
lation of crossed sectors of shells will be developed. 
The given algorithm is universal enough and allows 
calculating various designs on uniform algorithm. 
Under the realized program test calculations of tradi-
tional designs which were compared to known deci-
sions are lead. Calculations have shown good con-
currence of results. Calculation of a thin-walled de-
sign of shells is executed. Calculations are lead on 
action of a self-weight and wind load. The received 
numerical results have no analogues will be in the 
literature. Finally it will be worth evaluation for Pokha-
ra and Mid-Western University leading support to 
development of country in modernization in structu- 
ral engineering. 

Recommendations 
 

The report should encourage structural engineers 
to solve complicated features in thin shell structures 
and design for construction of such structure which 
are rarely constructing in country like Nepal due to 
lack of skilled manpower. 

 
© Govind Prasad Lamichhane, 2018 
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Поучительно с исторической точки зрения рассмотреть, каким образом внедрение тонкой оболочки как кон-
структивной формы внесло важный вклад в развитие нескольких отраслей машиностроения. В статье дан краткий 
обзор, не претендующий на всеобъемность, решений для расчета таких конструкций.  

Тонкая оболочка – это трехмерная пространственная конструкция, состоящая из одной или нескольких изогну-
тых плит или сложенных пластин, толщина которых мала по сравнению с другими их размерами. Тонкие оболочки 
характеризуются трехмерным несущим поведением, которое определяется геометрией их форм. Тонкие пластины 
изначально представляют собой плоские конструкции, ограниченные двумя параллельными плоскостями, называе-
мыми гранями, и цилиндрической поверхностью, называемой ребром (или границей). Образующие цилиндриче-
ской поверхности перпендикулярны плоским граням. Геометрически пластины ограничены либо прямыми, либо 
изогнутыми границами. Статические или динамические нагрузки, переносимые пластинами, преимущественно 
перпендикулярны их поверхностям. Несущее действие пластины в некоторой степени аналогично действию балок 
или кабелей; таким образом, в зависимости от изгибной жесткости конструкций пластины могут быть аппроксими-
рованы сеткой из бесконечного числа балок или сетью из бесконечного количества кабелей. В результате двумер-
ного конструктивного действия пластин конструкции получаются более легкими, что дает многочисленные эконо-
мические преимущества. Пластина, будучи изначально плоской, развивает поперечные силы, изгибающие и крутя-
щие моменты, чтобы противостоять поперечным нагрузкам. При расчетах инженер-строитель должен учитывать, 
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что тонкие оболочки, связанные друг с другом, могут иметь различную жесткость. Численные решения подобных 
сложных задач осуществляются с помощью систем автоматизированного проектирования, например SAP2000 (САП2000), 
Staad Pro (Стаад Про) и т.д. 

 
Ключевые слова: пространственная конструкция, тонкие оболочки, поверхности, поверхности Монжа, 

методы расчета 
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Цели. Рассматривается задача построения дифференциальных уравнений, характеристик и соотношений на них, 
а также определения скоростей распространения плоских волн деформаций сдвига в сплошной среде, механическое 
поведение которой описывается геометрически-нелинейными аналогами математических моделей сплошных сред, 
напряженно-деформированное состояние коих определяется произвольными, вообще говоря, перекрестными за- 
висимостями между первыми инвариантами тензоров и вторыми инвариантами девиаторов обобщенных напряже-
ний и нелинейных деформаций.  

Методы. В качестве примера строятся графики приведенных скоростей волн деформаций сдвига в зависимо-
сти от интенсивности деформаций сдвига и значения механических констант материала для трех математических 
моделей сплошной среды: модель 1 соответствует геометрически-нелинейному аналогу линейной теории упругости; 
модель 2 соответствует геометрически-нелинейному аналогу теории малых упруго-пластических деформаций; мо-
дель 3 соответствует геометрически-нелинейному аналогу деформационной теории пластичности сыпучей среды.  

Выводы. Отмечено, что в полупространстве, механическое поведение которого описывается уравнениями дефор-
мационной теории пластичности сыпучей среды, могут возникать ударные волны при непрерывных краевых условиях.  

 
Ключевые слова: плоская задача, плоские волны деформаций сдвига, скорости распространения волн дефор-

маций, геометрическая и физическая нелинейность 
 

 
 

Введение 
 

Задача определения напряженного и деформи-
рованного состояний полупространства при дей-
ствии на его поверхности динамических нормаль-
ных p(t) и касательных q(t) нагрузок сводится к 
исследованию закономерностей распространения 
волн деформаций в сплошной среде и определе-
нию их параметров. 

Для сплошной среды, механическое поведение 
которой описывается уравнениями теории пласти- 
ческого течения, либо уравнениями динамики грун-
тов С.С. Григоряна, либо уравнениями билинейной 
теории пластичности, обзор решений данной зада-
чи изложен в монографии [1].  

Исследованию закономерностей распростране- 
ния двумерных продольно-поперечных волн де-
формаций в сплошной среде, механическое пове-
дение которой описывается перекрестными зави-
симостями между первыми инвариантами тензо-

ров и вторыми инвариантами девиаторов напряже-
ний и деформаций с учетом и без учета геометри-
ческой нелинейности, посвящены работы [2] и [3]. 
Вопросы распространения плоских одномерных 
и двумерных волн деформаций слабого разрыва 
для таких сред рассматривались в работе [4].  

Во многих работах последнего времени при-
стальное внимание уделяется вопросам распростра-
нения волн деформаций сдвига. Так, в работе [5] 
рассматривалось распространение сдвиговой волны 
в упруго-пластической среде, поведение которой 
описывается перекрестными зависимостями между 
первыми инвариантами тензоров и вторыми ин-
вариантами девиаторов напряжений и деформаций. 
Ставилась задача определения возможности гене-
рации второй гармоники сдвиговой волны, не опи-
сываемой в рамках классической теории упругости.  

Исходя из общих уравнений плоской задачи 
теории упругости в работе [6] построены уравне-
ния уточненной теории статического и динамиче-
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ского изгибов длинной упругой полосы, учитыва-
ющей сдвиговые деформации. Исследование свойств 
образующихся волн сдвига при ударе позволило 
разработать новую модель разрушения высокого 
здания.  

Исследование структуры и условия реализуе-
мости поперечных диссипативных ударных волн 
конечной амплитуды с учетом вязких и темпера-
турных эффектов выполнено в работе [7] на ос-
нове теории течения пластической среды при чи-
стом сдвиге. Показано, что локализация деформа- 
ций сдвига в узких зонах с последующим образо-
ванием контактных разрывов возможна в случае тем- 
пературного разупрочнения материала. Отмечено, 
что в рамках теории малых деформаций теория раз- 
рывных решений типа упругопластических удар-
ных волн изучена достаточно подробно.  

Исследование одномерных решений, описыва- 
ющих плоские продольные, поперечные сдвиговые 
с вращением частиц, а также крутильные волны, 
выполнено в работе [8]. В качестве механической 
модели сплошной среды рассматривалась мате-
матическая модель континуума Коссера.  

В работе [9] на основе анализа сейсмических 
сдвиговых волн деформаций и температуры выяв- 
ляется переходная зона от упругих к пластичным 
деформациям в земной коре. Решение строится 
методом сеток с пошаговым применением метода 
Рунге – Кутты.  

Исследованию механического поведения алю-
миниевых сот под воздействием динамической 
мультиаксиальной нагрузки посвящена экспери-
ментальная работа [10]. Выявлено существенное 
влияние на напряженное-деформированное состоя-
ние алюминиевых сот угла наклона действующей 
нагрузки. 

К сожалению, вопросы распространения плос-
ких волн деформаций сдвига в сплошных и дис-
кретных средах с учетом геометрической нели-
нейности еще не получили должного внимания. 

В данной работе рассматриваются вопросы рас- 
пространения плоских волн деформаций сдвига в 
сплошных средах, механическое поведение кото-
рых описывается геометрически-нелинейными ана- 
логами произвольных перекрестных зависимостей 
между первыми инвариантами тензоров σ* и ε* и 
вторыми инвариантами девиаторов Т* и Г* обоб-
щенных напряжений и деформаций: 

   * * * * * * * * * *σ = 3 ε , Г ε ;   T = ε , Г Г ,K G    (1) 

где K*(ε*, Г*) – геометрически-нелинейный аналог 
модуля объемного расширения (сжатия); G*(ε*, Г*) – 
геометрически-нелинейный аналог модуля сдви-
га [4]. 

Вывод динамических уравнений 
 

Пусть на поверхности полупространства в на- 
правлении оси Y действует равномерно-распреде- 
ленная сдвигающая нагрузка q(t), бесконечно про- 
тяженная в направлении осей Y и Z (рис. 1).  

 

 
Рис. 1. Расчетная схема 

[Figure 1. The design scheme] 
 

Полупространство будет находиться в услови-
ях плоской деформации. Компоненты перемеще-
ний в полупространстве будут определяться со-
отношениями 

 0       0u , v v x,t , w .                    (2) 

При этом компоненты тензора деформации при 
учете геометрической нелинейности, действующие 
в плоскости XOY, будут равны [4] 
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      

      
      
      
    
    
     

γ γ 0    γ γ 0* * * *

yz zy zx xz, .                                         (3) 

Следовательно,  

   2 21
ε ε ε ε ,  Г 4 ε 3 γ

3
* * * * * * *

x y x x xy .      (4) 

Физические уравнения для геометрически-
нелинейной модели сплошной среды при плоской 
деформации, как известно, имеют вид 

4
σ ε ; τ γ ;

3

2
σ ε ; τ 0;

3

2
σ ε ; τ 0

3

* * * * * * *

x xy xy

* * * * *

y yz

* * * * *

z zx
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 

         

(5) 
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Подставим соотношения (5) в динамические 
уравнения равновесия без учета объемных сил:  

2

2

2

2

1 σ τ

1 τ σ ρ ,

σ 1 τ

τ 1 σ ρ

* *
x xy

* *
yx y

* *
x xy

* *
yx y

u u

x x y

u u u

y x y t

v v

x x y

v v v
.

y x y t

            
               

    
        

     
          

      

(6) 

Принимая во внимание зависимости (1) и (4), 
получим два уравнения: 

 

 

2

2

γ
0;

1 4
γ γ

2 3

γ γ
γ ρ

Г Г

xy

* *
xy xy xy
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xy * *

B
x

K G A B

vG
C G .

x t





        

 
            

    (7) 

Здесь введены обозначения 

γ ,xy

v

x





 .y

v
v

t





                       (8) 

Значения коэффициентов A, B, C равны 

 2

*

4 4
ε

3 ε 3 ε

4 ε 4
;

3Г Г 3 Г

ε γ 4
;   

Г Г 3 Г

4ε
γ .

ε 3Г Г

* *
* * *

* *
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* * *

* * *
xy
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* * *
*
xy * * *

K G
A K G

K G

K G
B

G G
C

              

  
    

  
    

  
    

(9) 

Присоединяя к уравнению (62) уравнение со- 
вместности 

γ
,xy yv

t x

 


 
                           (10) 

получаем систему двух дифференциальных урав-
нений первого порядка в частных производных 

относительно величин 
γ

,xy

x




 ,yv

t




 ,xy

t




 .yv

x




 

Система динамических уравнений (72), (10) опи-
сывает процесс распространения волн деформаций 
сдвига при учете геометрической нелинейности. 

Что касается уравнения (71), то, поскольку B ≠ 0,  

 γ
0.xy x,t

x





                         (11) 

Интегрируя дифференциальное уравнение (11) 
и учитывая соотношение (81), получаем линейный 
характер распределения перемещений v(x,t) вдоль 
оси X для каждого момента времени: 

     .v x,t f t x t                    (12) 

Постоянные (по отношению к переменной x) 
интегрирования f(t) и φ(t) определяются из гра-
ничных условий:  

– при    00    0 ;x , v ,t v t   

– при    0 0   mx x , v x ,t v t .   

Здесь х0  глубина сжимаемой толщи полу-
пространства; v0(t)  смещение поверхности полу-
пространства в направлении оси Y; vm(t)  пере-
мещение в направлении оси Y на глубине x = x0. 
Обычно на глубине сжимаемой толщи полупростран-
ства перемещения принимаются равными нулю. 

 

Определение характеристик и соотношений на них 
 

В матричной форме система уравнений (72), 
(10) имеет вид 
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Вектор-столбец u  имеет структуру u  = [γху   vy]T. 

Характеристические кривые уравнения (13) оп- 

ределяются путем решения уравнения α 0, A B  

или в развернутой форме 
11 αρ

0,
α 1

a


 
 веществен-

ные решения которого задают характеристические 
кривые, описываемые дифференциальными урав- 
нениями: 

1 2α .,

dx

dt
                               (14) 

Здесь 11 11
1 2α ,   α

ρ ρ

a a
.     

Дифференциальные уравнения (14) опреде-
ляют два семейства характеристических кривых. 
Система уравнений (72), (10) будет гиперболиче-
ского типа, если 1,2 будут вещественными. 

Найдем соотношения вдоль характеристических 

направлений. Введем вектор  1 2 .l ll  Компо-

ненты вектора l  являются решением уравне-

ния  α 0,  l A B  откуда находим 
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                         (15) 

Соотношения вдоль характеристик найдем на 

основании уравнения 0,
d

dt

 
   

 

ul B  то есть 

2 1

γ
ρ 0.xy yd dv

l l
dt dt

                   (16) 

Используя далее зависимости (15), уравне-
ние (16) приведем к виду 

11 γ 0.
ρ xy y

a
d dv                     (17) 

Итак, вдоль двух семейств характеристик (14) 
выполняются соотношения (17). 

Запишем уравнение (72) в терминах перемеще-
ний. Используя соотношения (8), уравнение (72) 
приведем к виду 

2

11 2 2
ρ .

v v
a

x t

 


 
                         (18) 

Уравнение (10) при этом удовлетворяется тож-
дественно. 

Определение скоростей волн деформаций 
 

Для определения скоростей волн деформаций – 
нестационарных поверхностей сильных разрывов 
вторых производных перемещений, являющихся по- 
верхностями слабых разрывов деформаций и ско-
ростей частиц, воспользуемся кинематическими 
и динамическими условиями совместности [11]. 
Пусть ω(x, t) = 0 – уравнение линии разрыва на фа-
зовой плоскости XOt. Обозначая символом […] ска-
чок функций при переходе через линию ω(x, t) = 0 
и, применяя кинематические условия совместно-

сти 
2 ω ω

λ v
j k j k

v

x x x x

   
 

     
 к уравнению (18), по-

лучим динамическое условие совместности: 

2 2

11

ω ω
ρ λ 0.va

x t

                
          (19) 

Поскольку коэффициент прерывности λv ≠ 0, 
и учитывая, что скорость распространения линии 
разрыва ω(x, t) = 0 определяется выражением 

2 2
2 ω ω

N
t x

            
 из соотношения (19), полу-

чаем: 

2 11 .
ρ

a
N                                (20) 

Поскольку в главных осях γ γ 0,* *
xy yx   од-

нако 
γ

0
*
xy

x





 и 

γ
0,

*
xy

y





 и, кроме того, для дан-

ной задачи γ γ ,*
xy xy  то 

11
*a G .                              (21) 

Таким образом, скорость распространения гео- 
метрически-нелинейных волн деформаций сдвига 
в главных осях однозначно определяется величиной 
геометрически-нелинейного аналога модуля сдвига.  

 

Результаты численных расчетов 
 

Численные исследования приведенных скоро-

стей 
2

0

ρN

G
 волн деформаций сдвига с учетом гео-

метрической нелинейности выполнялись для трех 
математических моделей сплошной среды. 

Модель 1. Механическое поведение сплошной 
среды описывается линейным законом, то есть де-
формационные зависимости (1) имеют вид 

0 0σ ε ;   Г .* * * *K T G                        (22) 
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Модель 2. Механическое поведение сплошной 
среды описывается квадратичным законом в отно-
шении сдвиговых деформаций. Деформационные 
зависимости (1) в этом случае имеют вид 

0 0

Г
σ ε ;   1 Г

2Г

*
* * * *

s

K T G .
 

   
 

    (23) 

Модель 3. Механическое поведение сплошной 
среды описывается перекрестными зависимостя-
ми между инвариантами напряженного и деформи-
рованного состояний: 

2 2

0

2

0 0 0

Г Г
σ 1 2 ε ;

ε Г Г

Г Г Г ε
1 2 Г

2Г Г Г Г Г

* *
* *

*

s s

* * * *
* *

*

s s s s

q
K

q
T G K f K f .

  

    

    
    

     
     
     

   

   

(24) 

Модель 1 соответствует геометрически-нели- 
нейному аналогу линейной теории упругости, мо-
дель 2 соответствует геометрически-нелинейному 
аналогу теории малых упруго-пластических дефор- 
маций, модель 3 соответствует геометрически-не- 
линейному аналогу деформационной теории пла-
стичности сыпучей среды [4; 12]. 

В формулах (22), (23), (24) обозначено: K0 – 
начальный модуль объемного расширения (сжатия); 
G0 – начальный модуль сдвига при чистом сдвиге; f – 
аналог коэффициента внутреннего трения; q – ко-
эффициент дилатансии; Гs – предельная интенсив-

ность деформаций сдвига, причем 
Г

0 1.
Г

*

s

   

Исследования скоростей волн деформаций 
сдвига показали: 

1. Для модели 1 приведенные скорости волн 
деформаций сдвига постоянны и не зависят ни от 

значения механических констант сплошной среды, 
ни от уровня развития деформаций.  

2. Приведенные скорости волн деформаций 
сдвига, вычисленные для модели 2, существенно 
зависят от уровня развития деформированного со-
стояния: при возрастании интенсивности деформа-

ций сдвига 
Г

Гs

 на интервале [0,1] значения при-

веденных скоростей волн деформаций сдвига моно-
тонно убывают от 1,0 до 0,5. 

3. Что касается модели 3, то значения приве-
денных скоростей волн деформаций сдвига су-
щественно зависят как от значения механических 
констант сплошной среды, так и от уровня разви-
тия деформаций. При увеличении коэффициента 
внутреннего трения скорости волн уменьшаются 
для нулевого коэффициента дилатансии (рис. 2, а). 
Если коэффициент дилатансии Г 0,sg   то при 

увеличении коэффициента внутреннего трения 
скорости волн возрастают (рис. 2, б). При увели-
чении коэффициента дилатансии скорости волн 
также возрастают. Зависимость приведенных ско-
ростей волн деформаций сдвига от уровня дефор-
мированного состояния неоднозначна и при воз-
растании интенсивности деформаций сдвига мо-
жет как увеличиваться, так и уменьшаться. Если 
скорости распространения волн деформаций сдви-
га увеличиваются в процессе возрастания интен-
сивности деформаций сдвига (в процессе нагру-
жения), то внутри полупространства возможно об-
разование ударной волны (волны сильного разры-
ва) при непрерывных краевых условиях [13]. 

На рис. 2 изображены графики приведенных 
скоростей волн деформаций сдвига, построенные 
по уравнению (20), для модели 3. Значения меха-
нических констант принимались следующими: 

0

0

1 1547;
K

,
G

  1;
Гs

q
  Г 0 1155.s ,  

 

 
Рис. 2. Скорости волн деформаций сдвига: а – q = 0; б – q = Гs 
[Figure 2. Velocities of shear strain waves: а – q = 0; б – q = Гs] 
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На рис. 2 сплошная линия соответствует ко-
эффициенту трения f = 0,1; штрих-пунктирная    
f = 0,5; пунктирная  f = 0,9. 

Выводы 

Численные исследования показывают, что ско-
рости распространения волн деформаций сдвига с 
учетом геометрической нелинейности существенно 
зависят как от вида математической модели, опи-
сывающей напряженно-деформированное состо-
яние полупространства, так и от уровня напряжен-
ного и деформированного состояний в рассмат-
риваемой точке среды, а также от величины фи-
зических констант материала сплошной среды.  

Заключение 

Приведенные в статье соотношения могут быть 
использованы при построении алгоритмов расчета на- 
пряженно-деформированного состояния геометриче-
ски и физически нелинейных полупространств, нахо-
дящихся в условиях плоской деформации от действия 
на поверхности сдвигающих динамических нагрузок. 

© Бакушев С.В., 2018 
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Abstract. Aims. The problem of differential equation construction characteristics and balances is being analyzed; and 
also the definitions of the planar wave rotational deformation travel time in the continuum, the mechanical character of 
which is described by the mathematical models geometrically nonlinear analogues in continuous body, the stress-strain stain 
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of which is described by the undefined, basically, by the cross-connections between the first tensor invariant and the second 
invariant deviator of the stresses and nonlinear deformations.  

Methods. As an example let’s plot the specific speed of the transverse waves depending on the intensive rotational 
transverse deformation and the meanings of the material mechanical constants for the three mathematical models of the con-
tinuum: model 1 corresponds to the geometrically nonlinear analogue of the elasticity linear theory; model 2 corresponds to 
the geometrically nonlinear analogue of the small quantity elastoplastic strain theory; model 3 corresponds to geometrically 
nonlinear analogue of deformation theory of the loose medium plasticity.  

Conclusions. It is stated that in half-subspace the mechanical behavior of which is described by the deformation theory 
equations of the loose medium plasticity, the shock waves can appear in continuous boundary conditions. 

 
Keywords: plane problem, rotational deformation plane waves, the deformation wave travel time, geometrically and 

physical nonlinear effect 
 

 
 

References 
 

1. Novatsky V.K. (1978). Volnovye zadachi teorii 
plastichnosti [Wave problems of plasticity theory]. Mos-
cow, Mir Publ., 307. (In Russ.) 

2. Bakushev S.V. (2014). Prodol'no-poperechnye ge-
ometricheski-nelinejnye volny deformacij [Longitudinal-
cross geometrical non-linear waves of deformation]. Pro-
ceedings of Petrozavodsk State University. Series: Natural 
 Engineering Sciences, 6(143), 99–103. (In Russ.) 

3. Bakushev S.V. (2014). Prodol'no-poperechnye volny 
deformacij slabogo razryva [The longitudinal-transverse 
waves of deformations of the weak gap]. Problems of 
Strength and Plasticity, 76(2), 114–121. (In Russ.) 

4. Bakushev S.V. (2013). Geometricheski i fizicheski 
nelineinaya mekhanika sploshnoi sredy: ploskaya zadacha 
[Metrically and physically nonlinear mechanics of continu- 
um: flat task]. Мoscow, LIBROKOM Publ., 312. (In Russ.) 

5. Doronin A.M., Erofeev V.I. (2016). Generaciya vtoroj 
garmoniki sdvigovoj volny v uprugo-plasticheskoj srede 
[The generation of the second harmonics of the transverse 
wave in elastoplastic circumference]. Letters on Materials, 
6(2–22), 102–104. (In Russ.) 

6. Zveryaev Е.M. (2015). Vozniknovenie volny sdviga 
pri poperechnom udare po vysotnomu zdaniyu [The incep-
tion of the transverse wave at the time of the transverse 
impact on the high building]. Building and Reconstruc-
tion, 3(59), 67–74. (In Russ.) 

7. Sadovskii V.M. (2003). K issledovaniyu struktury 
poperechnyh udarnyh voln konechnoj amplitudy v plas-
ticheskoj srede [To the research of the transversal shock 
wave structure of finite amplitude in plastic circumfer-
ence]. Russian Academy of Science Report. Mechanics of 
the rigid solids, (5), 40–50. (In Russ.) 

8. Sadovskaya O.V. (2009). Chislennoe reshenie pro- 
stranstvennyh dinamicheskih zadach momentnoj teorii up- 
rugosti s granichnymi usloviyami simmetrii [Solid dyna- 
mical problem computational solution of the bending the-
ory of elasticity with interface conditions of symmetry].  
Magazine of the numerical mathematics and mathematical 
physics, 49(2), 313–322. (In Russ.)  

9. Carcione J.M., Poletto F., Farina B., Craglietto A. 
(2014). Simulation of seismic waves at the earth's crust 
(brittle – ductile transition) based on the Burgers model. 
Solid Earth, 5(2), 1001–1010 doi: 10.5194/se-5-1001-2014 

10. Markiewicz E., Haugou G., Chaari F., Zouari B., 
Tounsi R., Dammak F. (2012). Experimental study of  
aluminium honeycomb behaviour under dynamic multi- 
axial loading. EPJ Web of Conferences, (26), 01050. doi: 
10.1051/epjconf/20122601050  

11. Smirnov V.I. (1981). Kurs vysshey matematiki 
[Course of higher mathematics]. Vol. 4. Part 2. Moscow: 
Nauka Publ., 550. (In Russ.) 

12. Geniev G.A. (1974). K voprosu o deformatsion-
noy teorii plastichnosti sypuchey sredy [To the question of 
deformation theory of granular media of plasticity]. Struc-
tural Mechanics and Analysis of Constructions, (4), 8–10. 
(In Russ.) 

13. Bakushev S.V. (2011). K voprosu o vozmozhnos-
ti formirovaniya ploskih udarnyh voln v sploshnyh sredah 
[To the question of the possibility of creating flat shock 
waves in solid media]. Structural Mechanics and Analysis 
of Constructions, (4), 11–15. (In Russ.) 

 
 
About the author 
Sergej V. Bakushev – Dr Sci. (Eng.), Professor of  

the Department of Mechanics, Penza State University of 
Architecture and Construction (Penza, Russia). Research 
interests: development of the theory and methods of cal-
culation of massive bodies taking into account geometric 
and physical nonlinearities (based on V.V. Novozhilov 
nonlinear theory of elasticity ratios) for static and dynamic 
effects. He is the author of more than 220 scientific publi-
cations. Contacts: e-mail – bakuchsv@mail.ru 

 
 
For citation 
Bakushev S.V. (2018). Flat geometric-nonlinear 

shear strains. Structural Mechanics of Engineering Con-
structions and Buildings, 14(6), 516–522. DOI: 10.22363/ 
1815-5235-2018-14-6-516-522 (In Russ.) 



 

СТРОИТЕЛЬНАЯ МЕХАНИКА ИНЖЕНЕРНЫХ КОНСТРУКЦИЙ И СООРУЖЕНИЙ 2018. 14 (6). 523–532 

STRUCTURAL MECHANICS OF ENGINEERING CONSTRUCTIONS AND BUILDINGS HTTP://JOURNALS.RUDN.RU/
STRUCTURAL-MECHANICS 

 

ЭКСПЕРИМЕНТАЛЬНЫЕ ИССЛЕДОВАНИЯ   523 

Экспериментальные исследования 
 
УДК 6.62:6.691           НАУЧНАЯ СТАТЬЯ 

DOI: 10.22363/1815-5235-2018-14-6-523-532 
 

Математические модели  
многоствольных строительных артиллерийских орудий 

 
О.Л. Фиговский1*, О.Г. Пенский2 

 
1Ассоциация изобретателей Израиля 

POBox 73, Migdal HaEmek 10550, Israel 
2Пермский государственный национальный исследовательский университет 

Российская Федерация, 614990, Пермь, ул. Букирева, 15 

*Автор, ответственный за переписку 

(поступила в редакцию: 23 сентября 2018 г.; доработана: 14 ноября 2018 г.; принята к публикации: 19 ноября 2018 г.) 
 
 

В статье приведены принципиальные схемы и математические модели многоствольных артиллерийских систем, 
предназначенных для застреливания и извлечения строительных элементов из грунта, описаны результаты числен-
ных экспериментов, выполненных на основе предложенных математических моделей и позволяющих изучать ди-
намику многоствольных строительных артсистем во время выстрела. Даны математические прогнозы по заглубле-
нию свай в грунт, максимальному давлению в каналах стволов, величины и скорости отката пушек для различных 
условий заряжания стволов и их технических характеристик. В качестве верификации предлагаемых математиче-
ских моделей описаны результаты экспериментов для одноствольных артиллерийских орудий, являющихся част-
ным случаем многоствольных пушек. 
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Введение 

 
В настоящее время в РФ проводятся исследо-

вания по созданию многоствольных артиллерий-
ских систем, предназначенных для решения задач 
строительства. Выбор артиллерийских орудий для 
решения этих задач обусловлен тем, что в каче-
стве орудий можно выбрать пушки, снятые с во-
оружения и идущие на переплавку в металлолом, 
а в качестве порохов можно использовать уста-
ревшие пороха, подлежащие утилизации. Эти фак-
торы в числе прочих позволяют получить большую 
экономическую эффективность при создании и 
работе мирных пушек. 

В современных строительных технологиях в 
настоящее время все возрастающее значение при-
обретает математическое моделирование [1]. При-

ведем математические модели многоствольных 
строительных артиллерийских систем. 

 

Математические модели  
застреливания свай в грунт  

из многоствольных артиллерийских систем 
 

На рис. 1 приведена принципиальная схема 
многоствольной артиллерийской установки. 

Работает установка следующим образом. В ство-
лы 1 вставляется фигурный поршень 3 с платфор-
мой 2, которая опирается на строительный эле-
мент 4, упирающийся на поверхность грунта 5. 
Во время выстрела платформа 2 давит на сваю 4, 
в результате чего свая 4 проникает в грунт 5. 

Для описания динамики импульсного вдав-
ливания адаптирована термодинамическая теория 
выстрела для боевых орудий [2].  
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Рис. 1. Принципиальная схема многоствольной  
строительной артиллерийской установки 

[Figure 1. Schematic diagram of  
a multi-barreled construction artillery installation] 
 
Пусть n – количество стволов в артсистеме,  

i – порядковый номер ствола, 1i ,n .


  
Предварительный период выстрела для каж-

дого из стволов описывается известной форму-
лой внутренней баллистики [2]: 
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Согласно работе [2] для вычисления относи-
тельной части сгоревшего трубчатого зерненного 
пороха можно воспользоваться равенством 
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где 
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   удельная интенсивность газообра-

зования; p,iI   импульс пороха в i-м стволе. 

Таким образом, полученная система обыкно-
венных дифференциальных уравнений (2)–(7) опи- 
сывает первый период выстрела в стволе i. 

Начальные условия для решения этой систе-
мы уравнений имеют вид 
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Так как второй период выстрела соответствует 
адиабатическому расширению пороховых газов, то 
уравнения моделирования для давления pi примут вид 
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в i-м стволе в конце первого периода выстрела. 
Очевидно, что второй период выстрела для ство-

ла i описывается системой уравнений (3)–(6), (9). 

Начальные условия для этой системы урав-
нений имеют вид 
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где υa ,k   абсолютная скорость строительного эле-

мента в конце первого периода в стволе i; i ,kV   

скорость отката i-го ствола в конце первого пе-
риода выстрела. 

Во время выстрела многоствольной строитель-
ной артиллерийской системы первый и второй пе-
риоды выстрела могут заканчиваться и начинать-
ся в разные моменты времени. Поэтому расчеты с 
помощью приведенных уравнений внутренней бал-
листики нужно выполнять согласно правилу: если 
для орудия i выполняется условие Ψ ( ) 1,i t   то 

для описания внутрибаллистических процессов 
решается задача Коши (2)–(8). Если Ψ ( ) 1i t   и 

,p ,i a d ,iL L L   то решается задача Коши (3)–(6), 

(9), (10), где d ,iL   длина канала ствола i. Если 
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Очевидно, что после выхода поршня из всех 
каналов стволов движение сваи в грунте описы-
вается задачей Коши: 
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где υa ,d   абсолютная скорость строительного 

элемента в момент выхода поршня из канала ствола, 
в котором дольше всего двигался поршень; a ,dL   

абсолютный путь поршня по каналу ствола, в ко-
тором дольше всего перемещался поршень в сум-
марное время первого и второго периодов выстрела. 

Величина проникания строительного элемента 
в грунт в результате одного импульса соответству-
ет значению ,aL  при котором выполняется равен-

ство υ 0a   и 1j j aX X L .    

В работе [3] предложены математические мо-
дели импульсного вдавливания строительных эле-
ментов в грунт из многоствольных орудий с одина- 
ковыми техническими характеристиками и услови-
ями заряжания. Отличительной особенностью урав-
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нений (1)–(10) является то, что они описывают 
импульсное вдавливание, осуществляемое за счет 
использования многоствольных артсистем с раз-
ными техническими характеристиками и услови-
ями заряжания каждого из орудий, входящих арт-
систему. Технические решения для устранения по-
воротных моментов для таких орудий приведены, 
например, в работе [4]. 

Расчеты будем проводить для глинистого грун-
та с консистенцией 0,5. Для этого грунта сила 
сопротивления F движению сваи удовлетворяет 
соотношению [3]  

 2 ( ),c a aF S av c rzL t  
 

где Sc – площадь миделевого сечения; va – скорость 
движения строительного элемента в грунте; r – 
удельная сила трения боковой поверхности стро-
ительного элемента о грунт; z – периметр миде-
левого сечения; La(t) – погружение строительного 
элемента в грунт; t – время; коэффициенты сопро-
тивления глинистого грунта – a = 3422 н*с2/м4,  
c = 2 000 000 Па, r = 35 000 Па. 

Численные эксперименты, основанные на пред-
ложенных математических моделях, показывают воз- 
можность застреливания свай в глинистый грунт  
с консистенцией 0,5 на глубину более 30 м при 
технических параметрах сваи, орудий и условий 
заряжания, приведенных в табл. 1. 

Расчетные характеристики каждого из импуль-
сных вдавливаний приведены в табл. 2. 

Анализ табл. 2 позволяет выдвинуть гипоте-
зу о возможности применения многоимпульсного 
вдавливания при решении задач, связанных с не- 
обходимостью забивки свай на большую глубину 
в грунты средней плотности. 

 
Таблица 1 

Технические характеристики артсистемы и сваи 
[Table 1. Technical characteristics of the artillery system and piles] 

Количество стволов 
[Number of stems] 

4 

Калибр каждого ствола, м 
[The caliber of each stem, m] 

0,170 

Масса откатных частей каждого ствола, кг 
[Mass of sliding parts of each stem, kg] 

3600 

Длина каждого ствола, м 
[The length of each stem, m] 

2,345 

Масса сваи, кг 
[Pile weight, kg] 

600 

Диаметр сваи, м 
[Diameter of pile, m] 

0,168 

Допустимая скорость свободного отката, м/с  
[Admissible free kickback speed, m/s] 

6,5 

Допустимое максимальное давление в каждом 
стволе, кПа 
[Admissible maximum pressure in each stem, kPa] 

250 

На основании классической термодинамиче-
ской теории выстрела боевых орудий для вычис-
ления коэффициента полезного действия много-
ствольных артиллерийских систем предлагается 
следующая модифицированная формула [3] 
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где адv  – дульная скорость сваи; адL  – абсолют-

ный наибольший дульный путь сваи. 
 

Таблица 2 

Расчетные характеристики импульсных вдавливаний 
[Table 2. Impulse impact calculation characteristics] 

Порядковый 
номер 

импульсного 
вдавливания

[Pulse  
indentation 
sequence 
number] 

Масса 
заряда, кг 
[Charge 

weight, kg] 

Импульс 
пороха, 
кПа 

[Gun- 
powder 
impulse, 

kPa] 

Объем 
каморы, 

м3 

[Volume of 
chamber, 

m3] 

Заглуб-
ление, м
[Deepen-
ing, m] 

1 1,000 800 0,0020 8,3 
2 0,875  0,0016 13,3 
3 0,850  0,0020 17,3 
4 0,800  0,0020 20,7 
5 0,725  0,0014 23,7 
6 0,675  0,0011 26,4 
7 0,650  0,0010 28,2 
9 0,450  0,0006 30,8 

 
Вычисления, проведенные для первого импуль-

сного вдавливания для одноствольного орудия типа 
УЗАС-2 [3], показали, что коэффициент полезно-
го действия равен 45 %.  

 
Математические модели  

извлечения свай из грунта с помощью 
многоствольных артиллерийских систем 

 
При градостроительстве зачастую возника-

ют задачи ликвидации так называемых долго-
строев. Одним из видов работ, выполняемых для 
этого, является извлечение свай из грунта. Мно-
гие из существующих методов, решающих эту за- 
дачу, трудно применимы при точечной застрой-
ке зданий.  

На рис. 2 и 3 описана принципиальная схема 
многоствольной откатной артиллерийской систе-
мы, позволяющей извлекать сваи из грунта за счет 
энергии отката стволов при одновременном вы-
стреле из стволов [5; 6].  
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Рис. 2. Принципиальная схема извлечения свай из грунта  
с помощью многоствольных откатных артиллерийских орудий (вид сбоку) 

[Figure 2. Schematic diagram of the extraction of piles from the ground  
with the help of multi-barreled retractable artillery guns (side view)] 

 
 

 
Рис. 3. Принципиальная схема извлечения свай из грунта  

с помощью многоствольных откатных артиллерийских орудий (вид сверху) 
[Figure 3. Schematic diagram of the extraction of piles from the ground  

with the help of multi-barreled retractable artillery guns (top view)] 
 
 

Способ извлечения строительных элементов из 
грунта с помощью многоствольных артиллерийских 
орудий включает следующую последовательность 
операций: 

– штампы 6 вставляют в стволы артиллерий-
ских орудий 2; 

– на казенные части артиллерийских орудий 
4 устанавливают платформу в виде круга 3 с точ-
ками соприкосновения на концах диаметра круга, 
причем каждая пара откатных частей артиллерий-

ских орудий устанавливается на противоположных 
концах диаметров платформы 3;  

– центр круга платформы 3 прикрепляется 
к голове извлекаемого строительного элемента 7 
с помощью натянутого троса 5; 

– производят синхронизированный выстрел 
из всех орудий; 

– платформа 3, поднимаясь вверх за счет от-
ката при выстреле, извлекает из грунта 1 строи-
тельный элемент 7. 
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Опишем математическую модель извлечения 
свай из грунта откатными частями многостволь-
ных орудий с одинаковыми техническими харак-
теристиками и условиями заряжания каждого из 
стволов, входящих в артсистему. 

Для разработки математической модели бу-
дем основываться на термодинамической теории 
выстрела в рамках допущений этой теории [2; 7] 
при использовании трубчатого зерненого пороха. 

Предварительный период выстрела для каж-
дого из стволов описывается известной формулой 

0

0

1 1
δΨ ,

1
α

δ
f
p



 

                     (11) 

где Δ – плотность заряжания; δ – плотность поро- 
ха; f – сила пороха; р0 – давление форсирования 
штампа; α – коволюм пороховых газов. 

Будем предполагать, что перед выстрелом 
штампы упираются в грунт. 

При анализе процесса выстрела во время за-
стреливания штампов в грунт необходимо учи-
тывать не только часть энергии пороховых газов, 
которая превращается в кинетическую энергию по- 
ступательного движения строительного элемента, 
но и энергию, затрачиваемую на совершение дру- 
гого вида работ. Это позволит установить полный 
баланс энергии при выстреле [2; 7]. 

Пусть n – количество стволов в многостволь-
ной системе. 

Определим работу по преодолению силы со-
противления грунта движению в нем штампов, 
выполненную за счет энергии пороховых газов. 

Пусть va – абсолютная скорость одного штампа, 
la – абсолютный путь штампа по каналу ствола. 
В этих обозначениях силу сопротивления грунта 
F можно записать в виде соотношения 

).,( aa LvFF   

Тогда энергию, необходимую для вдавливания 
штампов, количество которых равно n, на глубину 
La, можно записать в виде 

1

0

( ) ,
aL

aZ n F v ,x dx   

где .a

dx
v

dt
  

Таким образом, величина Z1 примет вид 


aL

a dxxvFnZ
0

1 ,),(
 

где .a

dx
l

dt
  

Очевидно, что кинетическая энергия, которую 
будут иметь штампы массой m в момент времени 
t, удовлетворяет соотношению 

.
2

2

2
amv

nZ 
 

Напомним, что стволы артиллерийской систе-
мы расположены вертикально и таким образом, 
что штампы во время выстрела движутся вниз. То 
есть энергия пороховых газов идет на перемещение 
стволов и сваи вверх. Совершается работа, кото-
рую можно выразить соотношением 

3 ( ) ,с pZ nQ q L   

где Q – вес откатных частей-стволов каждого ар-
тиллерийского орудия, входящего в многостволь- 
ную артсистему; qc – вес извлекаемой сваи; Lp – 
перемещение откатных частей. 

Кроме того, энергия пороховых газов сообщает 
откатным частям артиллерийского орудия и из-
влекаемой сваи скорость V. Следовательно, кине-
тическая энергия откатных частей удовлетворяет 
равенству  

,
2

)( 2

4
VmnM

Z с


 

где M – масса откатных частей отдельной пушки; 
mc – масса сваи. 

Энергия, расходуемая на преодоление силы со-
противления отката, имеет вид 

 
pL

ptrp dlFlVnGZ
0

5 ,]),([
 

где Lp – путь отката; G(V, lp) – сила сопротивле-
ния отката; Ftr – сила трения боковой поверхно-
сти извлекаемой сваи о грунт. 

Так как штампы движутся вертикально вниз, 
то сила тяжести сама выполняет работу 

6 ,aZ nqL  

которая не входит в сумму работ, совершаемых за 
счет энергии пороховых газов. 
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Пусть E – энергия пороховых газов, за счет 
которой совершаются работы Z1, Z2, Z3, Z4, Z5. 
Тогда очевидно соотношение 

5

6
1

.i
i

E Z Z


                         (12) 

Величину Е можно аппроксимировать в сле-
дующем виде [2; 3] 

Ψ( )
ωΨ ,

θ θ

p W sLf
E n

    
         (13) 

где θ – коэффициент адиабаты пороховых газов 
без единицы; ω – масса заряда в каждом стволе; 
Ψ – относительная часть сгоревшего заряда в каж-
дом стволе; Р – давление в каналах стволов; WΨ – 
свободный объем каморы в каждом стволе к мо-
менту сгорания в ней части заряда Ψ; s – площадь 
поперечного сечения канала каждого ствола; L – 
путь штампа по каналу каждого ствола. 

Заменяя в соотношении (12) значения Zi их 
алгебраическими выражениями и учитывая фор-
мулу (13), получим равенство 
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Из уравнения (14) получаем, дифференцируя параметр давления в канале ствола p по времени t, со-
отношение 

Ψ
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Очевидны следующие уравнения, описывающие 

поступательное движение штампа, откатных ча-
стей пушки и извлекаемой сваи: 
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dv
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.pdL
V

dt
                                (19) 

Согласно закону горения трубчатого зерненого 
пороха [2] справедливы соотношения: 

Ψ
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d
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  Ψ
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где Ip – полный импульс давления пороховых га-
зов за время сгорания пороха. 

Начальные условия для решения системы диф- 
ференциальных уравнений (15)–(20) запишем в виде 

0 0 0

0 0 0

0 0
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0, 0.
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Согласно термодинамической теории выстрела 
задача Коши [8] описывает первый период вы-
стрела [2]. 
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Уравнения (15)–(19) второго периода выстре- 
ла [3] эквиваленты уравнениям первого периода вы- 
стрела при условии 1.   Уравнение 

Ãp
dt

d




 

в систему уравнений не войдет. Начальные ус- 
ловия для решения системы обыкновенных диф-
ференциальных уравнений для второго периода вы- 
стрела равны конечным значениям искомых функ- 
ций задачи Коши, описывающей первый период 
выстрела. 

На рис. 4 приведена одноствольная артилле-
рийская установка (n = 1) для застреливания ан-
керов и свай в грунт и извлечения свай из грунта 
УЗАС-2 [3; 9], которая создана в Перми. При из-
влечении свай из грунта возможно использование 
установки следующим образом. В ствол помеща-
ется штамп с большой площадью миделевого се-
чения основания. К откатным частям пушки жест-
ко прикрепляется голова извлекаемой из грунта сваи. 
Во время выстрела штамп на небольшую глубину 
проникает в грунт, а откатные части пушки под-
нимаются вверх, извлекая сваю из грунта. Прове-
дем расчеты моделирования динамики извлече-
ния сваи из грунта с помощью УЗАС-2. 

 

 
 

Рис. 4. Установка УЗАС-2  
с застреливаемым в грунт штампом 

[Figure 4. Installation of UZAS-2  
with a stamp being shot into the ground] 

 
Рассмотрим глинистый грунт с консистенци-

ей 0,5. 

Сила сопротивления этого грунта (Н) прони-
канию штампа определяется соотношением [3] 
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где ss, ds – площадь миделевого сечения и диаметр 
каждого штампа, м. 

Силы G(V, Lp) и Ftr удовлетворяет равен-
ствам (Н):  

( ) 0,pG V ,L   35 000π ( ),tr c c pF d H L   

где Hc – первоначальное заглубление извлекаемой 
сваи. 

Для численного решения задачи динамики вы-
стрела примем следующие характеристики орудия, 
условия заряжания, параметры штампа и извлекае-
мой сваи [9]: длина канала ствола – 1,8 м, вес заря-
да – 3 н, калибр ствола – 0,170 м, объем каморы – 
0,001026 м3, сила пороха – 950 000 дж/кг, плот-
ность пороха – 1600 кг/м3, показатель адиабаты по- 
роховых газов – 1,2, коволюм пороховых газов – 
0,98·10–3 м3/кг, полный импульс давления газов 
во время сгорания пороха (импульс пороха) – 
376 500 Па/с, вес откатных частей орудия – 36 000 н, 
диаметр головной части штампа – 0,5 м, масса 
штампа – 800 кг, диаметр извлекаемой сваи – 
0,168 м, масса сваи – 240 кг, первоначальное 
проникание сваи – 4 м. 

Для расчета динамики орудия была разработа-
на специальная программа [10]. Для решения задач 
Коши использовался метод Рунге – Кутты 2-го 
порядка с шагом интегрировании 10–6 с [2; 3]. 

Вычисления позволили получить следующие 
динамические показатели к концу выстрела: макси-
мальное давление в канале ствола – 654 МПа, дуль-
ное давление пороховых газов – 4,2 МПа, вели-
чина проникания штампа в грунт – 1,13 м, вели-
чина извлечения сваи из грунта – 3,46 м. Относи-
тельная погрешность результатов вычислений от 
экспериментальных данных не превышает 6 %. 

 

Заключение 
 

Численные эксперименты, основанные на опи-
санных в статье математических моделях, теорети-
чески показали эффективность применения много-
ствольных артиллерийских систем для застрелива-
ния свай в грунт и извлечения свай из грунта. Экс-
перименты, проведенные на одноствольных систе-
мах, являющихся частным случаем многоствольных 
пушек, доказали практикой теоретические выводы. 
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Abstract. The article presents the schematic diagrams and mathematical models of multi-barrel artillery systems de-
signed for shooting and extraction of building elements from the ground, describes the results of numerical experiments 
carried out on the basis of the proposed mathematical models and allow to study the dynamics of multi-barrel building artil-
lery systems during the shot. Mathematical forecasts on the depth of piles in the soil, the maximum pressure in the channels 
of the stems, the magnitude and speed of the guns rollback for different conditions of loading the stems and their technical 
characteristics are described. As a verification of the proposed mathematical models, the results of experiments for single-
barrel artillery guns, which are a special case of multi-barrel guns, are described. 
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