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АНАЛИЗ КРАЕВОГО ЭФФЕКТА КАСАТЕЛЬНЫХ НАПРЯЖЕНИЙ  
ПРИ СДВИГЕ ДВУХСЛОЙНОЙ БАЛКИ 

 
В.И. АНДРЕЕВ, Н.Ю. ЦЫБИН, Р.А. ТУРУСОВ 

 
Национальный исследовательский Московский государственный строительный университет 

Ярославское шоссе, д. 26, Москва, Россия, 129337 
 

(поступила в редакцию: 6 марта 2018 г.; принята к публикации: 5 мая 2018 г.) 
 
 

В статье приводится система разрешающих уравнений, описывающая напряженно-деформированное состояние 
многослойной балки и позволяющая решать широкий ряд задач, таких как сдвиг, изгиб, нормальный отрыв для любого 
числа слоев. Для каждого из слоев вводятся гипотезы, аналогичные гипотезам Кирхгофа – Лява. В предложенной модели 
взаимодействие слоев осуществляется с помощью контактного слоя. Контактный слой представляет собой анизотропную 
среду, которую можно рассматривать как «щетку» упругих коротких стержней. Для простоты предполагается, что стерж-
ни ориентированы нормально к поверхности контакта. Использование контактного слоя позволяет избегать таких про-
блем, как бесконечные касательные напряжения на границе раздела слоев вблизи торцов балки, а также решать задачи 
определения концентрации касательных напряжений, возникающих на границах между слоями и в угловых точках, 
и их изменения, например в процессе ползучести. Главной особенностью предлагаемой модели является строгое удовле-
творение граничных условий. Ввиду сложности разрешающей системы уравнений в качестве примера рассматривается за- 
дача о сдвиге слоев двухслойной балки. Получено аналитическое решение, позволяющее качественно анализировать влия-
ние механических и геометрических характеристик на напряженно-деформированное состояние расчетной модели, вычис-
лять истинную адгезионную прочность, а также определять физические характеристики контактного слоя на основе экс-
периментальных данных. Произведен численный пример расчета балки при двух вариантах загружения модели, на основе 
которого установлена связь между истинной и средней адгезионной прочностью в зависимости от различных параметров.  

 
Ключевые слова: многослойные балки, контактный слой, краевой эффект, касательные напряжения 

 

 
ANALYSIS OF THE EDGE EFFECT OF SHEAR STRESSES  

IN THE SHIFT OF A TWO-LAYER BEAM 
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Moscow State University of Civil Engineering (National Research University) (MGSU) 
26 Yaroslavskoye Shosse, Moscow, 129337, Russian Federation 

 
(received: March 06, 2018; accepted: May 05, 2018) 

 
 

The paper presents a system of resolving equations describing the stress-strain state of multilayer beams and allowing solving  
a wide range of problems, such as shear, bending, and normal separation for any number of layers. For each of the layers, hypothe-
ses similar to the Kirchhoff – Love hypotheses are introduced. In the proposed model, the layers interact with a contact layer.  
The contact layer is an anisotropic medium, which can be considered as a “brush” of elastic short rods. For simplicity, it is assumed 
that the rods are oriented normally to the contact surface. The use of a contact layer allows such problems as infinite tangential 
stresses at the interface between the layers near the end of the beam and also to solve the problem of determining the concentration 
of the shearing stresses occurring at the boundaries between the layers and in the corner points, their variation, for example, 
in the creep process. The main feature of the proposed model is strict satisfaction of the boundary conditions. In view of the com-
plexity of the resolving system of equations, we consider, as an example, the problem of shearing the layers of a double-layer beam. 
An analytical solution is obtained that allows qualitative analysis of the influence of mechanical and geometric characteris-
tics on the stress-strain state of the design model, calculate the true adhesive strength, and determine the physical characteristics of the 
contact layer on the basis of experimental data. A numerical example is given for calculating a beam in two variants of model loading, 
on the basis of which a relationship was established between the true and average adhesive strength, depending on various parameters.  

 
Keywords: multilayer beams, contact layer, edge effect, stresses 
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1. Вывод разрешающих уравнений 
 

Модель многослойной балки, состоящей из 
набора внешних и контактных слоев приведена 
на рис. 1. 

 

Рис. 1. Многослойная балка с контактными слоями 
[Fig. 1. Multilayer beam with contact layers] 

В работах [1] и [7] была получена система 
разрешающих уравнений для многослойной бал-
ки. Выпишем часть данной системы для внешних 
слоев. 

2
, ,

;
2

4
, ,

., ,4 2

t bdP dPd N x k x kk
dx dxdx

t bdP dPd h x k x k t bk kD P Pk y k y kdx dxdx


  

             

v
 (1) 

Уравнения описывают напряженно-деформи- 
рованное состояние k-того внешнего слоя балки. 
Предполагается, что внешние слои подчиняются 
классическим гипотезам теории пластин. 

В уравнения входят следующие величины: k  – 
номер внешнего слоя; kh  – толщина слоя; kD  – 

интегральная изгибная жесткость; kN  – продоль-

ная сила; kv  – прогиб слоя; , ,,t b
y k y kP P  – нормаль-

ные нагрузки; , ,,t b
x k x kP P  – касательные нагрузки; 

,t b  – индексы, обозначающие верхнюю и ниж-
нюю поверхность слоя соответственно. 

В общем случае силы, действующие на внеш-
ний слой представляют собой сумму нагрузок, 
приложенных к слою, и усилий, возникающих 
в контактных слоях. 

; ;, , 1

; ., , 1

t t b bP q P qy k k k y k k k

t t b bP s P sx k k k x k k k

         


         

         (2) 

В выражениях ; ; ;t b t b
k k k kq q s s  – внешние нагруз- 

ки, 1 1; ; ;k k k k
   

      – нормальные и касательные 

напряжения в примыкающих контактных слоях. 
Здесь и далее все величины, относящиеся к кон-
тактному слою, будем помечать символом *. 

В работе [1] используется одномерная мо-
дель контактного слоя. Подобная модель не поз-
воляет полностью удовлетворить все граничные 
условия. В данной работе мы будем использовать 
двухмерную модель, представленную в работе [8]. 
Напряжения (нормальные и касательные) в кон-
тактном слое при этом определяются из следую-
щих уравнений: 

 
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*
* ., ,

h dkk k
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        



v v

v v

    (3) 

В уравнения (3) входят: kh  – толщина контакт-

ного слоя; kG  – модуль сдвига; *
kE  – модуль Юн-

га; , ,,t k b k
 v v  – нормальные перемещения на верх-

ней и нижней гранях контактного слоя (пред-
ставляют собой нормальные перемещения при-

мыкающих внешних слоев); , ,,t k b ku u   – осевые 

перемещения (выражения записаны далее в тек-

сте); *
ky  – переменная, отсчитываемая от средней 

линии контактного слоя. 
В качестве примера рассмотрим балку, пред-

ставленную двумя «внешними» слоями и одним 
контактным слоем. Общий вид данной балки 
приведен на рис. 2.  

 

Рис. 2. Двухслойная балка 
[Fig. 2. Two-layer beam] 

Подставим k = 0, 1 в уравнения (1) и k = 1  
в уравнения (3). В результате получим разреша-
ющую систему для двухслойной балки. 
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Входящие в данную систему величины запи-
саны ниже: 

 
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(5) 

Здесь u0,k – перемещения внешнего слоя на 
уровне нейтральной оси. Индекс 1 для величин, 
относящихся к контактному слою, опущен. 

Подставляя (5) в (4), получим: 
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В работе [1] получены следующие соотношения: 

2 2
0 ,0,1 0 0 0 0 ;0,0 2 22 20
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Величины, приведенные в уравнениях (5) и (7): 

kB  – интегральная жесткость при растяжении; Ek – 

модуль Юнга внешнего слоя; fkN  – осевые силы, 

связанные с вынужденными деформациями ,f k  

(температурными, усадочными и т.д.). 
В дальнейшем будем считать, что вынужденные 

деформации вызваны температурой. В этом случае 

, ,; .f k k k f k k k k kT N E h T           (8) 

Из рис. 2 следует связь между продольными 
усилиями во внешних слоях и приложенными 
продольными нагрузками. 

0 1 1 3 0 1 2 4; .N N P P N N P P          (9) 

Складывая между собой выражения (9), найдем 
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В любом случае для обеспечения статическо-
го равновесия должно выполняться соотношение 

1 3 2 4.P P P P    
Продифференцировав пятое уравнение из (6), 

получим: 
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Используя первое и второе соотношения (7), 
преобразуем (11): 
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Используем первое уравнение (6), получим: 
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Преобразовывая шестое уравнение из (6) и 
используя первое, находим 
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Окончательно разрешающая система уравне-
ний примет вид 
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С использованием системы уравнений (15) 
также решена задача о нормальном отрыве слои-
стого композита [3], [6]. 

 
2. Соединение внахлестку 

 
При рассмотрении подобной задачи можно 

пренебречь вертикальными перемещениями сло-
ев. Данное пренебрежение оправданно ввиду ма-
лой гибкости используемых образцов. 

В результате из разрешающей системы (15) 
остается только одно уравнение. 
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Запишем (16) в более компактном виде: 
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Общее решение уравнения (17) представляется 
в виде 
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   exp exp ,3 2 4 2C x C x                      (19) 

где iC  – неизвестные интегрирования, определя-

емые из граничных условий; i  – корни характе-

ристического уравнения 4 2 22 0     . Ниже 
приведены данные корни: 
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Укажем граничные условия для определения 
неизвестных констант интегрирования 
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 (21) 

Общее решение, полученное из данных гранич-
ных условий, весьма громоздко, поэтому здесь не 
приведено. 

Далее будем рассматривать два варианта за-
гружения в соответствии с рис. 3. Дополнитель-
ные варианты нагружения модели представлены 
в [5]. 
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Рис. 3. Вариант приложения нагрузки 1 (а),  

вариант приложения нагрузки 2 (б) 
[Fig. 3. Load application variant 1 (a),  

load application variant 2 (б)] 

Для анализа влияния геометрических и фи-
зико-механических характеристик на напряжен-
но-деформированное состояние модели будем 
использовать эталонные значения: h0 = 10 мм;  
h1 = 10 мм; h* = 1 мм; l = 100 мм; 5

0 2 10  МПа;E  
5 3

1 2 10  МПа; 10  МПа; 1 кН/мм.E E P     
Результаты вычисления продольных сил и ка-

сательных напряжений для эталонных параметров 
модели приведены ниже. 

 
Рис. 4. Продольные усилия во внешних слоях  

(вариант нагружения 1) 
[Fig. 4. Longitudinal forces in the outer layers  

(loading option 1)] 

 
Рис. 5. Продольные усилия во внешних слоях  

(вариант нагружения 2) 
[Fig. 5. Longitudinal forces in the outer layers  

(loading option 2)] 

На рис. 6 можно увидеть краевой эффект, воз-
никающий в контактном слое в узкой зоне. 

При испытании образцов на сдвиг адгезион-
ная прочность вычисляется как разрушающая на- 
грузка, деленная на площадь склейки. Величину, по- 
лученную таким образом, правильнее называть сред- 
ней прочностью (τmid). Истинной адгезионной проч-
ностью является максимальная величина касатель-
ных напряжений τmax в момент разрушения [2]. 

На рис. 7 и далее представлена серия графиков, от- 
ражающих соотношение между истинной и сред-
ней адгезионной прочностью. 

 
Рис. 6. Касательные напряжения в контактном слое 

[Fig. 6. Tangential stresses in the contact layer] 

 
Рис. 7. Соотношение между истинной и средней  

адгезионной прочностью в зависимости от длины склейки 
[Fig. 7. The ratio between the true and average  

adhesion strength, depending on the length of the gluing] 

 
Рис. 8. Графики зависимостей истиной  

и адгезионной прочности от длины склейки 
[Fig. 8. Graphs of dependencies of true  

and adhesive strength on the length of the gluing] 

 
Рис. 9. Графики зависимостей истинной и адгезионной 

прочности от модуля Юнга контактного слоя 
[Fig. 9. Graphs of dependencies of the true and adhesive 

strength on the Young's modulus of the contact layer] 
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Рис. 10. Графики зависимостей истинной и адгезионной 

прочности от толщины контактного слоя 
[Fig. 10. Graphs of dependencies  
of the true and adhesive strength  

on the thickness of the contact layer] 

 
Рис. 11. Графики зависимостей  

истиной и адгезионной прочности  
от соотношения модулей Юнга внешних слоев 

[Fig. 11. Graphs of the dependences  
of the true and adhesive strength on the ratio  

of Young's modules of the “outer” layers] 

Как видим, с увеличением длины склейки от-
ношение истиной адгезионной прочности к сред-
ней увеличивается. Начиная с некоторого значе-
ния, данные зависимости имеют линейный харак-
тер. Это связано с тем, что увеличение длины склей-
ки перестает влиять на максимальное значение ка-
сательных напряжений. При малых размерах ис-
тинная прочность практически совпадает со сред-
ней прочностью. 

 
Заключение 

 
В статье получена система разрешающих урав-

нений для решения многочисленных задач теории 
многослойных балок. Полученные уравнения про-
гнозируют возникновение краевого эффекта. Полу-
чены результаты решения задачи о напряженно-
деформированном состоянии соединения внахлест-
ку. Проанализировано влияние механических харак-
теристик на истинную адгезионную прочность. 

Очевидно, что объема статьи недостаточ-
но для подробного анализа полученных резуль-
татов. Однако можно сказать, что предложенная 
модель адгезионного взаимодействия с использо-

ванием контактного слоя отражает влияние мно-
гих факторов на прочность и позволяет каче-
ственно и количественно анализировать дан-
ное влияние. 
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ОПРЕДЕЛЕНИЕ РАСПАЛУБОЧНОЙ ПРОЧНОСТИ МОНОЛИТНЫХ ПЛИТ И БАЛОК 
 

В.С. КУЗНЕЦОВ, Ю.А. ШАПОШНИКОВА 
 

Национальный исследовательский Московский государственный строительный университет 
Ярославское шоссе, д. 26, Москва, Россия, 129337 

 
(поступила в редакцию: 20 декабря 2017 г.; принята к публикации: 21 апреля 2018 г.) 

 
 

Проверка прочности бетона монолитных конструкций в стадии возведения является необходимым условием 
для дальнейшей нормальной эксплуатации зданий и сооружений. Целью работы является уточнение сроков распа-
лубливания плит и балок с учетом реального набора прочности. В статье рассматривается инженерный способ 
определения распалубочной прочности бетона монолитных изгибаемых элементов без предварительного напряже-
ния арматуры. Способ определения распалубочной прочности основан на равенстве внешних и внутренних усилий 
в нормальном расчетном сечении в стадии разрушения при исчерпании прочности бетона. Данный способ приме-
ним для линейных элементов и конструкций. По результатам работы получена формула для назначения минималь-
ной прочности бетона при распалубливании и коэффициент k, который можно использовать для простого и точного 
определения распалубочной прочности для плит и балок. Для определения распалубочной прочности при примене-
нии рабочей арматуры А400 и А500С приведены графики зависимости коэффициента k от толщины плиты при дей-
ствии единичного момента. Предложенный способ определения распалубочной прочности позволяет назначать 
величину распалубочной прочности для плит и балок и уточнять сроки распалубливания конструкций с учетом ре-
ального набора прочности.  

 
Ключевые слова: монолитные железобетонные конструкции, прочность бетона, распалубочная прочность, 

стадия возведения 
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Checking the strength of concrete monolithic structures in the stage of erection is a necessary condition for the possi-
bility of further normal operation of buildings and structures. The purpose of the work is to specify the timing of the decou-
pling of slabs and beams taking into account the real strength set. In this article, an engineering method for determining  
the form-fitting strength of concrete of monolithic bending elements without a prestressing reinforcement is considered.  
The method for determining the form-fitting strength is based on the equality of external and internal forces in the normal 
design section in the stage of failure when the strength of concrete is depleted. This method is applicable to linear elements 
and constructions. Based on the results of the work, a formula has been obtained for assigning the minimum concrete 
strength at decompression and the coefficient k, which can be used to easily and accurately determine the stripping strength 
for slabs and beams. The graphs of the dependence of the coefficient k are given for determining the formwork strength 
when using working reinforcements A400 and A500C, on the thickness of the plate under the action of a single moment.  
The proposed method for determining the form-fitting strength makes it possible to designate the size of the form-fitting strength 
for slabs and beams and to specify the timing of the decoupling of structures, taking into account the actual strength set.  

 
Keywords: monolithic reinforced concrete structures, strength of concrete, formwork strength, stage of erection 
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Введение. Особенностью проектирования 
монолитных железобетонных конструкций, воз-
водимых на строительной площадке, является 
обязательная проверка прочности в стадии возве-
дения [1–2]. Невыполнение требований прочности 
в промежуточном возрасте приводит к тяжелым 
последствиям, связанным не только с материаль-
ными потерями, но и с человеческими жертва- 
ми [3–5]. Поэтому проверка прочности бетона мо-
нолитных конструкций в стадии возведения явля-
ется необходимым условием для дальнейшей нор- 
мальной эксплуатации зданий и сооружений [6–9]. 

Цель работы. Целью работы является уточ-
нение сроков распалубливания линейных изгиба-
емых элементов (плит и балок) с учетом реально-
го набора бетоном прочности. 

Материалы и методы. При проверке прочно-
сти в стадии возведения должны учитываться сле-
дующие обстоятельства: пониженная прочность 
бетона, связанная со временем и условиями твер-
дения, снижение прочности бетона при длительном 
действии нагрузки [10–13]. При этом прочность 
нормальных сечений определяется только сжатым 
бетоном, так как количество продольной арматуры 
назначается из условия прочности элемента в ста-
дии эксплуатации (рис. 1) [14–16]. 

 
Рис. 1. Cхема к расчету прочности  
сечений с одиночной арматурой 

[Fig. 1. Scheme for calculating the strength  
of sections with a single armature] 

Рассматривается случай, когда сжимающие на- 
пряжения воспринимаются только бетоном, ар-
матура в сжатой зоне не учитывается, т.е. А' = 0. 

Уравнение прочности нормального сече-
ния по бетону 

M = Rbbx/(h0 – 0,5x).      (1) 

Учитывая, что x = ξ/h0, выражение (1) после 
некоторых преобразований примет вид  

M = Rbbh0
2ξ(1 – 0,5ξ).      (2) 

Или, учитывая, что ξ(1 – 0,5ξ) = αm: 

M = αmRbbh0
2.      (3) 

Максимальное усилие, воспринимаемое бе-
тоном, достигается при высоте сжатой зоны бето- 
на при x = xR или ξ = ξR и αm = αR и наступает при 
достижении в сжатом бетоне напряжений, равных 
установленной распалубочной прочности Rb,рас. 

Граничное положение нейтральной оси оп- 
ределяется экспериментальным путем и прини-
мается при использовании арматуры класса А400 
ξR = 0,531 и αR = 0,390. При арматуре А500C  
ξR = 0,493 и αR = 0,372 [1]. 

Принимая в выражении (3) αm = 0,8αR, находим 
минимальное значение распалубочной прочности: 

Rb,расп = M/(0,8αRbh0
2).      (4) 

Результаты и обсуждение. Для плит при рас- 
четной ширине сечения b = 1 м выражение (4) 
принимает следующий вид. 

Для арматуры А400  

Rb,расп = M/(αRbh0
2) = M/(0,8 · 0,390 · 1,0 · h0

2) =  

= M/(0,312h0
2).      (5) 

Для арматуры А500C  

Rb,расп = M/(0,8 · 0,372 · 1,0 · h0
2) = M/(0,298h0

2).   (6) 

Данная формула может быть рекомендована 
для назначения минимальной прочности бетона 
при распалубливании плит. 

Таким образом можно получить коэффициент k, 
равный 0,312h0

2 при использовании арматуры А400 
и 0,298h0

2 для А500С, который позволяет просто 
определить распалубочную прочность в зависимо-
сти от толщины плиты. На рис. 2 представлены 
графики коэффициента k для определения распа-
лубочной прочности от М = 1 кНм/м. 

 
Рис. 2. Значения коэффициента k для определения 
распалубочной прочности плит от М = 1 кНм/м 

[Fig. 2. The values of the coefficient k for determining  
the stripping strength of slabs from M = 1 kNm/m] 

Например, при толщине плиты 200 мм,  
h0 ≈ 160 мм и расчетном моменте от собственного 
веса M = 55,0 кНм/м по графику (рис. 2) мини-
мальное значение промежуточной прочности со-
ставляет: 
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– при арматуре А500С: Rb,расп = 0,131 · 55,0 =  
= 7,21 МПа, что при классе бетона В20 составля-
ет 7,21 · 100/11,5 = 62,7%. Таким образом, про-
межуточная прочность Rb,расп должна быть не ме-
нее 0,63Rb класса бетона В20; 

– при арматуре А400: Rb,расп = 0,125 · 55,0 =  
= 6,88 МПа, что при бетоне В20 составляет  
6,88 · 100/11,5 = 59,8%. Промежуточная прочность 
Rb,расп должна быть не менее 0,6Rb класса бето- 
на В20. 

Выполним проверку прочности нормальных 
сечений при вычисленной промежуточной проч-
ности M = 55,0 кНм/м, h0 = 0,16 м, арматуре А500С 
и распалубочной прочности Rb,расп = 7,21 МПа. 

αm = М/Rbbho
2 = 55,0/7,21 · 103 · 1,0 · 0,162 =  

= 0,298 < αR = 0,372. 

Так как αm = ξ(1 – 0,5ξ), то значение относи-
тельной высоты сжатой зоны ξ находится из из-
вестного квадратного уравнения 0,5ξ2 – ξ+αm = 0, 
откуда ξ = 0,364. 

При αm = 0,298 абсолютная высота сжатой зоны 

x = ξh0 = 0,364 · 0,16 = 0,058 м. 

Mсеч = Rb,расп bx (h0 – 0,5x) = 

= 7,21 · 103 · 1,0 · 0,058 (0,16 – 0,5 · 0,058) = 55 кНм. 

M = 55 = Mсеч = 55 кНм/м. 

Таким образом, прочность нормальных сечений 
плиты в стадии распалубливания по бетону при 
установленной передаточной прочности обеспечена.  

Аналогично вычислялась распалубочная проч- 
ность Rb,расп при арматуре А500С для других плит. 
Результаты вычислений представлены в табл. 1.  

Таблица 1  
[Table 1] 

Величины распалубочной прочности при различных 
толщинах плит и соотношениях моментов 

[The values of the formwork for different  
thicknesses of the plates and moment ratios] 

Тол-
щина 
плиты  

h, м 
[Plate 
thick-
ness  
h, m] 

Коэффи- 
циент k 
[Coeffi- 
cient k] 

Проч-
ность 
Rb,расп, 
МПа 

[Form-
work 

strength 
Rb,расп, 
МPа] 

Rb,расп /
Rb, % 

 

Внешний 
момент 
М, кНм 
[External 
moment 
М, кNm] 

Мсеч, 
кНм 

[Section 
moment 
Мсеч, 
кNm] 

Мсеч / 
M 
 

0,2 0,131 7,210 62,69 55 55 1 
0,22 0,104 6,214 54,04 60 60 1 
0,24 0,084 5,453 47,42 65 65 1 
0,26 0,069 4,853 42,20 70 70 1 
0,28 0,058 4,369 37,99 75 75 1 
0,30 0,050 3,971 34,53 80 80 1 

Из таблицы видно, что принятые в соответ-
ствии с формулами (5) и (6) или графиком рис. 1 
значения промежуточной прочности Rb,расп обес-
печивают прочность нормальных сечений в рас-
четной ситуации, соответствующей снятию опа-
лубки [9–11]. 

Таким образом, предложенный способ опре-
деления распалубочной прочности Rb,расп для плит 
позволяет не только назначить величину Rb,расп, 
но и уточнить сроки распалубливания конструкций. 

Данный способ применим для линейных эле- 
ментов и конструкций. 

Для балок при отношении ширины сечения 
балки к ее высоте b = 0,4 h выражение (4) прини-
мает следующий вид. 

Арматура А400 

Rb,расп = M/αRbh0
2 =  

= M/0,8 · 0,390 · 0,4h0 · h0
2 = M/0,125h0

3.        (7) 

Арматура А500С 

Rb,расп = M/0,8 · 0,372 · 0,4h0 · h0
2 =  

= M/0,119h0
3.                           (8) 

Например, для монолитного балочного пере-
крытия из бетона класса В20, арматуры А500С 
высота балки h = 600 мм, h0 ≈ 560 мм, расчет- 
ный момент от собственного веса балки и плиты  
M = 72,0 кНм. По формуле (8) прочность  
Rb,расп = 0,119 · 72,0 = 8,6 МПа, что при бетоне 
В20 составляет 8,6 · 100/11,5 = 74,5%. Следова-
тельно, промежуточная прочность Rb,расп должна 
быть не менее 0,75Rb класса бетона В20. 

Проверка прочности нормальных сечений при 
вычисленной распалубочной прочности Rb,расп =  
= 8,6 МПа показала, что αm = 0,0268 < αR = 0,372. 
Абсолютная высота сжатой зоны 

x = ξh0 = 0,272 · 0,56 = 0,015 м. 

Условие прочности по бетону  

Mсеч = Rb,расп bx (h0 – 0,5x) =  
= 8,6 · 103 · 0,24 · 0,015   (0,56 – 0,5 · 0,186) = 17,3 кНм. 

M = 17,3 < Mсеч = 80,0 кНм. 

Прочность нормальных сечений балки в ста-
дии распалубливания по бетону при установлен-
ной передаточной прочности обеспечена. 

Заключение. Предложенный способ опреде-
ления распалубочной прочности Rb,расп позволяет 
назначать величину Rb,расп для плит и балок и уточ-
нять сроки распалубливания конструкций с уче-
том реального набора прочности. 

 
© Кузнецов В.С., Шапошникова Ю.А., 2018 
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Stability analysis in civil engineering is traditionally centred on the stability of individual components of a structure, 
rather than on the stability of the assemblage of structural components. This may be explained by the lack of adequate tools 
for the stability analysis of complete structures in the past. Recently, the necessity of the development of general rational 
methods of stability analysis with a model of the complex structure is widely recognized. These methods should reliably 
predict the overall stability of the structure, the interaction between the components of the structure in providing restraint 
against instability of individual members, and the local stability of each individual member. Development of such theories 
and corresponding algorithms require a thorough investigation. The aim of this paper is to investigate the instability of 
single columns without large deflections by means of the second order structural theory and to study the influence of 
imperfections on the behaviour of such structural elements.  
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Анализ устойчивости в строительстве традиционно ориентирован на устойчивость отдельных компонентов 
конструкции, а не на устойчивость конструктивной системы в целом. Это может быть объяснено отсутствием аде- 
кватных инструментов для анализа устойчивости сложных структур в прошлом. В последнее время широко признана 
необходимость разработки общих рациональных методов анализа устойчивости при помощи моделирования кон- 
структивной системы. Эти методы должны надежно прогнозировать общую устойчивость структуры, взаимодей- 
ствие между ее элементами при обеспечении устойчивости отдельных элементов и устойчивость каждого отдель- 
ного элемента. Разработка таких теорий и соответствующих алгоритмов требует тщательного исследования. Целью 
настоящей работы является исследование потери устойчивости отдельно стоящих колонн в отсутствии больших 
перемещений с помощью конструктивной теории второго порядка, а также изучение влияния несовершенств на 
поведение таких конструктивных элементов.  

 
Keywords: колонны, устойчивость структуры, потеря устойчивости, конструктивные элементы 

 

 
 

Introduction 
 

The behaviour of structures in compression dif-
fers significantly from their behaviour in tension. 
The load bearing capacity of a structure in tension is 
limited by the strength of its material. The load bea- 

ring capacity of a structure in compression can be li- 
mited either by the strength of its material or by in-
stability.  

An equilibrium configuration of a structure is 
singular if the structure can be displaced to a neigh-
bouring equilibrium configuration without change in 
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the applied loading. The displacement is assumed to 
be infinitesimally small. If the load on a structure that 
is in a singular configuration can be reduced by dis-
placing the structure by a finite increment to a neigh-
bouring equilibrium configuration, this structure is 
called unstable. If no neighbouring equilibrium con-
figuration with reduced load exists, the structure is 
called stable even though the configuration is singular.  

The order of a theory specifies the approximation 
that is made in the formulation of the equilibrium 
equations of a structure. If the equilibrium equations 
are derived for the reference configuration, the formu-
lation is called a first order theory. If the equilibrium 
equations are derived for the instant configuration,  
the formulation is called a second order theory. The go- 
verning equations of both first order and second order 
theory can be either linear or nonlinear, depending on 
additional assumptions made in the formulations. 

First order theories are usually formulated with 
assumptions that make the theory linear. The soluti- 
on of the linear governing equations of first order 
theory for given loads and supports leads to a unique 
displacement vector. This is illustrated in this paper 
for a straight bar subjected to an axial load. Because 
the displacement for given loads and supports is 
unique, a neighbouring equilibrium configuration with 
different displacements but equal loads and supports 
cannot exist. The necessary condition for instability 
of the structure thus cannot be fulfilled. It is not pos-
sible to study the stability of structures with a linear 
first order theory. 

Second order theories can be linear or nonlinear. 
Nonlinear second order theories are sometimes called 
third order theories. If the displacements of a struc-
ture prior to instability are small relative to the di-
mensions of the structure, it is sufficient to analyse 
their stability with a linear second order theory. Such 
cases are treated in this paper. If the displacements 
prior to instability are large, the structure must be 
analysed with a nonlinear second order theory.  

The following three cases can be distinguished in 
second order theory if the governing equations are linear: 

(a) The equations are homogeneous: they have 
nontrivial solutions (solutions that are not null) only 
if the determinant of their coefficient matrix is null. 
It is illustrated herein that this approach leads to the 
Euler buckling load for columns. 

(b) The equations are inhomogeneous and the de-
terminant of their coefficient matrix is not equal to 
null. The structure does not become unstable but un-
dergoes large displacements that limit its serviceabi- 
lity. This is illustrated for columns with imperfections. 

(c) The equations are inhomogeneous and the de- 
terminant of their coefficient matrix is null. The struc- 

ture is not in equilibrium for general loadings, but can 
be in equilibrium for specific loadings. Small geometric 
imperfections or load perturbations trigger instability 
under these specific loadings. 

Second order theory with nonlinear governing 
equations is not treated in this paper. 

 
First Order Theory  

for an Axially Loaded Bar 
 

Figure 1 shows a straight prismatic bar with 
modulus of elasticity E, whose cross-section has area 
A. The bar is subjected to an axial load P at node A. 
It is supported by a roller in the axial direction at A 
and by a pin at B. The displacements and stresses of 
the bar under the axial load are to be determined.  

 
Fig. 1. Reference bar configurations for first order theory 

The equilibrium equation is formulated for the 
bar in its reference configuration: the axis of the bar 
is considered to be a straight line segment of length a 
as in the reference configuration on the left of figu- 
re 1. Let the axial force in the bar be N (tension posi-
tive). The forces applied to node A are in equilibri-
um: N = –P. 

Let the displacement of point x on the axis of  
the column in the direction of the x-axis be u(x).  
The axial strain ε on the cross-section of the column 
is assumed to be constant over the cross-section and 
equal to the derivative of the displacement u with 
respect to x. The nonlinear terms in the strain-
displacement relationship are thus neglected. The axial 
force in the bar is given by: 

                       (1) 

The axial force N is replaced by –P and the resul- 
ting differential equation is solved for the displace- 
ment: u = – (P/AE) x + c. 

The integration constant c follows from the boun- 
dary condition that u = 0 for x = a: 

u = (P/AE) (a – x).                         (2) 

.
du

N AE AE
dx

  
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The bar fails when the stress reaches the yield 
strength of its material. The example shows that linear 
first order theory does not predict singular configura-
tions of a bar. 

 
Second Order Theory  

for Euler Columns 
 

Figure 2 shows a straight prismatic bar with 
modulus of elasticity E, whose cross-section has an 
area A and a moment of inertia I. The bar is subjec- 
ted to an axial load P at node B. It is supported by  
a pin at B and by a roller in the axial direction at A. 
The displacements and stresses of the bar under 
the axial load are to be determined.  

 
Fig. 2. Reference and instant bar configurations  

for second order theory 

The origin of the Cartesian coordinate system is 
chosen at node A of the bar. The x-axis is directed from 
node A to node B. The y-axis is rotated anti-clock- 
wise through an angle of 90 degrees from the x-axis. 
The z-axis is orthogonal to the x- and y-axes so that  
the three axes form a right-hand system. This coordi-
nate system will also be used in the following sections. 

The equilibrium equation is formulated for the bar 
in its instant configuration. The axis of the bar in  
the instant configuration on the right hand side of 
figure 2 is a curve: the points on the axis of the bar 
have displaced from their reference location by u(x) 
in the direction of the x-axis and by v(x) in the direc-
tion of the y-axis. 

In the general nonlinear theory, the governing 
equations for the displacements u and v are coupled 
because the nonlinear strains are functions of u  
and v. The analysis is simplified by assuming that  
the displacements are small compared to the dimen-
sions of the column and its cross-section. Separate 
governing equations can then be formulated for 
the two displacements. 

Additional assumptions are made in the formula-
tion of the governing equation for the axial direction. 

The area of the cross-section changes under load due 
to the Poisson effect. This change is not taken into 
account. The axial strain is a nonlinear function of 
the derivatives of displacements u and v: 

               
(3)

 

The quadratic terms on the right-hand side of (3) 
are neglected so that the strain is a linear function of 
the displacement. Due to these assumptions, solution (2) 
for the axial displacement u remains valid for second 
order theory. 

Due to the transverse displacement v of the bar, 
the axial load P causes a bending moment M in  
the bar. The bending moment acting on a cross-
section, whose normal points in the direction of  
the positive x-axis, is considered positive if its vec- 
tor points in the positive direction of the z-axis.  

M = – Pv.                                  (4) 

The general relationship between the bending 
moment M and the displacements u and v is highly 
nonlinear. It is approximated by the relationship be-
tween M and v that is formulated in first order beam 
theory: M = EI (d2v/dx2). 

Substituting the moment M into equation (4) yields: 

EI (d2v/dx2) + Pv = 0.                    (5) 

The differential equation (5) is solved with the trigo- 
nometric sine function. The integration constants are 
chosen so that the boundary conditions v = 0 at x = 0 
and x = a are satisfied: 

                      
(6)

 

Substitution of v from (6) into (5) yields a linear 
homogeneous equation: 

           (7) 

Equation (7) is solved by setting either the displace- 
ment or the coefficient of the displacement to null: 

solution 1:  

v0 = 0;                                  (8) 

solution 2: 

                         
(9)

 

It follows from solutions (8) and (9) that the load 
path of the bar contains bifurcations. The trivial solu-
tion v = 0 is valid for all values of the load P.  
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The specific values of Pn in (9) permit additional 
equilibrium configurations in which the lateral dis-
placement v is not null. There is a bifurcation in 
the load path for each value of n. 

Due to geometric imperfections of the column 
and perturbations of its loading, the load path in na-
ture will consist of a principal branch with v = 0 for 
P < P1, and a secondary branch with displacement v 
given by (6) with n = 1. The displacement amplitude 
v0 is indeterminate. The load P1 is called the Euler 
buckling load PE for simply supported columns: 

                           
(10) 

The example shows that the approach of Euler 
leads to a linear homogeneous equation for the late- 
ral displacement v that predicts several singular 
points (9). The point with the smallest absolute value 
of the load controls the buckling of the column.  

 
Fig. 3. Bifurcation of the load path of the bar in figure 2 

Figure 3 shows the load path of the bar in figure 2. 
Point a corresponds to the reference configuration. 

 
Behaviour of  

Geometrically Imperfect Columns 
 

Assume that the axis of bar AB in figure 2 is not 
straight in its reference configuration, but has a geo-
metric imperfection given by the following curve: 

                       
(11)

 

where g0 – specified amplitude of the imperfection. 
The equilibrium equation (4) and the governing 

equation (5) are replaced by: 

M = –P (g + v),                          (12) 

                     (13) 

 

Fig. 4. Column with geometric imperfection 

Substitution of the displacement (6) and the im-
perfection (11) into (13) yields: 

             (14) 

The governing equation remains linear, but is no 
longer homogeneous. Consider the special case n = 1 
and define the sum t(x) of the imperfection g(x) and 
the displacement v(x). Equation (14) leads to: 

  
with

           
(15)

 

 

Fig. 5. Load ratio as a function of  

the displacement ratio  

Solution (15) shows that the load path of the co- 
lumn in figure 4 does not contain a singular point. 
The axis of the column displaces laterally at all load 
levels. The displacement tends towards infinity as 
the load on the column tends towards the Euler buck-
ling load PE. Figure 5 shows the variation of the dis-
placement ratio t/g0 in (15) with the load ratio s.  
The displacement ratio reaches the value 2 for a load 
ratio of 0.50, the value of 5 for a load ratio of 0.80 
and the value 10 for a load ratio of 0.90. 
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Behaviour of Columns  
with Load Perturbation 

 
Assume that the column in figure 6 is subjected 

to a sinusoidal transverse load q in addition to  
the axial load P: 

 
where q0 – amplitude of the perturbation load.  

 
Fig. 6. Column with perturbation load 

The equilibrium equation (4) and the governing 
equation (5) are replaced by: 

                     (16) 

              (17) 

Substitution of the displacement (6) into (17) 
yields the displacement amplitude: 

  
with

  
         (18) 

The amplitude vt of the displacement due to 
the transverse load without axial load is: 

                       (19) 

The amplitude vt is substituted from (19) into (18): 

                            (20) 

Solution (20) shows that the load path of the co- 
lumn in figure 6 does not contain a singular point. 
The axis of the column displaces laterally at all load 
levels. The lateral displacement tends towards infini-
ty as the load on the column tends towards the Euler 
buckling load PE. The ratio of the displacement am-

plitude v0 with axial load to the displacement ampli-
tude vt without the axial load in (20) varies with 
the load ratio s like the ratio of the lateral displace-
ment vt to the amplitude g0 of the geometric imper-
fection in (15). The displacement tends towards in-
finity as the load ratio s goes to 1. 

 
Conclusions 

 
The study of Euler columns shows that their sta-

bility can be studied with two significantly different 
approaches. 

(a) A singular configuration is determined for 
the column without geometric imperfection and 
without load perturbation. The load for which this 
configuration occurs is the buckling load of the co- 
lumn. The column does not displace laterally until 
the buckling load is reached.  

(b) The column is subjected to a geometric im-
perfection or to a perturbation load in addition to  
the axial load. The column displaces laterally at all 
load levels. The displacements cause moments in 
the column. As the load tends towards the buckling 
load determined in (a) above, the lateral displacement 
tends to infinity.  

Most of the building codes permit modified forms 
of both of these approaches to stability theory. In ad- 
dition, the codes account for the initial stresses in steel 
members, yielding of the material of the column be-
fore it buckles and large displacements that limit ser-
viceability. 
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В настоящее время широкое распространение получает метод усиления железобетонных конструкций систе-
мами внешнего армирования на основе углеродного волокна. Накоплен значительный опыт в промышленном и 
гражданском строительстве, а также определенный опыт усиления железобетонных конструкций гидротехнических 
сооружений. Вместе с тем потребовалось проведение экспериментальных исследований для обоснования техниче-
ских решений по усилению железобетонных конструкций гидротехнических сооружений. Характерная особенность 
железобетонных конструкций гидротехнических сооружений заключается в обязательном наличии межблочных 
строительных швов, которое вызвано необходимостью возводить массивные гидросооружения ярусами и блоками с 
перерывами в бетонировании. Ранее проводились исследования железобетонных конструкций, усиленных компо-
зитными материалами, без учета блочного строения. В настоящей статье приводятся результаты эксперименталь-
ных исследований железобетонных балочных конструкций гидротехнических сооружений, усиленных углеродны-
ми лентами, имеющих горизонтальные и вертикальные межблочные строительные швы. Были выполнены экспери-
ментальные исследования серии железобетонных балочных моделей, изготовленных из бетона класса В15 с про-
дольным рабочим армированием из двух стержней диаметром 10 мм класса А500С (процент армирования 0,39%) и 
из бетона класса В25 с продольным рабочим армированием из трех стержней диаметром 12 мм класса А500С (про-
цент армирования 0,84%), с межблочными строительными швами до и после их усиления продольными и попереч-
ными углеродными композитными лентами. Зафиксирован особый характер трещинообразования, при котором 
трещины распространяются по вертикальным и горизонтальным межблочным строительным швам. За счет усиле-
ния железобетонных конструкций углеродными композитными лентами прочность конструкций повысилась в 
среднем в 1,78 раза.  

 
Ключевые слова: железобетонные конструкции гидротехнических сооружений, межблочные строительные 

швы, усиление внешним армированием, ленты из углеродного волокна, экспериментальные исследования 
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A method of strengthening reinforced concrete structures by external reinforcement systems based on carbon fiber is 
widely used. Significant experience is accumulated in industrial and civil construction; there is also a certain experience of 
strengthening reinforced concrete structures of hydraulic structures. It was necessary to conduct experimental studies to jus-
tify technical solutions for strengthening the reinforced concrete structures of hydraulic structures. A characteristic feature 
of reinforced concrete structures of hydraulic structures is the mandatory availability of inter-block construction joints, 
which are caused by the need to build massive hydraulic structures with tiers and blocks with interruptions in concreting. 
Previously studies of reinforced concrete structures strengthened by composite materials were conducted without taking into 
account the block structure. The results of experimental studies of reinforced concrete beam structures of hydraulic struc-
tures reinforced with carbon strips having horizontal and vertical inter-block building seams are presented in the article. 
Experimental studies of a series of reinforced concrete beam-type models made of concrete of class B15 with longitudinal 
reinforcement from two bars. Their diameter is 10 mm and class is A500C (percentage of reinforcement 0.39%). The used 
concrete class is B25 with longitudinal reinforcement of three bars of diameter 12 mm and class A500C (percentage of rein-
forcement 0.84%). Their inter-block construction joints is before their strengthening and after reinforcement by longitudinal 
and transverse carbon composite tapes. In this case, a special type of cracking was recorded, in which cracks propagate 
along vertical and horizontal inter-block building seams. Due to the strengthening of reinforced concrete structures with 
carbon composite strips, the strength of the structures has increased, on average, by 1.78 times.  

 
Keywords: reinforced concrete structures of hydraulic structures, inter-block building seams, strengthening by external 

reinforcement, carbon fiber tapes, experimental research 
 

 
 

В настоящее время распространяется метод 
усиления железобетонных конструкций системами 
внешнего армирования на основе углеродного во-
локна. В том числе появился определенный опыт 
усиления железобетонных конструкций гидротех-
нических сооружений (ГТС). Для обоснования тех-
нических решений по усилению железобетонных 
конструкций гидротехнических сооружений был 
проведен комплекс экспериментальных исследова-
ний [1; 2].  

Следует отметить, что характерную особен-
ность массивных гидротехнических ГТС представ-
ляют собой межблочные строительные швы, ко-
торые являются неотъемлемой составной частью 
указанных конструкций, вызванной необходимо-
стью возводить их в несколько этапов с переры-
вами в бетонировании. 

Наличие межблочных строительных швов нашло 
свое отражение в нормативных документах по проек-
тированию железобетонных конструкций ГТС [3; 4]. 

Потребовалось проведение исследований же-
лезобетонных конструкций ГТС с блочными шва-
ми, усиленных внешним армированием на основе 
композиционных материалов с учетом отечествен-
ного и зарубежного опыта [5–8]. 

Для этих целей была изготовлена серия желе-
зобетонных моделей балочного типа с горизон-
тальными и вертикальными межблочными швами. 

Проектные размеры опытных балок: длина – 
2150 мм; высота – 300 мм; ширина – 150 мм. 

Две балки Б-И15-2.1 и Б-И15-2.2 изготавлива-
лись из бетона класса В15 с рабочим продольным 
армированием из двух стержней диаметром 10 мм 
класса А500С (процент армирования 0,39%). 
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Третья балка Б-И25-1.1 изготавливалась из бе-
тона класса В25 с рабочим продольным армиро-
ванием из трех стержней диаметром 12 мм класса 
А500С (процент армирования 0,84%). 

Во всех балках на расстоянии 425 мм от тор-
цов устраивались вертикальные межблочные швы. 

Также во всех балках устраивался горизон-
тальный межблочный шов на расстоянии 90, 70 и 
110 мм от верхней грани соответственно. 

Поперечная рабочая арматура выполнялась 
из стержней диаметром 8 мм класса А500С на 
участке между опорой и вертикальным швом та-
ким образом, чтобы участок между силой и вер-
тикальным швом не имел поперечной арматуры. 

Конструкция опытных балок представлена на 
рис. 1. 

 
Рис. 1. Конструкции и схемы испытаний  

опытных балок 
[Fig. 1. Constructions and testing schemes  

of the experimental beams] 

При испытаниях опытные балки опирались на 
подвижную (катковую) и неподвижную (ножевую) 
опоры, расположенные на расстоянии 100 мм от 
торцов. 

Нагрузка прикладывалась вертикально посред-
ством гидродомкрата с максимальным усилием  
500 кН и передавалась через горизонтальную тра-
версу в двух точках на расстоянии 450 мм от цен-
тра балки. При этом расстояние между силами (зо-
на «чистого» изгиба) составило 900 мм, а расстоя-
ние между силами и опорами (пролет среза) соста-
вило 525 мм. Схема испытаний показана на рис. 1. 

Испытания балок проводились в 2 этапа. 
На этапе 1 испытаний железобетонные балки 

нагружались ступенями до уровня, составляюще-
го около 70% от нагрузки, вызывающей начало 
текучести в продольной рабочей арматуре. При этом 
происходило раскрытие вертикальных и горизон-
тальных межблочных строительных швов и раз-
витие системы вертикальных (нормальных) тре-
щин в зоне действия «чистого изгиба». 

На этапе 2 проводились испытания тех же 
железобетонных моделей, усиленных внешним ар-
мированием, до их разрушения. 

Оклейка железобетонных моделей элемента-
ми усиления (лентами из углеродного волокна) 
производилась после полного снятия нагрузки. 

При этом следует выделить три группы эле-
ментов усиления моделей (внешнего армирования). 

Первую группу внешнего армирования со-
ставляли продольные углеродные композитные 
ленты типа FibArm 530/150 шириной 150 мм, 
наклеенные на нижние растянутые грани опытных 
балок в два слоя. Продольная внешняя арматура 
анкеровалась поперечными хомутами из углерод-
ных композитных лент шириной 150 мм у торцов 
балок. 

Вторую группу внешнего армирования со-
ставляли поперечные хомуты из углеродных 
композитных лент шириной 50 мм, устанавлива-
емые в количестве 3-х штук равномерно с шагом 
250 мм на среднем участке моделей между двумя 
силами. 

Третью группу внешнего армирования состав-
ляли поперечные хомуты из углеродных компо-
зитных лент на участке среза между опорой и 
силой. 

В балках Б-И15-2.1 и Б-И15-2.2 (с процентами 
армирования 0,39%) в пролете среза устанавлива-
лись поперечные хомуты из углеродных компо-
зитных лент шириной 60 мм на участке между 
силой и вертикальным межблочным швом. 

В балке Б-И15-2.2 в пролете среза добавля-
лись хомуты из углеродных композитных лент 
шириной 150 мм на расстоянии 120 мм от торце-
вых хомутов, анкерующих продольную внешнюю 
арматуру на нижней грани балок. 

В балке Б-И25-1.1 (с процентом армирования 
0,84%) в пролете среза устанавливались попереч-
ные хомуты из углеродных композитных лент ши-
риной 375 мм на расстоянии 100 мм от торцевых 
анкерующих хомутов, вплотную примыкающие к 
вертикальному сечению под силой. 

Схемы оклейки опытных балок углеродными 
композитными лентами представлены на рис. 2. 
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Рис. 2. Схемы усиления опытных балок  
композитными углеродными лентами: 
а – Б-И15-2.1; б – Б-И15-2.2; в – Б-И25-1.1; 

1 – межблочные швы; 2 – углеродная лента шириной 150 мм (2 слоя); 
3 – анкерующие хомуты из углеродной ленты шириной 150 мм; 

4 – хомуты из углеродной ленты шириной 50 мм;  
5 – хомуты из углеродной ленты в пролете среза 

[Fig. 2. Schemes of amplification of experimental beams  
by composite carbon strips: 

а – Б-И15-2.1; б – Б-И15-2.2; в – Б-И25-1.1; 
1 – interlocking seams, 2 – carbon tape 150 mm wide (2 layers);  

3 – anchoring clamps made of carbon tape 150 mm wide;  
4 – clamps from carbon tape with a width of 50 mm;  
5 – clamps from the carbon tape in the shear span] 

Опытные балки оснащались контрольно-изме- 
рительной аппаратурой для измерения прогибов, 
раскрытия межблочных швов, деформаций бето-
на и элементов усиления конструкций. При этом 
использовались индикаторы часового типа, тен-
зорезисторы омического сопротивления с ба-
зой 20 и 50 мм. 

В ходе этапа 1 испытаний (до усиления кон-
струкций) были получены следующие основные 
результаты. 

Во всех опытных балках был зафиксирован 
особый характер трещинообразования. После рас-
крытия вертикальных межблочных швов со сторо-
ны нижней растянутой грани вертикальные трещи-
ны по швам достигли горизонтальных швов и стали 
продвигаться горизонтально по шву в направлении 
силы. Вблизи силы трещины выклинились наклон-
но вверх или вертикально (рис. 3). 

На участке между силами образовалась систе-
ма вертикальных нормальных трещин. 

 
Рис. 3. Схема характерных трещин  

в опытных балках на этапе 1 испытаний: 
а – Б-И15-2.1; б – Б-И15-2.2; в – Б-И25-1.1 

[Fig. 3. The scheme of the specific cracks  
in the experimental beams at the stage 1 of the test:  

а – Б-И15-2.1; б – Б-И15-2.2; в – Б-И25-1.1] 

При максимальной нагрузке 50 кН (учиты-
вая, что начало текучести в стержневой арматуре 
ожидалось при нагрузке 75 кН) раскрытие гори-
зонтального шва составило 0,8 мм в первой балке 
(Б-И15-2.1) и 1,6 мм во второй балке (Б-И15-2.2). 
Раскрытие наклонной трещины, направленной к 
силе, составило 0,5 мм в первой балке и 0,9 мм во 
второй балке. Максимальное раскрытие верти-
кальных нормальных трещин составило 0,28 мм в 
первой балке и 0,2 мм во второй балке. 

Графики прогибов опытных балок Б-И15-2.1 
и Б-И15-2.2 в центре пролета и ширины раскры-
тия нормальных вертикальных трещин на первом 
этапе испытаний представлены на рис. 4 и 5. 

Аналогичная картина трещинообразования от-
мечалась в балке Б-И25-1.1, которая доводилась 
до нагрузки 120 кН (учитывая, что начало текуче-
сти в арматуре ожидалось при нагрузке 160 кН). 
Раскрытие горизонтального шва составило 0,9 мм, 
раскрытие наклонной трещины, направленной к си-
ле, составило 0,7 мм. Максимальное раскрытие вер-
тикальных нормальных трещин составило 0,25 мм. 
Графики прогибов опытной балки Б-И25-1.1 в цен-
тре пролета и ширины раскрытия нормальных вер-
тикальных трещин на этапе 1 испытаний пред-
ставлены на рис. 4 и 5. 
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Рис. 4. Прогибы опытных балок в центре пролета  

на этапе 1 испытаний 
[Fig. 4. Deflections of the experimental beams  

in the center of the span at the stage 1 of the test] 

 
Рис. 5. Максимальная ширина раскрытия  

вертикальных нормальных трещин  
в средней части пролета на этапе 1 испытаний 

[Fig. 5. The maximum width of the opening  
of the vertical normal cracks in the middle part  

of the span at the stage 1 of the test] 

На этапе 2 испытаний после снятия нагрузки 
и оклейки моделей элементами усиления были 
получены следующие основные результаты. Сле-
дует отметить, что после снятия нагрузки про-
изошло частичное или полное закрытие трещин. 

При последующем нагружении элементы уси-
ления препятствовали раскрытию швов и трещин. 

В первой (Б-И15-2.1) и второй (Б-И15-2.2) 
опытных балках нагрузки разрушения составили 
125 и 100 кН соответственно (при нагрузке нача-
ла текучести в балках без усиления, равной 75 кН), 
что в 1,67 и 1,33 раза превысило нагрузку начала 
текучести в опытных балках без усиления. 

В пролете среза первой балки образовалась 
наклонная трещина, по которой впоследствии 
произошло разрушение (рис. 6, а). При этом 
ширина раскрытия наклонной трещины соста-
вила 1,5 мм. 

В пролете среза второй балки в просвете меж-
ду вертикальными хомутами возникла наклонная 
трещина шириной раскрытия 1,2 мм, по которой 
впоследствии произошло разрушение (рис. 6, б). 

Графики прогибов опытных балок Б-И15-2.1 
и Б-И15-2.2 в центре пролета и ширины раскры-
тия нормальных вертикальных трещин на этапе 2 
испытаний представлены на рис. 7 и 8. 

 
Рис. 6. Схемы трещин разрушения опытных балок  

на этапе 2 испытаний: 
а – Б-И15-2.1; б – Б-И15-2.2; в – Б-И25-1.1 

[Fig. 6. The scheme of the cracks of the experimental  
beams destruction at the stage 2 of the test: 
а – Б-И15-2.1; б – Б-И15-2.2; в – Б-И25-1.1] 

 
Рис. 7. Прогибы опытных балок в центре пролета  

на этапе 2 испытаний 
[Fig. 7. Deflections of the experimental beams  

in the center of the span at the stage 2 of the test] 

Следует обратить внимание на расположение го- 
ризонтального шва во второй балке (на расстоянии 
70 мм от верхней грани) практически на уровне ней- 
тральной оси, где действуют максимальные вторич-
ные вертикальные растягивающие напряжения [3; 
4]. Этим обусловливается большее раскрытие го- 
ризонтального шва (1,6 мм) во второй балке, чем 
в первой балке (0,8 мм) на первом этапе испытания. 

Учитывая приведенное выше обстоятельство, 
а также меньшую прочность на растяжение бето-
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на второй балки (1,49 МПа) по сравнению с бе-
тоном первой балки (1,74 МПа), можно объяс-
нить меньшую нагрузку разрушения второй бал-
ки (100 кН) по сравнению с нагрузкой разруше-
ния первой балки (125 кН).  

 
Рис. 8. Максимальная ширина раскрытия  

вертикальных нормальных трещин  
в средней части пролета на этапе 2 испытаний 

[Fig. 8. The maximum width of the vertical normal  
cracks opening in the middle part of the span  

at the stage 2 of the test] 

Разрушение третьей балки Б-И25-1.1 произо-
шло под нагрузкой 375 кН (при нагрузке начала 
текучести в балке без усиления, равной 160 кН) 
вследствие разрыва горизонтальной углеродной 
композитной ленты усиления на низовой грани, 
что в 2,34 раза превысило нагрузку начала текуче-
сти в моделях без усиления (160 кН). 

Перед разрушением произошло значительное 
раскрытие наклонной трещины и отслоение бе-
тона под силой (рис. 6, в). При этом ширина рас-
крытия наклонной трещины, образовавшейся в про-
свете между хомутами, составила 2,15 мм, а вер-
тикальной нормальной трещины в средней части 
пролета – 0,56 мм.  

Графики прогибов опытной балки Б-И25-1 в 
центре пролета и ширины раскрытия нормальных 
вертикальных трещин на втором этапе испыта-
ний представлены на рис. 7 и 8.  

Таким образом, результаты проведенных экс-
периментальных исследований показали, что уси-
ление железобетонных конструкций ГТС, ослаблен- 
ных межблочными строительными швами, внешним 
армированием из углеродных композитных лент по- 
зволило повысить прочность в среднем в 1,78 раза. 

Также был выявлен особый характер трещи-
нообразования, обусловленный наличием верти-
кальных и горизонтальных межблочных строи-
тельных швов. 

При этом было зафиксировано влияние рас-
положения горизонтальных швов в первой и вто-
рой балках на ширину раскрытия этих швов и на 
несущую способность опытных балок. Располо-

жение горизонтального шва ближе к нейтральной 
оси во второй балке обусловило большее раскры-
тие горизонтального шва и снижение разрушаю-
щей нагрузки второй балки по сравнению с пер-
вой балкой. 

Изучение особого характера трещинообразо-
вания при наличии межблочных швов различного 
направления позволяет управлять процессами реа-
лизации технических решений при усилении, ре-
монте, реконструкции железобетонных конструк-
ций гидротехнических сооружений.  

 
© Рубин О.Д., Лисичкин С.Е., Фролов К.Е., 2018 
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В статье выполнен обзор современных экспериментальных исследований силового сопротивления наиболее 
распространенных стальных и сталебетонных строительных конструкций в запредельных состояниях. Выявлены 
основные направления постановок экспериментов при некоторых типах особых воздействий, влияющих на обеспе-
чение механической безопасности сооружений. Рассмотрены изложенные в современной научной литературе экс-
периментальные исследования живучести стальных и сталебетонных пластинчато-стержневых элементов сооруже-
ний при локальных повреждениях колонн. Описываются испытания пластинчатых и легких стальных тонкостенных 
конструкций на действие циклической знакопеременной нагрузки. Приводятся данные по предельным статическим 
нагружениям балок и пространственных рамных систем. Уделено внимание испытаниям конструкций на комбини-
рованные ударные и взрывные воздействия. Исследования иллюстрируются фотографиями и схемами лаборатор-
ных образцов и натурных объектов. По результатам обзора делается вывод о перспективах дальнейших исследова-
ний живучести стальных конструкций при запроектных воздействиях. Отмечается необходимость расширения но-
менклатуры нормируемых типов запроектных воздействий, что позволит более эффективно выполнять комплекс 
превентивных мероприятий, обеспечивающих повышенную механическую безопасность сооружений и минимиза-
цию потенциальных рисков материальных и социальных потерь при возникновении аварийных ситуаций.   
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The modern experimental studies review of the resistance of the most common steel and steel-concrete building struc-
tures in emergency conditions is performed. The main directions of experimental design are revealed under certain types of 
special influences that affect the mechanical safety of structures. An overview of the experimental studies of steel and steel-
concrete lamellar-structural elements survivability in local damage to columns, described in the modern scientific literature 
is presented. Tests of lamellar and light steel thin-walled structures on the effect of cyclic loading are described. Data on  
the limit static loads of beams and spatial frame systems are given. Attention to testing of structures for combined impact 
and explosive effects is paid. Photos and diagrams of laboratory samples and objects are given. As a result of the review,  
a conclusion is made about the prospects for further studies of the survivability of steel structures under emergency actions. 
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It is noted, that now there is a need to expand the nomenclature of standardized types of emergency actions. That will allow 
to more effectively carrying out a complex of preventive measures that let us to increase the mechanical safety of structures 
and minimize potential risks of material and social losses in the event of emergencies.  

 
Keywords: experimental studies, emergency actions, explosion, impact, removal of supports, limit loading, full-scale 

experiment, laboratory tests 
 

 
 

Введение. Проблема обеспечения живучести 
несущих конструкций зданий и сооружений явля- 
ется одной из центральных в современной строи-
тельной науке [1–4]. Для решения ряда задач по 
данному направлению разрабатываются новые ме-
тоды расчетов, основой верификации которых ча-
сто являются лабораторные или натурные испыта-
ния. Для достаточно распространенных железобе-
тонных конструкций в настоящее время в данном 
направлении проведен значительный объем экспе-
риментально-теоретических исследований [1; 5; 6]. 
Наименее изученными представляются вопросы 
экспериментальных исследований стальных кон-
струкций при воздействиях, не предусмотренных 
нормальными условиями эксплуатации (запроект-
ных воздействиях). В частности, имеют важность 
опыты, изучающие динамическое поведение сталь-
ных и сталебетонных конструкций. В настоящей 
статье приводится краткое описание эксперимен-
тальных исследований балочных, рамных и пла-
стинчатых объектов со стальными конструкциями 
при испытаниях на запроектные воздействия. Целью 
работы является актуализация основных направле-
ний опытного изучения живучести таких объектов. 

Направления экспериментальных исследо-
ваний. Как для моделей (лабораторных образцов), 
так и для натурных сооружений рассматриваются 
следующие основные виды нагружений:  

– локальное повреждение одной или нескольких 
опор, в том числе и с последующим взаимодействи-
ем поврежденной конструкции с преградами; 

– циклическая знакопеременная горизонталь- 
ная нагрузка, имитирующая идеализированное сейс- 
мическое воздействие; 

– ударные нагрузки, включающие локальное ди- 
намическое воздействие от разгрузки, повреждения 
от неупругого удара, взаимодействие с взрывной 
волной, комбинированные ударные воздействия; 

– статическая разрушающая нагрузка при про-
стых деформациях и сложном сопротивлении.  

 
Динамические испытания  

на локальные повреждения опор 
 
Экспозиция некоторых схем лабораторных 

стендов и объектов, на которых изучалось ло-
кальное повреждение опор, приведена на рис. 1–7. 

Дадим краткое описание этих экспериментальных 
работ.  

В статье [7] рассматривается сопротивляе-
мость модели трехмерной пластинчато-стержне- 
вой конструкции (несущий стальной каркас и пере-
крытие) запроектному воздействию в виде удале-
ния колонны. Перекрытие выполнено бетонным  
с внешним армированием сплошным стальным ли-
стом и соединено сваркой со стержневой системой 
каркаса. В ходе эксперимента измерялись дефор-
мации и перемещения. Для анализа перераспре-
деления силовых потоков напряженно-деформи- 
рованное состояние каждого конструктивного эле-
мента исследовалось дополнительно. Система была 
доведена до исчерпания несущей способности с 
образованием зон локальных разрушений плиты 
и пластических шарниров в стержнях.  

В статьях [8; 9] исследовался эффект общей 
сопротивляемости многопролетных пространствен- 
ных рам зданий воздействию в виде удаления 
средней колонны. В работе [10] ставились экспе-
рименты по анализу живучести рам при различ-
ных конструкциях болтовых стыков. В экспери-
менте [11] исследуется сопротивляемость прогрес- 
сирующему разрушению двухпролетной рамы 
повышенной живучести, оборудованной страхо-
вочными тяжами. Экспериментальным путем для 
данной конструкции был определен коэффициент 
конструкционного демпфирования по Релею. Смеж- 
ным направлением этих исследований является 
учет взаимодействия поврежденной конструкции 
с неразрушаемой преградой [12]. Такой тип воз-
действий является характерным для ряда аварий-
ных ситуаций на объектах строительства. Целью 
данных экспериментальных исследований явля-
лась проверка точности методик расчета повре-
ждаемых систем на этот тип нагружения.  

Работы [13–18] посвящены удалению колон-
ны образца в виде композитной рамы с ригелями, 
состоящими из стальных прокатных профилей и 
жестко соединенной с ними железобетонной пли-
ты. Стыки ригелей с колоннами осуществлялись 
болтовым соединением. В работе [13] исследовал-
ся эффект от усиления узловых соединений под-
крепляющими пластинками. Выявлено, что рамы 
хорошо сопротивляются таким воздействиям, 
определены рациональные углы установки пла-
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стинок, позволяющие более эффективно распре-
делять силовые потоки при динамических догру-
жениях.  

В статье [19] рассматривается эксперименталь-
ное моделирование напряженно-деформированного 
состояния фрагмента шестиэтажного здания при 
удалении колонны. Колонна удаляется с помощью 
механического актуатора, сдвигающего колонну. 
Узловые соединения выполнены на болтах, соеди-
няющих фланцы балок и пояса колонн. Установлен 
характер изменения вертикальных перемещений 
во времени и характер деформирования балок и 
узловых соединений. Выяснено, что болтовые со-
единения при заданном виде воздействий позво-
ляют эффективно распределять силовые потоки и 
не допускать прогрессирующего разрушения.  

В работах [20–22] исследуются неразрезные 
стальные балки при удалении одной из опор. Оце-
нивается эффект динамического догружения в за- 
висимости от уровня напряженно-деформирован- 
ного состояния конструкции. При этом удаление 
опор моделируется не обычным механическим 
способом, а с помощью электромагнита.  

Особого внимания заслуживают эксперимен-
ты на реальных сооружениях и стальных рамах  
в составе их каркасов [23–27]. Так, в работе [23] 
исследовался процесс деформирования реального 
здания, подлежащего сносу, при последовательном 
удалении до 4-х крайних колонн поперечной ра-
мы здания. Измерялись перемещения и нагружен-
ность стержней. При этом для оценки уровня на- 
пряженного состояния вычислялся коэффициент 
K = Mmax/Mp ≤ 1, где Mp – момент, при котором в 
сечении стальной рамы образуется пластический 
шарнир. С помощью выполненных экспериментов 
проверялась корректность использования двумер-
ных и трехмерных моделей для конечно-элемент- 
ных расчетов пространственных объектов при быст-
ром удалении стоек из расчетной схемы. Показы-
вается, что для удаления крайних колонн как двух-
мерные, так и трехмерные модели при сравнении 
с экспериментальными данными дают удовлетво-
рительные результаты.  

В работе [28] исследуется несущая способ-
ность рамных тонкостенных стальных конструк-
ций при просадках грунтового основания. Во всех 
рассматриваемых системах сбор эксперименталь-
ных данных выполняется с помощью современ-
ных промышленных систем сбора данных, осно-
ванных на применении крейтов с аналогово-циф- 
ровыми преобразователями, универсальных мно-
гоканальных модулей, соединенных с линейными 
стержневыми, тросовыми или лазерными датчи-
ками перемещений. Измерялись преимущественно 

перемещения и деформации во времени для по-
вреждаемых систем. В результате проведения та-
кого рода исследований были выявлены характер-
ные закономерности динамического поведения 
стальных рам при удалении одной или нескольких 
стоек. 

 

 
Рис. 1. Удаление средней колонны  
пространственной рамной системы  

с композитным перекрытием 
[Fig. 1. Removing the middle column  

of a spatial frame system with a composite overlap] [7] 

 
Рис. 2. Локальное повреждение  

поперечной рамы повышенной живучести 
[Fig. 2. Local damage to the transverse frame  

of increased survivability] [11]  

 
Рис. 3. Выключение опоры в раме,  
взаимодействующей с преградой 

[Fig. 3. Disconnection of the support in the frame,  
interacting with balk] [12] 
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Рис. 4. Удаление средней колонны плоской рамной системы 
[Fig. 4. Removing the middle column of a flat frame system] [13] 

 
Рис. 5. Последовательное удаление колонн в здании 

[Fig. 5. Consecutive removal of columns in the building] [23] 

 

 
Рис. 6. Выключение средней опоры в ячейке здания 

[Fig. 6. Тhe disconnection of support 
in the middle of the building cell][19] 

 
Рис. 7. Выключение опоры в П-образной раме 

[Fig. 7. Disconnection of the support in a U-shaped frame] [20] 

 
Испытания  

на квазисейсмические воздействия 
 

Испытания конструкций на циклическую го-
ризонтальную нагрузку изображены на рис. 8–10. 
Приведем краткое описание таких экспериментов.  

В статье [29] экспериментально исследовался 
сдвиг пластинок, опертых по двум сторонам при 
динамических нагружениях, в виде циклически 
повторяющихся горизонтальных силовых воздей-
ствий, аналогичных идеализированным сейсми-
ческим. Измерялись деформации во времени для 
сплошных и перфорированных образцов различ-
ной толщины. Полученные результаты могут быть 
использованы при проектировании балок со сплош-
ной и перфорированной стенкой в зданиях, рас-
положенных в сейсмически опасных районах.  

В работах [30–32] рассматривается поведе-
ние пластин, подкрепленных стержнями при сей-
смических нагрузках. Статья [33] посвящена ис-
следованию сопротивления боковой циклической 
нагрузке рамной конструкции с тонкостенными 
пластинами, работающими на сдвиг. Также испы- 
тывались на сейсмические воздействия и тонко-
стенные стержневые системы [34–37]. На лабора-
торных образцах [34] исследовалась несущая спо-
собность при кручении тонкостенных профилей 
различных сечений при периодически повторяю-
щихся горизонтальных нагрузках, моделирующих 
сейсмические воздействия. Исследовалось влия-
ние постановки ребер жесткости на силовое со-
противление стержня. В результате установлено, 
что при таких воздействиях постановка ребер жест-
кости по длине профиля не всегда приводит к уве-
личению прочности образцов.  

Работы [35–37] посвящены испытаниям рамных 
тонкостенных элементов и рам в целом, при этом 
для исследователей особый интерес представляет 
диссипация энергии при деформациях таких систем.  

Отдельно на сейсмические воздействия иссле-
дуются узловые соединения [38–40]. В этих рабо-
тах уделяется внимание узлам, состоящим из сталь-
ных сварных конструкций, усиленных железобе-
тоном. В статье [38] испытывался узел сопряжения 
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стальной балки и колонны, усиленной железобетон-
ной обоймой. При этом соединения колонны с бал-
кой – сварные через сплошную соединительную 
пластину, проходящую в теле колонны. Узел дово-
дился до разрушения. Приведены зависимости де-
формаций опасных точек во времени. Цель экспе-
римента – опытная проверка применимости такого 
типа узлового соединения для повышения сопро-
тивляемости здания сейсмическим воздействиям.  

 

 
Рис. 8. Испытания стальной пластины 

[Fig. 8. Testing of a steel plate for shear in its plane] [29] 

 
Рис. 9. Испытания колонны из ЛСТК 

[Fig. 9. Tests of a light steel thin-walled column profile] [34] 

 

 

Рис. 10. Разрушающие испытания  
сварного фланцевого узла опирания балок 

[Fig. 10. Destructive testing  
of a welded flange support unit for beams] [38] 

 
Исследования  

предельной статической нагруженности 
 

На рис. 11–14 представлены эксперименты 
по определению предельной статической нагруз-
ки на балки при их сложном сопротивлении и про-
странственную раму.  

 
Рис. 11. Косой изгиб трубчатых стержней 
[Fig. 11. Skew bending of tubular bars] [41] 
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Рис. 12. Изгиб с кручением трубчатых стержней 
[Fig. 12. Bending with torsion of tubular bars][41] 

 
Рис. 13. Поперечный изгиб двутавровых балок 

[Fig. 13. Transverse bending of I-beams] [42] 

 
Рис. 14. Предельное нагружение пространственных рам 

[Fig. 14. Limit loading of spatial frames] [43] 

В экспериментах [41–43] исследовалось дефор- 
мирование стержней при сложном сопротивлении. 
В результате установлено, что механизм разруше-
ния исследуемых систем аналогичен схеме образо-
вания пластического шарнира при плоском изги-
бе. Эксперименты [42; 43] выполнялись с целью 
верификации методики расчета, основанной на 
схеме эволюционного моделирования с ограни-
чениями статической теоремы метода предельно-
го равновесия. Эти исследования подтвердили, что 
пространственные стальные рамы при достиже-
нии ими предельной несущей способности имеют 
схемы локальных разрушений в виде системы про-
странственных пластических шарниров. При этом 

деформируемая система обладает свойством жи-
вучести до тех пор, пока не произойдет переход в 
состояние, соответствующее образованию ме-
ханизма, что отмечалось ранее для железобетон-
ных конструкций. 

 
Комбинированные ударные  
и взрывные воздействия 

 
На рис. 15–18 представлены некоторые иссле-

дования на ударные и взрывные воздействия.  
В работе [44] изучен характер изменения не-

сущей способности образцов трубчатых колонн 
при локальном повреждении ударным воздей-
ствием. Удар наносился перпендикулярно про-
дольной оси трубы. Воздействие приводило к 
незначительному локальному смятию части стен- 
ки. Далее образец испытывался на сжатие до по-
тери устойчивости. Установлено, что такие воз-
действия приводят к потере несущей способно-
сти более чем на 40%, при этом большая несущая 
способность наблюдается у образцов большей 
толщины.  

Экспериментально исследуется на сопротив-
ление взрыву защитная сэндвич-панель [45], со-
стоящая из двусторонней стальной обшивки и алю- 
миниевых гнутых листов, образующих при соеди- 
нении друг с другом структуру, аналогичную ячей- 
кам пчелиных сот. Такая панель обладает суще-
ственной сопротивляемостью взрыву по сравне-
нию со сплошной панелью. Цель эксперимента – 
разработка и верификация пластинчатых защит-
ных панелей для повышения устойчивости зда-
ний к террористическим актам, связанным со 
взрывами самодельных устройств.  

Кроме того, исследуется стойкость взрыво-
защитных сэндвич-панелей при контакте с жид-
кими взрывчатыми веществами [46] и с воздуш-
ной взрывной волной [47; 48]. На воздействие 
взрывом испытывались также трубобетонные ко-
лонны [49]. 

 
Рис. 15. Ударные воздействия на раму 

[Fig. 15. Shock impacts on the frame] [50] 
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Рис. 16. Испытание фермы в составе каркаса здания  

на локальную динамическую разгрузку 
[Fig. 16. Testing the truss as part of the building frame 

for local dynamic unloading] [51] 

 
Рис. 17. Схемы испытаний 

[Fig. 17. Testing schemes] [51] 

 

 
Рис. 18. Испытание защитной панели  
на взрыв от самодельного заряда 

[Fig. 18. Testing the protective panel  
for an explosion under a self-made charge] [45] 

Эксперименты [50] и [51] посвящены иссле-
дованиям динамики конструкций при ударных 
воздействиях. Пространственная рама из испыта-
ния [50] подвергалась серии неупругих ударов мас-
сивным телом, свободно падающим с различных 
высот. При этом фиксировалась динамическая ре-

акция на ударное воздействие. В результате уста-
новлено, что для пространственных рам значения 
максимальной амплитуды наблюдаемых характе-
ристик достигаются в первой четверти периода ос-
новной частоты колебаний системы. Объектом для 
испытания [51] являлась стропильная ферма про-
летом 18 м, установленная в каркасе промыш-
ленного здания. Эта ферма подвергалась исследо- 
ванию при ненормируемом ударном воздействии, 
которое включало динамическую разгрузку фермы 
при моделировании обрыва подвеса К1 (см. рис. 17) 
вентиляционно-охладительного комплекса (ВОК), 
закрепленного в нижний узел фермы. При этом па-
дение груза в цех предотвращалось страховочны-
ми канатами, связывающими груз (модель ВОК) 
и две соседних фермы, расположенные по разным 
сторонам от испытуемой конструкции. В резуль-
тате была определена максимальная масса ВОК, 
который можно разместить на ферме при обеспе-
чении недопущения появления значительных плас- 
тических деформаций в случае возникновения тако-
го рода запроектных воздействий. В качестве дру-
гого воздействия на конструкцию рассматривался 
обрыв троса ВОК, сопровождающийся ударом по 
страховочной траверсе, закрепляемой в нижний узел 
фермы. Такое воздействие моделировалось введе-
нием двух канатов К1 и К2 (см. рис. 17). После раз-
рыва каната К1 с грузом последний совершает сво-
бодное падение и передает ударный импульс с по-
мощью каната К2 в узел нижнего пояса фермы.  

Вывод. Оценка степени силового сопротив-
ления стальных конструкций аварийным воздей-
ствиям, в том числе их живучести, наиболее до-
стоверно может быть выполнена при верификаци-
онных экспериментальных исследованиях, моде-
лирующих эти воздействия. Необходимо расши-
рять область нормирования запроектных воздей-
ствий на стальные конструкции с целью более 
всесторонней оценки безопасности объектов при 
возникновении различных аварийных ситуаций. 
Основываясь на результатах обзора, можно отме-
тить, что мало внимания уделяется эксперимен-
тальным исследованиям, включающим локальные 
разрушения узлов соединения стальных балок с 
колоннами при запроектных воздействиях, а так-
же напряженно-деформированному состоянию рам-
ных систем при локальных просадках грунта. 
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This article contains results of experimental research of polytetrafluoroethylene (PTFE) deformation and creep under linear 
and plane stresses. During the tests predetermined values of real stresses considering current deformation were constant.  
The equation of mechanical states considering instant elastic, viscoelastic, instant plastic and viscoplastic components of total 
deformation was obtained. The equation is used for the description of PTFE deformations (F-4, F-4D, F-4D0) under stationary  
and non-stationary cyclic loads in flat stress condition with an application of material constant volume condition, condition  
of similarity of deviators of stresses and deformations and with the input of parameters which are functions of the form of  
stress deviators. The results of PTFE creep investigation under real stresses reaching ultimate values are relevant and unique.  

 
Keywords: creep, polytetraftorethylene, mechanical equation of states, static loadings, cyclic loadings, flat stress state, 

ultimate deformations 
 

 
ПОЛЗУЧЕСТЬ ПОЛИТЕТРАФТОРЭТИЛЕНА ПРИ РАЗЛИЧНЫХ УСЛОВИЯХ НАГРУЖЕНИЯ 

 
Л.И. ОГОРОДОВ, И.П. НИКОЛАЕВА, Е.Л. ЯКОВЛЕВА, О.В. ФОМИНЫХ 

 
Санкт-Петербургский политехнический университет Петра Великого 

ул. Политехническая, д. 29, Санкт-Петербург, Российская Федерация, 195251 
 

(поступила в редакцию: 14 марта 2018 г.; принята к публикации: 27 апреля 2018 г.) 
 
 

В статье представлены результаты экспериментальных исследований деформации и ползучести политетра- 
фторэтилена (ПТФЭ) при линейных и плоских напряженных состояниях. Во время испытаний заданные значения 
истинных напряжений с учетом текущей деформации были постоянными. Получено уравнение механических 
состояний, учитывающее мгновенноупругие, вязкоупругие, мгновеннопластические и вязкопластические компо- 
ненты полной деформации. Уравнение используется для описания деформаций ПТФЭ (F-4, F-4D, F-4D0) при 
стационарных и нестационарных циклических нагрузках в условиях плоского напряженного состояния с при- 
менением условия постоянства объема материала, условия подобия девиаторов напряжений и деформаций и ввода 
параметров, которые являются функциями вида девиаторов напряжений. Результаты исследования ползучести 
ПТФЭ при реальных напряжениях, достигающих предельных значений, являются актуальными и уникальными.  

 
Ключевые слова: ползучесть, политетрафторэтилен, механическое уравнение состояний, статические нагрузки, 

циклические нагрузки, плоское напряженное состояние, конечные деформации 
 

 
 

Introduction. One of the directions of the deve- 
lopment of engineer durability calculations of struc- 
tural elements theory is consideration of their rheo- 
nomous properties in order to describe the processes 
of long-term deforming and destruction. From the one 
hand, for calculating creep and long-term durability 
of structural elements it is necessary to use the equa- 
tion of mechanical states which describes complica- 
ted deformation processes. From the other hand, 

kinematic equation of damages should be used in 
deformation type. The materials show rheonomous 
and hereditary features in deformation processes as 
well as in long-term destruction. Despite of the fact 
that there are a lot of theoretical and experimental re- 
searches, the question of choosing adequate descrip- 
tion method of deformational processes for different 
classes of polymer materials under non-stationary 
loading and complex stress cannot be finally solved, 
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especially in the most complex thermomechanical 
loadings [1–7]. The requirements of practical ap- 
plicability for the resulting mechanical state equation 
in some cases of cyclic loading makes us to make  
a compromise in accuracy while describing complex 
deformation processes. The task is to reduce this com- 
promise to the logical minimum. 

The development of cyclic creep model provides 
new opportunities for experimental research task for- 
mulation, makes experiment purposeful and allows 
to choose test program for checking the theory. 

Research targets. Studies of creep of partially 
crystal polymer and composite materials on polymer 
base remain topical. The influence of complex static 
and cyclic stress state and non-stationary loading con- 
ditions on deformation process mostly remains unclear. 

Research targets are: 
1. According to the short-term monotonic loading 

tests data, to make up an equation of mechanical states 
in terms of real stresses and deformations under comp- 
lex stress state for direct and reverse creep for three 
modifications of tetrafluoroethylene. 

2. To research and to describe creep of the same 
materials under non-stationary static and cyclic sta- 
tionary and non-stationary loading 

3. To make a conclusion about the possibility of 
formularization of destruction deformation criteria for 
studied materials. 

Materials and testing method with predeter- 
mined intensity of real stresses. The samples were 
made of pipe blanks of polytetrafluoroethylene F-4, 
F-4D by turning on the lathe tool and part of F-4D 
blanks were annealed; F-4D0 blanks were heated until 
80 °C with the following cooling in the heating stove. 
The degree of materials’ crystallinity was detected by 
German – Weidinger’s method and it is: 30% for F-4, 
45% for F-4D, 38% for inner surface of F-4D0, 25% 
for outer surface of F-4D0. The densities of these 
materials are: for F-4 – 2.25 g/sm2, for F-4D and for 
F-4D0 – 2.23 g/sm2. 

The samples were thin-walled tubes with the wall 
thickness t0 = 1.0 mm in working part and the length 
of working part lp = 120 mm. The outer diameter (D0) 
of F-4 and F-4D working parts is 23.5 mm, for F-4D0 – 

26 mm. The wall thickness fluctuations along the 
working part did not exceed 0.05 mm. The fluctua- 
tions of working parts lengths were within ± 1 mm 
and the fluctuations of outer diameter – within ± 0.1 mm. 
The samples were fixed in special sealing caps. 

Sample tests were held on equipment [25; 26], 
which allow to study mechanical properties of materials 
under biaxial stress state with static and cyclic loading. 

Lateral sample deformation was measured on 
the base l0 = 50 mm by optical system with the value 

of division 0.01 mm. Transverse deformation was mea- 
sured by arrow indicator. Temperature was 22 ± 1 °C. 

The intensity of real stress values for tubular 
sample under flat stress state with static loading was 
obtained by formula: σ௜ = ଵ√ଶ ඥ(σ௫തതത − σ஘തതത)ଶ + σ௫തതതଶ + σ஘തതതଶ.    (1) 

Under cyclic loading the intensity of maximum 
stress value per cycle was obtained by formula: σ௜୫ୟ୶ = = ଵ√ଶ ඥ(σ௫തതത୫ୟ୶ − σ஘തതത୫ୟ୶)ଶ + (σ௫തതത୫ୟ୶)ଶ + (σ஘തതത୫ୟ୶)ଶ.   (2) 

Real stress components (axial σ௫തതത and tangential σ஘തതത) were measured with considering current values 
of outer diameter (D) and thickness of the wall (t). 
The thickness of the wall was measured from the con- 
dition of constant value. The ratio between main stress 
components n = σ௫/σ஘ was established by choice of 
equipment plunger pair [25]. The delay time of 
equipment adjustment was not exceed 2 minutes, 
besides the fluctuations of stress intensity were not 
exceed 5% from set value of stress intensity σ௜ or σ௜୫ୟ୶ and fluctuations n were not exceed 6%. 

Obtained experimental data under short time 
loading and creep with static loading are presented 
in the form of deformation curves in coordinates σ௜ − ε௜ and creep curves in coordinates ε௜୫ୟ୶ − τ. 
The intensity of real (logarithmic) stresses were ob- 
tained by formula: 

ε௜ = √ଶଶ ඥ(ε௫ − ε஘)ଶ + (ε஘ − εத)ଶ + (εத − ε௫)ଶ.   (3) 

Real deformation components ε௫, ε஘, εத were ob- 
tained by following dependences, considering current 
sample dimensions D, t and current base l (the sam- 
ple length): ε௫ = ln ௟௟బ;   ε஘ = ln ஽ି௧஽బି௧బ;    εத = ln ௧௧బ.    (4) 

Lode’s parameter for stresses is calculating: μௌ = 2 ஢మ஢భ − 1μௌ = 2 ஢మ஢భ − 1,                (5) 

where σଵ and σଶ – the main stresses. 
Tests results. Polytetrafluoroethylene deforma- 

tion under short time loading. Short time loading 
PTFE deformation tests were held under linear and 
flat stress states with various ratios of axial and 
tangential stresses (n = σ௫/σ஘) in conditions of pro- 
portional loading. For PTFE there is an influence of 
stress state type on deformation curve, besides the 
material shows the highest rigidity when the ratio σ௫/σ஘ is close to equiaxial tension and the lowest – 
when it is under linear stress state. The variation of 
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the loading speed from 0.03 MPa/sec. to 0.3 MPa/sec. 
influences on the deformation curves insignificantly. 

The law of immediate deformation was studied by 
tests on the fast sample unloading from the fixed level of 
stress intensity under various types of stress state. Non-
linear dependences of instantly elastic deformation from 
stress intensities for studied fluoroplastics are presented 
in an article [26]. According to the results of the 
measurements, the transverse deformation coefficient 
values under axial tension are vary from 0.3 to 0.48. 

For the selection of the law of instant plastic 
deformation (the term is conditional) the data of  
the tests on the multiple loading with the speed  
dσi/dt = 0.1–0.3 MPa/sec., with the registration of  
the σi and εi levels and further instant sample unloa- 
ding was used. After exposure of at least one hour, 
permanent (instant elastic) deformations were mea- 
sured. The dependence of instant plastic fluoroplas- 
tics deformations from the stress intensity is presen- 
ted in the article [27]. Instant plastic deformations of 
fluoroplastics depend on the type of the stress state. 

Direct and reverse creep under static loading. 
Direct creep is the increase of deformations in time 
under permanent real stresses (i.e. under constantly 
decreasing loads) (fig. 1–3). Complete deformation 
is the sum of four components: instant elastic, instant 
plastic, viscoplastic, viscoelastic [7–13]. To study visco- 
elastic creep deformation the tests on reverse creep 
(fig. 4–6) were held (returning after loading). 

 

Fig. 1. Rheonomic F-4D0 creep dependence (n = 0.5) 
under various intensities of real stresses ો࢏: 

o – experimental curves; Δ – calculated curves 

 

Fig. 2. Rheonomic F-4D0 creep dependence (n = 1.15)  
under various intensities of real stresses ો࢏: 

o – experimental curves; Δ – calculated curves 

 

Fig. 3. Rheonomic F-4D creep dependence (n = 0.5) 
under various intensities of real stresses ો࢏: 

o – experimental curves; Δ – calculated curves 

 

Fig. 4. Reverse F-4 creep curves (n = 0.5)  
under various intensities of real stresses ો࢏: 

o – experimental curves; Δ – calculated curves 

 

Fig. 5. Reverse F-4D creep curves (n = 0.5)  
under various intensities of real stresses ો࢏: 

o – experimental curves; Δ – calculated curves 

 
 

Fig. 6. Reverse F-4D0 creep curves (n = 0.5)  
under various intensities of real stresses ો࢏: 

o – experimental curves; Δ – calculated curves 
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As a result, the complete equation of mechanical 
states in stress and deformation intensities (σi, εi) 
under stationary loading was obtained, besides the 
condition of deformation speeds and stress deviators 
similarity is observed [27]: 

ε௜ = ଶ(ଵାఔ)஢೔ଷாబቀଵି ಚ೔ಚ∗∗ቁ + γ ൤(α − βμௌ)݁௠ቀ ಚ೔ಚೣቁ − 1൨ ++ ׬ (ܽ − ܾμௌ)ܿ ஢೔஢∗ ൤ܣଵ݁ି ಜಔభ + ଶ݁ିܣ ಜಔమ൨ ݀θ +த଴+ ׬ (݀ − ݈μௌ)݇ ቀ஢೔஢∗ − δቁ ቂܣଷ݁ିಜæቃ ݀τத଴ .    (6) 

Table 1 

Constant equations of mechanical states 

Parameters 
Studied materials 

F-4 F-4D F-4D0 
E0, MPa 800 900 615 σ∗∗, MPa 27.5 28.5 22.5 

v 0.48/0.50 0.48/0.50 0.48/0.50 

ϒ 1·10–2 1·10–2 1·10–2 

α 0.05 0.20 0.25 

β 0.03 0.06 0.08 

m 2.80 1.65 2.20 σ∗, MPa 10 10 10 

a 1 1 1 

b 0.1 0.1 0.6 

c 0.30 0.08 0.26 

n 3.2 3.7 2.8 

A1 5.5·10–2 11·10–4 9.5·10–4 

A2 1.7·10–2 1.8·10–4 1.8·10–4 

μ1, sec. 110 110 85 

μ2, sec. 2475 3200 3000 

d 1 1 1 

l 0.3 0.3 0.5 

δ 1.05 1.18 1.17 

k 3.95 1.89 4.00 

A3 7·10–6 14·10–6 26·10–6 

æ, sec. 14.0·10–3 14.1·10–3 1.5·10–3 

Non-stationary static loading modes of studying 
materials. Non-stationary static loading modes are 
presented on the fig. 7–10. Here also the dependen- 
ces of real deformations from time are shown. Accor- 
ding to the comparison of experimental and calcula- 
ted data, generally, the calculation reproduces the creep 
process under complex loading mode with satisfacto- 
ry accuracy. The experiment showed, that the diffe- 
rences are mostly connected with insufficient accura- 

cy in approximation of functions ܣଵ݁ି ಜಔభ + ଶ݁ିܣ ಜಔమ.  
To describe viscoelastic component of the complete 

deformation in this function, it is necessary to take 
more than two exponents. One of the additional ex- 
ponents has to have the relaxation time in the fol- 
lowing interval: 10·103 sec. ≤ μ ≤ 15·103 sec. 

 

Fig. 7. Non-stationary static loading mode  
and creep curves F-4D (n = 0.5): 

o – experimental curves; Δ – calculated curves 

 

Fig. 8. Disproportional static loading mode  
and creep curves F-4D: 

o – experimental curves; Δ – calculated curves 

 

Fig. 9. Non-stationary static loading mode  
and creep curves F-4 (n = 0.5): 

o – experimental curves; Δ – calculated curves 
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Fig. 10. Non-stationary static loading mode  
and creep curves F-4 (n = 0.5): 

o – experimental curves; Δ – calculated curves 

Creep under cyclic loading with various frequ- 
encies. Fluoroplastics F-4, F-4D, F-4D0 creep under 
cyclic loading with the frequencies 2.4 Hz, 5.0 Hz 
and 10.0 Hz were tested in the conditions of maxi- 
mum per cycle intensity constancy with the cycle asym- 
metric coefficient τ = σ௜୫୧୬ − σ௜୫ୟ୶ = 0.5 and tempe- 
rature 22 ± 1 °C (fig. 14–16). The form of the cycle 
is sinusoidal. To compare creep complete deformati- 
ons under static and cyclic loadings, isochronous de- 
pendences were made σ௜ − ε௜ and σ௜୫ୟ୶ − ε௜୫ୟ୶ while 
obtaining the creep time t = 5·103 sec. (fig. 11–13). 

 

Fig 11. Creep curves F-4 (n = 2.8)  
under cyclic loading with the frequency of 10 Hz 

 

Fig. 12. Creep curves F-4D0 (n = 1.15)  
under cyclic loading with the frequency of 5 Hz 

Fig. 13. Creep curves F-4 (n = 1.25) 
under cyclic loading with the frequency of 10 Hz 

 
 

Fig. 14. The maximum stress intensity dependence  
from the maximum deformation intensity F-4  

with ૌ∗ = ૞૙૙૙ ࢙ࢉࢋ. (n = 1.25): 
● – f = 0; Δ – f = 10 Hz 

 
 

Fig. 15. The maximum stress intensity dependence  
from the maximum deformation intensity F-4D  

with ૌ∗ = ૞૙૙૙ ࢙ࢉࢋ. (n = 1.25): 
● – f = 0; □ – f = 2.5 Hz; o – f = 5 Hz; 

Δ – f = 10 Hz; ∇ – f = 5 Hz with n = 0.88 
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Fig. 16. The maximum stress intensity dependence 
from the maximum deformation intensity F-4D  

with ૌ∗ = ૞૙૙૙ ࢙ࢉࢋ. (n = ∞): 
● – f = 0; ◊ – f = 0 Hz; ♦ – f = 1.2 Hz;  
Δ – f = 10 Hz; ∇ – f = 5 Hz with n = 2.8 

Thus, experimental points of the same material 
and type of stress state under frequencies of 2.5 and 
5.0 Hz do not completely match to the experimental 
ones under stationary static loading. It is also notice- 
able that the material rigidity tends to increase under 
cyclic loading in comparison with static one, if the 
maximum variable stress intensity during the cycle 
equals to the intensity of permanent stresses under 
stationary loading. Besides, in comparison with static 
loading and frequencies of 2.5 Hz and 5.0 Hz, under 
frequencies of 10 Hz there is a significant rigidity 
increase. The most valuable increase of the material 
rigidity is when n = σx / σθ is close to n = ∞ (linear 
tension), i.e. under conditions, when under static loa- 
ding there is the most intensive development of visco- 
plasic deformations. 

The examples of the creep curves under cyclic loa- 
ding are presented on the fig. 11–13, 17, 18. The na- 
ture of the curves differs from one for the static loa- 
ding. Let us apply for cyclic loading the same equa- 
tion as for various cases of static loading from the 
previous section. The instant elastic and instant plas- 
tic intensity deformation components are calculated 
from the maximum stresses per cycle and viscoelastic 
component is calculated directly by substitution of  
a variable σ௜ values in the equation: ε௜௏ா = (ܽ − ܾμௌ) ׬ ܿ ቀ஢೔೘ା஢೔ೌୱ୧୬ଶ஠௙஘஢∗ ቁ௡த଴ ݇(τ − Δ)݀θ.  (7) 

The calculation of the first three complete defor- 
mation components does not occur logical issues, but 
the calculation of viscoplastic component is not so 
obvious. After drafting series of attempts, the following 

empirical dependence for that component under cyclic 
loading was suggested: ε௜୫ୟ୶ = ଶ(ଵାఔ)஢೔ౣ౗౮ଷாబ൬ଵିಚ೔ౣ౗౮ಚ∗∗ ൰ + γൣ(α − βμௌ)݁௠(஢೔ౣ౗౮ି஢∗) − 1൧ ++(ܽ − ܾμௌ)λଶܿ ቀ஢೔ౣ౗౮஢∗ ቁ௡ ׬ ൤ܣଵ݁ି ಜಔభ + ଶ݁ିܣ ಜಔమ൨ ݀θ +த଴+(݀ − ݈μௌ)݇ ቀ஢೔ౣ౗౮஢∗ − δቁ ׬ ଷ݁ିಜæ݀τத଴ܣ ,     (8) 

where λଶ – is an empirical coefficient (for F-4 λଶ = 0.58, for F-4D λଶ = 0.65, for F-4D0 λଶ = 0.5). 
The calculated according to this equation creep curves 
are presented on the fig. 20, 21. 

 

Fig. 17. Creep curves F-4D (n = 1.25)  
under cyclic loading with the frequency of 10 Hz: 

● – experimental curves; Δ – calculated curves 

 

Fig. 18. Creep curves F-4D (n = 1.25)  
under cyclic loading with the frequency of 2.5 Hz: 

● – experimental curves; Δ – calculated curves 

Moreover, there was made an attempt to use that 
empirical dependency also for creep deformation 
presentation under non-stationary modes of cyclic 
loading as a several cycle blocks with variable values 
of σ௜୫ୟ୶[30]. 

Discussions. Ultimate deformation of fluoro- 
plastics under static and cyclic loading. First of all, 
studying of ultimate deformation is important from 
an opportunity of formulation some deformation de- 
struction criteria for polymer materials [7]. Experi- 
mental data about ultimate material deformation al- 
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lows to estimate objectively admissible creep defor- 
mation of structural elements. For the fluoroplastics in 
wide range of n there is no ultimate deformation con- 
stancy [30]. In whole series of non-stationary loading 
cases the current deformations εi (εi

max) already reach the 
ultimate value zone on the first loading steps (fig. 19). 
That also attests against deformation destruction criteria. 

 

Fig. 19. Creep curves and loading mode (n = 1.25)  
of cyclic loading with the frequency of 5 Hz 

The study of PTFE F-4 sample failure mode is 
interesting. Under static loading with mostly tensile 
axial stress the destruction occurs along the transver- 
sal section of the tubular sample without visible loca- 
lization of viscoplastic deformation (with the main- 
taining the assigned real stress considering the defor- 
mation changes). Under biaxial stress state, when  
n = 1.25, in the destruction place pores occurs, which 
means that the material is strongly loosened. Some- 
times pores occurs in samples under axial tension. 
Probably, the loosening precedes the sample disrup- 
tion along the plane of transverse section. Under cy- 
clic loading the same material loosening occurs and 
only in some cases when n = 1.25 the failure mode 
differs from described. Under that conditions before 
the pores appearance a small bubble occurs on the 
surface of the damaged sample. 

Experimental results can be used for estimation 
of structural elements rigidity. 

Conclusion. Creep deformation of fluoroplastics 
(F-4, F-4D, F-4D0) under stationary and non-statio- 
nary loading is satisfactory described by the equation 
of mechanical states, which considers instant elastic, 
viscoelastic, instant plastic and viscoplastic deforma- 
tion components with the use of the volume constan- 
cy condition and the condition of stress and defor- 
mation deviators similarity. Also that deformations 
can be described with addition of special parameters, 
which are functions of the stress deviator form. 

The speed of creep under cyclic loading with the 
constant sign of real stress intensities is lower, than 
the one under the same static loading when the inten- 
sity of permanent stresses σi equals to the intensity  
of the maximum variable stresses σi

max. Frequency 
changing from 2.5 to 10 Hz does not cause any signi- 
ficant changing of polytetrafluoroethylene deforma- 
tion properties, except the case of uniaxial tension 
with the frequency of 10 Hz, when the increase of 
the material rigidity occurs, in comparison with other 
frequencies and n = σx / σθ values during the expe- 
riment. 

An application of the mechanical states equati- 
on, based on results of statistical test results, to the cyclic 
loading mode gives quite lower results of designed 
deformation creep values. Thus, an empirical amend- 
ment was suggested to that equation of mechanical 
states. 

For fluoroplastics in quite wide range n there is 
no constancy in ultimate deformations. The current 
deformations already reach the ultimate value zone 
on the first stages of loading, however, destruction 
does not occur. That also attests against deformation 
criteria of failure. 
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В статье представлены некоторые результаты комплексного историко-архивного, производственно-техно- 
логического и расчетно-теоретического исследования купольно-конической конструкции здания Казанского цирка. 
Приводится оценка состояния конструкций по истечении 50 лет непрерывной и безаварийной эксплуатации. Проведе-
но пространственное моделирование и осуществлены поверочные численные расчеты с использованием объемных 
конечных элементов (МКЭ) на базе программного комплекса «MiсroFe». При этом учтены: история эксплуатации 
конструкции, включая данные инженерных и численных расчетов (1976 г.); особенности конструирования и техноло-
гия возведения; результаты натурных испытаний и физический износ конструкций. На первом этапе произведен рас-
чет пространственной модели верхней купольной конструкции, позволивший оценить и установить напряженно-
деформированное состояние (НДС) каркаса из лепестков-ребер как оставляемой оснастки купольно-ребристого по-
крытия. На втором этапе приняты расчетные пространственные схемы с учетом совместной работы основания и 
надземных конструкций. В расчете учтены вертикальные и горизонтальные нагрузки от всех региональных природно-
климатических воздействий, а также технологические нагрузки при цирковых представлениях. На основании резуль-
татов комплексных расчетно-теоретических исследований НДС купольно-конической конструкции здания Казанского 
цирка, обладающего статусом уникального объекта, разработаны мероприятия по устранению дефектов.  

 
Ключевые слова: купольно-конические конструкции, опорное кольцо, лепестковый элемент, радиально-

кольцевое армирование 
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Some results of the complex historical-archival, production-technological and computational-theoretical study of  
the dome-conical structure of the Kazan circus are presented. The state of structures after 50 years of continuous and trouble- 
free operation is evaluated. Spatial modelling was carried out and numerical verification was carried out using volumetric 
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finite elements (FEM) based on the software package “MiсroFe”. This takes into account: the history of operation of  
the structure, including the data of engineering and numerical calculations (1976); the features of construction and technol-
ogy of construction; the results of field tests and physical depreciation of structures. At the first stage, the spatial model of  
the upper dome structure was calculated, which allowed to estimate and establish the stress-strain state of the frame made of 
petals-ribs as the left snap of the dome-ribbed coating. In the second stage adopted the estimated spatial scheme with the col-
laboration of the foundation and superstructure. The calculation takes into account vertical and horizontal loads from all re-
gional climatic influences, as well as technological loads at circus performances. On the basis of complex computational and 
theoretical studies of stress-strain state dome-conical structure of the building of the Kazan circus, which has the status of  
a unique object, made conclusions and developed measures to eliminate defects.  

 
Keywords: dome-conical constructions, support ring, petal element, radial-ring reinforcement 

 

 
 

Историко-архивные данные 
 

Пятьдесят лет тому назад (7 ноября 1967 г.) в 
Казани был возведен уникальный по архитектур-
ной форме и конструктивным решениям объект – 
здание государственного цирка на 2000 мест в 
виде «летающей тарелки» (рис. 1). 

 
а 

 
б 

Рис. 1. Общий вид (а) и разрез (б)  
здания Казанского государственного цирка 

[Fig. 1. General view (a) and section (б)  
of the building of the Kazan state circus] 

Объемно-пространственная структура объек-
та была сформирована специалистами проектно-
го института «Татаргражданпроект» (ныне ГУП 
«Татинвестгражданпроект») за счет сочленения 
двух пространственных тел вращения – усечен-
ного конуса в нижней части и пологого сфериче-
ского купола в верхней части здания, которые 
объединены между собой предварительно напря- 
женным распорным кольцом диаметром 62 м. 

Идея строительства здания цирка в Казани воз-
никла после того, как в 1961 г. сгорел старый цирк, 
возведенный из деревянных конструкций [1]. Место 
для размещения здания нового цирка выбрано в 
историческом центре города, в прибрежной зоне 

реки Казанки, имеющей особые инженерно-геоло- 
гические и гидрогеологические условия [2].  

 
Особенности сооружения  
и технологии возведения 

 
Проектирование купольно-конической кон-

структивной системы здания цирка в семидеся-
тых годах XX века для отечественных инженеров 
было непростой задачей.  

Здание возведено на насыпных грунтах, подсти- 
лаемых водонасыщенными песками, с расчетным 
сопротивлением R = 250 кПа. Уровень подземных 
вод колеблется в диапазоне WL = 3,50–4,20 м 
(50,64–50,98 м БС). В связи с этим был преду-
смотрен комплекс инженерных мероприятий для 
подземной части здания, включая: кольцевой свай-
ный фундамент из свай Су-8-300 и Су-10-300, 
забитых с шагом l = 3d м (d – диаметр свай) с 
отметки дна котлована (52,0 м БС); систему го- 
ризонтального самотечного дренажа; оклеечную 
вертикальную и горизонтальную гидроизоляцию 
конструкций подвальных помещений. Достовер-
ность выполненных при строительстве конструк-
тивных, гидроизоляционных и водопонизительных 
работ, а также их техническое состояние, были ус- 
тановлены при проведении авторами комплексно-
го инженерного обследования.  

Главными несущими элементами надземной 
части цирка являются: снизу – чаша амфитеатра с 
местами для зрителей, выполненная в форме усе-
ченного конуса с меньшим основанием, обращен- 
ным вниз; сверху – пологий сферический купол, 
имеющий верхнее и нижнее опорные кольца. Ниж-
няя, коническая часть здания, воспринимает по-
стоянную и временную нагрузку, передавая ее че-
рез пилоны на плиту кольцевого ленточного ро-
стверка и отдельно стоящие ростверки свайного 
фундамента. Верхняя часть цирка решена в виде 
тонкостенного купола из монолитного железобе-
тона, который опирается на решетчатую кон-
струкцию с регулярным расположением радиаль- 
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ных и кольцевых элементов из прокатных профи- 
лей. Радиально-кольцевое армирование железо-
бетонного купола и лепестки-ребра из стальных 
спаренных швеллеров № 27, № 20 и двутавров 
№ 20 объединены в единую пространственную 
решетчатую конструкцию (рис. 2, а). Жесткость 
конструкции каждого лепестка-ребра обеспечена 
за счет крестовых связей из стальных прокатных 
двутавров № 20, связующим центральным эле-
ментом из спаренных швеллеров № 20 замкнуто-
го поперечного сечения и обрешетки. 

 
а 

 
б 

 
в 

Рис. 2. Возведение купольно-конических конструкций 
здания Казанского цирка (июнь 1966 г.): 

а – конструкция опорного лепестка-ребра, изготовленного  
из стальных прокатных профилей; б – монтаж лепестков-ребер  

с центральной опорой и опорными кольцами; 
в – монтаж оснастки для железобетонного купола 
[Fig. 2. Erection of dome-conical structures  

of the building of the Kazan Circus (June 1966):  
a – the construction of a supporting lobe-rib  

made of steel rolling profiles; б – assembly of petal-ribs  
with central support and support rings;  

в – installation of equipment for reinforced concrete dome] 

Технологической особенностью при возведе- 
нии железобетонной скорлупы купола являлось то, 
что армирование и укладка бетона осуществлены 
на оснастку без установки инвентарных стоек. 
Была использована технологическая система 
«оставляемой опорно-пролетной оснастки с времен-
ной центральной опорой» из сочлененной сталь-
ной трубы (рис. 2, б).  

Лепестки-ребра установлены вплотную друг 
к другу по всему периметру, последовательно со- 
членены на электросварке с образованием замкну-
тых поперечных сечений из спаренных швелле-
ров № 27. 

К решетчатой опорной оставляемой оснастке 
подвешен съемный деревянный настил опалубки 
(рис. 2, б, в). Стержни кольцевой арматуры железо- 
бетонного купола приварены электросваркой к верх- 
нему поясу лепестков-ребер. 

В области сопряжения нижней – конической 
и верхней – купольной частей купольно-кониче- 
ского здания выполнено предварительно напряжен- 
ное железобетонное кольцо dн.к = 62 м, воспри-
нимающее основные растягивающие усилия от 
горизонтальных распорных нагрузок купола. На- 
тяжение арматуры производилось на бетон элек-
тротермическим методом. В результате предва-
рительного обжатия по наружному периметру же-
лезобетонного распорного кольца длиной окруж-
ности Lн.к = 194,7 м произошло уменьшение об-
щей длины до Lн.к = 194,4 м. При этом в конструк-
тивной системе купольно-конической конструкции 
сформировались сжимающие напряжения вместо 
напряжений растяжения, вызывающие образование 
трещин в бетоне, то есть получен эффект предва-
рительного напряжения. Было зафиксировано, что 
обжатие распорного кольца привело к естествен-
ному процессу отслоения оснастки купольной кон-
струкции с образованием зазора до 50 мм между 
поверхностью железобетона и опалубки.  

Через шесть лет после ввода в эксплуатацию 
зданию цирка присвоен статус памятника архи-
тектуры регионального значения [3]. 

 
Об испытаниях  

и обследовании сооружения 
 

Учитывая уровень ответственности и уникаль-
ность конструктивной системы здания, кроме рас-
четов было выполнено масштабное моделирование 
купольно-конического здания с использованием 
метода подобия. Предварительно в КНИИСиП 
произвели модельные, а перед сдачей в эксплуа-
тацию – натурные испытания несущих конструк-
ций здания цирка (рис. 3). 
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а 

 
б 

 
в 

 
г 

Рис. 3. Испытание здания цирка  
на статические нагрузки: 

а, б – масштабные модели; в, г – натурные испытания 
[Fig. 3. Circus building static load test:  
а, б – scale models; в, г – full-scale tests] 

В 2009 и повторно в 2017 гг. авторами статьи 
проведено инженерное обследование несущих и 
ограждающих конструкций здания.  

Установлено, что при проектной марке бето-
на М300 освидетельствованная по состоянию на 
27.10.2009 г. марка составляет М318…М378,  
то есть на 6–13% превышает проектную марку. 
Освидетельствование прочности осуществлено ме- 
тодами неразрушающего контроля (рис. 4, а, б). 

Вскрытием установлено, что фибролит толщиной 
180 мм уложен по слою пароизоляции (рис. 4, в). 
Проведены испытания крепежного анкера на вы-
дергивание (рис. 4, г). 

  
а   б 

    

в          г 

Рис. 4. Инструментальные исследования  
конструкции купола цирка: 

а – при помощи измерителя прочности ИПС-МГ4.03;  
б – прибором Шмидта; в – исследование кровли  
из вскрытого шурфа; г – испытание анкера 

[Fig. 4. Instrumental investigations  
of the design of the circus dome: 

а – with the aid of measuring the strength IPS-MG4.03;  
б – device of Schmidt; в – investigation of a roof  

from the opened hole; г – anchor test] 
 

Поверочные расчеты 
 

Расчет несущих конструкций производился 
инженерными, а также численными методами на 
базе ЭВМ. Было оценено состояние конструкции 
по истечении 50 лет непрерывной и безаварийной 
эксплуатации. Проведено пространственное моде-
лирование и осуществлены поверочные числен-
ные расчеты с использованием объемных конеч-
ных элементов (МКЭ) на базе программного ком-
плекса «MiсroFe». При этом учтены: история экс-
плуатации конструкции, включая данные инже-
нерных и численных расчетов (1976 г.); особен-
ности конструирования и технология возведения; 
результаты натурных испытаний и физический 
износ конструкций.  

Первый этап. Произведен расчет простран-
ственной модели верхней купольной конструкции, 
позволивший оценить и установить напряженно-
деформированное состояние (НДС) каркаса из 



Mustakimov V.R., Yakupov S.N. Structural Mechanics of Engineering Constructions and Buildings, 2018, 14(3), 226–232 
 

 

230   ANALYSIS OF THIN ELASTIC SHELLS 

лепестков-ребер как оставляемой оснастки куполь-
но-ребристого покрытия (рис. 5). 

По результатам поверочных расчетов можно 
констатировать следующее. 

1. Максимальный расчетный прогиб железо-
бетонного монолитного купола толщиной 60 мм 
(марка бетона М300 – В25) с опорными лепестка-
ми-ребрами из стальных прокатных профилей со-
ставил 3,618 мм – для стальных ребер и 3,980 мм – 
для железобетонной части купола. Следователь-
но, расчетные значения прогибов от внешней 
нагрузки не превышают величины выгиба 50 мм 
конструктивной системы ребристого купола, об-
разовавшегося после предварительного натяже-
ния на бетон стальной арматуры нижнего опорно-
го пояса, соединяющего купольный и конический 
элементы купольно-конической конструкции зда- 
ния цирка.  

 
а 

 

б    в 

 

г 

Рис. 5. Схемы моделей стального каркаса  
из лепестков-ребер: 

а – трехмерная расчетная модель лепестка-ребра  
из прокатных швеллеров и двутавров;  

б – пространственная модель из лепестков-ребер;  
в – схема пространственной конечно-элементной  
модели (ПКЭМ) купола из лепестков-ребер;  

г – исходная и деформированная модель купола 
[Fig. 5. Schematic models of the steel frame  

of the petal-fins:  
а – three-dimensional design model of the petal-rib  

from rolling channels and I-beams;  
б – three-dimensional model of petals-ribs;  

в – the scheme of the 3D finite elements model (FEM) 
of the dome of petals-ribs;  

г – the original and deformed model of the dome] 

2. Установлено, что армирование купола доста- 
точно для надежной работы конструкции: по рас-
чету требуются радиальная и кольцевая рабочие 
арматуры в железобетонной части купола диамет-
ром 6 мм класса А-III (А400); сканирование ар-
матуры показало, что в куполе установлена арма-
тура диаметром 10 мм класса А-III (А400).  

Второй этап. На втором этапе приняты рас-
четные пространственные схемы (рис. 6). В рас-
чете учтены вертикальные и горизонтальные 
нагрузки от всех региональных природно-клима- 
тических воздействий, а также технологические 
нагрузки при цирковых представлениях. 

По результатам комплексных исследований 
НДС модели купольно-конической конструкции 
здания цирка проведен поверочный расчет 
всех конструктивных элементов каркаса здания.  
На рис. 7 приведен пример системного расчета со-
ставного сечения лепестков-ребер здания. 
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Рис. 6. Некоторые результаты исследований  
НДС модели здания цирка:  

а – купольно-коническая модель; б – 3D-модель;  
в – конечно-элементная модель; г – исходная  

и деформированная схемы; е – мозаика перемещений;  
д – усилия Sr в конструкциях; ж – усилия Ssrs в конструкциях;  
з – усилия Msrs в конструкциях; и – усилия Qr в конструкциях 

[Fig. 6. Some results of investigations  
of the stress-strained state of the circus building model:  

а – dome-conical model; б – 3D-model;  
в – finite elements model; г – the original and deformed scheme;  
е – – isofields of displacements; д – the efforts Sr in structures;  
ж – the efforts Ssrs in structures; з – the efforts Msrs in structures;  

и – the efforts Qr in structures] 
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Рис. 7. Результаты поверочного расчета: 
а – распределение расчетных продольных усилий N  

в стержневых элементах ребер купола (Nmax = 3097,35 кН);  
б – то же, поперечных Q (Qmax = 101,36 кН);  

в – то же, изгибающих моментов М (Мmax = –94,173 кН•м) 
[Fig. 7. The results of calibration calculation:  
а – distribution of the design longitudinal forces N  

in the bar elements of the dome ribs (Nmax = 3097.35 kN);  
б – the same transverse Q (Qmax = 101.36 kN);  

в – the same bending moments M (Mmax = –94.173 kN•m)] 

 
Выводы 

 
На основании комплексных расчетно-теоре- 

тических исследований НДС купольно-конической 
конструкции здания Казанского цирка, обладаю-
щего статусом уникального объекта, можно сде-
лать следующие общие выводы. 

1. Для достоверной оценки состояния здания 
необходимо учесть историю его создания: форми- 
рование и реализацию идеи архитектурно-конструк- 
тивной и объемно-пространственной структуры 
каркаса; оптимизацию равнопрочного распре-
деления основных несущих конструктивных эле-
ментов на базе системы «расчет – моделирова- 
ние – испытание»; строительно-технологические 
методы и приемы, влияющие на несущую спо-
собность и надежность каркаса; предварительное 
обжатие конструкции нижнего опорного кольца, 
воспринимающего растягивающие усилия.  

2. Результаты исследований НДС при помо-
щи программного комплекса «MiсroFe» для кон-
структивной системы купольно-конического кар-
каса с вариантами моделирования его работы на 
разных этапах строительства и эксплуатации, а так-
же с учетом результатов инженерного обследова-
ния, физического износа и истории формирова-
ния НДС, позволяют с определенной степенью 
достоверности оценить фактическое напряженно-
деформированное состояние конструкции здания.  

3. По результатам проведенных авторами и дру-
гими специалистами инженерных инструменталь- 
ных обследований строительных конструкций 
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купольно-конической конструкции здания цирка 
можно констатировать, что техническое состоя-
ние всех несущих и ограждающих конструктив-
ных элементов здания в целом, в соответствии с 
п.п. 3.11, ГОСТ 31937-2011, оценивается как ра-
ботоспособное. Таким образом, эксплуатация зда- 
ния Казанского цирка в течение 50 лет существен-
но не изменила прочность и устойчивость кон-
струкции: здание пригодно к дальнейшей безава-
рийной эксплуатации по своему функционально-
му назначению. 
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В 1938 г. были приняты нормы проектирования, в которых для расчета железобетонных конструкций рекомен-
довался метод предельного равновесия, разработанный в ЦНИПС А.А. Гвоздевым и В.И. Мурашевым. С самого 
начала предлагаемая теория вызвала в научных кругах острую дискуссию, ввиду того, что содержала ряд противо-
речий. Поскольку до сих пор метод предельного равновесия остается основным методом расчета железобетонных 
конструкций на прочность, большинство противоречий теории А.А. Гвоздева унаследовали современные нормы. 
Последние несколько десятков лет активно развивается дискуссия относительно перехода на деформационную мо-
дель сопротивления железобетона, используемую Европейскими стандартами. По этой причине актуализированная 
редакция отечественных норм допускает выполнять расчет железобетонных конструкций по нелинейной деформа-
ционной модели. Однако исследований, подтверждающих согласованность деформационной модели с теоретиче-
скими положениями норм применительно к расчетам изгибаемых элементов, имеется ограниченное количество.  
В связи с этим нами была выполнена серия расчетов жесткости шарнирно опертой плиты перекрытия на основании 
теоретической и деформационной моделей отечественных норм. Расчет плиты производился методом конечных 
элементов по нелинейной деформационной модели, затем выполнялся анализ полученных результатов и сравнение 
с результатами расчета согласно теоретическим положениям норм. 
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In 1938 standards were adopted in which the method of limiting equilibrium, developed by prof. А.А. Gvozdev and 
V.I. Murashev, was recommended for the calculation of reinforced concrete structures. From the very beginning, the pro-
posed method caused a sharp discussion in the scientific community, since it contained number of contradictions. Most of 
the contradictions in the theory of A.A. Gvozdev became part of modern Russian standards. Until now the method of limit-
ing equilibrium remains the main method for calculating reinforced concrete structures for strength. In recent years, a dis-
cussion has been developed on the transition to the deformation model of reinforced concrete resistance used by the Europe-
an codes. In view of this, the updated version of domestic regulations allows the calculation of reinforced concrete struc-
tures using a nonlinear deformation model. However, there is a limited number of studies confirming the consistency of  
the proposed deformation model. In this regard we performed a series of calculations of rigidity of hinged supported on  
the basis of the theoretical and deformation models of the Russian standards. The calculation was carried out by the finite 
element method using the model of nonlinear deformation of concrete.  
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До середины 30-х гг. прошлого века расчет 
железобетонных конструкций выполнялся согласно 
классической теории в предположении линейной 
эпюры распределения нормальных напряжений 
по высоте изгибаемого элемента. Рассматривалось 
приведенное к бетону сечение, а расчет произво-
дился по формулам сопротивления материалов,  
в той или иной степени отражающим механику 
строительных конструкций. 

В 1938 г. были приняты нормы проектирова-
ния, в которых для расчета железобетонных кон-
струкций рекомендовался метод предельного рав-
новесия, разработанный в ЦНИПС выдающимся 
инженером А.А. Гвоздевым и его соратником  
В.И. Мурашевым. В том же году основные поло-
жения этого метода были изложены в работе [1]. 

Главное отличие от классической теории за-
ключалось в том, что расчет железобетонных 
элементов выполнялся в пластической стадии ра- 
боты, предшествующей разрушению конструкции. 

С самого начала предлагаемая А.А. Гвозде-
вым теория вызвала в научных кругах острую 
дискуссию, ввиду того, что содержала ряд проти-
воречий, однако принятию последней во многом 
способствовала простота теоретической модели. 

Введенный в 1938 г. в нормы проектирова-
ния метод предельного равновесия до настояще-
го времени остается основным методом расчета 
железобетонных конструкций на прочность, по-
этому большинство противоречий теории А.А. Гвоз- 
дева унаследовали современные нормы. Наибо-
лее полно эти противоречия изложены в работах 
Р.С. Санжаровского, А.И. Звездова, Т.Т. Мусаба-
ева и других исследователей [5–8]. 

Так как расчет по методу предельного равно-
весия выполняется в пластической стадии работы 
материала, минуя упругую и упруго-пластичную ста- 
дии, реализовать теоретическую модель А.А. Гвоз-
дева для расчета железобетонных конструкций ме- 
тодом конечных элементов весьма затруднитель-
но. Ввиду этого у расчетчиков возникают опре-
деленные трудности в достоверной оценке жест-
кости изгибаемых элементов. 

В 2007 г. вышли в свет нормы проектирова-
ния [2], где применительно к расчету конструк-
ций численными методами указывалось: «В пер-
вом приближении значения понижающих коэф-
фициентов относительно начального модуля уп- 
ругости бетона с учетом длительности действия 
нагрузки рекомендуется принимать: для верти-
кальных несущих элементов – 0,6, а для плит пе-
рекрытий (покрытий) – 0,2 при наличии трещин 
или 0,3 – при отсутствии трещин». 

Последние несколько десятков лет активно раз-
вивается дискуссия относительно перехода на дефор- 
мационную модель сопротивления железобетона, 
используемую Европейскими стандартами [9; 10]. 

По этой причине актуализированная редак-
ция норм [3] допускает выполнять расчет проч-
ности и жесткости железобетонных элементов по 
нелинейной деформационной модели. В качестве 
диаграмм деформирования бетона и арматуры 
нормы рекомендуют использовать билинейные и 
трехлинейные диаграммы. 

Анализу неупругого деформирования бетона, 
а также расчету железобетонных плит методом 
конечных элементов с учетом физической и гео-
метрической нелинейности, посвящены работы 
В.П. Агапова, А.В. Бенина, А.С. Семенова и дру-
гих авторов [11–14]. 

Однако в целом, исследований, подтвержда-
ющих согласованность предлагаемой деформа-
ционной модели с теоретическими положениями 
отечественных норм применительно к расчетам 
изгибаемых железобетонных элементов, имеется 
ограниченное количество.  

В связи с этим нами была выполнена серия 
расчетов жесткости шарнирно опертой плиты пере- 
крытия на основании теоретической (полуэмпи-
рической) и деформационной моделей норм. Рас-
чет по деформационной модели выполнялся ме-
тодом конечных элементов. 

Рассматривалась плита перекрытия следую-
щих геометрических размеров (рис. 1): пролет  
l = 5600 мм, ширина b = 1000 мм, толщина  
h = 200 мм (h0 = 173 мм). Бетон принят класса В15 
(Eb = 24000 МПа, Rb,ser = 11 МПа, Rbt,ser = 1,1 МПа). 
Растянутая арматура класса А400 (Es = 200 000 МПа) 
с площадью поперечного сечения As = 769 мм2 
(514 мм). Плита была загружена длительной рав- 
номерно распределенной нагрузкой интенсивно-
стью q = 6,5 кН/м2. 

 
Рис. 1. Рассматриваемая плита перекрытия 

[Fig. 1. The studied slab] 

В качестве расчетных диаграмм состояния бе- 
тона, определяющих связь между напряжениями 
и деформациями, использовались упрощенные 
кусочно-линейные диаграммы: двухлинейная и 
трехлинейная (рис. 2). 

При этом закон деформирования арматуры 
определялся диаграммой Прандтля (рис. 3). 

As
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Рис. 2. Деформационная модель бетона: 

а – двухлинейная диаграмма; б – трехлинейная диаграмма 
[Fig. 2. Deformation model of concrete: 
а – a two-line diagram, б – a three-line diagram] 

 
Рис. 3. Диаграмма деформирования арматуры 

[Fig. 3. Reinforcement deformation diagram] 
 

 

Рис. 4. Прогибы плиты при диаграммах состояния бетона, мм: 
а – двухлинейная диаграмма; б – трехлинейная диаграмма 

[Fig. 4. Slab deflections for diagrams of the state of concrete, mm: 
а – a two-line diagram; б – a three-line diagram] 

f  = 27 мм 

f  = 21,578 мм
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Рис. 5. Значения изгибающих моментов при диаграммах состояния бетона, кНм: 
а – двухлинейная диаграмма; б – трехлинейная диаграмма 

[Fig. 5. The values of the bending moments for diagrams of the state of concrete, kNm: 
а – a two-line diagram; б – a three-line diagram] 

 

Рис. 6. Прогибы плиты (мм), соответствующие началу образования трещин, при диаграммах состояния бетона: 
а – двухлинейная диаграмма; б – трехлинейная диаграмма 

[Fig. 6. Deflections of the slab (mm), corresponding to the beginning of the formation of cracks, for diagrams of the state of concrete:  
a – a two-line diagram; б – a three-line diagram] 

 
Рис. 7. Значения изгибающих моментов (кНм), соответствующие началу образования трещин,  

при диаграммах состояния бетона:  
а – двухлинейная диаграмма; б – трехлинейная диаграмма 

[Fig. 7. The values of the bending moments (kNm), corresponding to the beginning of the formation of cracks,  
for diagrams of the state of concrete:  

a – a two-line diagram; б – a three-line diagram] 

M  = 25,444 кНм

fcrc = 10,2 мм 

M  = 25,464 кНм

fcrc = 8,73 мм

Mcrc = 13,723 кН 

Mcrc = 12,449 кНм 
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Рис. 8. Ширина раскрытия трещин (мм) при диаграммах состояния бетона: 
а – двухлинейная диаграмма; б – трехлинейная диаграмма 

[Fig. 8. Width of opening of cracks (mm) for diagrams of the state of concrete: 
a – a two-line diagram; б – a three-line diagram] 

 

Рис. 9. Ширина раскрытия трещин в момент трещенообразования (мм) при диаграммах состояния бетона: 
а – двухлинейная диаграмма; б – трехлинейная диаграмма 

[Fig. 9. Width of crack opening at the moment of cracking (mm) for diagrams of the state of concrete: 
a – a two-line diagram; b – a three-line diagram] 

 
Решение поставленной задачи выполнялось 

методом конечных элементов в программном ком- 
плексе Lira-Sapr 2017 [15]. Для моделирования 
плиты перекрытия использовались физически не- 
линейные оболочечные конечные элементы (№ 241). 
Шаг конечно-элементной сетки составлял 0,2 м. 
Общее количество элементов было равно 136, чис-
ло узловых неизвестных системы уравнений МКЭ 
составляло 840. Граничные условия – шарнирное 
опирание плиты по коротким сторонам. 

Для решения задачи использовался шагово-
итерационный метод с равномерным шагом при-
ложения нагрузки, равным 0,01 q. Всего было 
задано 100 шагов. Анализ напряженно-деформи- 

рованного состояния плиты проводился на каж-
дом шаге нагружения конструкции. 

На рис. 4–8 показаны результаты расчета, 
полученные по нелинейной деформационной мо-
дели. 

Основные результаты расчета плиты пере-
крытия по нелинейной деформационной модели 
приведены в табл. 1. 

Для оценки достоверности полученных по 
деформационной модели результатов был опре-
делен прогиб плиты и выполнен расчет на рас-
крытие трещин согласно теоретическим положе-
ниям норм. 

 

acrc = 0,163 мм

acrc = 0,140 мм

acrc,0 = 0,0524 мм 

acrc,0 = 0,0526 мм 
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Таблица 1 

Доля 
на- 
груз- 
ки,  
% 

[Load 
share, 

%] 

Диаграммы состояния бетона [Concrete state diagrams]
Двухлинейная [Two-line] Трехлинейная [Three-line] 

Прогиб 
f, мм 

[Deflec- 
tion f, 
mm] 

Пролет-
ный из- 
гибаю- 
щий 

момент  
M, кНм 

[Spanning 
bending 
moment 
M, kNm] 

Ширина 
раскрытия 
трещин 
acrc, мм 
[Width  
of crack 
opening  
acrc, mm] 

Про- 
гиб  

f, мм 
[Deflec- 

tion  
f, mm] 

Пролет-
ный из- 
гибаю- 
щий  

момент  
M, кНм 

[Spanning 
bending 
moment 
M, kNm] 

Ширина 
раскрытия
трещин 
acrc, мм 
[Width 
of crack 
opening 
acrc, mm]

10 2,047 2,548 – 1,505 2,548 – 
20 4,080 5,095 – 3,010 5,095 – 
30 6,114 7,643 – 4,554 7,642 – 
40 8,155 10,190 – 6,226 10,189 – 
50 10,409 12,729 0,0569 7,982 12,734 – 
60 13,350 15,270 0,0848 10,139 15,288 0,0695 
70 16,616 17,810 0,106 12,806 17,826 0,0895 
80 20,018 20,353 0,126 15,654 20,370 0,107 
90 23,486 22,898 0,144 18,594 22,916 0,125 
100 27,000 25,444 0,163 21,578 25,464 0,140 

С учетом переменной жесткости на участке с 
трещинами прогиб плиты вычислялся по форму-
ле (4.33) норм [4]: 

, (1) 

где  
 

– полная кривизна  

в сечении с изгибающим моментом M; 

 
 
– кривизна при действии 

момента M = Mcrc с учетом трещин; 

 
 
– то же без учета трещин. 

Коэффициенты m и k определяются выраже-
ниями: 

;  

 

Тогда прогиб плиты равен 

(9,99 · 10–6 (5 + 3 · 0,4019 + 

+ 3 · 0,4019 · 0,228) (1 – 0,4019) +  

+ 4 · 0,40192 · 2,68 · 10–6) = 27,6 мм. 

Ширину раскрытия трещин, нормальных к 
продольной оси элемента, определим по формуле 
(4.10) норм [4]: 

                 (2) 

где φ1 = 1,4 – коэффициент, учитывающий продол- 
жительность действия нагрузки; φ2 = 0,5 – коэф-
фициент, учитывающий профиль продольной ар- 
матуры; φ3 = 1 – коэффициент, учитывающий ха- 

рактер нагружения;  – ко-

эффициент, учитывающий неравномерное рас-
пределение относительных деформаций растяну-
той арматуры между трещинами. 

Нормальное напряжение в растянутой арма-
туре определяется выражением 

 

где плечо пары сил zs = 0,8h0 = 138,4 мм. 
Расстояние между трещинами равно 

 

где Abt = 87 930 мм2; As = 768 мм2; ds = 14 мм. 
Так как согласно п. 4.12 норм [4] расстояние 

между трещинами не должно превышать 40ds и 
400 мм, принимаем ls = 400 мм.  

Тогда ширина раскрытия трещин равна 

 

Сравнение результатов, полученных по де-
формационной модели, с теоретической методи-
кой норм представлено в табл. 2. 

Таблица 2 

 Теорети- 
ческая 

методика 
норм 

[Theoretical 
methodology 

of norms] 

Нелинейная 
деформа- 
ционная 
модель 
норм 

[Nonlinear 
deformation 

model of 
norms] 

Расхож-
дения, 

% 
[Discre-
pancies, 

%] 

Прогиб f, мм 
[Deflection f, mm] 

27,60 
27,00 2,174 

21,578 21,819 

Пролетный изги- 
бающий момент  
M, кНм 
[Spanning bending 
moment M, kNm] 

25,50 

25,444 0,212 

25,464 0,141 

  
2

2

max el

1 1
5 3 3 1 4

48

l
f m mk m m

r r

                

6

max

1 1
9,99 10

ммr
    

 

6

crc

1 1
2,28 10

ммr
    

 

6

el

1 1
2,68 10

ммr
    

 

crc 10, 24
0, 4019

25,50

M
m

M
  

crc max

1 1
/ 0,228.k

r r
       
   

25,6

48
f 

crc 1 2 3

σ
φ φ φ ψ ,s

s s
s

a l
E



crcψ 1 0,8 0,679s

M

M
  

σ 239,6 МПа,s
s s

M

z A
 

0,5 800,4 мм,bt
s s

s

A
l d

A
 

crc 5

239,6
1,4 0,5 1 0,679 400 0,228 мм.

2 10
a     


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Окончание табл. 2 

 Теорети-
ческая 

методика 
норм 

[Theoretical 
methodology 

of norms] 

Нелинейная 
деформа- 
ционная 
модель 
норм 

[Nonlinear 
deformation 

model of 
norms] 

Расхож-
дения, 

% 
[Discre-
pancies, 

%] 

Изгибающий  
момент образования 
трещин Mcrc, кНм 
[Bending moment of 
crack formation Mcrc, 
kNm] 

10,24 

12,449 17,744 

13,723 25,381 

Ширина раскрытия 
трещин acrc, мм 
[Width of crack 
opening acrc, mm] 

0,228 
0,163 28,509 

0,140 38,596 

 
П р и м е ч а н и е :  над чертой приведены результа-

ты, относящиеся к двухлинейной диаграмме состояния бето- 
на, а под чертой – к трехлинейной диаграмме.  

[N o t e :  above the line are the results relating to the two-
line diagram of the concrete state, and below the line – the three-
line diagram.] 

 
Выводы 

 
Расчет плиты перекрытия методом конечных 

элементов по нелинейной деформационной моде- 
ли и последующее сравнение полученных резуль-
татов с результатами расчета согласно теоретиче-
ской модели отечественных норм позволили сде-
лать следующие выводы. 

1. Прогибы плиты, определенные по нелиней- 
ной деформационной модели, неплохо согласуют- 
ся с теоретической моделью норм (при двухли-
нейной диаграмме деформирования бетона рас-
хождения составили около 2%, при трехлинейной 
диаграмме – более 21%). 

2. Значения изгибающего момента образова-
ния первых трещин, полученного по деформаци-
онной модели норм, отличаются от теоретической 
модели на 18% в случае двухлинейной диаграм-
мы деформирования бетона и на 25% при исполь-
зовании трехлинейной диаграммы. 

3. Достоверность ширины раскрытия трещин, 
определенной по нелинейной деформационной мо- 
дели, в полной мере не подтверждается теорети-
ческой методикой норм (расхождения составили 
28 и 38% соответственно). Данный факт объясня-
ется определенной проблемой реализации чис-
ленными методами положений норм, в частности 
корректного учета эмпирических коэффициентов 
1, 2, 3, s и выполнения требования норм «…ls 
принимают не менее 10ds и 100 мм и не более 
40ds и 400 мм».  

Проведенные исследования показали, что про-
блема гармонизации теоретических положений оте- 
чественных норм с нелинейной моделью дефор-
мирования бетона особо остро стоит для расчета 
сложных систем, имеющих большое количество уз- 
ловых неизвестных, численными методами. Также 
эту проблему следует распространить и на другие 
классы железобетонных конструкций.  
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В статье рассматриваются кривые – эпи- и гипоциклоиды, образующиеся движением точек, связанных с окруж-
ностями одинакового радиуса, катящимися одновременно по внешней и внутренней сторонам неподвижной окружно-
сти. Показывается взаимосвязь этих кривых. Рассматривается качение окружностей с постоянным углом наклона к 
плоскости неподвижной окружности. При полном вращении подвижной окружности вокруг касательной к неподвиж-
ной окружности точка, связанная с подвижной окружностью, описывает окружность вокруг касательной к неподвиж-
ной окружности. При этом начальная точка в горизонтальной плоскости, принадлежащая эпициклоиде, при повороте 
на 180° переходит в точку гипоциклоиды. При качении подвижной окружности и полном вращении вокруг касатель-
ной в каждой точке касания к подвижной окружности образуются эпи-гипоциклоидальные циклические поверхности. 
В статье доказывается, что окружности эпи-гипоциклоидальных циклических поверхностей являются линиями глав-
ных кривизн, и, следовательно, поверхности относятся к классу каналовых поверхностей. Приводятся рисунки эпи-
гипоциклоид и эпи-гипоциклоидальных циклических поверхностей с различными параметрами – отношением радиу-
сов подвижной и неподвижной окружностей, положением точки, описывающей эпи-гипоциклоиды.  

 
Ключевые слова: эпи-гипоциклоиды, циклические поверхности, каналовые поверхности, эпи-гипоциклоидальные 
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In the article are regarded the curves – epi- and hypocycloids, which are formed by the moving of the generating points, linked 
with the circles of the same radius and which are at the same time outside and inside of the unmoving circle. There is shown  
the relation of those curves. The moving of the circles with constant angle to the plane of the unmoving circle is also regarded.  
At full rotation of the moving circle the generating point linked with moving circle described a circle around the tangent of the un-
moving circle. And the initial point laying in horizontal plane on epicycloid moving to the point on hypocycloid when the moving 
circle rotates on around the tangent of the unmoving circle. When the circle made a full rotation around the unmoving circle with full 
rotation around the tangent to the unmoving circle the epi-hypocycloidal cyclic surfaces are formed. In the article is proofed that the 
circles of the epi-hypocycloidal cyclic surfaces are the coordinate lines of the main curvatures of the surface and so the surfaces be-
longs to the class of canal surfaces. The drawings of the epi-hypocycloidal canal surfaces with different parameters – relation of  
the radius of the moving and unmoving circles λ, the position of the generating point μ – are shown.  

 
Keywords: epi-hypocycloids, cyclic surfaces, canal surfaces, epi-hypocycloidal canal surfaces 
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При качении окружности радиуса а по не-
подвижной окружности радиуса b точка, связан-
ная с подвижной окружностью, описывает эпицик- 
лоиду, если подвижная окружность катится с внеш-
ней стороны неподвижной окружности, и гипо-
циклоиду при качении с внутренней стороны [1–3]. 
Обычно в литературе приводятся отдельно урав-
нения эпициклоид и гипоциклоид [1] с образую-
щей точкой, находящейся на подвижной окруж-
ности. В монографии [3] показана взаимосвязь урав- 
нений эпи- и гипоциклоид и получено их обобщен-
ное уравнение. Ниже приведено уравнение эпи-
гипоциклоид при произвольном положении обра-
зующей точки в плоскости подвижной окружно-
сти (рис. 1).  

Пусть образующие точки 1, 2 находится на 
расстоянии а от центра подвижной окружности 
радиуса а. После качения подвижных окружно-
стей до точки касания с неподвижной окружно-
стью с образующие точки переходят в положение 
1’, 2’. Положение точек 1’, 2’ определяется сум-
мированием векторов (рис. 1, б): 

 ubос h ;      uuaTdо n ;  

   uuaRd n1 ;      uuaRd n2 , 

где   cos sinu u u h i j ;   sin sinu u u  n i j  – 

единичные ортогональные вектора в горизонталь- 
ной плоскости;   μ sin λT u u ,   1 μcosλR u u  . 

Следовательно, обобщенное векторное урав-
нение эпи-гипоциклоид получаем в виде 

            uupRuuTuaur hnh  , =b/a,      (1) 

где р – единичный параметр: при р = 1 получаем 
уравнение эпициклоиды; при р = –1 получаем 
уравнение гипоциклоиды. Эпи- и гипоциклоиды, 
полученные качением окружностей одинакового 
радиуса а, точками, расположенными на одинако-
вом расстоянии µа от центра, будем далее назы-
вать идентичными эпи- и гипоциклоидами. 

Из рис. 1, б видно, что точки эпициклоиды 
и гипоциклоиды при качении подвижных окруж-
ностей одинакового радиуса находятся на одина-
ковом расстоянии –  uаR  от касательной к не-
подвижному кругу. Кривая 

        uuTuau nhrc                 (2) 

является срединной линией однотипных эпи- и ги-
поциклоид. 

 
 

Рис. 1. Образование эпи-гипоциклоид 
[Fig. 1. Formation of epi-hypocycloid] 

Эпи- и гипоциклоиды относятся к классу 
классических кривых, которым посвящено много 
работ, содержащих рисунки и описания особен-
ностей этих кривых при изменении параметров. 
Поэтому далее будем рассматривать циклические 
поверхности на основе идентичных эпи-гипоци- 
клоид. 

Учитывая равноудаленность точек эпи-гипо- 
циклоид от срединной линии (2) и принимая сре-
динную линию за линию центров циклической по- 
верхности (2), получаем уравнение эпи-гипоциклои- 
дальной циклической поверхности с переменным 
радиусом aR(u) 

       , ,u v u aR u u v  ρ rc e

         λ ,a u T u u R u u v    h n e ,   (3) 

где    , cos sinu v u v v e h k  – уравнение ок- 

ружности единичного радиуса в вертикальной плос- 
кости с начальным направляющим вектором h(u). 

Отметим некоторые частные случаи.  
Если образующие точки совпадают с цен-

тром подвижных окружностей ( = 0), то эпи- и 
гипоциклоиды являются окружностями радиуса  
b + a для эпициклоиды и b – a для гипоциклои-
ды, а циклической поверхностью будет тор.  

Если радиус подвижной окружности равен 
радиусу неподвижной окружности λ = 1, то внут-
ренняя окружность не перемещается (не катится) 
и гипоциклоида вырождается в точку. Цикличе-
ская поверхность образуется вращением перемен-
ного радиуса вокруг касательной, проходящей 
через точку (вырожденную гипоциклоиду). По-
лучаемая циклическая поверхность относится к 
классу каналовых поверхностей Иоахимсталя – 
циклических поверхностей с окружностями, яв-
ляющимися линиями главных кривизн поверхно-
сти и лежащих в плоскостях пучка. Радиус точки 
диаметра образующей окружности, перпендику-
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лярной оси вращения, описывает эпитрохоидаль-
ную кривую и циклическая поверхность называ-
ется эпитрохоидальной каналовой поверхностью 
[5; 6]. 

На рис. 2 приведены виды эпитрохоидаль-
ных поверхностей с различным положением об-
разующей точки  = 1; 0,75; 2,75. В нижнем ряду 
показаны эпитрохоиды, неподвижная окружность 
и срединная кривая – линия центров окружностей 
циклической поверхности. Для эпитрохоидальных 
поверхностей срединная линия аналогична по фор-
ме эпитрохоиде. При  > 1 (образующая точка 
расположена с внешней стороны подвижной ок- 
ружности) эпициклоида описывает самопересека-
ющуюся кривую (аналогично и срединную кри-
вую). Циклические поверхности образуются дву-
мя отсеками циклических поверхностей – внеш-
ней и внутренней, соприкасающихся на оси вра-
щения образующих. На рисунке показаны поло-
вины отсеков в интервале изменения углового па- 
раметра 0  v  π. 
 

 
 

Рис. 2. Эпитрохоидальные кривые и поверхности λ = 1 
[Fig. 2. Epitrochoidal curves and surfaces λ = 1] 
 
При радиусе подвижной окружности, рав-

ном половине радиуса неподвижной окружности 
λ = 2, и положении образующей точки на подвиж-
ной окружности μ = 1 гипоциклоида вырождается 
в отрезок прямой – диаметр неподвижной окруж-
ности. При μ ≠ 1 гипоциклоида описывает оваль-
ную кривую. Срединная кривая при μ ≤ 1 откло-
няется от неподвижной окружности на неболь-
шие расстояния, при μ > 1 – образуется самопе-
ресекающаяся кривая сложной формы. 

На рис. 3 представлены эпи-гипоциклои- 
дальные циклические поверхности и кривые с об- 
разующей точкой в пределах подвижной окруж-
ности. 

На рис. 4 показан рисунок эпи-гипоциклои- 
дальной поверхности с образующей точкой вне 
пределов подвижной окружности μ = 2,75 и кри-

вые: б – эпициклоида с гипоциклоидой, в – гипо-
циклоида, г – срединная кривая. Рисунки кри- 
вых показаны совместно с неподвижной окруж-
ностью. 

 

 
 

Рис. 3. Эпи-гипоциклоидальные  
циклические поверхности λ = 2 

[Fig. 3. Epi-hypocycloidal cyclic surfaces λ = 2] 
 

 
 

Рис. 4. Эпи-гипоциклоидальная циклическая  
поверхность λ = 2 с образующей точкой  

вне пределов подвижной окружности μ = 2,75 
[Fig. 4. Epi-hypocycloidal cyclic surface λ = 2  

with a generating point out of the limits  
of the moving circle μ = 2.75] 

 
На рис. 5. представлены эпи-гипоциклоидаль- 

ные циклические поверхности с целочисленным 
отношением радиусов подвижной и неподвижной 
окружностей с образующей точкой на подвижной 
окружности. В нижнем ряду показаны совмест-
ные рисунки эпициклоиды, гипоциклоиды непо-
движной окружности и срединной кривой. Отли-
чие срединной кривой от окружности при λ > 3 
на рисунке масштабно незаметно, но это различ-
ные кривые.  

 

 
 

Рис. 5. Эпи-гипоциклоидальные циклические  
поверхности  с образующей точкой  

на подвижной окружности 
[Fig. 5. Epi-hypocycloidal cyclic surfaces  

with a generating point on a moving circle] 

б   = 0,75 в  = 2,75 а    = 1 

 = 0,75  = 1 

а б гв 

λ = 3 λ = 4 λ = 5
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На рис. 6 изображены эпи-гипоциклоидаль- 
ные циклические поверхности с образующей точ- 
кой внутри подвижной окружности μ = 0,65. В ниж-
нем ряду рисунка – эпициклоиды, гипоциклоиды 
неподвижной окружности и срединной кривой. 

 

 
 

Рис. 6. Эпи-гипоциклоидальные циклические  
поверхности с образующей точкой  

внутри подвижной окружности μ = 0,65 
[Fig. 6. Epi-hypocycloidal cyclic surfaces  

with a generating point inside the moving circle μ = 0.65] 
 

 
 

Рис. 7. Эпи-гипоциклоидальные циклические 
поверхности с образующей точкой 
вне подвижной окружности μ = 2,65 

[Fig. 7. Epi-hypocycloidal cyclic surfaces  
with a generating point outside the moving circle μ = 2.65] 

 
Из приведенных рисунков видно, что эпи-

гипоциклоидальные циклические поверхности с 
целочисленным отношением радиусов неподвиж- 
ной и подвижной окружностей( λ = b/a = n) фор-
мируются из n однотипных отсеков с угловым 
диапазоном 2π/n. При μ = 1 (образующая точка на 
подвижной окружности) отсеки соприкасаются в 
крайних конических точках отсеков. При μ < 1 

(образующая точка внутри подвижной окружно-
сти) отсеки сопрягаются в сечениях с минималь-
ным радиусом R = b (1 – μ). Как отмечалось вы-
ше, при μ = 0 эпи-гипоциклоидальная цикличе-
ская поверхность является тором радиуса R = b. 

При μ > 1 (образующая точка вне подвиж-
ной окружности) эпи- и гипоциклоиды имеют зоны 
пересечения, где отсеки эпициклоид оказываются 
внутри неподвижной окружности, а отсеки гипо-
циклоид – вне подвижной окружности. Отсеки эпи-
гипоциклоидальных циклических поверхностей в 
этих зонах взаимно пересекаются и разделяются 
на отсеки внешней и внутренней поверхностей 
(рис. 7). Очевидно, зона перехода внутреннего от-
сека поверхности во внешний определяется точ-
ками пресечения эпи- и гипоциклоиды. Прирав-
нивая уравнения (1) эпи- (р = 1) и гипоциклоиды 
(р = –1), получаем формулу для определения уг-
лового параметра up точек пересечения: 

   = 1 μcosλ 0p pR u u  , 
0

π
± 

λpku u k  , 

0

1 1
arccos

λ μ
u

 
  

 
 k = 0...λ. 

Таким образом, 1-й внутренний отсек по-
верхности определяется координатным диапазоном 
u = (–u0, u0), для внешнего отсека u = (u0, π/λ – u0). 

На рис. 8. представлены внутренний (а) и 
внешний (б) отсеки поверхности, а также показа-
ны отрезки эпи- и гипоциклоид, срединной кри-
вой и неподвижной окружности в соответствую-
щих диапазонах параметра u. 
 

 
 

Рис. 8. Отсеки эпи-гипоциклоидальных  
циклических оболочек μ = 2,65 

[Fig. 8. Compartments of epi-hypocycloidal 
cyclic shells μ = 2.65] 

 
Как видно из рисунков, форма внешнего отсе-

ка аналогична отсекам при μ = 1. Форма внутрен-
него отсека отличается от формы внешних отсеков.  

Выше рассмотрены эпи-гипоциклоидаль- 
ные циклические поверхности с целочисленным 
отношением λ радиусов неподвижной и подвиж-
ной окружностей. Уравнение поверхностей (3) 
пригодно для поверхностей с произвольным па-
раметром λ. Из геометрии эпи- и гипоциклоид с 
дробным параметром λ известно, что эти кривые 
являются сложными взаимно пересекающимися 
кривыми [3, 4]. В данной работе ограничимся 

λ = 3 λ = 4 λ = 5 

λ = 3 

λ = 4 

λ = 5 

а б 
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рассмотрением эпи-гипоциклоидальные цикли-
ческих поверхностей с целочисленным парамет-
ром λ. 

Выше было отмечено, что при λ = 1 по-
верхности относятся к классу каналовых поверх-
ностей Иоахимсталя. Чтобы выяснить к какому 
классу относятся эпи-гипоциклоидальные цикли-
ческие поверхности общего типа, получим коэф-
фициенты квадратичных форм. Предварительно 
рассмотрим свойства функциональных парамет-
ров уравнения поверхности (3). Частные произ-
водные функций и векторов будем обозначать со- 
ответствующим индексом. 

sin cosu u u   h i j n ;  

cos sinu u u    n i j h ; 

cosu ue n ;  sin cos ,v v v u v   e h k g ; 

sinu u g n ; cos sinv v v    g h k e ; 

cos sinv v h e g ; 

λμsinλ λuR u T  ; λμ cosuT u ;  

RTu  .                            (4) 

Учитываем также ортогональность единич- 
ных векторов: h, n, k и e, n, g. 

Учитывая соотношения (4), получим: 

 λ cos λ ;u a T R v T     ρ h  n e  ;v aRρ g  

    2λ cos 1 2λ cos λ λ ;uu a T R v T v T         ρ  h  n e  

 sin λ ;uv a R v Т  ρ n g  .vv aR ρ e                          (5) 

Коэффициенты квадратичных форм: 

   2 2 2 21 2λ cos λ λ cos ;E a v T R v      
2  

2 sin ;F a RT v   G = a2R2. 

 2 2 λ cos σ;EG F a R v      

   2 2 2σ 1 2μ cosλ μ ;T R u      

   1 1
.

σu v R T   


ρ ρm e n  

 uuL  ρm  

      2 21 cos λ 1 cos 1 2λ cos λ ;
σ

a
R v R v T v          

  sin ;
σuv

а
M TR v ρm    2.

σvv

а
N R  ρm        (6) 

Из формул видно, что выполняется равенство 
NFMG   или 0 NFMG . Это является услови- 

ем, что система координат u = const (система 
окружностей) является системой линий кривизны 
поверхности [3; 7; 8], и, следовательно, эпи-гипо- 
циклоидальные циклические поверхности отно-
сятся к классу каналовых поверхностей.  
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МОДЕЛИРОВАНИЕ ТРЕЩИНООБРАЗОВАНИЯ  
В ВОЛОКНИСТОМ КОМПОЗИТЕ ПРИ ИЗГИБЕ 
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(поступила в редакцию: 4 января 2018 г.; принята к публикации: 30 апреля 2018 г.) 
 
 

Проектирование армированного волокнами композита минимальной материалоемкости при гарантированной 
надежности и долговечности требует учета случаев, когда в связующем могут возникать трещины. Чтобы знать 
предельные изгибающие нагрузки, при которых в связующем произойдет образование трещин, необходимо прово-
дить предельный анализ композита. На основе предложенной расчетной модели, учитывающей в волокнистом ком-
позите наличие повреждений (зон ослабленных межчастичных связей материала), разработан метод расчета пара-
метров композита, при которых появляются трещины. Рассмотрена тонкая пластина из упругой изотропной среды 
(матрицы) и распределенных в ней включений (волокон) из другого упругого материала при изгибе. Считается, что 
при нагружении происходит зарождение трещин и разрушение композита. Для прогнозирования появления трещин 
в волокнистом композите при изгибе в зависимости от геометрических и механических характеристик связующего 
и волокна построена замкнутая система нелинейных алгебраических уравнений. Сформулирован критерий зарож-
дения трещин в композите при действии изгибающих нагрузок. Размер предельных минимальных зон ослабленных 
межчастичных связей материала, при которых происходит трещинообразование, рекомендуется рассматривать как 
проектную характеристику материала связующего.  

 
Ключевые слова: связующее, волокно, изгиб, зоны предразрушения, композитная пластина, трещинообразование 
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Design of fiber-reinforced composite of minimum material consumption at guaranteed reliability and durability requires con-
sideration of cases when cracks may appear in the binder. To know the limit bending loads at which cracks will occur in the bin- 
der, it is necessary to carry out the limit analysis of the composite. Proposed design model takes into account the presence of da- 
mages (zones of weakened inter-particle bonds of the material) in the fiber composite. Based on this design model a calcula- 
tion method has been developed for composite parameters at which cracks appear. A thin plate of elastic isotropic medium (ma-
trix) and inclusions (fibers) of another elastic material distributed in the matrix is considered. The plate is bending. It is assumed 
that at the loading of composite, the cracks initiation and fracture of the composite occur. A closed system of nonlinear algebraic 
equations is constructed. Solution of the obtained system allows to predict the cracking in composite under bending, depending on 
geometric and mechanical characteristics of the binder and fiber. A criterion of the cracks nucleation in the composite under  
the action of bending loads is formulated. Size of limit minimal zones of weakened inter-particle bonds of the material  
at which the cracks nucleation occurs is recommended to be considered as a design characteristic of the binder material.  

 
Keywords: binder, fiber, bending, prefracture zones, composite plate, cracking 
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Введение. Создание новых композицион-
ных материалов, обладающих высокой прочностью, 
жесткостью и надежностью, открывает большие 
возможности их широкого применения в различ-
ных областях строительства и машиностроения. 
Такими материалами, в частности, являются во-
локнистые композиты.  

Решение различных задач техники требует 
объективной информации о напряженно-деформи- 
рованном состоянии в элементах конструкций из 
композиционных материалов. Эту информацию 
можно получить только при учете основных осо-
бенностей этих материалов. При проектировании 
новых конструкций из композитных материалов 
необходимо учитывать возможность появления в 
материале трещин. Поэтому необходимо прово-
дить предельный анализ, чтобы установить, что 
предполагаемые исходные повреждения, распо-
ложенные максимально неблагоприятно, не бу-
дут расти до критических размеров и не вызовут 
разрушения в течение расчетного срока службы. 
Одно из основных мест в механике композитных 
материалов занимают проблемы, связанные с осо-
бенностями из структуры. В частности, при ис-
следовании различного рода вопросов механики 
составных тел важно учитывать повреждения в их 
структурах. Такие повреждения могут быть вы-
званы самим построением композитных материа-
лов, технологическими процессами или действи-
ем различных факторов. Следует отметить, что 
успешное применение на практике композитных 
материалов в значительной мере связано с реше-
нием задач определения их напряженно-деформи- 
рованного состояния с учетом структурных осо-
бенностей, в том числе повреждений в связую-
щем и волокнах. Поэтому исследования напряжен-
но-деформированного состояния в волокнистых 
композитах с повреждениями следует признать 
весьма актуальными. Этим вопросам посвящено 
большое число работ [1–27] и др. Разработка ма-
тематической модели, позволяющей прогнозиро-
вать напряженно-деформированное состояние 
композита в стадии предразрушения (образования 
трещин), имеет большое значение. 

Цель работы состоит в разработке расчетной 
модели для составного тела «связующее – волок-
но», позволяющей рассчитать предельные внешние 
изгибающее нагрузки, при которых происходит 
образование трещин в волокнистом композите.  

Постановка задачи. Пусть неограниченная 
составная пластина (волокнистый композит) под-
вергается изгибу средними моментами (изгиб на 

бесконечности)  xx MM ,  yy MM , 0xyH . 

При нагружении композита в материале связую-
щего будут возникать зоны предразрушения. Зоны 
предразрушения моделируются как области 
ослабленных межчастичных связей материала, где 
при нагружении композита имеет место пластиче-
ское течение. Зоны предразрушения ориентирова-
ны в направлении максимальных растягивающих 
напряжений. Исследования [28–30] показывают, 
что в начальной стадии нагружений зоны предраз- 
рушения представляют собой узкий вытянутый 
слой, а затем с ростом внешней нагрузки внезапно 
появляется вторичная система зон ослабленных 
межчастичных связей материала.  

Пусть внешняя изгибающая нагрузка изме-
няется таким образом, что в зонах ослабленных 
межчастичных связей материала связующего осу- 
ществляется пластическое деформирование. По-
сле некоторого числа циклов нагружения компо-
зита возможность пластического деформирова-
ния в зонах ослабленных межчастичных связей 
материала исчерпывается и резко возрастает рас-
крытие берегов зон пластического течения. Когда 
раскрытие берегов зоны предразрушения в точке 
максимальной концентрации достигнет предель-
ного значения δс для данного материала связую-
щего, в этой точке образуется трещина (произой-
дет разрыв межчастичных связей материала) [31].  

В процессе нагружения композита изгиба-
ющими моментами в материале связующего бу-
дет возникать зона предразрушения. Для матема-
тического описания взаимодействия берегов зо-
ны предразрущения принято, что в этой зоне меж-
ду берегами имеются связи, которые сдерживают 
раскрытие берегов зоны ослабленных межчастич- 
ных связей материала. Взаимодействие берегов 
зоны предразрушения моделируется с помощью 
введения между берегами линий пластического 
скольжения (вырожденных полос пластических 
деформаций). Местоположение и размеры зон 
пластического течения зависят от вида материала 
связующего и нагружения. Считается, что в зонах 
предразрущения имеет место пластическое тече-
ние при постоянном напряжении. При этом ме-
стоположение и размер зон предразрушения из-
начально неизвестны и должны быть определены 
в процессе решения задачи.  

Анализ взаимодействия связующего и воло-
кон проводится на основе модели с одним волок-
ном. Остальные волокна «размазываются», а ма-
териал вне выделенного волокна принимается одно- 
родным и изотропным с соответствующими эф-
фективными упругими постоянными (по правилу 
смесей). Взаимодействие размазанных волокон и 
зон предразрушения осуществляется через соот-
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ветствующие эффективные упругие постоянные. 
При этом нет ограничений на расположение и 
относительные размеры волокон и зон предраз-
рушения, но принято, что зоны предразрушения 
не пересекаются между собой и волокном.  

Начало системы координат Oxy совпадает с 
геометрическим центром волокна в срединной 
плоскости композитной пластины (рис. 1). В кру-
говое отверстие связующего вставлено волокно 
из другого, также упругого материала. Принято, 
что всюду на границе соединения L (τ = Rexp(iθ)) 
имеет место жесткое сцепление различных мате-
риалов.  

 
Рис. 1. Расчетная схема образования трещин  

в связующем композита при изгибе 
[Fig. 1. Design diagram of cracks nucleation  
in the composite binder subject to bending] 

Рассмотрим случай, когда в связующем 
вблизи волокна в процессе изгиба имеется N 
прямолинейных зон предразрушения длиной 2lk 
(k = 1,2,…,N). В центрах прямолинейных зон 
предразрушений разместим начала локальных сис- 
тем координат Okxkyk. Оси xk совпадают с линия-
ми зон предразрушения и составляют осью x уг-
лы αk. На контуре раздела сред должны выпол-
няться условия: 
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


 0

22
, 

где w и w0 прогибы связующего и волокна соот-
ветственно; n и t натуральные координаты (нор-
маль и касательная к контуру L).  

Соотношения (1) являются следствием не-
прерывности прогибов в композите, углов накло-
на касательной и величин изгибающих моментов.  

При нагружении композита внешними из-
гибающими моментами в связях, соединяющих 
берега зон предразрушения, будут возникать нор- 
мальные σ σ

ky s  и касательные напряжения 

τ τ
k kx y s  (σs  – предел текучести материала при 

растяжении, τs  – предел текучести материала на 

сдвиг).  
Граничные условия на берегах зон пред- 

разрушения будут иметь вид: 

sn MM  , nt
n s

H
N H

t


 


,              (2) 

где 
2σ

4
s

s
h

M  ; 
2τ

4
s

s
h

H  ; h – толщина композит-

ной пластины; Mn, Hnt – удельные изгибающий  
и крутящий моменты; Nn – удельная поперечная 
сила. 

Для определения значений внешней изги-
бающей нагрузки, при которой произойдет появ-
ление трещин в связующем, необходимо поста-
новку задачи дополнить условием трещинообра-
зования (разрыва межчастичных связей материа-
ла). В качестве такого условия принимается кри-
терий предельного раскрытия берегов зоны ослаб- 
ленных межчастичных связей материала: 

    δk k k k cv v i u u        (k = 1,2,…,N).       (3) 

Здесь δc –характеристика сопротивления мате- 

риала связующего трещинообразованию;    kk vv  – 
нормальная составляющая раскрытия берегов k-той 

зоны предразрушения;    kk uu  – касательная 
составляющая раскрытия (сдвига) берегов k-той 
зоны предразрушения. 

Дополнительное условие (3) позволяет уста-
новить параметры композитной пластины, при ко-
торых произойдет появление трещин в связующем. 

Моменты Mx, My, Hxy, поперечные силы Nx, 
Ny и прогиб w в технической теории изгиба пла-
стин можно представить с помощью комплекс-
ных потенциалов Колосова – Мусхелишвили [32]. 
На границе раздела сред имеем 

0 0 0φ(τ) + τΦ(τ) + ψ(τ) = φ (τ) + τΦ (τ) + ψ (τ) ,    (4) 

*φ(τ) + τΦ(τ) + ψ(τ)n   

 0 0
0 0 0 0

(1 )
φ (τ) + τΦ (τ) + ψ (τ) .

(1 )

D
n

D





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
        (5) 
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Здесь φ(τ) , ψ(τ)  и 0φ (τ) , 0ψ (τ)  – ком-

плексные потенциалы для связующего и волокна 
соответственно; τ exp( θ)i  – переменная точка  

на границе раздела сред; * (3 ) (1 )n      ; 

D и D0 – цилиндрическая жесткость связующего 
и волокна соответственно;   и 0  – коэффици-
енты Пуассона материала связующего и волокна; 

)1()3( 000  n . 
Рассматриваемая краевая задача механики 

композитных материалов оказывается задачей тео-
рии упругости с неизвестной границей и ее тре-
буется определить в процессе решения краевой 
задачи. На берегах прямолинейных зон предраз-
рушения имеем следующие условия 

kkkkkkk iCfxxxxxn  0
* )()()()(  

(k = 1,2,…,N),                            (6) 

где ssk iHMf 0 ; xk – аффикс точек k-той зоны 

предразрушения; Ck –действительные постоян-
ные, определяемые в ходе решения задачи из ус- 
ловий равенства нулю скачка прогиба в верши-
нах зон предразрушения. 

В принятых предположениях теории Кирх- 
гофа рассматриваемая задача определения напря- 
женно-деформированного состояния композитной 
пластины сводится к отысканию двух пар функ-
ций )(0 z , )(0 z  и )(z , )(z  комплексной 
переменной z = x + iy, аналитических в соответ-
ствующих областях и удовлетворяющих краевым 
условиям (4)–(6). 

Комплексные потенциалы 0φ (τ)  и 0ψ (τ) , 

описывающие напряженно-деформированное 
состояние волокна, ищем в виде  

0
1

φ ( ) ,k
k

k

z a z




    
0

1

ψ ( ) .
b

k
k

k

z b z


              (7) 

Обозначим левую часть краевого условия (4) 
как f1 + if2 и примем, что на контуре L эта ком-
плексная функция разлагается в ряд Фурье:  

θ
1 2 .in

k
k

f if A e




                        (8) 

На основании краевого условия (4) и соот-
ношений (7), (8), используя метод степенных ря-
дов [32], находим коэффициенты an, bn функций 

0φ ( )z  и 0ψ ( )z :  
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b 2)2(      (n ≥ 0). 

Величины коэффициентов nA  ищем в ходе 
решения задачи для связующего. С помощью ком-
плексных потенциалов 0φ ( )z  и 0ψ ( )z  после не-

которых элементарных преобразований граничные 
условия на контуре τ exp( θ)R i  раздела сред за- 
пишем в виде  

θφ(τ) + τΦ(τ) + ψ(τ) ,ik
k

k

A e



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*φ(τ) + τΦ(τ) + ψ(τ) =n  
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Решение граничной задачи (6), (10), (11) ищем 
в виде  

1 2( ) φ ( ) ( ),z z z'       1 2( ) ψ ( ) ( ),z z z         (12) 
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где 0α
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gk(xk) – искомые функции, характеризующие раз-
рыв углов поворота срединной плоскости пла-
стины при переходе через линию зоны предраз-
рушения  

( ) .k k
k

k k

W Wd
g t i

dt x y

   
     

 

Удовлетворяя функциями (12), (13) и (14) 
граничным условиям (10), (11) и сравнивая ко-
эффициенты при одинаковых степенях exp( θ)i , 
получим алгебраические уравнения для нахожде- 
ния коэффициентов kc , kd  и kA . Эти соотно-

шения позволяют получить формулы для kc , kd  

и kA  в явном виде через функции )( kk xg . 
Удовлетворяя краевым условиям на бере-

гах зон предразрушения (6), получим систему N 
комплексных сингулярных интегральных урав-
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нений относительно неизвестных функций gk(xk) 
(k = 1,2,…,N): 
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k l
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где ln, t, x и 0
nz  – безразмерные величины, отнесен-

ные к R; * ( )
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


; nkR , nkS определяются 

по известным соотношениям [33, формулы VI. 62]; 
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К системе сингулярных интегральных урав-
нений (16) для внутренних зон предразрушения 
добавляются равенства, которые обеспечивают од-
нозначность углов поворота срединной плоскости 
композитной пластины при обходе контуров зон 
предразрушения 





k

k

l

l
k dttg 0)(*    (k = 1,2,…,N).              (17) 

Для определения постоянных Ck (k = 1,2,…,N) 
имеем соотношения [34], обеспечивающие равен- 
ство нулю скачка прогиба в вершинах зон пред- 
разрушения 

Re tg ( ) 0
k
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t dt


    (k = 1,2,…,N).         (18) 

Система комплексных сингулярных инте-
гральных уравнений (16) при дополнительных 
условиях (17) сводится [28; 33] к конечной си-
стеме N × M алгебраических уравнений относи-
тельно приближенных значений искомых функ-

ций )(*
kk xg  в узловых точках:  

* *
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    (r = 1,2,…,M – 1; n = 1,2,…,N).    (19) 

Если в системе (19) перейти к комплексно 
сопряженным величинам, то получим еще одну 
систему N × M алгебраических уравнений. 

Решение системы сингулярных интеграль-
ных уравнений ищется в классе всюду ограни-
ченных функций (напряжений). Поэтому к систе- 
ме (19) необходимо добавить условия ограничен-
ности напряжений на концах зон пластического 

течения kk lx   (k = 1,2,…,N). Эти 2N условий 
имеют следующий вид 
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(k = 1,2,…,N),    (20) 
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2N комплексных уравнений (20) служат для 
определения координат вершин зон пластическо-
го течения. Алгебраическая система (19), (20) из-
за неизвестных размеров зон предразрушения 
является нелинейной. Полученные разрешающие 
системы уравнений относительно kc , kd , kA , 

)(*
mk tg  (k = 1,2,…,N; m = 1,2,…,M) позволяют 

для заданной внешней изгибающей нагрузки ис-
следовать напряженно-деформированное состоя-
ние композита при наличии в материале связую-
щего произвольного числа зон предразрушения. 
Для решения нелинейной объединенной алгебра-
ической системы используется метод последова-
тельных приближений. Ее численное решение 
позволяет найти координаты вершин (местопо-
ложение) и размеры зон предразрушения, значе-

ния kc , kd , kA , )(*
mk tg . Очевидно, что, опре-

делив координаты вершин всех зон предразру-
шения, по известным формулам аналитической 

геометрии можно найти координаты 0
kz  центров 

зон предразрушения и углы αk  с осью x (рис. 1). 

После нахождения значений искомых функций 

)(*
mk tg  вычислялось раскрытие берегов зон пред- 

разрушения. С помощью критерия предельного 
раскрытия берегов зон предразрушения найдено 
условие, определяющее критический уровень внеш-
ней изгибающей нагрузки в связующем для каж-
дой зоны предразрушения. Значение внешней из- 
гибающей нагрузки, вызывающей появление тре- 
щины в k-той зоне предразрушения, определяется 
из следующего соотношения 

0

* ( ) δ
k

k

x

ck k k
l

g x dx


     (k = 1,2,…,N),          (21) 

где 0
kx  – координаты точки зон предразрушения, 

в которых происходит разрыв межчастичных свя- 
зей материала связующего.  

Критическим значением изгибающей нагруз- 
ки в связующем будет минимальное среди вели-
чин, определяемых соотношением (21).  

Результаты расчетов приведены на рис. 2. 

( ),n rF x
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Рис. 2. Зависимость длин зон предразрушения  

от внешней изгибающей нагрузки 
[Fig. 2. Dependence of the prefracture zones lengths  

on external bending load] 

 
 

 
Рис. 3. Распределение нормальных (а) и касательных (б)  

оставляющих вектора перемещений  
для угла ориентации α1 = 11° 

[Fig. 3. Distribution of the normal (а) and tangential (б)  
components of displacement vector for orientation angle α1 = 11°] 

На рис. 2 представлены зависимости длины 
зоны предразрушения Rlk  (k = 1,2,3) от безраз-

мерного значения изгибающего момента sy MM   

для различных углов ориентации (
1
α 11  , 

2
α 36 ,   

3α 48  ). В расчетах было принято M = 30.  

 
 

 
Рис. 4. Распределение нормальных (а) и касательных (б)  

составляющих вектора перемещений  
для угла ориентации α1 = 36° 

[Fig. 4. Distribution of the normal (а) and tangential (б) 
components of displacement vector 

for orientation angle α1 = 36°] 

На рис. 3–5 представлены графики распре-

деления нормальных Rvv kk )(    и касательных 

Ruu kk )(    составляющих вектора перемещений. 

При расчетах были использованы безразмерные 
координаты kkk lxx / .  

Существенное влияние на раскрытие бере-
гов зон пластического течения играет местопо-
ложение зон предразрушения. Когда зоны пла-
стического течения расположены близко друг к 
другу, то расчеты показывают как увеличение раз-
меров зон предразрушения и раскрытие их бере-
гов, так и уменьшение раскрытия берегов и раз-
меров зон предразрушения. Различие видов вза-
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имного влияния повреждений (зон ослабленных 
межчастичных связей материалов) объясняется раз- 
личиями их расположения. 

Полученная объединенная алгебраическая сис- 
тема уравнений задачи позволяет получить реше-
ние с любой наперед заданной точностью. 

 
 

 
Рис. 5. Распределение нормальных (а) и касательных (б) 

составляющих вектора перемещений  
для угла ориентации α1 = 48° 

[Fig. 5. Distribution of the normal (а) and tangential (б) 
components of displacement vector  

for orientation angle α1 = 48°] 

Анализ модели образования трещин в связу-
ющем волокнистого композита в процессе нагру- 
жения изгибающей нагрузкой сводится к парамет- 
рическому совместному исследованию объединен- 
ной разрешающей алгебраической системы зада-
чи и критерия появления трещин (21) при раз-
личных значениях свободных параметров компо-
зитной пластины. Это различные геометрические 
и механические характеристики материалов свя-
зующего и армирующих волокон. 

На некотором этапе нагружения пластины 
возможно одновременное существование в мате-
риале связующего зон пластического течения и 

образовавшихся трещин. Метод решения задачи 
теории изгиба пластины в этом случае объединяет 
одновременный учет повреждений и трещин с 
концевыми зонами пластических деформаций. 

Выводы. Практика использования армиро-
ванных волокнами композитов показывает, что на 
стадии проектирования следует принимать во вни- 
мание возможное появление в связующем трещин. 
Существующие методы прочностного расчета во- 
локнистого композита, как правило, игнорируют 
это обстоятельство. Такое положение делает не-
возможным проектирование композита минималь- 
ной материалоемкости при гарантированной на- 
дежности и долговечности. Поэтому необходим 
предельный анализ композита, чтобы знать пре-
дельные изгибающие нагрузки, при которых в свя- 
зующем происходит образование трещин. Размер 
предельных минимальных зон ослабленных меж-
частичных связей материала, при которых проис-
ходит трещинообразование, рекомендуется рас-
сматривать как проектную характеристику мате-
риала связующего.  

На основе предложенной расчетной модели, 
учитывающей в армированном волокнами компо- 
зите наличие повреждений (зон ослабленных меж- 
частичных связей материала), разработан метод 
расчета параметров композита, при которых по-
являются трещины. Зная основные значения пре-
дельных параметров формирования трещин и вли-
яние на них свойств материалов, можно обоснован-
но управлять явлением образования трещин пу-
тем конструкторско-технологических решений на 
стадии проектирования композита.  

 
© Гасанов Ш.Г., 2018 
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