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Аналитические обзоры  
 

УДК 624.074.2:624.014:693.8                   DOI: 10.22363/1815-5235-2018-14-1-4-16 

БОЛЬШЕПРОЛЕТНЫЕ МЕТАЛЛИЧЕСКИЕ КУПОЛЬНЫЕ 
ПОКРЫТИЯ И ИХ ВОЗВЕДЕНИЕ 

Е.В. ЛЕБЕДЬ, А.Ю. АЛУКАЕВ 
 
Национальный исследовательский  
Московский государственный строительный университет, Москва, Россия 
129337, Москва, Ярославское шоссе, д. 26 

Приведены основные виды геометрических и конструктивных схем каркасов ку-
польных покрытий из металла. Показано, что по геометрической схеме каркаса купола 
разделяют на три основных вида: ребристые, ребристо-кольцевые и сетчатые. А сетча-
тые купола разделяются на циклически симметричные с повторяющимися секториаль-
ными геометрическими схемами и геодезические, которые получаются на основе впи-
санных в сферу многогранников. По своему конструктивному исполнению каркасы 
ребристых и ребристо-кольцевых металлических куполов могут быть однопоясными и 
двухпоясными. Геометрическая схема каркаса большепролетного металлического купо-
ла определяет способ его возведения, от которого зависит конструктивное решение 
элементов каркаса и последовательность их монтажа. Перечислены способы возведения 
куполов: с временными опорами, подъемом целиком или навесным монтажом. Выпол-
нен краткий обзор возведенных большепролетных металлических куполов. С акцентом 
на использованный способ возведения большепролетного металлического купола при-
ведены примеры построенных зданий и сооружений в разных странах мира. Дана общая 
характеристика конструктивной схемы купольного каркаса каждого из них. На этих 
примерах показана зависимость способа возведения большепролетного металлического 
купола от геометрической схемы его каркаса. 

Сделан вывод о большом распространении купола как конструктивной форма по-
крытия из металла в практике мирового строительства в зданиях различного назначе-
ния. При строительстве относительно невысоких двухпоясных или высоких однопояс-
ных куполов применяются способы возведения с временными опорами всех видов или 
сборку на земле. Отмечена предпочтительность монтажа двухпоясного каркаса навес-
ным способом при значительной высоте большепролетного купола. 

Ключевые слова: большепролетный металлический купол, геометрические схемы 
каркасов, конструктивные схемы куполов, металлические конструкции, способы возве-
дения, монтаж конструкций 

 

В мире построено множество большепролетных купольных покрытий с ме-
таллическим каркасом. Это объясняется их выразительной архитектурой, эко-
номичностью расхода металла, небольшой трудоемкостью изготовления и мон-
тажа [1, 2]. Купола, благодаря положительной Гауссовой кривизне, характери-
зуются большей жесткостью по сравнению с пространственными покрытиями 
другой геометрической формы. Купола занимают также лидирующее положе-
ние среди других выпуклых покрытий двоякой кривизны из-за повышенной 
пространственной жесткости, связанной с замкнутым опорным контуром круг-
лой формы в плане и большой высотой в сравнении с пролетом. Купола по 
очертанию могут быть сферическими, параболическими и эллипсоидными. Они 
относятся к оболочкам вращения. Ось вращения вертикальна и проходит через 
вершину такого купола. 

По геометрической схеме каркаса купола разделяют на три основных вида: 
ребристые, ребристо-кольцевые и сетчатые [3, 4]. Ребристые купола состоят из 
отдельных меридиональных ребер, расположенных в радиальных направлениях, 
опирающихся на нижнее (опорное) кольцо и соединенных в вершине верхним 
кольцом (рис. 1, а). В ребристо-кольцевых куполах, кроме нижнего и верхнего 
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колец, меридиональные ребра опоясываются еще несколькими промежуточны-
ми кольцами (рис. 1, б). С увеличением пролета ребристо-кольцевые купола 
становятся экономичнее ребристых благодаря лучшей пространственной работе. 
Для повышения пространственной жесткости каркаса, в ребристо-кольцевых и 
ребристых куполах между меридиональными ребрами в четырех равноудален-
ных друг от друга секторах в плоскостях четырехугольных ячеек, ограничен-
ных, соответственно, промежуточным кольцами или кровельным прогонам, 
устанавливаются связи крестового вида.  

Если в каждой четырехугольной ячейке каркаса ребристо-кольцевого купо-
ла установлены крестовые связи, то такой каркас называют куполом схемы 
Шведлера (рис. 1, в). Вся оболочка (для стержневых систем понятие условное) 
этого купола разбивается стержнями на треугольные ячейки, благодаря которым 
каркас приобретает большую жесткость в касательной к оболочке плоскости. 

В сетчатых куполах каркасы разбиваются на треугольные ячейки с целью 
обеспечения геометрической неизменяемости образуемой пространственной 
стержневой системы. В большепролетных куполах сетчатые каркасы благодаря 
повышенной пространственной жесткости экономичнее ребристых и ребристо-
кольцевых. Сетчатые купола характеризуются близкими по размерам ячейками 
и их разделяются на два типа: циклически симметричные и геодезические. 

Циклически симметричные купола отличаются повторяемостью геометри-
ческого строения каркаса по секторам. Этим свойством обладает и купол Швед-
лера, но его ребра и кольца имеют несравнимо более мощное сечение по отно-
шению к связям. Среди сетчатых куполов циклически симметричного типа 
наибольшое распространение получили звездчатый (схемы Фёппля - рис. 1, г) и 
секториально-сетчатый (схемы Чивитта - рис. 1, д) купола.  

Геометрические схемы каркасов геодезических куполов получаются на ос-
нове вписанных в сферу многогранников (схема Фуллера) с правильными тре-
угольниками, пятиугольниками и шестиугольниками (рис. 1, е). Наибольшее 
применение среди многогранников имеют икосаэдр (20 треугольных граней), 
додекаэдр (12 пятиугольных граней) и усеченный икосаэдр (12 пятиугольных и 
20 шестиугольных граней) [3]. Вершины многоугольников и спроецированные 
на сферу центры граней соединяют дугами большого круга или геодезическими 
линиями, получая сетку с треугольными ячейками. Такими же дугами соединя-
ют середины сторон треугольных ячеек и так далее.  

Проектируются также купола, каркасы которых характеризуются перемен-
ной регулярности и комбинированными схемами геометрического построения 
от опорного контура к вершине. Например, в ребристо-кольцевых куполах, из-за 
уменьшения расстояния между ребрами в верхней части купола, количество ре-
бер может уменьшаться по мере приближения к его вершине. Могут применять-
ся каркасы ребристо-кольцевого вида с чередующимися по высоте связями 
между кольцами по всей окружности купола. Существуют также каркасы с раз-
личными геометрическими схемами построения сетчатых куполов у опорного 
контура и у вершины, с изменением регулярности и геометрической формы яче-
ек от опорного контура к вершине, а также другими комбинациями схем. 

По своему конструктивному исполнению каркасы ребристых и ребристо-
кольцевых металлических куполов могут быть однопоясными и двухпоясными, 
а каркасы сетчатых металлических куполов могут быть односетчатыми и двух-
сетчатыми. Ребра и кольца однопоясных купольных каркасов проектируют, в 
основном, из элементов двутаврового сечения. Для двухпоясных каркасов, при-
меняют, как правило, элементы в виде плоских ферм с параллельными поясами, 
стержни которых изготавливают из профильного металла. Элементы односетча-
тых купольных каркасов изготавливают, в основном, из двутавров. Стержневые 
элементы двухсетчатых куполов проектируют, в основном, из труб, хотя приме-
няют также и другие виды профилей.  
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В однопоясных или односетчатых куполах конструктивные элементы вме-
сте с продольной силой (в большинстве стержней сжимающих) испытывают из-
гиб, поэтому их соединения в нормальном направлении осуществляется через 
жесткие узлы. В касательных к купольной оболочке плоскостях узлы шарнир-
ные. В двухпоясных или двухсетчатых куполах конструктивные элементы ста-
новятся похожими на фермы, даже если ячейки каркаса сверху и снизу не рас-
положены непосредственно друг над другом или имеют разные геометрические 
очертания (геодезические сетчатые купола). Поэтому узловые соединения 
стержней таких каркасов проектируют шарнирными в нормальном к оболочке 
купола направлении. 

В целом, большепролетные купола являются пространственными стержне-
выми системами с многочисленными элементами, поэтому их проектирование и 
строительство сопряжено с решением сложных задач. К основным задачам от-
носятся: конструирование и расчет пространственного каркаса, выбор способа и 
последовательности монтажа элементов каркаса.  

Геометрическая схема каркаса большепролетного металлического купола 
определяет его конструктивное решение и характер монтажа его отдельных 
элементов. Оба этих фактора влияют на выбор способа возведения, схемы и по-
следовательности монтажа конструкций. Монтаж каркасов большепролетных 
металлических куполов представляет собой технически сложную задачу. Это 
обусловлено значительными пролетами, изменяющейся высотой, множеством 
по-разному ориентированных в пространстве конструктивных элементов и 
необходимостью соединения их под разными углами.  

Возведение каркасов большепролетных металлических куполов выполняет-
ся самыми разными способами, из которых наибольшее распространение полу-
чили следующие [3, 5—7]:  

1) монтаж с применением временной центральной опоры;  
2) монтаж с применением нескольких временных опор (в центре и (или) 

вокруг него);  

Рис. 1. Геометрические схемы каркасов металлических куполов 
а — ребристый купол; б — ребристо-кольцевой купол; в — купол Шведлера;  

г  — звездчатый купол; д  — секториально-сетчатый купол; e  — геодезический купол 

в 

г 

а б 

д e 
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3) сборка или монтаж со строительных лесов или специальных временных 
подмостей;  

4) установка подъемом и (или) перемещением целиком после поэлемент-
ной сборки на земле;  

5) монтаж навесным способом поэлементно, конструкциями или укруп-
ненными фрагментами (блоками); 

6) комбинированный из вышеуказанных. 
Первые два способа применяются в основном при монтаже каркасов ребри-

стых и ребристо-кольцевых куполов, а также циклически симметричных сетча-
тых куполов. Третий и четвертый - при монтаже каркасов сетчатых куполов в 
случае их относительно небольших пролетов. Пятый способ применяется только 
для каркасов двухсетчатых высоких куполов больших пролетов.  

При комбинированном возведении обычно сочетают первый или второй 
способы с третьим. Например, при помощи временных опор устанавливают со-
бранные на земле меридиональные конструкции каркаса, а затем с использова-
нием подмостей монтируют остальные элементы. Возможна также сборка на 
земле секториальных частей купольного каркаса отдельно друг от друга с по-
следующей их установкой на временную центральную опору.   

В зависимости от предполагаемого способа монтажа купольные каркасы 
при проектировании разбиваются на крупные пространственные части (секто-
ра), объемные стержневые монтажные блоки (фрагменты каркаса), плоские ре-
шетчатые конструкции (ребра), отдельные элементы конструкций (фрагменты 
ребер или колец) и отдельные стержневые элементы каркаса.  

Монтаж купольных каркасов первым и вторым способами производится 
цельными меридиональными ребрами или их крупными частями. В качестве 
временной центральной опоры применяются решетчатые башни (сквозного се-
чения) из четырех и более ветвей, а также мачты сквозного сечения, которые 
поддерживаются в вертикальном положении системой оттяжек. Для промежу-
точных опор применяют башни и мачты сквозного сечения. В случае примене-
ния башни для временной центральной опоры она может быть использована в 
качестве нижней части стационарного (башенного) подъемного крана или слу-
жить опорой для поворотных стреловой или Г-образной опорной частей крана.  

При монтаже каркасов большепролетных металлических куполов, как 
крупными конструкциями, так и их небольшими частями применяются подвиж-
ные башенные краны на рельсах или самоходные стреловые краны на гусенич-
ном ходу. Высота башенного крана или длина стрелы гусеничного, как и их гру-
зоподъемность, зависят от размеров и конструкции купольного покрытия. 

С использованием временной центральной опоры возведены большепро-
летные купола следующих зданий: 

Колизей в Шарлотте1 в США (рис. 2, а), построенный в 1955 г. Покрытием 
Колизея служит однопоясной каркас ребристо-кольцевого купола пролетом 
100 м и высотой 16,4 м [3], установленный на высокие, немного наклоненные 
наружу колонны. В каждой ячейке купольного каркаса имеются гибкие кресто-
вые связи, что, отчасти способствует его работе по схеме Шведлера.  

Московский цирк на проспекте Вернадского2 (рис. 2, б), построенный в 
1971 г. Покрытие из складчатого двухпоясного ребристого купола (ребра-
складки из наклонных ферм переменной высоты) пролетом 65 м и высотой 
                                                        
1 Charlotte Coliseum. Charlotte, NC. Режим доступа: http://scottymoore.net/charlotteColiseum.html. Дата обраще-
ния: 18.03.2017. 
2 Государственный цирк на проспекте Вернадского // СОВАРХ. Советская архитектура. Режим доступа: 
http://www.sovarch.ru/catalog/object/649/ Дата обращения: 17.07.2017. 
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20,7 м [5, 6], опирающегося на металлические колонны. Ко всем складчатым 
ребрам у опорного кольца прикреплены длинные консоли, образующие широ-
кий контурный навес угловатого очертания. 

Ледовый дворец «Арена-Север»3 в Красноярске (рис. 2, в), построенный в 
2011 г. Покрытие в виде двухпоясного ребристого купола пролетом 80 м, ребра 
которого выполнены из плоских ферм ломаного очертания. Ребра попарно объ-
единены между собой связями по всей высоте купола4. Каркас купола опирает-
ся на металлические колонны. 

Спортивно-оздоровительный комплекс «Динамо»5 в Москве (рис. 2, г), по-
строенный в 2006 г. Купольное покрытие двухслойное. Верхний слой поддер-
живает кровельные конструкции и через систему стоек опирается на нижний. 
Нижний несущий слой представляет собой однопоясной ребристо-кольцевой 
купол пролетом 72 м и высотой 14 м, установленный на железобетонный кон-
тур. Опорным контуром служит верхний и самый большой по диаметру коль-
цевой ярус круглого четырехэтажного здания из железобетона6. 

Учебно-тренировочный центр «Фристайл»7 в Минске (рис. 2, д), построен-
ный в 2015 г. Покрытие основной части здания выполнено в виде двухпоясного 
ребристо-кольцевого купола пролетом 90 м и высотой 24 м, опирающегося на 
короткие колонны8. Ребра купола выполнены из плоских криволинейных ферм 
серповидного очертания внизу, а между отдельными кольцами по всему конту-
ру устроены связи. К основной части здания примыкает закрытый трамплин 
для фристайла с опорной башней. 

Здание штаб-квартиры НОК9 в Минске (рис. 2, е), построенное в 2014 г. В 
качестве опоры купола вместо башни использовались специальные строитель-
ные леса в виде многоярусной стержневой поддерживающей системы под цен-
тральной частью купола. Каркас купола пролетом 40 м выполнен двухпоясным 
в виде стержневой системы структурного типа10, который опирается на высоко 
расположенный опорный контур. Монтаж каркаса купола выполнялся отдель-
ными секториальными частями. 

С использованием нескольких временных опор возведены большепролет-
ные купола следующих зданий: 

Аквапарк «Аквасфера»11 в Донецке (рис. 3, а), построенный в 2012 г. По-
крытием Аквасферы служит двухпоясной каркас ребристого купола пролетом 
                                                        
3 Арена Север. // AEROCTO. Красноярск с высоты 2014. Режим доступа: http://aerocto.ru/portfolioitem/1113-2/ 
Дата обращения: 15.07.2017. 
4 «Арена-Север» // ЗАО Стальмонтаж. Режим доступа: http://www.stalmon.ru/nashi/57. Дата обращения: 
14.03.2017.  
5 Дворец спорта «Динамо» в Крылатском р-не в г. Москве // ASTIR. Construction design architecture. Режим до-
ступа: http://www.astirm.ru/construction/sport/dinamo/dinamo.html. Дата обращения: 20.11.2017. 
6 Спортивно-оздоровительный комплекс «Динамо» в Москве // ЦНИИПСК им. Мельникова. STAKO. Режим 
доступа: http://www.stako.ru/catalog/14/. Дата обращения: 14.03.2017.   
7 Учебно-тренировочный центр фристайла со спортивно-оздоровительным комплексом по ул. Сурганова // 
Минскпромстрой. ОАО. Режим доступа: 
http://www.minskpromstroy.by/ru/our_facilities/admin_buildings/uchebno-trenirovochnyy-centr-fristayla-so-sporti-
vno-ozdorovitelnym-kompleksom-po-ul-surganova.html. Дата обращения: 25.03.2017.         
8 Каким будет минский центр фристайла? // NEST.by. Недвижимость и строительство. Режим доступа: http:// 
www.nest.by/content/kakim-budet-minskii-tsentr-fristaila. Дата обращения: 25.03.2017.        
9 Топ-10 зданий Минска с куполами: от штаб-квартиры НОК до монастыря // TUT.BY. Недвижимость. Режим 
доступа: https://realty.tut.by/news/offtop-realty/482078.html. Дата обращения: 15.07.2017.    
10 Здание штаб-квартиры Национального Олимпийского Комитета, Минск, Беларусь // PERI. Успешно строить 
с PERI. Режим доступа: 
http://www.peri.by/projects.cfm/fuseaction/diashow/reference_ID/2222/currentimage/6/referencecategory_ID/65.cfm. 
Дата обращения: 25.03.2017.  
11 Аквапарк Аквасфера. Фотографии путешественников // Planet of Hotels. Украина (Донецк). Режим доступа: 
http://www.planetofhotels.com/ukraina/doneck/akvapark-akvasfera. Дата обращения: 25.03.2017. 
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85 м и высотой 25 м, установленный на короткие колонны12. Половина опира-
ющихся на них меридиональных ребер доходят до верхнего кольца, а осталь-
ные заканчиваются в средней части купола. В верхней части покрытие оснаще-
но четырьмя подвижными лепестками (в виде секторов по 1/8 сферы). 

 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 

 
Стадион для бейсбола и американского футбола Астродом13 (Astrodome) в 

Хьюстоне в США (рис. 3, б), построенный в 1965 г. Покрытием Астродома 
служит двухпоясной каркас секториально-сетчатого купола (схема Чивитта) 
пролетом 196 м и высотой 28,4 м [3, 8, 9], установленный на высокие верти-
кальные колонны14. Элементы купольного каркаса выполнены в виде ферм с 
                                                        
12 Аквапарк «Аквасфера» в Донецке. Монтаж конструкций купола // Интерстиль. Режим доступа: 
http://interstyle.su/gallery/aquaparks/akvapark-akvasferra-v-donetske/#ad-image-26 Дата обращения: 25.03.2017.    
13 Astrodome. Houston, Texas // MLB Tickets. Режим доступа: 
http://www.ballparks.com/baseball/national/astrod.htm. Дата обращения: 18.07.2017 
14 Louis O. Bass, A.M. Unusual Dome Awaits Baseball Season in Houston. Civil Engineering - ASCE, January 1965. 
Режим доступа: http://www.columbia.edu/cu/gsapp/BT/DOMES/HOUSTON/h-unusua.html  Дата обращения: 
15.03.2017. 

Рис. 2. Здания с купольными покрытиями, при монтаже которых  
применялась временная центральная опора: 

а — Колизей в Шарлотте; б — Московский цирк на Вернадского;  
в —  «Арена-Север» в Красноярске; г — спорткомплекс «Динамо» в Москве; 

д — центр «Фристайл» в Минске; е —  штаб-квартира НОК в Минске 

в г 

а б 

д e 
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параллельными поясами, которые при возведении устанавливались на времен-
ные опоры – в центре и по двум окружностям вокруг него.  

Стадион для американского футбола Супердом (Superdome)15 в Новом Ор-
леане в США (рис. 3,в), построенный в 1975 г. Покрытием Супердома служит 
двухпоясной каркас секториально-сетчатого купола (схема Чивитта)16 пролетом 
207 м и высотой 32 м [3, 10]. Купол установлен на высокие, изогнутые наружу 
как бумеранг колонны, поддерживаемые изнутри в месте перегиба несущими 
конструкциями трибун. Элементы купольного каркаса выполнены в виде ферм 
с параллельными поясами. Возводился купол Супердома аналогично предыду-
щему - с применением установленных в центре и по окружностям высоких 
временных опор. 

Склад Серебрянского цементного завода17 в Рязанской области (рис. 3, г), 
построенный в 2013 г. Покрытие склада выполнено в виде двухпоясного купола 
Шведлера пролетом 102 м и высотой 33 м, установленного на короткие метал-
лические колонны18. Каркас купола характеризуется чередованием одиночных 
плоских и парных пространственных ребер из ферм криволинейного очертания 
с параллельными поясами. Между всеми ребрами по всей высоте купола уста-
новлены связи.  

 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 

 
 
 

                                                        
15 Superdome. Stadium, New Orleans, Louisiana, United States // Encyclopaedia Britannica. Режим доступа: 
https://www.britannica.com/place/Superdome. Дата обращения: 18.07.2017.   
16 1975: The Superdome opens in New Orleans // Nola.com. Режим доступа: 
http://www.nola.com/175years/index.ssf/2011/12/1975_the_superdome_opens_in_ne.html. Дата обращения: 
25.03.2017.   
17 Промышленные здания и сооружения. Серебрянский цементный завод // СКАУТ. Инженерно-технический 
центр. Режим доступа: http://www.steel-scaut.com/projects-c6c. Дата обращения: 17.04.2017.   
18 Серебрянский цементный завод // Garant. Конструкторское бюро. Режим доступа: 
http://kbgarant.com/catalog/500125/index.php. Дата обращения: 16.04.2017.   

Рис. 3. Здания с купольными покрытиями, при монтаже которых  
применялись несколько временных опор: 

 

а — аквапарк «Аквасфера» в Донецке; б — стадион Астродом в Хьюстоне;  
в — стадион Супердом в Новом Орлеане;  г — склад Серебрянского цементного завода 

в г 

а б 
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С использованием строительных лесов или подмостей возведены больше-
пролетные купола следующих зданий: 

Торгово-развлекательный центр Глобал Сити19 в Москве (рис. 4, а), по-
строенный в 2007 г. Покрытием основной части ТРЦ служит однопоясной кар-
кас секториально-сетчатого купола (схема Чивитта) пролетом 60 м. Купол опи-
рается на пространственное решетчатое кольцо (четырехугольного сквозного 
сечения), установленное на высокие решетчатые колонны20. Сначала с исполь-
зованием временной центральной опоры устанавливались собранные вместе 
стержни, расположенные на границах секторов купола (ребра), а остальные 
элементы монтировались со строительных лесов. 

Концертный зал21 Москва-Сити (рис. 4, б), построенный в 2017 г. Покры-
тием зала служит ребристый купол пролетом 64 м и высотой 14 м. Решетчатые 
пространственные ребра опираются на верхний контур многоярусного круглого 
здания из железобетона22 и поддерживают центральную сетчатую верхушку 
купола. Покрытие имеет подвижную (трансформирующуюся) оболочку. Мон-
таж купольного каркаса выполнялся со специальных поддерживающих строи-
тельных лесов. 

 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 

 
 
 
Сборка каркасов куполов на земле с последующим подъемом их на про-

ектную высоту производилась при возведении следующих покрытий: 
Покрытия цилиндрических резервуаров для хранения нефти23 в Нижнем 

Новгороде (рис. 5, а), построенные в 2002 г. Покрытием каждого резервуара 
служит однопоясной сетчатый купол пролетом 40 м и высотой 8,2 м [11]. Кар-
кас купола выполнен по звездчатой схеме и опирается на кольцо по верху ци-
линдрической стенки. 

Электродепо Московской монорельсовой транспортной системы 
(рис. 5, б), построенное в 2004 г. Покрытием здания трансбордера электродепо 
                                                        
19 Торгово-развлекательный комплекс «ГЛОБАЛ СИТИ» (построен в 2007 г.) // Строительный эксперт. Режим 
доступа: https://ardexpert.ru/project/184/ Дата обращения: 19.10.2017. 
20 Купол торгового центра Глобал Сити // Строительная компания «УК Совинтех». Режим доступа: 
http://feedevelop.ru/ourdoneprojects/2-building/54-montagkupola. Дата обращения: 16.04.2017.   
21 Многофункциональный концертный зал Москва-Сити // Archi.ru. Режим доступа: 
https://archi.ru/projects/russia/10241/mnogofunkcionalnyi-koncertnyi-zal-moskva-siti. Дата обращения: 22.10.2017.  
22 Концертный зал // PERI. Объекты культуры и спорта. Режим доступа: https://www.peri.ru/projects/cultural-
buildings/concertyi-zal-moskva-city.html  Дата обращения: 17.04.2017.  
23 Алюминиевые сетчатые купола резервуаров // ЦНИИПСК им. Мельникова. STAKO. Режим доступа: 
http://www.stako.ru/catalog/32/. Дата обращения: 18.03.2017.   

Рис. 4. Здания с купольными покрытиями, при монтаже которых  
применялись строительные леса: 

а — ТРЦ Глобал Сити в Москве; б — концертный зал Москва-Сити 

а б 
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служит однопоясной сетчатый купол24 пролетом 46 м и высотой 8 м [12]. Кар-
кас купола выполнен по звездчатой схеме. Для подъема полностью собранного 
на земле каркаса использовались лебедки, закрепленные на опорном контуре, 
установленном на металлические колонны. 
 
 
 
 
 

 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
Монтаж купольных каркасов навесным способом применялся при возведе-

нии следующих зданий и сооружений:  
Американский павильон (теперь Канадский музей водных экосистем) 

«Биосфера» в Монреале25 в Канаде (рис. 6, а), построенный в 1967 г. и ставший 
мировой туристической достопримечательностью. Павильон запроектирован 
Р.Б. Фуллером как геодезический купол [8] в виде усеченной сферы двухсетча-
того вида26 диаметром 76 м и высотой 62 м. Внутри сферы расположены не-
сколько здания и сооружений. Р.Б. Фуллером разработано большое количество 
построенных геодезических сетчатых куполов аналогичного типа. 

Испытательный зал для Всесоюзного электротехнического института в 
г. Истра27 Московской области (рис. 6, б), построенный в 1985 г. Сооружение 
было выполнено в виде двухпоясной сетчатой оболочки по геометрической 
форме, близкой к усеченному эллипсоиду вращения [13] диаметром 234 м и 
высотой 112 м. Снаружи была устроена подвижная обслуживающая полуарка. 
После завершения монтажа купол внезапно обрушился.  

Арена «Глобус» (Ericsson Globe Arena) в Стокгольме28 в Щвеции (рис. 6, в), 
построенная в 1989 г. Покрытие арены представляет собой двухпоясной купол 
в виде полусферы29 диаметром 110 м и высотой 55 м. Каркасом купола служит 
стержневая система структурного типа, которая опирается на высокие, искрив-
ленные во-внутрь (под сферу) мощные металлические колонны, соединенные 
                                                        
24 Купол электродепо Московской монорельсовой транспортной системы // ЦНИИПСК им. Мельникова. 
STAKO. Режим доступа: http://www.stako.ru/catalog/109/ Дата обращения: 14.03.2017. 
25 Канада, Монреаль: Биосфера… // Turj. Мировые достопримечательности. Режим доступа: 
http://turj.ru/blog/history/2014.htm  Дата обращения: 20.04.2017.  
26 Photos of the construction of Buckminster Fuller's Geodesic dome, the US pavilion at Expo 67, Montreal // MCM 
DAILY. Bucky Gallery. Режим доступа: https://www.mcmdaily.com/gallery/bucky/ Дата обращения: 19.03.2017.   
27 Величайший «Купол» науки из Истры // SE7EN Solution. Режим доступа: https://se7en.ws/velichayshiy-kupol-
nauki-iz-istry/  Дата обращения: 18.04.2017. 
28 Bulles Architecture — (1986—1989) Ericsson Globe Arena Stockholm (Suède) // BubbleMania.fr. Режим 
доступа: http://bubblemania.fr/en/bulles-architecture-1986-1989-ericsson-globe-arena-stockholm-suede/  Дата об-
ращения: 30.04.2017. 
29 Steel Frames — Stockholm Globe Arena. Режим доступа: http://www.stbk.se/stalstommar_globeneng.html. Дата 
обращения: 20.10.2017. 

а б 

Рис. 5. Здания с купольными покрытиями, монтаж которых  
производился после сборки на земле: 

а — резервуар для хранения нефти; б — электродепо Московской монорельсовой 
транспортной системы 
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друг с другом кольцевыми элементами. Снаружи к куполу прикреплены мери-
диональные рельсы для подъема двух обзорных сферических кабин. 

Склады для хранения сыпучего сырья30 (известняка, угля, шлака и др.) 
(рис. 6, г), разрабатываемые с 90-х годов прошлого века американской компа-
нией Geometrica и во множестве возведенные в разных странах мира. Каркаса-
ми складов служат двухсетчатые купола в виде стержневых систем с безрас-
косной решеткой между поясами31. Металлические купола опираются непо-
средственно на фундаменты. Компанией Geometrica разработаны купольные 
каркасы разных размеров пролетом 70—130 м и высотой 20—39 м. 

 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 

 
 
 
 
 
 
 
 
 

Приведенные примеры сооружений свидетельствуют о многообразии спо-
собов возведения построенных большепролетных купольных покрытий. Все эти 
способы соответствуют представленной ранее классификации. Из примеров 
видно, что огромное влияние на способ и характер возведения купола оказывает 
схема каркаса и его конструктивное решение, включая число поясов. Монтаж 
ребристых куполов существенно отличается от возведения сетчатых куполов. 
Определяющим фактором для сетчатых куполов при выборе способа возведения 
служат размеры купола – его пролет и высота. 

 

Таким образом, выполненный обзор возведенных металлических куполь-
ных покрытий зданий и сооружений больших пролетов позволяет сделать сле-
дующие выводы: 

                                                        
30 Environmental Know-How: Covering Existing Stockpiles // Geometrica. News and blog. Режим доступа: 
http://geometrica.com/en/covering-existing-stockpiles Дата обращения: 01.04.2017.     
31 Limestone Storage Domes // Geometrica Articles. Режим доступа: http://articles.geometrica.com/579.html Дата 
обращения: 01.04.2017.    

Рис. 6. Здания с купольными покрытиями, монтаж которых  
производился навесным способом: 

а — биосфера Фуллера в Монреале; б —  купол в Истре Московской области;  
в —  Глобус-Арена в Стокгольме; г — склад для сыпучего сырья Geometrica 

в г 

а б 
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 Металлический купол как конструктивная форма покрытия имеет большое 
распространение в практике мирового строительства зданий и сооружений раз-
личного назначения. 
 Монтаж большепролетных куполов представляет собой трудоемкий про-

цесс, связанный с соединением друг с другом большого количества конструк-
ций разной пространственной ориентации. 
 Способ возведения каркасов куполов во многом зависит от геометрической 

схемы и конструктивного решения их каркасов, от размеров пролета, от соот-
ношения высоты и пролета. 
 При строительстве большепролетных относительно невысоких двухпояс-

ных или высоких однопоясных куполов применяются способы возведения с 
временными опорами всех видов или сборка на земле с последующим переме-
щением в проектное положение. 
 При строительстве высоких двухпоясных большепролетных куполов, гео-

метрически приближающихся к полусфере или более ее, предпочтение отдается 
навесному способу монтажа. 

© Лебедь Е.В., Алукаев А.Ю., 2017 
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LARGE-SPAN METAL DOME ROOFS AND THEIR CONSTRUCTION 
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The article presents the main types of geometrical and structural systems of steel 

frameworks of metal dome roofs. Based on the geometrical system, three main types 
of metal domes can be specified: ribbed domes, ribbed domes with rings, and lattice 
domes. Lattice domes can be cyclically symmetrical with repeating sectorial patterns, 
or geodesic, that are based on geodesic polyhedrons, inscribed in a sphere. Based on 
the structural system, the frameworks of ribbed domes can have single chord or dou-
ble chord ribs. Geometric system of the framework of a large-span metal dome gov-
erns the method of its erection which in its turn defines the structural solutions for the 
elements of the framework and the sequence of their assembly. The paper describes 
the following methods of erection of large-span domes: erection by crane from the 
ground with temporary supports, placement of the complete structure or large ele-
ments of the dome, and cantilever erection. The examples of large-span metal domes 
built in different countries of the world are reviewed with respect to the method of 
construction used. General characteristics of the structural system of the framework 
of each dome are presented. The examples are used to demonstrate that the method of 
construction of a large-span metal dome roof is dependent on the geometric system of 
its framework. 

It is noted that metal domes are widely used as structural solutions for roofs of 
buildings of different types. It is noted that erection with temporary supports of dif-
ferent types, or ground assembly are mostly used for the construction of relatively 
low double layer domes, or high single-layer domes. For large-span double-layer 
metal domes of considerable high the method of cantilever erection is usually pre-
ferred. 

Keywords: large-span metal dome, geometric systems of domes, structural sys-
tems of domes, metal structures, construction methods, assembly of structures 



Лебедь Е.В., Алукаев А.Ю. Строительная механика инженерных конструкций и сооружений. 2018. Т. 14. № 1. С. 4—16 

16 

R e f e r e n c e s 
1. Lipnizkiy, M.E. (1973). Kupola. Raschet i proektirovanie [Domes. Calculation and De-

sign]. Leningrad: Stroyizdat publ. (In Russ.). 
2. Tur, V.I. (2004). Kupol’nye konstruktsyi: formoobrazovanie, raschet, konstruirovanie, 

povyshenie Effektivnosti [Dome Structures: Morphogenesis, Analysis, Design, Increase In Ef-
fectiveness]. Moscow: ASV publ. (In Russ.). 

3.  Kuznetsova, V.V., Ed. (1998). Metallicheskie konstruktsii. [Metal Structures]. Vol. 2. 
Stal’nye konstruktsii zdaniy i sooruzheniy. Spravochnik proektirovshchika [Steel structures of 
buildings and constructions. Reference book the designer]. Moscow: ASV publ. (In Russ.).  

4. Engel, H. (2006). Tragsysteme = Structure Systems. Hatje Cantz, Ostfildern. 
5. Torkatyuk, V.I. (1985). Montazh konstrukziy bol’sheproletnyh Zdaniy [Installation of 

Structures of Large-Span Buildings]. Moscow: Stroyizdat publ. (In Russ.). 
6. Gofshteyn, G.E., Kim, V.G., Nishchev, V.N., Sokolova, A.D. (2004). Montazh metalli-

cheskikh i zhelezobetonnykh konstrukziy [Installation of Metal and Reinforced Concrete 
Structures]. Moscow: Stroyizdat publ. (In Russ.). 

7. Gokhar’-Harmadaryan, I.G. (1978). Bol’sheproletnye kupol’nye zdaniya [Wide-Span 
Dome Buildings]. Мoscow: Stroyizdat publ. (In Russ.). 

8. Krivoshapko, S.N. (2014). Metal ribbed-and-circular and lattice shells from the XIXth 
until the first half of the XXth centurie. Structural Mechanics of Engineering Constructions 
and Buildings, (6), 4—15. (In Russ.). 

9. Louis, O. Bass, A.M. (January 1965). Unusual Dome awaits Baseball Season in Hou-
ston. Civil Engineering, 35(1), 63—65. 

10. Thor L. Anderson. (1974). Le stade couvert polyvalent "Louisiana Superdome" à la 
Nouvelle-Orléans (Etats-Unis). Acier, 39(3), 113—119. (in French). 

11. Ruzhansky, I.L. (2002). Aluminievyi kupol dlya rezervuara diametrom 40 m [Alumi-
num dome for the tank with a diameter of 40 m]. Montazhnye i spetsyal’nye raboty v stroi-
tel’stve [Construction and Special Works in Civil Engineering], (7), 10—16. (In Russ.). 

12. Ruzhansky, I.L. (2005). Opyt Proektirovaniya i Sooruzheniya Setchatyh Kupolov [Ex-
perience of design and construction of mesh domes]. Montazhnye i spetsial’nye raboty v stroi-
tel’stve [Construction and Special Works in Civil Engineering], (11), 22—26. (In Russ.). 

13. Mel’nikov, N.P., red. (1980). Metallicheskie Konstruktsii. Spravochnik Proektirovsh-
chika [Metal Structures. Reference Book of a Designer]. Moscow: Stroyizdat Publ. (In Russ.). 

 
 

         Article history: 
 Received: October 8, 2017        Revised: November 21, 2017 
 Accepted: November 24, 2017 

 
About the authors:   

Evgeny V. Lebed, Candidate of Technical Science, Associate Professor, Department of 
Metal and Wooden Structures, Moscow State University of Civil Engineering (National Re-
search University) (MGSU). Scientific interests: large-span metal dome roofs – geometric sys-
tems, structural systems, methods of construction, accuracy of assembly, computer simulation 
of mounting, research of assembly errors and initial internal forces, assessment of the stress-
strain state. Contact information: e-mail: evglebed@mail.ru 

Aysa U. Alukaev, Postgraduate student, Moscow State University of Civil Engineering 
(National Research University) (MGSU). Scientific interests: the stress-strain state of large-
span metal domes. Contact information: e-mail: alukaevisa@gmail.com 

For citation: 

 Lebed, E.V., Alukaev, A.U. (2018). Large-span metal dome roofs and their construction. 
Structural Mechanics of Engineering Constructions and Buildings, 14(1), 4—16. DOI: 10. 
22363/1815-5235-2018-14-1-4-16. 



 
Structural Mechanics of Engineering Constructions and Buildings 2018. 14(1). 17—22 

Строительная механика инженерных конструкций и сооружений http://journals.rudn.ru/structural-mechanics 
 

                                                                          17 

 Расчет тонких упругих оболочек 
УДК 539.3:534.1                                                DOI: 10.22363/1815-5235-2018-14-1-17-22 

НЕЛИНЕЙНАЯ УСТОЙЧИВОСТЬ 
СИНУСОИДАЛЬНОЙ ВЕЛАРОИДАЛЬНОЙ ОБОЛОЧКИ 

М. ЖИЛЬ-УЛБЕ,  А.С. МАРКОВИЧ, Т. ДАУ  
 
Российский университет дружбы народов, Москва, Россия 
117198, Москва, ул. Миклухо-Маклая, д.6  

 
       Большое количество исследований посвящено линейному анализу напряженно - 
деформированного состояния (НДС) оболочек классической формы: цилиндрической, 
сферической, полусферической и конической. Однако НДС тонких оболочек сложной 
геометрии исследовано недостаточно. Понятие оболочек сложной геометрии возникает 
тогда, когда коэффициенты первой и второй квадратичных форм их срединных поверх-
ностей представляют собой довольно сложные функции криволинейных координат. В 
статье рассматривается материальная нелинейная устойчивость железобетонной сину-
соидальной велароидальной оболочки с внутренним радиусом r0 =1 м, внешним радиу-
сом R = 20 м и числом волн n = 8. Оболочка нагружалась нагрузкой от собственного 
веса и снеговой равномерно распределенной нагрузкой интенсивностью 0,252 т/м2. 
Численные расчеты проводились в программных комплексах LIRA-SAPR 2013 и 
STARK ES 2015. Конечноэлементная модель оболочки состоит из 6400 элементов и 
3280 узлов, общее число узловых неизвестных – 18991. Для моделирования поверхно-
сти использовались плоские оболочечные элементы, имеющие шесть степеней свободы 
в узле. Граничные условия соответствовали шарнирному опиранию по наружному и 
внутреннему контурам. В результате расчетов были получены значения перемещений и 
формы потери устойчивости. 

Ключевые слова: нелинейная устойчивость, компьютерное моделирование, сину-
соидальная велароидальная оболочка, устойчивость оболочки сложной формы, физиче-
ская нелинейность, геометрическая нелинейность 

 

Наибольшое количество исследований посвящено линейному анализу 
напряженно-деформированного состояния (НДС) оболочек классической фор-
мы: цилиндрической, сферической, полусферической, конической и некоторых 
других. Однако НДС тонких оболочек сложной геометрии исследовано недо-
статочно. Понятие оболочек сложной геометрии возникает тогда, когда коэф-
фициенты первой и второй квадратичных форм их срединных поверхностей 
являются довольно сложными функциями их неортогональных криволинейных 
координат. Классические поверхности в большинстве случаев задаются, в ос-
новном, криволинейными поверхностными координатами в линиях кривизн. 
Энциклопедия [1] содержит сведения по аналитической и дифференциальной 
геометрии более 500 регулярных поверхностей, нашедших применение в раз-
личных отраслях науки и техники, в том числе в ней описываются параболиче-
ские, синусоидальные и эллиптические велароиды. Велароидальной называется 
поверхность переноса на плоском прямоугольном плане с образующей кривой 
переменной кривизны [1]. Таким образом, поверхность ограничена четырьмя 
взаимно ортогональными контурными прямыми (kx = ky = 0), лежащими в одной 
плоскости. Иногда эти поверхности в зарубежной литературе называют фуни-
кулярными поверхностями [2]. 

Велароидальные поверхности в России в отличие от стран Западной Евро-
пы и Америки [3, 4] широкого применения не нашли, за исключением парабо-
лического велароида, форма которого была использована в покрытии «Дарба-
зи» [5]. В работе [6], по-видимому, впервые предложили использовать веларои-
ды на круговом плане. В отличие от велароидов на прямоугольном плане, вела-
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роиды на круговом плане будем называть, соответственно, круговыми и коль-
цевыми велароидами [7]. 

В монографии [8] нелинейный анализ представляется как метод проектиро-
вания высокотехнологичных современных конструкций, а так же, как способ 
исследования остаточной прочности и жесткости элементов, имеющих началь-

ные повреждения. 
В механике деформированного твердого 

тела существует несколько принципов клас-
сификации нелинейностей [9]. Однако в 
отечественной научной школе принято рас-
сматривать три основных их вида: геомет-
рическую, физическую и конструктивную. 
Особенности расчета большепролетных 
конструкций с учетом нелинейных эффектов 
приводятся, например, в статьях [10, 11]. 

Стоит отметить, что алгоритм нелиней-
ного расчета реализуется с помощью различных итерационных методов, в виду 
чего высокая точность расчета связана с большим количеством итераций. 

Впервые пример использования поверхности кольцевого синусоидального 
велароида для проектируемого сооружения был предложен в работе [12]. 
        Для дальнейшего анализа НДС возьмем кольцевой велароид с внутренним 
радиусом r0 = 1 м, наружным радиусом R = 20 м и числом волн n = 8 (рис. 1). 
Предположим, что исследуемая оболочка изготовлена из железобетона. 

Конечноэлементный анализ оболоч-
ки выполнялся в сертифицированных 
программных комплексах LIRA-SAPR 
2013 и STARK ES 2015. Расчет произво-
дился в линейной и нелинейной поста-
новках. 

Конечно-элементная модель обо-
лочки (рис. 2) состоит из 6400 элементов 
и 3280 узлов, общее число узловых неиз-
вестных – 18991. Для моделирования 
поверхности использовались плоские 
оболочечные элементы, имеющие шесть степеней свободы в узле. Граничные 
условия соответствовали шарнирному опиранию по наружному и внутреннему 

контурам. 
Расчет на устойчивость проводился при различ-

ных толщинах оболочки (10, 15 и 20 см). В линей-
ном расчете рассматривалась упругая работа мате-
риала (бетона) в соответствии с графиком, показан-
ным на рис. 3. При этом не учитывалось перераспре-
деление усилий и возможность образования трещи-
ны в оболочке. 

Линейный расчет проводился при следующих 
параметрах материала (бетона): начальный модуль 
упругости Е = 30000 МПа; коэффициент Пуассона ν 
= 0,18; плотность ρ = 2,5 т/м3. 

Особый интерес представляет работа рассмат-
риваемой оболочки с учетом неупругих свойств материала. В этой связи был 
проведен нелинейный расчет оболочки на основе модифицированного метода 
Ньютона – Рафсона. 

 
Рис. 1. Велароидальная оболочка 

с отверстием в центре (r0 ≠ 0) 

 
Рис. 2. Конечно-элементная модель 
круговой велароидальной оболочки 

 
Рис. 3. К линейному  
расчету: диаграмма  

σ - ε материала 
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Для того чтобы учесть реальные свойства материала использовались нели-
нейные законы деформирования бетона и арматурной стали (рис. 4).                          

                        а                                          б

 
Рис. 4. Законы деформирования: а – для бетона; б – для арматуры (диаграмма Прандтля) 

Закон деформирования бетона описывался функцией напряжений: 
  01 exp /b bR E R    .                                         (1) 

Циклы нелинейного расчета выполнялись для различной толщины оболоч-
ки (10, 15 и 20 см) с разным процентом армирования (р = 2%, р = 3%). На каж-
дом цикле исследовались усилия, перемещения и коэффициенты устойчивости. 

В расчете принимались следующие параметры материала: 
Rb – расчетное сопротивление бетона сжатию (бетон B30, Rb = 22,4 МПa); 
Rbt – расчетное сопротивление бетона растяжению (бетон B30, Rbt = 1,84 МПa); 
ub – предельная относительная деформация сжатия (ub = 0,002); 
ubt – предельная относительная деформация растяжения (ubt = 0,0002); 
Rs – предел текучести арматурной стали (Rs = 355 МПa); 
s – деформации арматуры, соответствующие пределу текучести, стали Rs 

Расчеты проводились на основное сочетание нагрузок: 
q = g + S  [т/м2]; (2) 

где g – собственный вес оболочки с учетом коэффициента надежности по 
нагрузке f  = 1,1;  S – снеговая нагрузка с учетом коэффициента надежности по 
нагрузке f  = 1,4 (S = 0,252 т/м2). 

Основные результаты расчетов представлены в табл. 1. 
                                                                                                                               Таблица 1 

Результаты расчета 
Толщина 
оболочки 

h, см 

Тип расчета 

Линейный  Нелинейный  
p=2% p=3% 

Максимальное перемеще-
ние w, мм 

10 79,10 - 379,48 
15 48,80 260,31 189,13 
20 34,40 204,03 152,55 

Коэффициент 
устойчивости 

КS 

Форма 1 
10 12,136 - 2,530 
15 32,219 6,040 8,313 
20 63,156 10,652 14,247 

Форма 2  
10 12,170 - 2,537 
15 32,330 6,061 8,341 
20 64,459 10,876 14,546 

Форма 3  
10 12,186 - 2,540 
15 32,363 6,067 8,350 
20 64,535 10,893 14,569 
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На рис. 5 показаны изополя вертикальных перемещений, соответствующие 
толщинам оболочки 10 см и 15 см. 
 а                     h = 10 см    б                     h = 15см 

  
Рис. 5. Изополя вертикальных перемещений: а – при толщине оболочки h = 10 см (w = 

379,48 мм), б – при толщине оболочки h = 15см (w = 189,13 мм) 
На рис. 6, 7 показаны формы потери устойчивости для оболочек с толщи-

ной 20 см и 15 см и процентом армирования р = 3%. 

  а               Форма 1 (KS=14,247)    б            Форма 2 (KS=14,546) 

  
Рис. 6. Формы потери устойчивости при h = 20 см и p = 3%: a – форма 1,  б– форма 2 

 а              Форма 1 (KS=8,313)     б               Форма 2 (KS=8,341) 

  
Рис. 7. Формы потери устойчивости при h = 15 см и p = 3%: a – форма 1,   б – форма 2 

Основные выводы 
В результате проведенного исследования были выявлены определенные 

недостатки линейной постановки задачи, а именно, заниженные значения вер-
тикальных перемещений и, как следствие, завышенные коэффициенты устойчи-
вости. Так, перемещения, полученные в нелинейном расчете, в среднем, в 4 раза 
превышают соответствующие перемещения линейного расчета. Таким образом, 
коэффициент устойчивости для оболочки толщиной 20 см по первой форме, 
равный 63,156 (линейный расчет) уменьшился до 14,247 (нелинейный расчет, p 
= 3%). В виду этого, неправильная интерпретация результатов расчета может 
давать ложное представление об избыточной надежности конструкции. 
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The nonlinear analysis of thin-walled shells is not a rarity, particularly the nonlinear strength 
one. Many works are devoted to linear and nonlinear analyses of shells of classical form: cylindri-
cal, spherical, hemispherical, shallow, conical. The concept of shells of complex geometry appears 
when the coefficients of the first and second quadratic forms of their middle surfaces are functions 
of the curvilinear coordinates. Concerning nonlinearity, it is generally accepted that four different 
sources of nonlinearity exist in solid mechanics: the geometric nonlinearity, the material nonlineari-
ty and the kinetic nonlinearity. The above theoretical aspect of the nonlinearity, applied to a sinus-
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oidal velaroidal shell with the inner radius r0=1m, the outer radius R=20m and the number of waves 
n= 8, will give rise to the investigation of its nonlinear buckling resistance. The building material is 
a concrete. The investigation emphasizes more on the material and the geometric nonlinearities, 
which are more closed to the reality. Finite element model of the shell consists of 6400 elements 
and 3280 nodes, the total number of nodal unknown – 18991. For surface modelling was used flat 
shell elements with six degrees of freedom in the node. The boundary conditions correspond to 
hinged bearing on the outer and inner contours. The result of the investigation is the buckling force 
of the shell under self-weight and uniformly vertically distributed load on its area, the correspond-
ing numerical values of displacements and the buckling mode. 

Keywords: nonlinear stability, computer modeling, sinusoidal velaroidal shell, stability of 
shells of complex geometry, material nonlinearity, geometric nonlinearity 
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Представлены два варианта  уточненной теории расчета напряженно-

деформированного состояния прямоугольной ортотропной пластины. Уравнения состо-
яния пластины представляются в виде трехмерных уравнений теории упругости. Ком-
поненты напряженно-деформированного состояния в пластине принимаются полино-
миальными функциями по нормальной к срединной плоскости пластины координате. 
Эти функции имеют степень на один и два порядка выше относительно используемых в 
классической теории Кирхгофа-Лява. Для получения двумерных уравнений и есте-
ственных граничных условий применяется принцип возможных перемещений. Форму-
лируются модифицированные граничные условия для стандартных случаев крепления 
пластины. Расчет напряженно-деформированного состояния пластины проводится с 
помощью преобразования Лапласа, при этом вдвое сокращается число произвольных 
постоянных при интегрировании системы дифференциальных уравнений. Одна из от-
личительных особенностей уточненной теории состоит в прямом интегрировании урав-
нений равновесия трехмерной теории упругости при определении поперечных нор-
мальных и касательных напряжений. В качестве примера в статье рассматривается рас-
чет напряженно-деформированного состояния прямоугольной изотропной пластины 
при локальном нагружении. Сравниваются результаты, полученные по уточненной и 
классической теориям. Показан существенный вклад поперечных нормальных напря-
жений типа «пограничный слой» в общее напряженное состояние пластины. Получен-
ные результаты могут быть использованы в расчетах и испытаниях на прочность и дол-
говечность авиационных и ракетно-космических конструкций, а также машинострои-
тельных объектов различного назначения.   

Ключевые слова: прямоугольная ортотропная пластина, два варианта уточнен-
ной теории пластин, вариационный принцип Лагранжа, преобразование Лапласа, 
напряженно-деформированное состояние «погранслой», поперечные нормальные на-
пряжения 

1. Введение 
Применение в различных отраслях техники композиционных материалов, а 

также разработка новых методов расчета оболочечных конструкций из неодно-
родных материалов показали неправомерность использования [1], в той или 
иной степени, вариантов классической теории типа Кирхгофа-Лява и Тимошен-
ко-Рейсснера.  

Построение уточнённых теорий и методов определения напряжённо-
деформированного состояния (НДС) пластинок и оболочек  позволить решить 
проблему расчёта на прочность таких конструкций, как силовые корпуса лета-
тельных аппаратов, различные переходные зоны и соединения, а также объек-
тов других отраслей машиностроения и в строительном деле. 

Учёт трёхмерности  НДС в зонах искажения напряженного состояния в со-
четании с методами механики разрушения даёт возможность оценить трещино-
стойкость в наиболее нагруженных зонах конструкций, более обоснованно  вы-
брать тип конструкционного материала и рациональным образом  распределить 
его вблизи концентраторов напряжений. 
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Один из возможных путей построения математически обоснованной теорий 
пластин и оболочек состоит в применении метода прямого асимптотического 
интегрирования уравнении трёхмерной теории упругости. Применяя указанный 
метод, А.Л. Гольденвейзер [2] свел задачу определения НДС пластинок и обо-
лочек постоянной толщины к построению трёх НДС, соответствующих в пер-
вом приближении внутреннему НДС, определяемому по классической теории, и 
двум дополнительным состояниям типа “погранслой”,  эквивалентным  крае-
вым кручению и плоской деформации. 

Решение этих дополнительных краевых задач со специфическими гранич-
ными условиями связано с математическими трудностями, не позволяющими 
применять эти результаты в практике инженерных расчетов. В связи с этим, в 
работах [3,4] с помощью вариационно-асимптотического метода построена 
уточненная теория расчета НДС прямоугольных пластин из композиционных 
материалов, круглых пластин и цилиндрических оболочек постоянной и пере-
менной толщины. 

На основании расчетов тонких пластин и оболочек установлено,  что вбли-
зи жёстко защемленного края дополнительные напряжения краевых плоской 
деформации и кручения одного порядка с максимальными значениями 
наибольших напряжений основного НДС. С помощью этой теории разработан 
расчетный аппарат, оценки прочности непрерывных соединений (фланцевых, 
сварных), разностенных стыков при наличии в них дефектов в виде начальных 
трещин.  

Другой подход [5], связанный с асимптотическим представлением искомо-
го НДС тонких оболочек, базируется на безразмерных трехмерных уравнениях 
теории упругости в криволинейных координатах, решение которых строится с 
помощью модифицированного полуобратного метода Сен-Венана. В результате 
построены уравнения определения основного НДС, совпадающие с уравнения-
ми равновесия классической теории, а также дополнительные уравнения для 
расчета НДС типа «погранслой», учитывающие сдвиговые деформации. Данная 
теория позволяет выполнить все граничные условия задачи без введения осред-
ненных по толщине усилий и моментов.  

Иной подход [6,7] к построению уточненной теории заключается в разло-
жении перемещений в полиномиальные  ряды по нормальной координате и по-
следующем применении вариационного принципа Лагранжа. Особенность этого 
подхода состоит в том, что деформации оболочки находятся с помощью гео-
метрических соотношений, тангенциальные напряжения определяются из соот-
ношений закона Гука и поперечные напряжения получаются интегрированием 
уравнений равновесия трехмерной теории упругости. 

Установлено, что уже при повышении на один-два порядка аппроксимиру-
ющих полиномов по отношению к классической теории, имеют место значи-
тельные дополнительные локальные напряжения. Следует отметить, что в рам-
ках этого подхода краевые задачи для цилиндрических оболочек были обобще-
ны на случай произвольных ортотропных оболочек, а также оболочек перемен-
ной толщины. 

Здесь также следует отметить работы [8, 9], в которых рассматриваются 
методы уточненного расчета оболочек и пластин переменной толщины. В рабо-
те [8] оболочка представляется в виде ограниченного трехмерного континуума 
специальной структуры, допускающего расчленение объекта на совокупность 
оболочечных элементов. Наряду со стандартными условиями равновесия, ис-
пользуется дополнительное уравнение равновесие элемента в направлении его 
толщины. В качестве примера исследуются свободные колебания линейно-
упругой пластинки, в частности, упругие волны в направлении толщины эле-
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мента. Модели различной степени сложности для упругих призматических обо-
лочек переменной толщины при температурном воздействии построены в рабо-
те  [9]. Для понижения размерности задачи к фундаментальным уравнениям 
термоупругости для однородных изотропных тел применяется метод Векуа, ос-
нованный на преобразовании Фурье-Лежандра.  

В данной работе применяется подход, представленный в [7]. Основные 
уравнения уточненной теории пластин получаются с помощью вариационного 
принципа Лагранжа и разложения перемещений по толщине. Такой прием поз-
воляет рассматривать не только тонкие пластины, но и пластины средней тол-
щины. В качестве примера рассматривается расчет НДС прямоугольной изо-
тропной пластины, находящейся под действием локальной нагрузки. 

2. Основные уравнения уточненной теории пластин 
Ортотропная пластина рассматривается как трехмерное твердое тело, отне-

сенное к декартовой системе координат Oxyz  (рис.1). Координатные оси x , y  
совпадают с главными направлениями срединной поверхности пластины, а ось 
z  направлена по наружной нормали к этой поверхности. Пластина находится 
под действием распределенной нагрузки  ,q x y , приложенной на верхней по-
верхности (рис. 1). Края пластины 0x , x a , 0y  , y b  могут быть любы-
ми, т.е. свободными, шарнирно опертыми и жестко защемленными. 

Перемещения пластины определяются следующими разложениями: 
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Рис. 1. Прямоугольная пластина 

 

Параметры 1S , 2S  в (1) принимают значения 0 или 1. Варьируя значения 

1S , 2S , можно получить два варианта уточненной теории.  
Геометрические соотношения имеют вид 
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Подставляя разложения (1) в (2), находим деформации 
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Уравнения связи напряжений и деформаций принимаются в следующем 
виде: 
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где коэффициенты ijA  )6,1,6,1(  ji  представляют собой упругие постоянные 
ортотропного материала пластины. 

Для получения основных уравнений теории пластин используется вариаци-
онный принцип Лагранжа:  

 .0 AU    (5) 
В уравнении (5) вариация потенциальной энергии деформации U  опреде-

ляется как 
    dxdydzU xyxyyzyzxzxzzzzyyyxxx  , (6) 
и A  - вариация работы внешней нагрузки, находится по формуле 
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Подставляя формулы (6), (7) в (5) с учетом (1), (3) и (4), получим систему 
основных уравнений уточненной теории пластин: 
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Здесь приняты следующие обозначения: 
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Соответствующие краевые условия представляются 
на краях x = 0, a: 
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на краях y = 0, b: 
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 Очевидно, что краевые условия (9), (10) охватывают все разнообразие воз-
можных условий закрепления пластины, а их количество полностью соответ-
ствует порядку системы дифференциальных уравнений в частных производных 
(8). Решая уравнения (8) с учетом краевых условий (9), (10), находим переме-
щения iu , iv  и jw . Напряжения x , y , xy  определяются формулами (3), (4), 
а поперечные напряжения  τxz, τyz, σz получаются с помощью интегрирования 
уравнений равновесия теории упругости: 
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3. Приведение краевой задачи к системе обыкновенных                     
дифференциальных уравнений 

Далее полагаем, что пластина на рис.1 имеет шарнирные опоры на краях y 
= 0, b. Тогда разлагаем нагрузки и перемещения в ряды по тригонометрическим 
функциям вида: 
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После подстановки разложений (11) в уравнения (8) и краевые условия (9), 
(10), находим систему обыкновенных дифференциальных уравнений для функ-
ций imU , imV , jmW , ,3,0i  2,0j , ...,3,2,1m   и соответствующие краевые 
условия.  Покажем систему обыкновенных дифференциальных уравнений для 
функций imU , imV , jmW : 
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        Здесь коэффициенты K с верхними и нижними индексами обозначают по-
стоянные величины, зависящие от геометрических параметров и упругих посто-
янных ортотропного материала пластины. Ввиду громоздкости соответствую-
щих им выражений, они не приводятся. 

Система обыкновенных дифференциальных уравнений (12) в ряде случаев 
может быть решена приближенными методами, например, с помощью одинар-
ных и двойных тригонометрических рядов. Однако расчет НДС оболочек, нахо-
дящихся под действием локальных, в том числе сосредоточенных нагрузок, по-
требует удержания в этих рядах большого количества членов, что повышает 
трудоемкость вычислений. Поэтому для решения указанной системы обыкно-
венных дифференциальных уравнений предлагается использовать операцион-
ный метод, основанный на преобразовании Лапласа. Этот метод имеет ряд пре-
имуществ по сравнению с другими методами. Во–первых, из–за автоматическо-
го выполнения граничных условий на одном из краев оболочки вдвое сокраща-
ется число произвольных постоянных; во–вторых, правые части системы урав-
нений, соответствующие нагрузочным членам, могут быть не только аналити-
ческими функциями, но и функциями ступенчатого вида и иметь точки разрыва. 

 

4. Исследование напряженно-деформированного состояния пластины 
под действием локальной нагрузки 

 

Рассматривается пластина, находящаяся под действием локальной нагруз-
ки: 
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Тогда компоненты перемещений и соответствующих напряжений пластины 
определяются m -м слагаемым в разложении (11). 

В качестве примера рассматривается квадратная изотропная пластина со 
следующими параметрами:  1a b м  , 200/1/ ah , 20/1 ax  , 20/192 ax  , 
коэффициент Пуассона 3,0 . Результаты вычисления максимальных нор-
мальных напряжений пластины, жестко защемленной на краях 0,x a , по 
двум вариантам уточненной теории представлены на рис. 2-5. Отметим, что на 
этих рисунках аббревиатура General соответствует варианту уточненной теории 
(S1 = S2 = 1) и вариант S1 = S2 = 0 следует рассматривать как соответствующей 
расчету по классической теории.  
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Рис. 2. Изменение x  по оси х Рис. 3. Изменение y  по оси x 

 
 

Рис. 4. Изменение z  по оси х Рис. 5. Изменение z  по толщине 
на краю пластины 

Анализ полученных результатов показывает, что вне краевой зоны значе-
ния напряжений, определенных по всем вариантам уточненной теории, сходят-
ся. Максимальное рассогласование результатов расчета имеет место при опре-
делении нормальных тангенциальных напряжений y  и составляет 7,6%. В 
краевой зоне результаты расчета по теориям 02 S  и 021  SS  практически 
совпадают. При исследовании НДС пластины с помощью теории ( 121  SS ) 
напряжения в краевой зоне несколько уточняются, для нормальных тангенци-
альных напряжений x  - на 12,5%, а для y  - на 14%. Нормальные поперечные 
напряжения z , соответствующие уточненной теории, в краевой зоне пластины 
оказываются одного порядка с максимальными величинами основного изгибно-
го напряжения (рис. 5). Здесь надо отметить, что нормальные поперечные 
напряжения z , определяемые по уточненной теории 02 S  и классической 
теории 021  SS , сравнительно малы. 

Графики изменения перемещений на верхней поверхности пластины, рас-
считанные по теории ( 121  SS ) показаны на рис. 6-7. 
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Рис. 6. Изменение прогиба w        Рис. 7. Изменение перемещения v  

 

Из графиков рис. 6, 7 следует, что максимальные величины перемещений в 
центре пластины уточняются на 15%.  

Результаты расчета пластины, жестко защемленной на краю 0x  и сво-
бодной на краю ax  , по уточненной теории представлены на рис. 8-9. 

  

Рис. 8. Изменение x , y , z  по оси x Рис. 9. Изменение x , y , z  по         
толщине на защемленном краю 

 

Очевидно, что все нормальные напряжения, включая и поперечные, на за-
щемленном краю пластины представляют собой величины одного порядка. 

 

5. Заключение 
На основании полученных результатов можно установить следующее: 
1. На основании вариационного принципа Лагранжа и разложения компо-

нентов перемещений в полиномиальные ряды по толщине на один-два порядка 
выше по отношению к классической теории построены два варианта уточнен-
ной теории прямоугольных пластин. 

2. Учет трехмерности НДС в пластине показал, что поперечные нормаль-
ные напряжения, которыми в классической теории пренебрегают, в краевой 
зоне («пограничный слой») оказываются одного порядка с максимальными ве-
личинами основного изгибного напряжения; этот результат имеет важное зна-
чение, так как позволяет достоверно оценить прочность и трещиностойкость 
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элементов конструкций летательных аппаратов, а также других объектов маши-
ностроения, в том числе, выполненных из композиционных материалов. 

3. Проведено сравнение результатов расчета НДС пластины при использо-
вании двух вариантов уточненной теории. Установлено, что при исследовании 
НДС в краевых зонах пластины следует использовать уточненную теорию, со-
ответствующую варианту 121  SS . В расчетах перемещений разница между 
двумя вариантами уточненной теории составляет около 10%. 
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STRESS-STRAIN STATE OF THE RECTANGULAR PLATES  

ON THE BASIS OF REFINED THEORY 
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236 Hoang Quoc Viet, Hanoi, Vietnam 
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4 Volokolamskoe shosse, Moscow, 125993, Russian Federation 

 

Two variants of a refined theory for calculation of the rectangular orthotropic plates stress-strain 
state are represented. The plate's state equations are presented in the form three-dimensional equations of 
elasticity theory. The components of the plate's stress-strain state are received as the polynomial func-
tions on the coordinate which is normal to the middle  plane. These functions are one or two degree 
higher than in the  Kirchhoff-Love theory are used. The virtual displacements principle is applied to 
obtain the two-dimensional equations and its natural boundary conditions. The modified boundary condi-
tions for standard cases of the plate mounting are formulated. Calculation of plate stress-strain is carried 
out by using Laplace transform, and then the number of arbitrary constants in the integration of differen-
tial equations systems thus is twice reduced. One of the refined theory distinctive features consist in di-
rect integration of the three dimensional elasticity problems equilibrium equations at transverse normal 
and tangential stresses determination. 

 As an example, the paper considers the calculation of a rectangular isotropic plate's stress-strain 
under a local load. The results obtained by the refined theories and by the classical theory are compared. 
The essential contribution of normal transverse stress of type “boundary layer” to the general stress-
strain state of a plate is shown. The received results can be used in calculations and at tests for strength 
and durability of aviation and space-rocket and also engineering structures of different destination.  

Keywords: Rectangular orthotropic plate, Two versions of Refined theory of plates, Lagrange 
variational principle, Laplace transform,  Deflected mode of “boundary layer”, normal transverse stress 
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ЗАДАЧА ПО ДИНАМИКЕ ПОЛОЙ ПРИЗМЫ  
 ПРЯМОУГОЛЬНОГО ПОПЕРЕЧНОГО СЕЧЕНИЯ 

 

М.Б. РАСУЛОВ*, М.Г. АГАЯРОВ** 
 
*Институт математики и механики, Национальная академия наук Азербайджана, Баку 
AZ1143. Азербайджан, Баку, ул. Б. Вахабзаде 9,  
**Сумгаитский государственный Университет, Сумгаит,  Азербайджан 
AZ5008, Азербайджан, Сумгаит,  43й квартал 
 
       В статье впервые исследуется процесс распространения  нестационарных 
волн  в  полых  прямоугольных  полубесконечных призмах. Считается, что во всех  8-ми 
боковых сторонах действуют смешанные краевые условия, а удар производится по тор-
цевой площадке этой призмы. В работах [1-3], с применением интегральных преобразо-
ваний  и заменой отыскиваемых  величин  (три компонента перемещений) через новые, 
удачно выбранные  функции  (потенциалы волн),  система трехмерных уравнений  Ляме  
сведена к системе Бесселевых  уравнений.  С другой стороны,  хорошо  известно, что 
выбранные  смешанные условия на поверхности тела, позволяют  разделить  значения 
различных волн (продольных и поперечных)  на этой же поверхности, т.е. все эти вол-
ны,  распространяются независимо друг от друга. Эти два обстоятельства позволяют 
получить в отношении каждого потенциала-функции новую краевую задачу в отдельно-
сти. Получены решения этих краевых задач для сплошной призмы, и для выбранных  
краевых условий настоящей статьи (условия скользящего контакта). Был применен 
своеобразный метод, который позволил обобщить полученное решение для целой 
призмы в случае полой призмы.      
        Ключевые слова: прямоугольная полая призма, уравнение Ляме, нестационарные 
волны, смешанные краевые условия 

                                                

1. Введение  
       Динамика прямоугольных призм, являясь 
одной из интереснейших тем механики, издав-
на привлекает внимание большинства иссле-
дователей всего мира. 
       Процесс распространения волн в сплош-
ных прямоугольных призмах изучен достаточ-
но хорошо, особенно в работах Н.Б. Расуловой 
[1-3], где впервые исследованы нестационар-
ные динамические процессы и построены ана-
литические решения некоторых задач, с пози-
ции трехмерной теории упругости. Случай по-
лой призмы не рас-
смотрен никем. 
       В настоящей рабо-
те впервые исследуется 
процесс распростране-

ния нестационарных упругих волн в полубесконечной 
прямоугольной полой призме, при наличии смешанных 
условий на всех 8-ми боковых поверхностях этой приз-
мы. 
2. Постановка и решение задачи 
       Рассмотренный  процесс происходит в пространстве 

Рис. 1. 

   Рис. 2. 
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между боковыми поверхностями двух параллельных призм полубесконечной 
длины, с одинаковой центральной осью  (рис. 1), где 2a1, 2b1 - длины сторон 
внутренного, а 2a2, 2b2 – размеры внешнего контура поперечного сечения приз-
мы (рис. 2). Вообще говоря, толщина стенок непостоянная величина, и равен-
ство 1212 aabb   не обязательно.   
       В момент 0t  торцевая площадка подвергается осевым ударным нагруз-
кам извне, под действием которых в рассматриваемом теле, возникают возму-
щения, распространяющиеся по всему телу в различных направлениях. 
Рассматриваемая задача требует решения следующей начально-краевой задачи 
математической физики. 
Движение описывается системой трехмерных уравнений Ляме, которые в век-
торной форме имеют вид: 

                ),,(     ,)(2
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и оно происходит в области пространства, находящейся между поверхностями: 
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К этой системе присоединяются следующие начально-краевые условия: 
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где U - вектор перемещения,   - тензор напряжения,  , - коэффициенты 
Ляме, t  - время,  - плотность материала, а ),(0 yx - симметричная функция в 
отношении обеих координат. 
Следуя [1, 2], задача (2.1) - (2.4) сводится к интегрированию более простой си-
стемы: 
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Здесь 20  , HH  и 2H  - операторы Гельмгольца, а три новые функции 1, и 2  
связаны с двукратными преобразованиями трех компонентов перемещения 
(операторы Лапласа )( p  и Фурье )(q  ), по формулам: 
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Здесь, в левой части индекс s  - соответствует sin  и индекс c  - cos  преобразо-
вания Фурье,  
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       Решение для целой полубесконечной призмы для одинаковых начальных, 
торцевых и боковых условий (2.2) - (2.4) легко можно получить из приведенно-
го решения в [1].  
Если взять 

b
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где a  и b  длины сторон  поперечного сечения, то  решение [1], точно будет 
удовлетворять всем условиям (2.4) на гранях призмы.  
       Следует отметить, что, в обоих случаях, (здесь и в (1)) боковые условия яв-
ляются смешанными; они относятся к типам, называемым ”условия перпенди-
кулярных сечений” (cross section conditions): 
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Здесь обозначены функции: 
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В таком случае зависимость искомых решений от поперечных координат yx,  
оказывается в виде произведения двух простых функций:   

)cos()cos( yx mk   . 
Поскольку xcos  - функция периодическая, то этим свойством можно восполь-
зоваться для удовлетворения боковых условий (2.4), т.к., по сути строения, эти 
условия заимствуют некую периодичность. 
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Сначала рассмотрим случай, когда 
12 naa    и  ,12 lbb   

где  n   и  l - некие целые числа. Тогда искомое решение в точности совпадает с 
решением (2.8), если принимать: 
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В остальных случаях очевидно, что поставленная задача требует нахождения 
двух характерных размеров, свойственных только парным числам );( 21 aa  и  

).;( 21 bb  Будем считать, что отношения этих размеров являются рациональными 
числами: 
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если    и   - рациональные числа, то очевидно, что                                                                      
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где 2121 ,,, llnn   - некие целые числа. 
Тогда получим: 
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В таком случае решение (2.8) будет представлять и решение настоящей задачи 
при условии 
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т.к. заодно будут удовлетворены и боковые условия (2.4), с  выбором (2.12).          
     Естественно, в этом случае, чтобы сохранить обобщения с формулой (2.9), и 
с учетом вида области поперечного сечения (рис. 2), соответствующие коэффи-
циенты разложения, на этот раз, могут быть определены следующим образом: 
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где H(x) - функция Хэвисайда. 
      Таким образом, простыми приемами нам удалась построить решение одной 
нестационарной динамической задачи для полой призмы прямоугольного попе-
речного сечения. 
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      In the article, the process of propagation of non-stationary waves in hollow rectangular semi-infinite 
prisms is studied for the first time. It is believed that in all 8 sides there are mixed boundary conditions, 
and impact is made on the end face of this prism. 
      In the papers (1-3), using the integral transformations and replacing the sought values (three dis-
placement components) through new successfully chosen functions (wave potentials), the system of 
three-dimensional Lame equations is reduced to the system of Bessel equations. On the other hand, it is 
well known that the selected mixed conditions on the surface of the body allow us to separate the values 
of different waves (longitudinal and transverse) on the same surface, i.e. all these waves propagate inde-
pendently of each other. 
     These two circumstances make it possible to obtain a new boundary value problem for each potential-
function, separately. Solutions of these boundary-value problems for a whole prism are obtained, and for 
the selected boundary conditions of this article (sliding contact conditions). 
     A kind of method was used that made it possible to generalize the resulting solution for the entire 
prism in the case of a hollow prism. 
        Keywords: hollow rectangular prism, Lame equations, non-stationary waves, mixed boundary con-
ditions 
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РАЗРЕШАЮЩИЕ УРАВНЕНИЯ ПЛОСКОЙ 
ДЕФОРМАЦИИ В ЦИЛИНДРИЧЕСКИХ КООРДИНАТАХ 
ДЛЯ ФИЗИЧЕСКИНЕЛИНЕЙНОЙ СПЛОШНОЙ СРЕДЫ 

 

С.В. БАКУШЕВ 
 
Пензенский государственный университет архитектуры и строительства, Пенза  
440028, Пенза, ул. Германа Титова, 28 
 

Для плоской деформации сплошных сред, механическое поведение которых опи-
сывается математическими моделями, в которых физические соотношения имеют фор-
му произвольных перекрёстных зависимостей между первыми инвариантами тензоров и 
вторыми инвариантами девиаторов напряжений и деформаций, рассматривается по-
строение разрешающих уравнений в перемещениях в цилиндрической системе коорди-
нат. В качестве примеров рассмотрены две модели: деформационная теория пластично-
сти сыпучей среды и деформационная теория пластичности бетона. Разрешающая си-
стема уравнений представляет собой систему двух квазилинейных дифференциальных 
уравнений в частных производных второго порядка от двух независимых переменных - 
перемещений точек сплошной среды в радиальном и тангенциальном направлениях. 
Для её интегрирования предлагается использовать приближённые итерационные мето-
ды. В качестве начального приближения решения следует использовать решение рас-
сматриваемой задачи в физически линейной постановке. Полученные уравнения могут 
быть востребованы при определении напряжённо-деформированного состояния физи-
чески нелинейных массивных тел со сложной геометрией. 

Ключевые слова: сплошная среда, физическая нелинейность, разрешающие урав-
нения в перемещениях, цилиндрическая система координат, плоская деформация 

 

Введение. Разработка и использование в расчётах при проектировании 
строительных и машиностроительных конструкций математических моделей 
сплошных сред, наиболее полно учитывающих их реальное (фактическое) по-
ведение под нагрузкой, является задачей, не теряющей своей актуальности. 
Существуют разные подходы к построению математических моделей, описы-
вающих действительную механическую работу материала конструкции. 
Например, учёт пластических свойств материалов [1], учёт ползучести материа-
лов и конструкций [2], и так далее. Один из подходов для учёта реальных 
свойств материалов и конструкций реализован в трудах д.т.н., профессора Г.А. 
Гениева.  Рассматривая механическое поведение сыпучих сред типа грунтовых 
массивов [3], либо механическое поведение бетона и железобетона [4], Гениев 
Г.А. полагает, что их механическое поведение в условиях как активной, так и 
пассивной деформации, описывается математическими моделями, в которых 
физические соотношения имеют форму, вообще говоря,  произвольных пере-
крёстных зависимостей между первыми инвариантами тензоров и вторыми ин-
вариантами девиаторов напряжений и деформаций: 

   ГГGTГK ,  ;,   .                                       (1) 

Здесь    первый инвариант тензора напряжений; T  интенсивность каса-
тельных напряжений;   первый инвариант тензора деформации; Г интен-
сивность деформаций сдвига;  ГK ,  переменный модуль объёмного расши-
рения (сжатия);  ГG , переменный модуль сдвига. 

Расчёт и проектирование конструкций сложной геометрии зачастую приво-
дит к необходимости выполнять расчёт в криволинейных координатах.  Общая 
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теория ортогональных криволинейных координат достаточно подробно описана  
в монографии В.В.Новожилова  [5], а так же приведён необходимый минимум 
расчётных формул для геометрически и физически нелинейной теории упруго-
сти, как в трёхмерной постановке, так и для решения плоской задачи.  

Одной из наиболее часто используемых криволинейных систем координат 
является цилиндрическая система координат. В данной работе выполнено по-
строение разрешающих дифференциальных уравнений равновесия в перемеще-
ниях в цилиндрической системе координат для плоской деформации сплошных 
сред, механическое поведение которых описывается физическими соотношени-
ями (1).  

Построение уравнений. Для плоской деформации физически нелинейной 
теории упругости уравнения равновесия в цилиндрической системе координат, 
как известно [6], имеют вид: 
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        Здесь    ,r  цилиндрические координаты;  rr   ,  нормальное и каса-
тельное напряжения, действующие на площадке, нормаль к которой совпадает с 
направлением радиуса; r    ,  нормальное и касательное напряжения, дей-
ствующие на площадке, нормаль к которой совпадает с направлением, перпен-
дикулярным к радиусу; FFr   ,  объёмные силы, действующие в радиальном и 
тангенциальном направлениях. 

Физические уравнения для плоской деформации в цилиндрических коор-
динатах запишем в следующей форме: 

.

;
3
4

3
4

;
3
4

3
4













rrr

r

rr

G

GKGK

GKGK









 






 







 






 

 (3) 

Здесь                               ГGGГKK ,  ;,   . (4) 
 В формулах (3) компоненты тензора деформации   rr   ,  ,  связаны с 

перемещениям в радиальном  ,ru  и тангенциальном  ,rv   направлениях, 
соотношениями: 
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Подставляя соотношения (3) в уравнения (2) с учётом соотношений (5), и 
принимая во внимание зависимости (4), то есть  
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а также помня о том, что для плоской деформации в цилиндрической системе 
координат 
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получим запись уравнений равновесия (2) в перемещениях: 
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В системе (6) коэффициенты при вторых производных от перемещений по 
цилиндрическим координатам определяются соотношениями: 
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Система (6) представляет собой систему двух дифференциальных уравне-
ний второго порядка относительно двух независимых переменных - перемеще-
ний точек сплошной среды в радиальном u  и тангенциальном v  направлениях. 
Система квазилинейных дифференциальных уравнений (6) является оконча-
тельной разрешающей системой уравнений в перемещениях плоской деформа-
ции для физически нелинейной сплошной среды, записанной в цилиндрических 
координатах. 

Тип системы дифференциальных уравнений (6), учитывая её квазилиней-
ность, можно определить лишь в конкретной точке сплошной среды при реше-
нии конкретной задачи, то есть после определения перемещений в рассматрива-
емой точке. 

Для интегрирования системы дифференциальных уравнений (6) условия на 
поверхности нелинейно-упругого тела следует записывать в перемещениях. 
Учитывая квазилинейность данной системы дифференциальных уравнений, её 
интегрирование следует выполнять приближёнными (численными) методами. 
Если в основу решения положить итерационную процедуру, то в качестве 
начального приближения следует брать решение рассматриваемой задачи в 
геометрически и физически линейной постановке, когда разрешающая система 



Бакушев С.В. Строительная механика инженерных конструкций и сооружений. 2018. Т. 14. № 1. С. 38—45 

42 

дифференциальных уравнений в перемещениях для плоской деформации упру-
гой сплошной среды в цилиндрических координатах имеет вид: 










































.0

;0

2

2
62

2
4

2
2

2
52

2
32

2
1






FBvB
r

vB
r

uB

FA
r

vAuA
r

uA r
 (7) 

Здесь                   

;
3
11   ;1   ;

3
4

005023001 





  GK

r
AG

r
AGKA  

   






















  022200

1111
3
4 G

r
u

rr
u

r
v

r
GKA


 

;11
43
23

3
4

11
43
23

3
41

00
00

00

00
00

00








































 










































 

u
r

v
rr

u
GK
GK

GK

u
r

v
rGK

GK
r
uGK

r





      

     

 

;
3
41   ;   ;

3
11

002604002 





 






  GK

r
BGBGK

r
B  

.112      

3
41111

0

002220




























 























u
r

v
rr

vG
r

uGK
r

v
r

u
rr

v
r

GB
 

В системе дифференциальных уравнений (7) коэффициенты при вторых 
производных от перемещений по цилиндрическим координатам являются вели-
чинами постоянными, то есть тип этой системы вполне определён. 

Рассмотрим некоторые математические модели, предложенные профессо-
ром Г.А. Гениевым, и найдём производные от механических констант сплош-
ной среды K  и G  по инвариантам деформированного состояния   и Г . 

Деформационная теория пластичности сыпучей среды. В качестве пер-
вого примера рассмотрим уравнения деформационной теории пластичности сы-
пучей среды [3]. Физические соотношения в этой модели записываются в форме 
(1), причём [7] 
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             (8) 

        Здесь K0 – начальный коэффициент объёмного расширения (сжатия); G0 – 
начальный модуль сдвига при чистом сдвиге; Гs – предельная интенсивность 
деформаций сдвига; f – аналог коэффициента внутреннего трения; q –
коэффициент дилатансии. 
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В соответствии с формулами (8), производные, входящие в коэффициенты 
уравнений (6), будут определяться формулами: 
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 (9) 

Деформационная теория пластичности бетона. В качестве второго при-
мера рассмотрим уравнения деформационной теории пластичности бетона [4]. 
В этой модели физические соотношения также записываются в форме (1), при-
чём [8] 
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Здесь G0 – начальный модуль сдвига при чистом сдвиге; K0 –  начальный 
коэффициент объёмного расширения-сжатия; q –модуль дилатации; ГC –
предельная интенсивность деформаций сдвига при чистом сдвиге;  
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  аналог коэффициента внутреннего трения; 

cR  предел прочности при одноосном сжатии;  Rp – предел прочности при 
одноосном растяжении;  3/рcc RRT  предел прочности при чистом сдвиге. 

Производные, аналогичные формулам (9), для деформационной теории 
пластичности бетона имеют вид: 
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Заключение. Представленные в статье результаты могут быть применены 

для определения напряжённо-деформированного состояния физически нели-
нейных массивных тел со сложной геометрией, когда на поверхности тела зада-
ны перемещения его точек. 
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RESOLVING EQUATIONS OF PLANAR DEFORMATION 
 IN CYLINDRICAL COORDINATES FOR PHYSICALLY 

NONLINEAR CONTINUUM 
 

S.V. BAKUSHEV  
 

Penza State University of Architecture and Construction, Penza, Russia 
28 Titov Street, Penza, 440028, Russian Federation 

 

For planar deformations of continuum, which mechanical behavior is described by math-
ematical models, where physical relations have the form of cross dependence derivatives be-
tween the first invariant of the tensor and the second invariant of the voltage and stress devia-
tor, the development of resolving equations in displacements in cylindrical coordinates is be-
ing analyzed. Two models are analyzed as examples: deformation theory of loose medium 
plasticity and deformation theory of concrete plasticity. The resolving equations system is a 
system of two quasilinear differential equations of second order at quotient derivatives from 
two independent variables – the displacement of continuum points at radial and tangential di-
rections. Iteration methods are suggested for its integration. It is recommended to take the dis-
cussed question solution for physical linear continuum as initial solution approximation. Re-
ceived equations can be used at evaluation of stress-strain state of physically nonlinear mas-
sive bodies with complex geometry. 
        Keywords:  Solid array, Physical nonlinearity, Allow equations in displacement, Cylin-
drical coordinate system, plane deformation 
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ТРАНСФОРМАЦИОННЫЙ ЭЛЕМЕНТ 
МЕЖДУ ЗАВИСИМОСТЯМИ МЕХАНИКИ РАЗРУШЕНИЯ 

И УРАВНЕНИЯМИ ТЕОРИИ ЖЕЛЕЗОБЕТОНА 
В УСЛОВИЯХ СЛОЖНОГО СОПРОТИВЛЕНИЯ 

 

А.И. ДЕМЬЯНОВ*, И.А. ЯКОВЕНКО**, В.И. КОЛЧУНОВ* 

 

* Юго-западный государственный университет, Курск, Россия 
   305040, Курск, ул. 50 лет Октября, 94  
**Национальный авиационный университет, Киев, Украина 
   03058, Украина, Киев, Проспект Космонавта Комарова, 1 
 

Адаптированы гипотезы механики разрушения и разработан универсальный ко-
роткий двухконсольный элемент применительно к железобетонным конструкциям зда-
ний и сооружений. Предложенная модель двухконсольного элемента применима к 
оценке сопротивления железобетонных конструкций в условиях различных силовых и 
деформационных воздействий, в том числе при кручении с изгибом. Рассмотрены осо-
бенности и процедура построения двухконсольного элемента механики разрушения в 
зонах, прилегающих к пространственным трещинам при учете эффекта нарушения 
сплошности и адаптированы зависимости для энергетического функционала с их разра-
боткой, применительно к железобетону. Двухконсольный элемент необходим в каче-
стве связующего элемента между зависимостями механики разрушения и уравнениями 
теории железобетона и является трансформационным элементом между ними. 

Ключевые слова: двухконсольный элемент, железобетонные конструкции, энер-
гетический функционал, пространственные трещины, кручение с изгибом, механика 
разрушения 

 

В последние годы наибольший интерес представляют разработки моделей 
деформирования железобетона с использованием и развитием основных поло-
жений и инструментария  механики разрушения [1–5], благодаря которым по-
является возможность тщательного изучения напряженно-деформированного 
состояния в зонах, прилегающим к трещинам. Продолжая эти исследования [4, 
6, 7], в работе описаны ключевые положения по разработке универсального ко-
роткого двухконсольного элемента применительно к сложному сопротивлению 
железобетонных конструкций при изгибе с кручением. 

Отличительной характерной чертой железобетона, конечно же, появление 
трещин при деформационных и силовых воздействиях. Железобетонные кон-
струкции, как правило, эксплуатируются в стадии, наступающей после образо-
вания трещин (ограничивается только ширина их раскрытия). По этой причине 
логичным является желание определить напряженно-деформированное состоя-
ние вблизи трещины. Такая задача может быть решена с использованием базо-
вых положений и гипотез механики разрушения, стремительно развивающейся 
в последнее время [1, 2]. Применение инструментария механики разрушения [4] 
для построения расчета, применительно к ширине раскрытия трещин (их разви-
тия и определения расстояний между трещинами) железобетонных конструк-
ций, безусловно, дает возможность уточнить такой дифференциальный пара-
метр, относительно определяемого в экспериментах с использованием микро-
скопа.  

Результаты, достигнутые в в данной сфере, позволяют уже сегодня расши-
рить данные, полученные экспериментально на расчет железобетонных кон-
струкций [1–3]. При этом необходимо учитывать специфику материала. Многое 
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зависит и от удачного выделения в расчетной модели двухконсольного элемен-
та [4, 6, 7]. 

Ключевые аспекты механики разрушения, заостряют внимание на области 
предразрушения с локализованной деформацией w в этой зоне [1–7]. Важно, что 
механизм страгивания трещины (при ее развитии) заложен именно в этой 
зоне, и поэтому (не смотря на то, что максимальные напряжения в этой зоне не 
превышают значения Rbt, и вклад напряженного состояния рассматриваемой 
зоны в общее сопротивление поперечного сечения железобетонной конструк-
ции малозаметен), детальное ее рассмотрение имеет важнейшее значение. 
Страгивание трещины осуществляется после достижения раскрытия трещины в 
начале зоны предразрушения определенного критического значения w u (являю-
щегося константой материала), равного предельному перемещению на диаграмме 
 — w  (гипотеза, аналогичная принятой в моделях Шаха, Бажанта [1], Хиллер-
борга — Модера — Петерсона [5], Зайцева Ю.В. [2], Голышева — Колчунова — 
Яковенка [3, 4, 6, 7] и др.).  

В данной области происходит образование новых удельных поверхностей 
трещины. Нахождение скорости высвобождения энергии bu  производится с 
использованием функционала механики разрушения: 

dA
dV

dA
dW

A
VW

lim
A

bu 





 

 


 0
,                                 (1) 

где V  – снижение потенциальной энергии конструкции при продвижении 
трещины на малое приращение a ; W  – дополнительная работа, которая со-
вершается над конструкцией при продвижении трещины на малое приращение 

a .  
Рассмотрим более детально основные положения и предпосылки моделиро-

вания двухконсольного элемента (ДКЭ) включающего трещину, для разработки 
расчетного аппарата железобетона. Для сплошного тела, напряженно-
деформированное состояние которого определяется методами механики твердого 
деформируемого тела, выделяется элементарный куб, описывающий взаимосвязь 
между деформациями и напряжениями в точке. Далее, при рассмотрении попе-
речного сечения полученная связь интегрируется по всей площади сечения. Та-
ким образом, задача сводится к дифференциальным уравнениям, решение кото-
рых в целом ряде случаев весьма громоздко. В сопротивлении материалов ис-
пользуется упрощающая гипотеза Бернулли деформаций в поперечном сечении. 
Для железобетонных конструкций при наличии трещин (с нарушенной сплошно-
стью конструкции) при формировании зависимостей между перемещениями и 
напряжениями методы, используемые в теории упругости, пластичности и сопро-
тивлении материалов, являются неприемлемыми. Однако использование основ-
ного метода сечений для железобетонной конструкции с трещинами дает свои 
положительные результаты. Данное утверждение справедливо и к приближенно-
му определению коэффициента интенсивности напряжений, его же можно ис-
пользовать и при построении специального ДКЭ в механике разрушения. 

Выделение такого ДКЭ, включающего трещину для стержневого железобе-
тонного элемента имеет свои особенности [3, 6, 7].  

Во-первых, если ДКЭ выделяется для длинного двухконсольного элемента 
(полностью включающего всю трещину), на всю длину трещины, а не для какого-
то ее элементарного участка, тогда длина трещины crch  в общем случае опреде-
ляется из  следующего условия механики разрушения: 

0
crc

bu
dh
d .                                                 (2) 
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При этом, следует подчеркнуть, что возникающие здесь сложности являют-
ся основной причиной (наряду с необходимостью использования комплексных 
чисел), по которой детально разработанный инструментарий механики разру-
шения (позволяющий изучить специфику сопротивления конструкции в окрест-
ности трещины) еще не нашел должного применения в теории железобетона. 

Рассмотрим короткий ДКЭ, длина которого известна по конструктивным со-
ображениям (выделяется на половине длины зоны, прилегающей к трещине, рас-
положенной между рабочими арматурными стержнями, например, хомутами или 

многоярусной продольной арматурой), рис. 1. При этом, условие 0



crc

bu
h
ζ  (из 

которого находится длина трещины crch ) заменяется условием для отыскания 
проекции пространственной трещины С, с использованием функции Лагранжа 
для многих переменных (расчетных параметров разработанной деформацион-
ной модели) с использованием множителей Лагранжа i .  

Тогда, из условия экстремума функции многих переменных 
  ,,,,,,,,C,,,,x,,x,qfF ,bI,sbsBsw, 76543212121  , и вытекающих 

из него равенств нулю соответствующих частных производных: 
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,                             (3) 

определяется проекция пространственной трещины С. 
Во-вторых, усилия в сечениях, проходящих на расстоянии t и b  (для уни-

версального двухконсольного элемента) от трещины, необходимо связать с неиз-
вестными составляющими напряженно-деформированного состояния железобе-
тонной конструкции.  

В-третьих, необходимо учитывать виртуальные перемещения выделенных 
консолей ДКЭ при повороте нейтральной оси железобетонного элемента и углах 
поворота рабочего арматурного стержня, вызванного нагельными усилиями, т. е. 
защемление консолей с обеих сторон ДКЭ, в ряде случаев, может быть не абсо-
лютно жестким.  

Таким образом, выделение ДКЭ для железобетона (являющегося трансфор-
мационным между зависимостями механики разрушения и теорией железобетона) 
является весьма важной, но непростой задачей. Конечно же, ее необходимо увя-
зать как с задачей определения напряженно-деформированного состояния попе-
речного сечения железобетонной конструкции, но также и с задачей сцепления 
между бетоном и арматурой. Дело в том, что появление трещины в сплошной кон-
струкции целесообразно рассматривать в виде некоторого деформационного воз-
действия, отражающегося на специфике сцепления арматуры и бетона в областях, 
расположенных в окрестностях трещины. С помощью ДКЭ представляется наибо-
лее удачной (в отличии от использования функции Гурса с комплексными числа-
ми [8]) связь его напряженно-деформированного состояния с величиной bu в зоне 
предразрушения. При этом податливость берегов трещины, через которую может 
быть выражена величина bu, определяется с использованием функционала меха-
ники разрушения. Таким образом, ДКЭ используется в качестве трансформацион-
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ного элемента между зависимостями механики разрушения и механики твердого 
деформируемого тела. 

Вышеизложенные предпосылки были использованы при разработке уни-
версального короткого двухконсольного элемента, пригодного, в том числе для 
решения задачи сложного сопротивления железобетонных конструкций при 
кручении с изгибом (рис. 1). 
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Рис. 1. Универсальный ДКЭ для реализации зависимостей механики разрушения в же-

лезобетоне в зоне пространственных трещин: а – двухконсольный элемент, вырезанный 
в окрестности пространственной трещины, прилегающей к рабочей арматуре и харак-

терные эпюры напряжений в растянутом бетоне; б – особенности НДС на кончике 
 трещины 

 
Здесь параметр t  в соответствии с принципом Сен-Венана и исследований 

околоарматурной зоны, выполненных с привлечением полуаналитических и 
численных методов, в первом приближении равен полутора диаметра арматуры. 
Растягивающие напряжения в выделенных сечениях распределены по закону 
квадратной параболы от нейтральной оси до точки, где меняется знак этих 
напряжений. При этом максимальная их величина ограничивается значением 

btR , поэтому на значительном участке действительная эпюра растягивающих 
напряжений заменяется прямоугольником, независимо от закона их распреде-
ления в упругой стадии. Сжимающие напряжения на участках, прилегающих к 
арматуре, в этих же сечениях распределяются по треугольнику. 

Принимается b  в зоне, прилегающей к арматуре, равной значению защит-
ного слоя плюс половина диаметра и это значение удваивается (так как полоска 
выделяется с двух сторон арматурного стержня см. рис. 1). 

б 

a 
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При изгибе (растяжении-сжатии) выражение (4) не используется, потому 
что геометрия трещины по толщине b не изменяется. Пространственная же 
трещина при кручении элемента закручивается, т. е. ее профиль изменяется по 
толщине. В итоге,  

   d,aΔb s 502  ,                                                       (4) 
и принимается не более 4d диаметров рабочей арматуры. Здесь sa  и d  — расс-
тояние от центра рабочей арматуры до нижней грани поперечного сечения и 
диаметр рабочей арматуры, соответственно. 

Уместно заметить, что физический смысл формулы (4) обусловлен прин-
ципом Сен-Венанана, применительно к околоарматурным зонам рабочих арма-
турных стержней, прилегающим к пространственной трещине и подтверждает-
ся рядом экспериментальных исследований – Гарбой М.О. [9], Демьянова А.И. 
[10], Немировского Я.М., Колчунова Вл.И. [3, 4, 6, 7], Покусаева А.А. [11], 
Сальникова А.С. [12], Яковенка И.А. [4, 6, 7] и др. 

Крутящий момент, который приходится на полоску, занимаемую ДКЭ, 
определяется из пропорции: 

b
M

b
M ДКЭt,t


 .                                                (5) 

Аналогичным образом записываются соответствующие соотношения при-
менительно к поперечной силе и изгибающему моменту, т.е.:  

b
Q

b
Q ДКЭ


 ,                                                    (6) 

b
M

b
M ДКЭ


 ,                                                 (7)п 

поэтому, несмотря на то, что имеется возможность описать пространственную 
трещину с помощью билинейной поверхности [13] (или поверхности, предло-
женной Пьером Безье [14] и использованную И.В. Бахотским [15] для решения 
задачи кручения базальтобетонных конструкций), разбив ее предварительно на 
маленькие квадраты, применительно к построению универсального ДКЭ, при-
годного, в том числе для решения задачи сопротивления железобетонных кон-
струкций при кручении с изгибом. Для выделенного ДКЭ на толщине b , 
определяемой по формуле (4), логично упростить эту поверхность, приняв ее 
наклон постоянным в пределах b  (угол  – угол наклона пространственной 
трещины в плоскости, поперечного сечения). В свою очередь, угол наклона 
пространственной трещины в вертикальной продольной плоскости, перпенди-
кулярной поперечному сечению, – угол rcс  также принимается постоянным в 
пределах расстояния между хомутами. До половины толщины b прямоугольной 
железобетонной конструкции, он принимается равным rcс,1 , а для второй по-
ловины, – α2, crc: 

9012  crc,crc,  .                                                (8) 
Знак «плюс» или «минус» принимается в зависимости от того, относитель-

но какой стороны боковой поверхности (правой или левой) начинается отсчет 
угла. Принятые упрощения могут значительно упростить разрешающие уравне-
ния, не замыкая на них в единую систему сложное уравнение поверхности про-
странственной трещины (на каждом шаге итерации), а используя его дискретно 
для выбранной полоски, толщиной b . 

Итерационный процесс организован при использовании в качестве инстру-
ментария переходного (трансформационного) ДКЭ между зависимостями меха-
ники разрушения и теории железобетона. 
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В случаях, когда возникает необходимость получения более точного реше-
ния, полоска b  разбивается с помощью сетки малых квадратов (см. рис. 1) и 
пространственная трещина в пределах этой полоски моделируется ломанной 
поверхностью. При этом угловые точки малых квадратов определяются на ос-
новании уравнений билинейной поверхности, описанной в работе  [13], Пьером 
Безье в работе [14] и И.В. Бахотским [15]. 

Для определения неизвестного T  воспользуемся выражением величины 
bu , как функции податливости. Эту функция вычисляется из определения 

скорости высвобождения энергии (см. формулу1). 
Анализ зависимостей «силовое воздействие – перемещение» для составля-

ющих внутренних усилий на выделенный ДКЭ показывает, что такие зависимо-
сти нелинейны и могут иметь даже ниспадающую ветвь деформирования. Пло-
щадь таких диаграмм, через которую выражается значение потенциальной 
энергии, отличается от 0050 eP,  . Здесь 0P  – обобщенное усилие, а 0e – обоб-
щенное перемещение. Интегралы, характеризующие площади этих диаграмм, 

дают довольно близкие значения к величине 003
2 eP  , поэтому выражение для 

потенциальной энергии, накопленной в теле, может быть представлено в виде: 

003
2 ePV  .                                                    (9) 

Податливость C  рассматриваемого элемента определяется соотношением: 
00 PCe  .                                                    (10) 

Тогда,                                    CPV  2
03

2 ;                                             (11) 

A
CP

A
PPC

dA
dV







 2
3
2

4
3 .                                 (12) 

Аналогично можно преобразовать член dAdW : 

A
CP

A
PCP

dA
deP

dA
dW







 2 .                            (13) 

Подставляя выражения (12), (13) в уравнение (1), получим: 







 

A
PPC
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CPbu 





 2
3
1 .                                       (14) 

Применительно к выделенному двухконсольному элементу, находящемуся 
под воздействием ряда усилий, ( ,Τ  1P , 2P , q, conM ), выражение (14) приоб-
ретает вид: 
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 .                             (15) 

Для реализации полученной зависимости, обратимся к рис. 1. Перемещения 
в любых, интересующих сечениях  i,  1  определяются методами строи-
тельной механики. 

Характеристики жесткости консоли в направлении оси рабочего арматур-
ного стержня близки к упругим. Исключение составляет околоарматурная зона, 
но ввиду малости здесь площадей единичных эпюр, влияние характеристик 
жесткости этой зоны на общие перемещения консоли незначительно. 

Перемещения, связанные с поворотом заделки на угол φ2   определяются из 
простых геометрических соотношений: 
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crcI h 2 ;                                                         (16) 







  thcrcII 3

1
2 ;                                                    (17) 







  mthcrcIII 8

5
2 ;                                                (18) 

Таким образом, определяются параметры, входящие в формулы (15), (16), 
(18) и, следовательно, перемещения  n,  1 , а также угол поворота 2 . Пе-
реходя к соответствующим податливостям элемента, будем иметь: 

T
C I

I 



2 ;               (19)           

1

2
P

C II
II 


 ;                     (20) 

2

2
P

C III
III


 ;                                               (21) 

conM
C 2

0
2 

                                                      (22) 

и т.д. При этом, определение параметров, входящих в формулы (19)–(22) не 
представляет особых затруднений, например: 
                                                      tb.P bt  501 ;                                             (23) 

mbRP bt 
3
2

2 .                                               (24) 

Податливость, соответствующая распределенной нагрузке, может быть вы-
ражена виде: 

q
A

C q
q




2
;                                                 (25) 

где qbt ARbq   – площадь эпюры перемещений на участке распределенной 
нагрузки. Аналогичным образом отыскиваются и другие параметры, приведен-
ные на рис. 1. 

Теперь, когда все параметры, входящие в формулу (15), выражены в виде 
функции от параметра crch  (именно по этому параметру выполняется диффе-
ренцирование в случае использования, в качестве расчетного, длинного ДКЭ), 
можно переходить к преобразованиям этой формулы:  
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Выполняя почленное дифференцирование и после соответствующих алгеб-
раических преобразований, будем иметь зависимость,  связывающую касатель-
ное усилие, возникающее в непосредственной близости от трещины ( T ) с 
длиной ее развития crch  через новую константу бетона bu .  
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обозначим 
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тогда,                                              buS  15 ,                                                  (30) 
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Из зависимости (27) определяются касательные напряжения в зоне, непо-
средственно прилегающей к трещине. Здесь, как показывают численные и экс-
периментальные исследования, имеет место резкое возмущение касательных 
напряжений, которое сопровождается сменой знака и их скачкообразным уве-
личением. При этом изменяется знак и нормальных напряжений в бетоне (из 
растягивающих они превращаются в сжимающие), что также подтверждается 
экспериментально [3, 4–6, 13]. Это объясняется тем, что после образования 
трещин, сплошность бетона нарушается и его деформирование уже не подчиня-
ется законам сплошного тела. В зонах, расположенных в непосредственной 
близости к трещинам, имеет место концентрация деформаций, которая перена-
сыщает потребность системы (состоящей из бетонных блоков и арматуры при 
заданной статической схеме) в деформациях. Таким образом, в трещинах воз-
никает дополнительно деформационное воздействие. В численных эксперимен-
тах получена картина напряженно-деформированного состояния, аналогичная 
опытной. Тогда, причиной возмущения НДС в зонах, прилегающим к трещи-
нам, является дополнительное деформационное воздействие в трещине, которое 
необходимо учитывать в расчете. При этом выявлена связь составляющих 
напряженно-деформированного состояния в зоне возмущения с удельной энер-
гией образования новых поверхностей трещины, освобождающейся в зоне 
предразрушения. В результате получено новое решение задачи о напряженно-
деформированном состоянии железобетонных конструкций в области, непосред-
ственно прилегающей к трещине. Используемые в расчетной модели параметры 
являются функциями от Rbt, Eb, m, t, b, Icon. Кроме того, прослеживается зависи-
мость напряженно-деформированного состояния железобетонного элемента в зоне 
прилегающей к трещине от углов поворота нейтральной оси 1 стержневого желе-
зобетонного элемента и углов поворота заделок с обоих концов двухконсольного 
элемента, а также от константы бетона bu. 

Длина трещины crch  в общем случае определяется из уравнений механики 
разрушения, с использованием условия (2). После дифференцирования (27) с 
учетом формул (28)–(34), будем иметь: 

   crccrc hTTSTh. 7114858
2

14 250   
02 2287185 1

   TtbTTTS elq .         (35) 
В итоге получена аналитическая зависимость (35) для определения длины 

трещины hcrc. В ряде случаев, значительное упрощение достигается при замы-
кании зависимости на переходный длинный двухконсольный элемент. Напри-
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мер, для изгибаемых железобетонных конструкций в сжатой зоне развитие тре-
щины останавливается. Таким образом, hcrc является постоянной величиной, 
равной  xh0  .  В этом случае, привлечение производной от функционала а 
механики разрушения не требуется, так как hcrc  известно. 

Аналогичная ситуация складывается и в случае рассмотрения короткого 
двухконсольного элемента, выделяемого между ярусами продольной рабочей 
арматуры или между поперечными стержнями (хомутами, отгибами). Здесь hcrc 
также известно и равняется половине расстояния между рабочими стержнями и 
решение заметно упрощается. Что касается определения длины проекции 
пространственной трещины, то ее можно найти с привлечением функции 
многих переменных с использованием множителей Лагранжа i . 

Таким образом в случае разработки модели котортого двухконсольного 
элемента стала возможной разработка универсального двухконсольного 
элемента для сложного сопротивления железобетонных конструкций, в том 
числе пригодного для сложного напряженного состояния -кручения с изгибом. 
В тех случаях, когда hcrc известно, параметры TX1  , c,btPX 2 , … , nX  
отыскиваются с использованием методов строительной механики. 
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TRANSFORMATION ELEMENT BETWEEN THE DEPENDENCE OF THE FRAC-
TURE MECHANICS AND THE EQUATIONS OF THE REINFORCED CONCRETE 

THEORY IN THE CONDITIONS OF A COMPLEX RESISTANCE 
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The hypothesis of fracture mechanics is developed in the article and a universal short dual-
console element is designed for reinforced concrete structures of buildings and structures. The pro-
posed dual-console element is applicable to the evaluation of reinforced concrete structures re-
sistance under conditions of various force and deformation effects, including torsion with bending. 
Simplified dependences are constructed for the energy functional and the specifics and features of 
the construction of a dual-console fracture mechanics element in the zones adjacent to the spatial 
cracks are considered taking into account the discontinuity effect. The dual-console element is the 
connecting link and serves as a transformational element between the dependencies of fracture me-
chanics and the equations of reinforced concrete theory.  

Keywords: dual-console element, reinforced concrete constructions, energy functional, spa-
tial cracks, fracture mechanics 
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НАПРЯЖЕННОЕ СОСТОЯНИЕ КОНСОЛЬНЫХ 
КАБЕЛЕДЕРЖАТЕЛЕЙ ТИПА ККЧ-3; 4; 6 

 

А.А. ФРОЛОВ, Ю.А. МОРОЗОВ, Е.Ю. ВЕРХОВ 
 

Московский политехнический университет, Москва, Россия 
111250, Москва, ул. Большая  Семеновская, 38 
 

Экспериментальные исследования нагруженности кабеледержателей (консолей) 
типа ККЧ (используются в качестве опор при прокладке кабелей в проходящих колод-
цах) показали их чрезмерно большие размеры (толщина ребра и ложа), что приводит к 
излишним затратам материала при изготовлении и, как следствие, завышенной стоимо-
сти. С использованием метода конечно-элементного анализа в программном пакете 
Siemens NX посредством решателя NX NASTRAN рассматривается напряженное состо-
яние кабеледержателей (консолей) типа ККЧ-3; 4; 6. В качестве геометрической модели 
использовалась модель сплошного твердого тела, подготовленная в пакете AutoDesk 
Inventor. Показана возможность уменьшения размеров консоли при сохранении допу-
стимых нагрузок, что позволяет существенно уменьшить их материалоемкость, не ме-
няя прочностных параметров. 

Возможное уменьшение массы составляет примерно 22…24 % от первоначальной 
величины. Учитывая, что в настоящее время прокладываемые кабели имеют значитель-
но меньшую массу, необходима разработка новых ГОСТов на рассматриваемый вид 
изделий. На основе полученных результатов целесообразно также рассмотреть вопросы 
перехода при изготовлении консолей на новые материалы (пластики, композиты и т.д.) 
с целью повышения их эксплуатационных свойств, еще большего снижения массы и 
возможного уменьшении стоимости. 
        Ключевые слова: кабеледержатель, метод конечных элементов, конечно-элемен-
тная сетка, программный комплекс МКЭ, оптимизация размеров 
 

Консоли, типа ККЧ (рис. 1) [1], согласно ГОСТ 8850-80, а также ТУ 45-87-
6е.413000, принятому в одном из основных поставщиков этой продукции ЗАО 
«Связьстройдеталь», Москва, должны изготавливаться литьем из серого чугуна 
марки не ниже СЧ-15 (ГОСТ 1412—85) [2]. 

 
Рис. 1. Форма и размеры поперечного сечения консоли ККЧ-2 

 

Приемка готовой партии консолей осуществляется по многим параметрам, 
но одним из определяющих является их механическая прочность. Для этого 
консоль закрепляют болтовым соединением к несущей поверхности (полностью 
соответствует условиям эксплуатации), а с противоположной стороны в центре 
крайнего ручья прикладывается сила в 160 кг (1570 Н) с выдержкой под нагруз-
кой в течение 10 мин. После испытания производится внешний осмотр консоли 
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на предмет появления трещин, механические повреждения не допускаются [3, 
4]. 

Моделирование напряженно-деформированного состояния двухручьевой 
консоли ККЧ-2 (использовался комплекс программ «Ansys») показали возмож-
ность уменьшение массы детали на 23,4 % [5]. 

В настоящей работе проведены аналогичные расчеты других используемых 
типов консолей – трех-, четырех- и шестиручьевых с целью нахождения мини-
мально возможных размеров ребра и ложа, а также массы изделий (рис. 2). 

 
Рис. 2. Геометрическая модель (вверху) и конечно-элементная сетка (внизу) 

4-х ручьевой консоли ККЧ-4 
 

Конечно-элементная сетка (программный пакет Siemens NX, решатель NX 
NASTRAN) создавалась в виде трехмерных тетраэдральных элементов с 10 узло-
выми точками на каждом элементе размером 5 мм [6, 7]. Для всех вариантов 
расчетов использовались одинаковые граничные условия – ограничение в виде 
«заделки» на плоскости, закрепляемой консольным болтом (рис. 3). 

 
Рис. 3. Плоскость закрепление («заделка») для консоли 

 

Стандартная сила 1570 Н прикладывается по линии в центре дальнего от 
заделки ложа, перпендикулярно оси консоли (рис. 4). 

 
Рис. 4. Схема приложения стандартной нагрузки по центру крайнего ложа 
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Рис. 5. Распределение напряжений (МПа) для 3-х ручьевой консоли ККЧ-3 

 
Рис. 6. Распределение напряжений (МПа) для 6-ти ручьевой консоли ККЧ-6 
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Для каждого вида консолей (ККЧ-3; 4; 6) были просчитаны 9 вариантов 
различных сочетаний толщин ребра жесткости и ложа с шагом 2 мм (табл. 1) 
[8]. Для самого неблагоприятного с точки зрения нагружения варианта расчета 
№9, ввиду минимальных толщин рассматриваемых элементов консоли, на рис.  
5; 6 показаны характерные картины распределения продольных и поперечных 
напряжений в консолях ККЧ-3 и ККЧ-6. 
 

Таблица 1. Варианты расчетов для исследуемых консолей 

№ расчета Материал консоли Нагрузка, Н Толщина 
ребро, мм ложе, мм 

1 СЧ-20 1570 8,0 8,0 
2 СЧ-20 1570 8,0 6,0 
3 СЧ-20 1570 8,0 4,0 
4 СЧ-20 1570 6,0 8,0 
5 СЧ-20 1570 6,0 6,0 
6 СЧ-20 1570 6,0 4,0 
7 СЧ-20 1570 4,0 8,0 
8 СЧ-20 1570 4,0 6,0 
9 СЧ-20 1570 4,0 4,0 

 

Отметим, что аналогичные по характеру распределения картины получены 
и для других вариантов расчета. 

Сводные результаты рассмотренных вариантов расчетов консолей типов 
ККЧ-3; 4; 6 представлены в табл. 2-4. 

Таблица 2. Результаты расчетов консоли с 3-мя ручьями ККЧ-3 

№ 
расч. 

Особенность 
конструкции Продольные 

напряжения, МПа 
Поперечные 

напряжения, МПа 
Масса, 

кг ребро, мм ложе, мм 
1 8,0 8,0 139,74 37,89 1,944 
2 8,0 6,0 149,63 55,39 1,777 
3 8,0 4,0 160,24 62,83 1,613 
4 6,0 8,0 172,03 42,72 1,832 
5 6,0 6,0 177,88 69,22 1,654 
6 6,0 4,0 202,41 72,22 1,481 
7 4,0 8,0 226,94 57,96 1,720 
8 4,0 6,0 249,40 70,95 1,532 
9 4,0 4,0 272,68 89,32 1,350 

 

Таблица 3. Результаты расчетов консоли с 4-мя ручьями ККЧ-4 

№ 
расч. 

Особенность 
конструкции Продольные 

напряжения, МПа 
Поперечные 

напряжения, МПа 
Масса, 

кг ребро, мм ложе, мм 
1 8,0 8,0 154,55 45,91 3,186 
2 8,0 6,0 165,90 59,68 2,660 
3 8,0 4,0 175,91 63,86 2,434 
4 6,0 8,0 192,24 47,06 2,661 
5 6,0 6,0 206,61 62,90 2,419 
6 6,0 4,0 222,81 72,53 2,180 
7 4,0 8,0 255,20 63,06 2,434 
8 4,0 6,0 288,36 74,41 2,179 
9 4,0 4,0 308,50 84,08 1,928 
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Из анализа полученных результатов можно сделать следующие выводы. 
1. Продольные напряжения существенно превышают поперечные напря-

жения. 
2. Уменьшение размеров поперечного сечения приводит к росту напряже-

ний, наиболее «опасные» продольные растягивающие напряжения возникают в 
верхних слоях, в то время как нижние слои остаются сжатыми. 

Таблица 4. Результаты расчетов консоли с 6-ю ручьями ККЧ-6 

№ 
расч. 

Особенность 
конструкции Продольные 

напряжения, МПа 
Поперечные 

напряжения, МПа 
Масса, 

кг ребро, мм ложе, мм 
1 8,0 8,0 170,48 55,69 4,746 
2 8,0 6,0 180,82 68,89 3,999 
3 8,0 4,0 197,61 70,02 3,649 
4 6,0 8,0 212,43 54,65 3,994 
5 6,0 6,0 231,17 73,10 3,621 
6 6,0 4,0 249,14 84,30 3,253 
7 4,0 8,0 283,38 73,63 3,646 
8 4,0 6,0 315,60 91,17 3,246 
9 4,0 4,0 347,81 103,58 2,860 

 

3. Для трех- четырех- и шестиручьевой консолей найдены минимально 
возможные значения толщин ребра жесткости и ложа (δ = 6 мм, λ = 4 мм; δ = 6 
мм, λ = 6 мм; δ = 8 мм, λ = 4 мм соответственно), при которых напряжения в 
опасных сечениях консолей находятся вблизи предела прочности для чугуна 
марки СЧ-20, принятого равным 200 МПа. 

4. Возможное уменьшение массы составляет примерно 22…24 % от пер-
воначальной величины. Однако учитывая большие исходные значения массы 
консолей ККЧ-3; 4; 6 по сравнению с ККЧ-2 абсолютные величины снижения 
расхода материала будут еще более значимыми. 

5. Учитывая значительную потребность в указанных деталях (сотни тысяч 
штук в год) можно говорить о существенной экономии при их изготовлении и, 
как следствие, снижении цены. 

В заключении укажем, что основные направления дальнейших исследова-
ний по данной тематике с нашей точки зрения должны заключаться в следую-
щем: 

– проведение проверочных экспериментальных исследований для консо-
лей с найденными измененными геометрическими параметрами лож и ребра 
жесткости; 

– внесение обоснованных изменений в технические условия как по пре-
дельным нагрузкам при приемке консолей, так и уменьшении размеров толщин 
лож и ребер жесткости. 

Учитывая, что в настоящее время прокладываемые кабели имеют значи-
тельно меньшую массу желательно внесение изменений в технические условия 
касательно применяемых предельных нагрузок при приемочных испытаниях. 

Основываясь на проведенных исследованиях, необходима разработка но-
вых ГОСТов на рассматриваемый вид изделий. 

На основе полученных результатов целесообразно также рассмотреть во-
просы перехода при изготовлении консолей на новые материалы (пластики, 
композиты и т.д.) с целью повышения их эксплуатационных свойств, еще 
большего снижения массы и возможного уменьшении стоимости. 

© Фролов А.А., Морозов Ю.А., Верхов Е.Ю., 2017 
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STRESS STATE OF A CANTILEVER CABLE HOLDER OF THE TYPE CCH-3; 4; 6 

 
 

A.A. FROLOV, YU.А. MOROZOV, E.YU. VERKHOV 
 

Moscow Polytechnic University, Moscow 
38 Bolshaya Semenovskaya Street, 107023, Moscow,  Russian Federation 

 

Experimental studies of the loading of cable holders (console) type CCH, used as sup-
ports for laying cables in passing wells, showed their excessively large dimensions (the thick-
ness of the rib and bed), which leads to unnecessary material costs in the manufacture and, as 
a result, overestimation. Using the finite element analysis method in the software package 
Siemens NX via the NX NASTRAN solver, the intense state of cable holders (consoles) of the 
type CCH-3; 4; 6. As a geometric model, we used the solid solid model prepared in the Auto-
Desk Inventor package. The possibility of reducing the size of the console, while maintaining 
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load capacity, which can significantly reduce their materialoemkost without changing the 
strength parameters. 

The possible reduction in weight is approximately 22 ... 24% of the original value. Con-
sidering that currently laid cables have a significantly lower mass, it is necessary to develop 
new GOSTs for the type of products to be considered. On the basis of the results obtained, it is 
also advisable to consider transition issues in the manufacture of consoles for new materials 
(plastics, composites, etc.) in order to increase their operational properties, further reducing 
the mass and possibly reducing costs. 
        Keywords: cable holder, finite element method,  finite element mesh, FEM software 
package, size optimization 
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ВЛИЯНИЕ КОНСТРУКЦИИ ПРОЗРАЧНОГО ПОКРЫТИЯ 
НА ЭФФЕКТИВНОСТЬ ТЕРМООБРАБОТКИ БЕТОНА 
В ОПАЛУБОЧНЫХ ФОРМАХ С ИСПОЛЬЗОВАНИЕМ  

СОЛНЕЧНОЙ ЭНЕРГИИ 
 

Д. Д. КОРОТЕЕВ,  М. ХАРУН  
 
Российский университет дружбы народов, Москва, Россия 
117198, Москва, ул. Миклухо-Маклая, 6 

 

Опалубочные формы, оснащенные инвентарными рамами с прозрачным покрыти-
ем, являются простейшими гелиотехническими устройствами для тепловой обработки 
железобетонных изделий при производстве их на полигонах при заводах ЖБИ. По сво-
ему конструктивному решению и теплофизическим процессам, протекающим в них, 
они схожи с солнечными коллекторами, с разницей в том, что теплоприемником явля-
ется твердеющий бетон. В статье приведены результаты исследований влияния кон-
струкции прозрачного покрытия на эффективность термообработки бетона в опалубоч-
ных формах при  использовании солнечной энергии в различных климатических усло-
виях. Количество теплоты, поглощенное и потерянное бетоном при прямом нагреве его 
солнечной энергией в простейших гелиотехнических устройствах типа плоского кол-
лектора, зависит от конструкции прозрачного покрытия. При прочих равных условиях, 
увеличение количества слоев покрытия негативно влияет на его прозрачность, характе-
ризующуюся коэффициентом пропускания солнечной энергии, но при этом снижает 
тепловые потери в окружающую среду, характеризующиеся коэффициентом тепловых 
потерь через прозрачное ограждение. Для оценки эффективности тепловой обработки 
железобетонных изделий выбраны однослойное и двухслойное прозрачные покрытия, 
так как увеличение слоев больше двух снижает интенсивность нагрева теплоприемника 
в дневное время суток и признано учеными в области гелиотехники нецелесообразным. 
На основе энергетической оценки в результате теплофизических расчетов и экспери-
ментальных исследований выявлено оптимальное количество слоев прозрачного мате-
риала в конструкции покрытия. Помимо энергетической оценки, учтены экономические 
затраты на изготовление конструкции прозрачного покрытия при увеличении его слоев. 

Ключевые слова: термообработка бетона, солнечная энергия, опалубочная фор-
ма, прозрачное покрытие, энергетическая эффективность 

 

Эффективность тепловой обработки железобетонных изделий с использо-
ванием солнечной энергии в опалубочных формах с прозрачным покрытием в 
значительной степени зависит от конструкции покрытия, в частности, количе-
ства слоев и материала, из которого оно изготовлено (рис. 1). 

Выбор материала покрытия определяется способностью его пропускать 
солнечное излучение и выдерживать эксплуатационные нагрузки в процессе 
изготовления изделий. 

Увеличение количества слоев прозрачного покрытия снижает количество 
теплоты, поглощенное бетоном, за счет уменьшения коэффициента пропуска-
ния солнечного излучения и увеличения площади затеняемой поверхности бе-
тона (1): 

1 инт
огрпт 

 ,                                     (1) 
где κ – коэффициент пропускания солнечной радиации прозрачным ограждени-
ем; κт – коэффициент затенения; κогр

инт – интегральный коэффициент пропуска-
ния прозрачного ограждения (зависит от угла падения прямой солнечной ради-
ации, количества слоев и материала прозрачного ограждения); κп – коэффици-
ент запыления. 
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Рис. 1. Принципиальная схема опалубочной формы, оснащенной штатной инвентарной 

рамой с прозрачным покрытием 
1 – опалубочная форма; 2 – свежеотформованный бетон; 3 – гибкая уплотняющая про-
кладка; 4 – зажим-фиксатор; 5 – однослойное или двухслойное прозрачное покрытие 

штатной инвентарной рамы; 6 – монтажные петли 

В то же время, увеличение слоев прозрачного ограждения снижает потери в 
окружающую среду (2): 

1
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где Uпот – коэффициент тепловых потерь через прозрачное ограждение, 
Вт/(град·м2);  

 
Рис. 2. Температура бетона, твердеющего в опалубочной форме с однослойным и двух-

слойным прозрачным покрытием в климатических условиях 44° с.ш., июль 
1 – температура бетона под однослойным покрытием (эксперимент); 2 – расчетная тем-
пература бетона под однослойным покрытием; 3 – температура бетона под двухслой-

ным покрытием (эксперимент); 4 – расчетная температура бетона под двухслойным по-
крытием; 5 – фактическая температура наружного воздуха во время проведения экспе-

римента; 6 – расчетная температура наружного воздуха 
 

hk
n-o– конвективный коэффициент теплообмена между прозрачным ограж-

дением и окружающей средой, Вт/(град·м2); hл
n-o – радиационный коэффициент 

теплообмена между прозрачным ограждением и окружающей средой, 
Вт/(град·м2); hk

б-n – конвективный коэффициент теплообмена между бетоном и 
прозрачным ограждением, Вт/(град·м2); hл

б-n – радиационный коэффициент 
теплообмена между бетоном и прозрачным ограждением, Вт/(град·м2); hk

n1-n2 – 
конвективный коэффициент теплообмена между слоями прозрачного 
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ограждения, Вт/(град·м2);  hл
n1-n2 – радиационный коэффициент теплообмена 

между слоями прозрачного ограждения, Вт/(град·м2); 
Отечественные и зарубежные исследователи в области гелиотехники [1—6] 

установили нецелесообразность применения более двух слоев прозрачного по-
крытия в конструкции гелиотехнических устройств. Для энергетической оценки 
изменения конструкции прозрачного покрытия с однослойного на двухслойное 
проведены теоретические и экспериментальные исследования, результаты ко-
торых представлены в табл. 1 и 2, а также на рис. 2. Исследования проведены в 
температурно-влажностных условиях субтропического (44° с.ш., июль) и уме-
ренно-континентального (56° с.ш., июль) климата. Подробное описание исход-
ных данных и методики проведения теоретических и экспериментальных ис-
следований изложено в работах [7, 8]. 

Таблица 1 
Твердение бетона в опалубочной форме с однослойным и двухслойным прозрач-

ным покрытием в климатических условиях 44° с.ш., июль 
Однослойное ограждение, δв.п.=15 мм Двухслойное ограждение, δв.п.=15+20 мм 

Время, 
ч 

Qпогл, 
кДж 

Uпот, 
Вт/(°С·м2) 

Qпот, 
кДж tб, °C Время, 

ч 
Qпогл, 
кДж 

Uпот, 
Вт/(°С·м2) 

Qпот, 
кДж 

tб, 
°C 

10-11 52,6 0,94 -16 12 10-11 41,1 0,38 -13,3 12 
11-12 63 0,97 -16 15,7 11-12 54,4 0,39 -13,7 15 
12-13 70,6 1 -15 20,7 12-13 65,5 0,4 -13,1 18,9 
13-14 75,5 1,02 -12 25,3 13-14 74,4 0,41 -11,1 23,6 
14-15 70,8 1,03 -8 31,7 14-15 65,4 0,43 -8 29,9 
15-16 63,4 1 -3 38 15-16 54,3 0,44 -4,2 35,8 
16-17 51,7 1,38 3 44,9 16-17 40,9 0,43 0,2 42,3 
17-18 41,8 6,68 36,3 49,8 17-18 26 2,86 17,1 46,7 
18-19 27,1 5,95 37,1 54,2 18-19 9,4 3,03 15,2 51,1 
19-20 11 5,78 37,3 56,6 19-20 1,5 3,08 17,5 53,7 
20-21 - 5,72 39,2 57,4 20-21 - 3,13 23 55,4 
21-22 - 5,69 44,7 58,3 21-22 - 3,17 27,7 56,4 
22-23 - 5,68 48,5 58,5 22-23 - 3,2 31,3 57 
23-24 - 5,67 51,1 57,6 23-24 - 3,21 34 57,2 
24-1 - 5,66 52,5 57 24-1 - 3,23 35,9 57,4 
1-2 - 5,65 52,7 56,2 1-2 - 3,23 36,9 57,4 
2-3 - 5,66 51,3 55 2-3 - 3,19 35,2 57,1 
3-4 - 5,67 48,5 53,6 3-4 - 3,23 35,7 56,4 
4-5 - 5,69 44,8 52,1 4-5 - 3,22 33,8 55,5 
5-6 - 5,73 40,3 50,6 5-6 - 3,2 31,3 54,6 
6-7 - 5,79 35,2 49,5 6-7 - 3,18 28,2 54 
7-8 11 5,87 35,1 48,4 7-8 1,5 3,15 24,9 53,2 
8-9 27,1 5,98 38,4 47,8 8-9 9,2 3,12 25,2 52,8 
9-10 42 6,12 41,8 48,1 9-10 25,1 3,09 30,1 52,6 
Зрелость бетона, градусо-часы 1097 Зрелость бетона, градусо-часы 1106 

 Относительный возраст бетона, сут 5,7 Относительный возраст бетона, сут 5,9 
Прогнозируемая прочность бетона, 

% R28 
72,4 Прогнозируемая прочность бетона, 

% R28 
73,2 

Размеры бетонного образца 20х20х20(h) см; 
Температура (tб) в середине бетонного образца; 
Бетон класса В25, прочность при сжатии в 28-суточном возрасте (эталон) 29,8 МПа. 
Материал покрытия – пленка полиэтилентерефталатная прозрачная. 

Анализ результатов исследований свидетельствует, что под однослойным 
прозрачным покрытием нагрев бетона в период солнечного сияния происходит 
интенсивнее, максимальные значения его температуры на 1,5-2° С превышают 
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аналогичные значения под двухслойным. После захода солнца бетон под одно-
слойным прозрачным покрытием начинает остывать, в то время как под двух-
слойным покрытием его температура продолжает расти. 

Значения коэффициента тепловых потерь (Uпот) двухслойного покрытия 
снижается почти в 2 раза по сравнению с однослойным. В ночные часы бетон 
под двухслойным прозрачным покрытием остывает медленнее, максимальное 
превышение значений его температуры, по сравнению с однослойным покры-
тием, составляет от 3-5° С (табл. 1) до 8-10° С (табл. 2). 

Несмотря на повышение эффективности двухслойного покрытия с пониже-
нием среднесуточных температур воздуха, разница в значениях прочности бе-
тона не превышает 4 % R28 (табл. 2). 

Таблица 2 
Твердение бетона в опалубочной форме с однослойным и двухслойным  

прозрачным покрытием в климатических условиях 56° с.ш., июль 
Однослойное ограждение, δв.п.=10мм Двухслойное ограждение, δв.п.=10+20мм 

Время, 
ч 

Qпогл, 
кДж 

Uпот, 
Вт/(°С·м2) 

Qпот, 
кДж tб, °C Время, 

ч 
Qпогл, 
кДж 

Uпот, 
Вт/(°С·м2) 

Qпот, 
кДж 

tб, 
°C 

10-11 36,7 1,13 7,5 21 10-11 28,6 0,42 5,8 21 
11-12 44,1 1,15 8,2 23,9 11-12 40,1 0,42 6 22,8 
12-13 53,6 15,2 20,5 27,1 12-13 43,4 2,62 27,6 25,3 
13-14 60,2 11,2 49,9 30,2 13-14 51,1 3,38 33,2 27,3 
14-15 57,9 10,5 51,2 32,3 14-15 42,8 3,61 31,5 29,4 
15-16 52,7 10,1 52,9 34,2 15-16 32,9 3,74 29,1 31,4 
16-17 44,8 9,93 53,7 36,1 16-17 21,9 3,84 26,6 33,2 
17-18 33,7 9,83 52,9 37,4 17-18 7,4 3,94 22,7 35,3 
18-19 20,4 9,77 50,7 38,3 18-19 4,8 4,03 21,7 37 
19-20 7,2 9,74 48,1 38,8 19-20 3,5 4,11 25,3 38,2 
20-21 2,6 9,72 49,6 38,9 20-21 2,1 4,18 28,7 38,9 
21-22 0,7 9,7 52,1 38,3 21-22 0,6 4,23 31,6 39,6 
22-23 - 9,68 52,9 37,5 22-23 - 4,26 33,7 40,6 
23-24 - 9,68 52,5 35,8 23-24 - 4,29 35,2 40,3 
24-1 - 9,68 51,5 34,3 24-1 - 4,3 36,2 39,9 
1-2 - 9,68 49,6 32,6 1-2 - 4,31 36,6 39,4 
2-3 - 9,69 47 31,2 2-3 - 4,3 36,1 39 
3-4 - 9,72 43,8 29,7 3-4 - 4,28 35 38,5 
4-5 - 9,77 39,9 28,5 4-5 - 4,26 33,7 38,2 
5-6 0,7 9,85 35,5 27,3 5-6 0,6 4,24 32 37,9 
6-7 2,4 9,99 31 26,4 6-7 2,1 4,21 29,9 37,5 
7-8 6,9 10,21 28,2 25,8 7-8 3,6 4,17 27,7 37,3 
8-9 19,7 10,57 30,8 25,8 8-9 5 4,13 25,4 37,1 
9-10 32,5 11,06 34,7 26,3 9-10 11,9 4,08 27,8 37,1 
Зрелость бетона, градусо-часы 757,7 Зрелость бетона, градусо-часы 842 
Относительный возраст бетона, 

сут 2,2 Относительный возраст бетона, сут 2,7 

Прогнозируемая прочность бетона, 
% R28 

49 Прогнозируемая прочность бетона, 
% R28 

53 

Размеры бетонного образца 20х20х20(h) см;  Температура (tб) в середине бетонного об-
разца; 
Бетон класса В25, прочность при сжатии в 28-суточном возрасте (эталон) 29,8 МПа. 
Материал покрытия – пленка полиэтиленовая нестабилизированная неокрашенная 

Увеличение стоимости прозрачного покрытия и трудоемкости его устрой-
ства, связанное с креплением дополнительного слоя, а также сходные значения 
прочности и зрелости бетона под однослойным и двухслойным покрытием, по-
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лученные в разных климатических условиях, позволяют сделать вывод о неэф-
фективности применения двухслойного прозрачного покрытия при термообра-
ботке железобетонных изделий в опалубочных формах с использованием сол-
нечной энергии. 

© Коротеев  Д.Д.,  Харун М.,  2017 
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INFLUENCE OF CONSTRUCTION OF TRANSPARENT 
COVERING ON EFFICIENCY OF CONCRETE HEAT TREATMENT  

IN SHUTTERING FORMS WITH USING SOLAR ENERGY 
 

D.D. KOROTEEV,  M. KHARUN  
Peoples’ Friendship University of Russia (RUDN University) 

6 Miklukho-Maklaya Street, Moscow, 117198, Russian Federation 
 

The shuttering forms, equipped by inventory frames with transparent cover, are the simple so-
lar energy equipment for heat treatment of reinforced concrete elements during their manufactur-
ing at the plants. They are similar with solar collectors by their design and thermal-physical 
processes, taking place in them, with difference that the heat sink is hardening concrete. 



Koroteev D.D., Kharun M. Structural Mechanics of Engineering Constructions and Buildings, 2018, 14(1), 64—69 

69 

The research results of influence of transparent cover construction on efficiency of concrete 
heat treatment in shuttering forms with employment of solar energy in different climatic condi-
tions are given in the article. 

The volume of energy, consumed and lost by concrete during its direct heating by solar 
energy in the simple solar energy equipment like solar collector, depends on the transparent cover 
con-struction. Under other same conditions, the increase of cover layers affects its transparency, 
which is characterized by the solar energy transmittance, but in this case, it reduces heat losses in 
environment, which are characterized by the coefficient of heat losses through transparent cover. 

One-layer and two-layer transparent covers are chosen for assessment of efficiency of heat 
treatment of concrete elements, because the increase of cover layers more than two reduces inten-
sity of the heat sink warming in the daytime and it is accepted by scientists in solar energy field as 
pointless. 

Optimal number of transparent material layers in cover construction is determined based on 
energy assessment in result of thermal-physical calculation and experimental research. The eco-
nomic losses for production of transparent cover due to the increase of its layers are taken into 
account in addition with energy assessment. 

Keywords: heat treatment of concrete, solar energy, shuttering form, transparent covering, 
energy efficiency 
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В настоящий момент, сейсмостойкое проектирование зданий и сооружений осно-
вано на силовом расчете. Эффект землетрясения представляется эквивалентными ста-
тическими силами. Эти силы рассчитываются с помощью упругих спектров реакций, 
связывающих абсолютное ускорение сооружения с законом движения грунта (линейно-
спектральный метод). Этот метод не может непосредственно учесть ни влияния дли-
тельности сильных землетрясений, ни нелинейного поведения конструкций. Энергия, 
поступившая в сооружение и вызывающая повреждение его элементов, напрямую зави-
сит от продолжительности и частотного состава колебаний грунта. 

Входная энергия непосредственно зависит от рассматриваемой модели сооруже-
ния. Она может быть определена как на основе теоретических оценок, так и в результа-
те динамического анализа выбранной модели. В результате входная энергия сравнива-
ется с максимальной энергией, которую может воспринять сооружение до его разруше-
ния, т.е. с энергоемкостью. Как правило, сравнению подлежит неупругая часть входной 
энергии (поглощенной сооружением). В этом заключается идея энергетического метода 
сейсмостойкого проектирования. 

В настоящей работе рассматривается методика расчетного обоснования сейсмо-
стойкости сооружений при помощи нелинейного статического анализа, который осно-
ван на энергетическом подходе. Произведены расчеты трехэтажной стальной рамы не-
линейным статическим и нелинейным динамическим методами. Приведен сравнитель-
ный анализ этих методов, показана значимость высших форм колебаний и 
необходимость анализа их влияния на реакцию системы. 

Ключевые слова: сейсмостойкость, нелинейный метод расчета, нелинейный 
статический метод расчета, нелинейный динамический метод расчета, pushover anal-
ysis, акселерограмма 

 

Введение 
Обеспечение надежности и безопасности строительства в сейсмических 

районах является сложнейшей инженерной задачей. Современные нормы про-
ектирования допускают возможность работы материала конструкций за преде-
лами упругости. Предполагается, что конструкции будут работать нелинейно, и 
отдельные несущие элементы даже могут быть разрушены. Повреждения этих 
элементов должны легко выявляться и достаточно просто ремонтироваться. 
При этом не должен наноситься сильный ущерб всей конструкции1 [1, 2]. 

Здания и сооружения должны рассчитываться на сильные землетрясения 
так, чтобы повреждения и разрушения не превышали заданного уровня. То есть 
расчет должен производиться с заданным уровнем сейсмостойкости1. 

Нелинейный расчет конструкций требует применения более сложных ма-
тематических моделей и теорий [1—18].  
                                                        
1 СП 14.13330.2014. Строительство в сейсмических районах. Актуализированная редакция СНиП II-7—81*. 
М., 2014 
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В современных российских нормах по сейсмостойкому строительству при 
расчете применяется линейно-спектральный метод1. Этот метод широко приме-
няется во всем мире при расчете на сейсмические воздействия зданий и соору-
жений, работающих в пределах упругости. При расчете на МРЗ здания и соору-
жения подвергаются сильному землетрясению. Предполагается возможность 
возникновения неупругих деформаций и разрушений отдельных конструкций. 
Использование линейно-спектрального метода с применением коэффициента 
К1, учитывающего допустимые повреждения, может привести к неконсерватив-
ным результатам [1—3, 5—9]. 

Таким образом, при расчете на МРЗ следует применять методы, напрямую 
учитывающие физическую нелинейность материалов и конструкций. Таким ме-
тодом является прямой динамический расчет во временной области [1, 5, 12]. 
Для проведения такого расчета необходимо наличие представительского набора 
акселерограмм и привлечение специалистов высокого уровня. 

Еще один метод, позволяющий учесть нелинейную работу зданий и соору-
жений — нелинейный статический метод. Он основан на энергетических мето-
дах, а принятый в нем подход к проектированию можно рассматривать как про-
ектирование с заданным уровнем сейсмостойкости2 [5, 10, 11, 14, 18]. 

Величина поперечной силы, используемой в этом методе, контролируется 
параметром p. Распределение поперечной силы пропорционально матрице форм 
Ф (рис. 1). Вектор поперечной силы P определяется по формуле: 

 
mΦP p .     (1) 

 
 

Рис. 1. а - Распределение поперечной силы в нелинейном статическом методе;        
б - Неупругий спектр ускорений Sa в функции от спектра перемещений Sd 

[Fig. 1. а - The distribution of the lateral force in the nonlinear static method;  
б - The inelastic acceleration spectrum Sa as a function of the displacement spectrum Sd] 

                                                        
2 Applied Technology Council (ATC). Seismic Evaluation and Retrofit of Concrete Buildings. Rep. No. ATC-40, 
Volumes 1 and 2, Redwood City, CА, 1996. 
Applied Technology Council (ATC). Improvement of nonlinear static seismic analysis procedures. Rep. No. ATC-55, 
Redwood City, CА, 2005. 
Building Seismic Safety Council. NEHRP Guidelines for the Seismic Rehabilitation of Buildings, FEMA-273, Feder-
al Emergency Management Agency, Washington, DC, 1997. 
European Standard. Eurocode-Basis of structural design: EN 1990: 2002(Е). April, 2002. 87 р. 
FEMA 273. Federal Emergency Management Agency. NEHRP Guidelines for the Seismic Rehabilitation of Build-
ings, Washington, D.C. October, 1997. 
FEMA-274. Federal Emergency Management Agency. NEHRP Commentary on the Guidelines for the Seismic Reha-
bilitation of Buildings, Washington, D.C. October, 1997. 
FEMA 356. Prestandard and commentary for the seismic rehabilitation of buildings. American Society of Civil Engi-
neers (ASCE), Washington, D.C. November, 2000.  
NEHRP Recommended Provisions for Seismic Regulations for New Buildings and other Structures. Part 1: 1997 Edi-
tion. Building Seismic Safety Council (USA), 342 p. 
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Постановка и решение нелинейных задач 
Система дифференциальных уравнений динамической системы с учетом 

нелинейной работы материала конструкций может быть записана следующим 
образом: 

gu mIuu,fucum s  )sign ( .    (2) 
Раскладывая перемещения нелинейной системы по формам соответствую-

щей линейной системы,  





N

n
nn tqt

1
)()( φu ,     (3) 

можно привести систему к «квазиортогональной» системе нелинейных осцил-
ляторов: 

Nnu
M
Fqq gn

n

sn
nnnn ,...,2,1      ,2    ,   (4) 

где )sign ()sign ( uu,fφqq, s  T
nsnsn FF  . 

Решение уравнений (4) можно записать в виде: 
)()( tDtq nnn  .     (5) 

Подстановка (5) в (4) приведет к более удобной системе: 

Nnu
L
FDD g

n

sn
nnnn ,...,2,1      ,2    ,   (6) 

где )sign ()sign ( nn
T
nnnsnsn DDDDFF  ,fφ, s . 

Уравнение (6) можно интерпретировать как определяющее уравнение для 
нелинейного осциллятора по n-й упругой форме колебаний со свойствами ма-
лой амплитуды колебаний n ; n-й собственной частотой n  и коэффициентом 
демпфирования n  соответствующей линейной системы МДФ; и нелинейным 
соотношением )sign ( nnsnsn DDFF ,  между реактивной силой nsn LF  и мо-
дальной координатой nD , определяемой уравнением (6).  

Введение нелинейного осциллятора по n-й упругой форме позволяет рас-
ширить устоявшиеся концепции упругих и неупругих систем и позволяет обос-
новать модальный Pushover analyses [5, 11]. 

Апробация нелинейного статического метода 
Ранее авторами была предложена методика нелинейного статического ана-

лиза для расчета зданий и сооружений на сей-
смические воздействия с учетом физической и 
геометрической нелинейностей [3]. Затем была 
проведена апробация этой методики на простой 
стальной раме [4]. 

В данной статье рассмотрена более слож-
ная система: трехэтажная стальная рама. Рас-
четная схема приведена на рис. 2. Колонны вы-
полнены из стали С345, балки – С245. Диа-
граммы деформирования приняты упруго-
пластическими с упрочнением (рис. 3). 

 

Материалы и сечения были подобраны из 
расчета линейно-спектральным методом на 8-
балльное землетрясение уровня ПЗ в соответ-
ствии с СП 14.13330.2014. Расчет был произве-

 
Рис. 2. Расчетная схема  

[Fig. 2. The calculation scheme] 
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ден в программном комплексе Lira 10.6. Максимальный коэффициент исполь-
зования 0.93. Частота первой формы собственных колебаний системы — 1.136 
Гц. 

Для анализа точности аппроксимации расчетов по нелинейному статиче-
скому методу, по аналогии с [4] данная система была рассчитана на соответ-
ствующие землетрясения уровня МРЗ с помощью нелинейного статического 
метода в ПК Lira 10.6 и Matlab и нелинейного динамического метода в ПК LS-
DYNA. Нелинейный динамический расчет производился на Спитакское, Буха-
ресткое и Калифорнийское землетрясения, нормированные на 8 баллов. Аксе-
лерограммы и соответствующие спектральные характеристики приведены на 
рисунках 4—6. 

 

 
 
Рис.  3. Диаграммы деформирования стали: а – для колонн, б – для ригелей 

[Fig. 3. Steel deformation diagrams: а – for columns, б – for crossbars] 

 
Рис. 4. Бухарестское землетрясение (4.03.1977): 

а - акселерограмма; б - спектральный состав 
[Fig. 4. Bucharest earthquake (4.03.1977): а - accelerogram; б - spectral composition] 

 

Далее приведены результаты, полученные нелинейным статическим мето-
дом (рис. 7, а - и нелинейным динамическим методом (рис.7, б – рис.7, г). 

Результаты расчета сведены в табл. 1.  
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Заключение 
В настоящей работе апробирована методика нелинейного статического 

анализа, предложенная в [3, 4]. Проведенные исследования показали, что нели-
нейный статический метод для рассматриваемой трехэтажной рамы является 
неконсервативным по сравнению с нелинейным динамическим методом для 
всех трех землетрясений. Это может быть связано с тем, что: 

- используемый при расчете нелинейным статическим методом спектр ре-
акции по СП 14.13330.20141 не учитывает особенности рассмотренных выше 
акселерограмм; 

- при расчете нелинейным статическим методом учтена только 1-я форма 
колебаний рамы. 

 
Рис. 5. Спитакское землетрясение (7.12.1988):  
а - акселерограмма; б - спектральный состав 

[Fig. 5. Spitak earthquake (7.12.1988): а - accelerogram; б - spectral composition] 

 
Рис. 6. Калифорнийское землетрясение (18.05.1940):  

а - акселерограмма; б - спектральный состав 
[Fig. 6. California earthquake (18.05.1940): а - accelerogram; б - spectral composition] 
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Проведенное исследование показывает значимость высших форм колеба-
ний и необходимость анализа их влияния на реакцию системы [4, 5, 11]. 

Методика нелинейного статического анализа позволяет отказаться от кон-
цепции коэффициента K1 в СП 14.13330.20141, учитывающего допускаемые по-
вреждения зданий и сооружений. Это позволяет с большей точностью оцени-
вать реакцию систем определенной конструктивной схемы, допускающих по-
вреждения и пластические деформации, на сейсмическое воздействие. 

 

 
 

Рис. 7. Перемещения верха конструкции: а -  нелинейный статический метод; нелиней-
ный динамический метод: б -  Бухарестское землетрясение;  

в - Спитакское землетрясение; г - Калифорнийское землетрясение 
[Fig. 7.  Movements of the top of the structure: а - nonlinear static method; nonlinear dy-

namic method: б - Bucharest earthquake; в - Spitak earthquake; г -  California earthquake] 
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Таблица 1. Результаты расчета  [Table 1. Results of calculation] 

Методы расчета 

Домини-
рующая 
частота 
воздей-
ствия, Гц 

Разница с 
основной соб-
ственной ча-
стотой кон-
струкции, % 

Макси-
мальное 

перемеще-
ние верха 
рамы, м 

Разница с 
нелиней-
ным ста-
тическим 
методом, 

% 
Нелинейный статический метод – – 0.099 – 

Н
ел

и-
не

йн
ы

й 
ди

на
-

м
ич

е-
ск

ий
 

м
ет

од
 Бухарест, 1977 0.684 -39.79 0.199 101.01 

Спитак, 1988 0.815 -28.26 0.117 18.18 
El-Centro, 1940 1.47 29.40 0.105 6.06 

      

 
Рис. 8. Зависимость поперечной силы в основании от перемещения верха конструкции: 

а - Бухарестское землетрясение; б - Спитакское землетрясение;  
в - Калифорнийское землетрясение 

[Fig. 8. Dependence of the lateral force in the base on the displacement of the top of the 
structure: а - Bucharest earthquake; б - Spitak earthquake; в - California earthquake] 

 

Методика является достаточно простой, что позволяет применять ее в ин-
женерной практике. Так же она может быть внедрена в существующие расчет-
ные комплексы, например в Lira 10.6 [3]. 

 
 

© Джинчвелашвили Г.А., Булушев С.В., 2017 
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Nowadays seismic resistant structural design is based on force analysis and on represent-

ing the earthquake effect as equivalent static forces set as elastic response spectra (response 
spectrum method). These response spectra link the law of earth motion to the absolute acceler-
ation of the structure’s model. This approach takes no account of either the effect of intense 
motion duration or of the plastic behavior of the structure. The frequency content and the du-
ration of earth oscillations immediately influence the energy taken in by the building and caus-
ing damage to its elements. 

In theoretical terms, the input energy depends on the model of the structure in question. 
The input energy is determined by a dynamic calculation for the selected model or by theoreti-
cal assessment. Then, the energy is compared to the energy capacity, i.e. maximum energy 
which can be conveyed to the building before it collapses. Conventionally, the energy capacity 
is compared to the plastic component of the input energy (absorbed by the building). This 
forms the basis for the energy method of seismic structural design.  

The present paper considers a seismic resistance feasibility calculation technique em-
ploying non-linear statistical analysis based on the energy-centered approach. Non-linear static 
and non-linear dynamic calculations were run for a three-story frame. The two methods were 
benchmarked against each other, the importance of the higher modes of vibration was ex-
posed, the importance of analyzing their influence on the system’s response was emphasized.   

Keywords: seismic resilience, non-linear calculation technique, non-linear dynamic cal-
culation technique, pushover analysis, accelerogram 
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