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Аннотация. Сформулирована динамическая задача с отрицательным
течением времени. Обычные уравнения движения с добавлением началь-
ных условий достаточны не только для того, чтобы рассматривать движе-
ние деформируемой системы при обычном, прямом течении времени, но 
позволяют восстанавливать состояние системы для предыдущих моментов 
времени. Практическое приложение решения задач с отрицательным вре-
менем авторы видят, прежде всего, в контроле численных методов инте-
грирования уравнений движения, поскольку прямой и обратный ход не 
являются идентичными. Предлагаемый способ тестирования численных 
методов решения динамических задач в принципе может быть применен
к любой вычислительной схеме интегрирования уравнений движения.
Дано два примера с численным решением на основании явной вычисли-
тельной схемы с экстраполяцией по Адамсу. Решаемые задачи относятся
к плоско-деформированному состоянию пластин в условиях больших
перемещений. Области пластин разбиваются на треугольные конечные 
элементы с равномерным шагом для пространственной сетки. Криволи-
нейные границы в этом случае получаются ступенчатыми. Результаты при-
веденных тестовых примеров продемонстрировали хорошую точность те-
стируемого метода. Были рассмотрены задачи, требующие большого коли-
чества шагов интегрирования (до 1 миллиона), при этом система возвра-
щалась в исходное состояние с большой точностью. Второе из приведен-
ных численных решений имело расчетную схему из 160 000 конечных 
элементов, динамическое решение задачи носит явно выраженный вол-
новой характер решения. В примерах приведены данные о восстановле-
нии значений упругих перемещений, скоростей и напряжений. Основной
вывод, который можно сделать из работы, заключается в том, что предла-
гаемый вариант контроля численных методов может быть эффективно ис-
пользован, особенно для задач, решение которых носит волновой характер.
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Abstract. A dynamic problem with negative flow of time is formulated. The conventional 

equations of motion with the addition of initial conditions are sufficient not only for the 

analysis of motion of a deformable system under the regular, forward flow of time, 

but they allow to restore the state of the system for past moments of time. The practical 

use of solving problems with negative time can be found primarily in testing numerical 

methods for integrating the equations of motion, since forward and backward 

algorithms are not identical. The proposed technique of testing numerical methods for 

solving dynamic problems can be applied virtually to any computational scheme of 

integrating the equations of motion. Two examples of numerical solution based on 

explicit computational scheme with Adams extrapolation are presented. The addressed 

problems deal with the plane deformation state of plates under large displacements. 

Plate regions are partitioned into triangular finite elements with uniform spacing for 

spatial meshing. The obtained curvilinear boundaries in this case are stepped. The results 

of the presented test cases demonstrated good accuracy of the tested method. Problems 

requiring a large number of integration steps (up to 1 million) were considered, and the 

system returned to the initial state with high accuracy. The second of the given 

numerical solutions had a computational scheme of 160 000 finite elements, and the 

dynamic solution of the problem has a pronounced wave-like behavior. In the examples, 

data on the recovery of elastic displacement, velocity and stress values are given. 

The main conclusion of the study is that the proposed technique of control of numerical 

methods can be effectively applied, especially for problems with wave-like solution 

properties. 
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1. Введение

Динамические задачи строительной механики предполагают моделирование поведения системы 

при нарастающем времени. В данном исследовании мы рассматриваем обратную в определенном 

смысле задачу, когда уравнения движения используются для восстановления предыдущих по време-

ни состояний системы. Отметим, что подобные задачи известны в механике, например, в небесной 

механике развиты методы предсказаний не только будущих солнечных затмений, но и определение 

времени ранее наблюдавшихся затмений, что позволяет уточнять хронологию исторических событий. 

Как пример задачи с отрицательным временем для упругой системы приведем аналитическое 

решение задачи о затухающих колебаниях системы с одной степенью свободы (рис. 1). Известное 

частное решение которой имеет вид 

sinω .nty Be t−=   (1). 

а б 

Рис. 1.  Затухающие колебания системы с одной степенью свободы: 

а — график аналитического решения; б — система с одной степенью свободы 

И с т о ч н и к : выполнено В.Б. Зылевым, А.В. Штейном 

Figure 1. Damped vibration of a single degree-of-freedom system: 

a — analytical solution; б — single degree-of-freedom system 

S o u r c e : compiled by V.B. Zylev, A.V. Shtein 

В данном случае для восстановления предыдущих состояний системы (светлая часть графика 

на рис. 1, а) достаточно подставить в решение (1) отрицательное значение времени.  

В настоящее время широко используются численные методы интегрирования уравнений дви-

жения. Наибольшее количество публикаций относится к неявным вычислительным схемам (метод 

Ньюмарка, θ  — метод Вилсона и др.) [1–4]. Кроме неявных вычислительных схем используются 

и явные вычислительные схемы (метод центральных разностей, метод Рунге — Кутта, метод Адам-

са [5]).  

Применение любого численного метода неизбежно связано с погрешностями, определение и 

оценка которых относятся к основным вопросам применимости того или иного вычислительного 

алгоритма. Методы контроля весьма разнообразны: счет с уменьшенным шагом; сравнение с извест-

ными аналитическими решениями, сравнение с экспериментальными данными и т.д. Мы хотим 

обратить внимание на ту дополнительную возможность, которую здесь предоставляет решение 

обратной динамической задачи, или, лучше сказать, решение задачи с отрицательным временем. 

Следует заметить, что термин «обратные задачи» в задачах акустики имеет совершенно другое зна-

чение [6–10]. Обратные задачи акустики заключаются в определении упругих и массовых характери-

стик массива грунта по параметрам распространяющихся в нем волнам деформаций. 

y 

t y 
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При численном решении динамической задачи погрешность при прямом и обратном течении 
времени получается различной. Это открывает возможность контроля точности решения. По срав-
нению с обычным временем отрицательное время в задачах контроля точности имеет то преимуще-
ство, что заранее известно состояние системы, к которому она должна прийти (точнее говоря, вер-
нуться). Например, это может быть начальное ненапряженное состояние системы.  

Практическое приложение решений задач с отрицательным временем мы видим в контроле 
точности численных методов. Рассмотрим далее особенности выполнения такого контроля. 

2. Рассматриваемый численный метод интегрирования 

Возможность построения решения при обратном течении времени в принципе не связана с рас-
смотрением какого-либо конкретного численного метода интегрирования уравнений движения, 
соответственно, любой вычислительный алгоритм может рассматриваться как тестируемый подоб-
ным способом. Приводимые ниже примеры решаются нами с использованием явной экстраполяци-
онной схемы шагового интегрирования, которая достаточно подробно изложена в [11–13]. Все рас-
смотренные в данной статье примеры относятся к плоской задаче теории упругости с возможностью 
рассмотрения больших перемещений. Использованы треугольные конечные элементы с линейной 
аппроксимацией перемещений внутри элемента. Сетка разбиения берется с постоянным шагом. 
Массы предполагаются сосредоточенными в узлах. Условно устойчивая вычислительная схема 
использует весьма малый шаг по времени, что дает возможность получать волновые решения. 

Приведем крайне сокращенное описание численного метода, что необходимо для понимания 
особенностей решения при прямом и обратном течении времени. На рис. 2 показаны графики изме-
нения ускорения (составляющей ускорения по одной из координатных осей) некоторого узла систе-
мы. Рассмотрим сначала обычное течение времени. На рис. 2   — это шаг интегрирования по вре-
мени. 1  2 3,    ,  W W W  — это значения ускорений на уже пройденных участках интегрирования. 0W  — 
ускорение, которое только что вычислено по текущим координатам узлов и значениям скоростей.  

 

   
   

а  б 

 
Рис. 2. График изменения составляющей ускорения:  

а — прямое течение времени; б — обратное течение времени 
И с т о ч н и к : выполнено В.Б. Зылевым, А.В. Штейном 

Figure 2. Change of acceleration component with time: 
a — forward flow of time; б — backward flow of time 

S o u r c e : compiled by V.B. Zylev, A.V. Shtein 
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Через четыре известных значения ускорений проводится кубическая парабола, что обеспечи-
вает получение приближенного выражения для ускорения на предстоящем шаге интегрирования. 
Используемые при расчете формулы для приращения скорости и смещения за шаг по времени име-
ют вид 

 

 

0 1 2 3

2

0 0 1 2 3

Δ 55 59 37 9 ;
24

ΔΔ Δ 323 264 159 38 .
360

V W W W W

S V W W W W


   

     (2) 

Один шаг по времени при обратном течении времени делается аналогично прямому.  Значения 
ускорений в опорном отрезке будут / / / /

0 1 2 3, , ,W W W W . Конечно, эти значения получены при обратном 
течении времени (см. рис. 2, б). Таким образом, шаг вперед и шаг назад по времени будут иметь 
каждый свою погрешность, что определяет возможность использовать отрицательное время для 
контроля точности. 

3. Пример численного решения задачи о пластине (балке)
при внезапном приложении нагрузки 

На рис. 3 показана расчетная схема консольной балки (пластины). Размеры балки — высота 
2 м, длина 20 м. Балка загружается 11 сосредоточенными силами 200 кН, направленными вниз. Точ-
ки приложения сил по верхней границе балки отмечены на рис. 3, а. Глухая заделка закрепляет пла-
стину в правом сечении балки. Конечные элементы — равносторонние прямоугольные треугольни-
ки в 20 слоев по вертикали и 200 слоев по горизонтали. Таким образом, имеем 8000 конечных эле-
ментов. Материал имеет модуль упругости 200 000 МПа, коэффициент Пуассона 0, 25  . Удель-
ная плотность 7850 кг/м3. Толщина расчетного слоя 0,01 м. Представлена плоская деформация. Рас-
сматриваются большие перемещения, но соотношения между деформациями и напряжениями под-
чиняются закону Гука, таким образом, задача условно решается с учетом лишь геометрической не-
линейности, независимо от уровня напряжений.  

a  б  в 

Рис. 3. Внезапное приложение нагрузки к консольной балке: 
а — расчетная схема с разбивкой на конечные элементы, статический прогиб; 

б — полученные в расчете максимальные отклонения вниз; 
в — полученные в расчете максимальные отклонения вверх 
И с т о ч н и к : выполнено В.Б. Зылевым, А.В. Штейном 
Figure 3. Instantaneous load applied to a cantilever beam: 

a — finite element model; б — maximum upwards deflection; в — maximum downwards deflection 
S o u r c e : compiled by V.B. Zylev, A.V. Shtein 

Точки приложения сил / 
Points of application of forces 
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В расчетной модели учитываются силы внешнего сопротивления. В каждый узел прикладыва-

ется противоположно его скорости сила сопротивления — kmy , где m — масса узла. Значение k при-

нято равным 10 с–1. 

На рис. 4 показан график изменения во времени перемещения отмеченной на рис. 3, а точки 

торцевого поперечного сечения стержня по вертикали. Красными стрелками (направленными напра-

во) на рис. 4 отмечено обычное течение времени, голубой стрелкой (направленной налево) отмечено 

обратное течение времени. 

 

 
Рис. 4. График изменения перемещения торцевой точки стержня по вертикали 

И с т о ч н и к : выполнено В.Б. Зылевым, А.В. Штейном 

Figure 4. Vertical displacement of the end of the bar with time 

S o u r c e : compiled by V.B. Zylev, A.V. Shtein 

 
Итак, как следует из графика на рис. 4, в течение одной секунды с момента приложения 

нагрузки почти достигается положение равновесия балки, которое показано на рис. 3, а, где пере-

мещения показаны в натуральном масштабе. После момента времени 1 с обычный расчет закан-

чивается и начинается расчет при обратном течении времени (второй участок графика на рис.  4). 

В нашей компьютерной программе график при обратном течении времени строится с нарастанием 

времени направо. При таком способе построения графиков не происходит наложения графиков, что 

обеспечивает их удобное сравнение и взаимный контроль. В идеале график при обратном течении 

времени будет зеркальным отображением графика при прямом течении времени, что и наблюдается 

на рис. 4. 

На втором участке (рис. 4) можно наблюдать возвращение системы в исходное недеформиро-

ванное состояние (график коснулся оси времени). Если в этот момент снять нагрузку, исходное рав-

новесие восстановится. В данном примере продемонстрирован переход за начальный момент време-

ни при сохранении нагрузки.  

Поскольку при прямом течении времени амплитуды убывали (затухающие колебания), при 

обратном течении времени они будут неограниченно возрастать, что можно видеть на рис. 4. В дан-

ном случае на возрастание амплитуды отведено 0,6 с, при этом амплитуды стали нереально больши-

ми, система перешла в состояние весьма больших прогибов (см. рис. 3, б), которые тем не менее 

отображаются расчетной моделью с точки зрения геометрических соотношений. Далее (см. рис. 4) 

опять включается расчет с обычным течением времени, при этом система вновь проходит исходное 

равновесное состояние и далее повторяет движение, соответствующее обычному динамическому 

расчету. Насколько можно видеть из графиков на рис. 4, описанная картина движения правильно 

отображается расчетом.   
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а 

б 

в 

Рис. 5. Отрезок времени 0,25 с: 

а — вертикальное перемещение узла 

(фрагмент рис. 4); 

б — составляющая скорости узла по вертикали; 

в — составляющая ускорения по вертикали 

И с т о ч н и к : выполнено В.Б. Зылевым, А.В. Штейном 

Figure 5. Time interval of 0.25 s: 

a — vertical nodal displacement (Figure 4 fragment); 

б — vertical component of nodal velocity; 

в — vertical component of acceleration 

S o u r c e : compiled by V.B. Zylev, A.V. Shtein 

Для более точной оценки погрешности численного решения рассмотрим данные, приведенные 

в табл. 1, где даны локальные минимумы перемещений для точек 1, 2, 3 (см. рис. 4). Все эти точки 

соответствуют тождественным состояниям системы. 

Таблица 1 

Локальные минимумы на графике изменения перемещения торцевой точки балки 

для идентичных состояний 1, 2, 3 (рис. 4) 

Номер локального минимума на рис. 4 1 2 3 

Значения перемещения по вертикали, метры –3,833306 –3,833305 –3,833432

И с т о ч н и к : выполнено выполнено В.Б. Зылевым, А.В. Штейном 

Table 1 

Local minima on the bar end displacement curve for identical states 1, 2, 3 (Figure 4) 

Local minima ID in Figure 4 1 2 3 

Vertical displacement, m –3.833306 –3.833305 –3.833432

S o u r c e : compiled by V.B. Zylev, A.V. Shtein 

х 

х1 

х2 

Как видно из табл. 1, отличия в прогибах 

имеются лишь в пятом знаке, что явилось неожи-

данностью даже для авторов статьи. Решение 

велось с шагом по времени  = 0,00000256 с,  

таким образом, до третьего максимума компью-

тер выполнил около 1 миллиона шагов. Отме-

тим, что шаг в нашей компьютерной программе 

назначается автоматически на основании фор- 

мулы 

парц

20

Т
 = ,  где Тпарц — наименьший парци-

альный период системы [12]. Наша явная вычис-

лительная схема является условно устойчивой. 

Попытка увеличения этого шага в 2,5 раза при- 

водит к неустойчивому вычислительному про- 

цессу. Таким образом, данные, приведенные в 

табл. 1, соответствуют стандартному значению 

шага по времени. 

Сравнение напряжений при прямом и обрат-

ном счете приводит к большим погрешностям, 

которые содержатся уже в четвертой значащей 

цифре. Можно констатировать, что выполненный 

тест дал вполне удовлетворительный результат 

для напряжений и перемещений. 

Теперь рассмотрим скорость по вертикали 

того же узла и соответствующую составляющую 

ускорения. На рис. 5 показан временной интервал 

0,25 с от момента внезапного приложения наг- 

рузки и обратный счет тоже 0,25 с. Графики на 

рис. 5, а это перемещение, скорость и ускорение 

торцевого узла по вертикали. Таким образом, 

здесь имеется график функции, ее первой и вто-
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рой производной, что на первый взгляд может вызвать сомнения. Однако рассмотрение графика пе-

ремещения в сильно увеличенном масштабе эти сомнения аннулирует, так как показывает, что эта 

кривая отнюдь не является гладкой. Мелкие неровности на кривой перемещений отображают высо-

кочастотные колебания узла, без моделирования которых решить задачу не получится. Подробнее 

этот вопрос рассмотрен в [14]. 

В табл. 2 даны полученные на компьютере значения экстремумов на графиках скорости и уско-

рения. 

Таблица 2 

Минимальное значение скорости и максимальное значение ускорения на отрезке времени 0,25 с 

Шаг численного 

интегрирования ,t c  

Минимальное значение скорости 
на исследуемом отрезке времени м/с 

Максимальное значение ускорения 
на исследуемом отрезке времени, м/с2 

Прямой ход Обратный ход Прямой ход Обратный ход 

0,00000256t =  –53,26545 –53,21240 43244,92 29328,13 

0,00000128
2

t
=  –53,28352 –53,26672 43609,32 42302,79 

0,00000016
16

t
=  –53,29225 –53,29226 43625,28 43625,32 

И с т о ч н и к : выполнено В.Б. Зылевым, А.В. Штейном 

Table 2 

Minimum value of velocity and maximum value of acceleration over the time interval of 0.25 s. 

Numerical integration 

step ∆𝒕, s 

Minimum velocity over 
the considered time interval, m/s 

Maximum acceleration over 
the considered time interval, m/s2 

Forward stepping Backward stepping Forward stepping Backward stepping 

0,00000256t =  –53.26545 –53.21240 43244.92 29328.13 

0,00000128
2

t
=  –53.28352 –53.26672 43609.32 42302.79 

0.00000016
16

t
=  –53.29225 –53.29226 43625.28 43625.32 
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Исходный шаг интегрирования дает для скоростей совпадение трех знаков. Уменьшение 

исходного шага в 16 раз приводит к совпадению семи значащих цифр. 

Совпадения для ускорений получаются уже значительно хуже. Совпадение пяти знаков дости-

гается только при уменьшении шага в 16 раз. Правда, следует отметить, что здесь мы сравниваем 

значения, которые могут получаться для слегка различных моментов времени, определяемых шагом 

при конкретной числовой реализации. 

Отметим интересную особенность, которая заключается в том, что , получая существенные 

несовпадения экстремумов ускорений, мы тем не менее имеем очень хорошие результаты для сме-

щений (см. табл. 1), ведь численный алгоритм полностью (см. формулы (2)) построен на ускорениях.   

4. Пример численного решения волновой задачи 

На рис. 6 показана расчетная область, разбитая на треугольные конечные элементы с равно-

мерной толщиной слоев 0,005 м. Она содержит 200×400×2 = 160 000 конечных элементов (с учетом 

удаленных из отверстий элементов). Пустоты и вырезы получаются выбрасыванием соответствую-

щих конечных элементов, так что границы отверстий являются ступенчатыми. Характеристики 

материала и допущения те же, что и в предыдущем примере, вновь рассматривается плоская дефор-

мация. Толщина расчетного слоя 0,01 м.  
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а б 
 

Рис. 6. Расчетная область при действии внезапно приложенной силы: 
а — размеры, нагрузка и закрепление; б — правый верхний фрагмент расчетной схемы 

И с т о ч н и к : выполнено В.Б. Зылевым, А.В. Штейном 
Figure 6. Analyzed area subjected to instantaneous load: 

a — dimensions, load and restraints; б — upper right segment of the model 
S o u r c e : compiled by V.B. Zylev, A.V. Shtein 

 
Сила F считается внезапно приложенной. Пластина закреплена по горизонтальному участку 

границы справа вверху жесткой заделкой. В табл. 3 приведены деформации пластины для несколь-
ких указанных моментов времени. Эпюры даны для первого главного напряжения. Как видно, реше-
ние носит явно выраженный волновой характер. Скорость распространения фронта волны деформа-
ций соответствует скорости распространения волны сжатия в неограниченном упругом теле. 

 
 2

1 μ
 5476,52

1 μ 2μ
E

c


 
  

 м/c, в чем можно убедиться, рассматривая рисунки в табл. 3.  

 
Таблица 3 / Table 3 

Задача о распространении волн деформаций в пластине сложного очертания / 
The problem of propagation of deformation waves in a plate of complex shape 

Комментарии / Comments Состояние системы / System state 

Время t = 0,00002 c 
Эпюра первого главного напряжения / 

 
Time t = 0.00002 sес. 

Distribution of the first principal stress 
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Продолжение табл. 3 / Continuation of the Table 3 

Комментарии / Comments Состояние системы / System state 

Время t = 0,00004 c / 
Time t = 0.00004 sec 

 

Время t = 0,00006 c / 
Time t = 0.00006 sec 

 

Время t = 0,00008 c / 
Time t = 0.00008 sec 

 

Время t = 0,00010 c / 
Time t = 0.00010 sec 
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Окончание табл. 3 / Ending of the Table 3 

Комментарии / Comments Состояние системы / System state 

Время t = 0,00034 c / 

Time t = 0.00034 sec 

 

Время t = 0,04 c 

Эпюра нормальных напряжений 

на горизонтальных площадках / 

 

Time t = 0.04 sec. 

Distribution of normal stress 

on horizontal planes. Large displacements 

       

И с т о ч н и к : выполнено В.Б. Зылевым, А.В. Штейном / S o u r c e : compiled by V.B. Zylev, A.V. Shtein 

 
Отметим, что последний рисунок табл. 3 соответствует моменту времени 0,04 с. Для нас это 

достаточно большой промежуток времени, так как он соответствует выполнению более 600 000 шагов 

интегрирования по времени на прямой и обратный ход (шаг интегрирования в этом примере оказал-

ся равным 0,000000128 с). Кроме того, на последнем рисунке приведена эпюра для нормального 

напряжения на горизонтальных площадках σ y , которое направлено вертикально, и увеличен мас-

штаб шкалы напряжений до 80 МПа. Подчеркнем, что эти напряжения действуют именно в горизон-

тальной площадке, так как в нашей программе напряжения определяются в исходной глобальной 

системе координат. 

Приведенные в табл. 3 рисунки соответствуют обычному, прямому течению времени. При 

выполнении расчетов с отрицательным течением времени для идентичных моментов мы получали 

рисунки, визуально не отличимые от имеющихся в табл. 3, поэтому в статье они не приводятся. 

Для характеристики контроля точности решения с привлечением моделирования обратного 

течения времени рассмотрим графики на рис. 7.  

Максимальное перемещение узла по вертикали составляет 0,827 м, что соответствует большим 

перемещениям (см. последний рисунок в табл. 3). Для графика выбрано первое главное напряжение 

в середине нижнего волокна пластины, так как оно достигает максимума в начале исследуемого 

отрезка времени 0,04 с. Как видно, нарушения симметрии на графиках незначительны. Максимумы 

напряжений в идентичных состояниях при прямом и обратном ходе времени отличаются на 1,2 %, 

и это несмотря на то, что выполнено боле 0,5 млн шагов интегрирования. Решение этого примера 

выполнялось при стандартном шаге интегрирования 128×10–9 с. При использовании обычного ком-

пьютера с тактовой частотой процессора 3,2 GHz задача требует 7,2 ч процессорного времени. 
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а  б 

Рис. 7. Перемещения и напряжения в пластине сложного очертания 
при прямом и обратном течении времени: а — перемещение левого нижнего угла пластины по вертикали; 

б — первое главное напряжение в середине нижней границы пластины 
И с т о ч н и к : выполнено В.Б. Зылевым, А.В. Штейном 

Figure 7. Displacements and stresses in a plate of complex shape 
under forward and backward flow of time: а — vertical displacement of the lower corner of the plate; 

б — first principal stress in the middle of the lower edge of the plate 
S o u r c e : compiled by V.B. Zylev, A.V. Shtein 

5. Заключение

1. Сформулированы цели и задачи моделирования поведения деформируемой системы при об-
ратном течении времени. Показано, как решения задач с отрицательным течением времени могут 
быть использованы для контроля точности численных методов интегрирования уравнений движения. 

2. Явная схема интегрирования уравнений движения с экстраполяцией по Адамсу демонстри-
рует успешное прохождение теста на отрицательное время. Тестирование на отрицательное время 
показано на решении плоской динамической задачи теории упругости для двух конечно-элементных 
расчетных схем большой размерности. Задачи рассматриваются при больших перемещениях в гео-
метрически нелинейной постановке. 

3. Хотя контроль на отрицательное время, безусловно, не является единственным и, тем более,
главным способом контроля решений динамических задач, то как дополнительное средство кон-
троля он представляет интерес, особенно для задач, решение которых носит явно выраженный вол-
новой характер. 
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