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Аннотация. При моделировании нелинейного изотропного восьмиузлового ко- 
нечного элемента определены основные кинематические и физические соотно-
шения. В частности, введены изопараметрические аппроксимации геометрии и 
неизвестного вектора приращения перемещений, ковариантные и контравариант-
ные компоненты базисных векторов, метрических тензоров, тензоров деформаций 
(Коши ‒ Грина и Альманси) и истинных напряжений Коши в исходной и текущей 
конфигурации. Далее введено вариационное уравнение в скоростях напряжений 
в актуальной конфигурации без учета массовых сил и рассмотрен материал Сетха, 
где в качестве тензора конечных деформаций использован тензор деформаций 
Альманси. Проведена линеаризация данного вариационного уравнения, дискре-
тизация полученных соотношений (матрицы жесткости, матрицы геометриче-
ской жесткости). Полученные выражения записываются в виде системы линей-
ных алгебраических уравнений. Рассматривается несколько тестовых примеров. 
Представлена задача изгиба полосы в кольцо. Данная задача решается аналити-
чески, исходя из кинематических и физических соотношений. Также приведены 
примеры нелинейного деформирования цилиндрической и сферической оболо-
чек. Предложенная методика построения трехмерного конечного элемента нели-
нейной теории упругости, использование материала Сетха позволяют получить 
специальный конечный элемент, при помощи которого возможно рассчитывать 
напряженное состояние оболочек средней толщины с использованием одно-
слойной аппроксимации по толщине. Полученные результаты тестовых приме-
ров демонстрируют работоспособность предложенной методики. 

Ключевые слова: конечный элемент, метрический тензор, тензор Альманси, 
материал Сетха, метод двойной аппроксимации, конечные деформации 
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Abstract. When modeling a nonlinear isotropic eight-node finite element, the main 
kinematic and physical relationships are determined. In particular, isoparametric 
approximations of the geometry and an unknown displacement increment vector, 
covariant and contravariant components of basis vectors, metric tensors, strain 
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 tensors (Cauchy ‒ Green and Almansi) and true Cauchy stresses in the initial and 
current configuration are introduced. Next, a variational equation is introduced in 
the stress rates in the actual configuration without taking into account body forces 
and the Seth material is considered, where the Almansi strain tensor is used as 
the finite strain tensor. Linearization of this variational equation, discretization of 
the obtained relations (stiffness matrix, matrix of geometric stiffness) is carried out. 
The resulting expressions are written as a system of linear algebraic equations. 
Several test cases are considered. The problem of bending a strip into a ring is 
presented. This problem is solved analytically, based on kinematic and physical 
relationships. Examples of nonlinear deformation of cylindrical and spherical 
shells are also shown. The method proposed in this paper for constructing a three-
dimensional finite element of the nonlinear theory of elasticity, using the Seth 
material, makes it possible to obtain a special finite element, with which it is quite 
realistic to calculate the stress state of shells of medium thickness using a single-
layer approximation in thickness. The obtained results of test cases demonstrate 
the operability of the proposed technique. 

Keywords: finite element, metric tensor, Almansi tensor, Seth material, double 
approximation method, finite strains 
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1. Введение 

Применение метода конечных элементов (МКЭ) к расчету тонкостенных конструкций в настоящее 

время является общепринятым и естественным. Разработке теоретических основ конечноэлементного 

анализа искривленных оболочек в линейной и нелинейной постановках посвящено значительное число 

научных публикаций, из которых отметим [1−5]. Среди большого разнообразия предложенных подходов 

для геометрически и физически нелинейных задач определенными преимуществами обладают так назы-

ваемые двумерные и трехмерные изопараметрические конечные элементы (КЭ) тонкостенных конструк-

ций [6−9]. Технология построения подобных элементов основана на использовании уравнений механики 

деформируемого твердого тела (МДТТ) и выполнении специфических гипотез в каждой квадратурной 

точке самостоятельно. Такой подход в полной мере позволяет применять апробированные методики не-

линейного анализа поведения конструкций с учетом конечных деформаций [10−13], пластичности [14−16], 

накопления поврежденности материала [17], контактных задач [18−19], задач устойчивости [20−21], мо-

дели несжимаемых материалов [22] и т. д.  

В настоящей работе рассматриваются вопросы кинематики конечных деформаций и произвольных 

течений трехмерного континуума. Описываются тензоры деформаций и меры деформаций в разложении 

по основному и сопряженному базисам исходной и актуальной конфигураций. Построена математиче-

ская модель оболочечного конечного элемента путем введения в физическую модель материала Сетха. 

Рассмотрены числовые примеры. 

2. Кинематика конечных деформаций 

Рассмотрим процесс деформирования оболочки в некоторой инерциальной системе отсчета, в ко-

торую введем декартовую систему координат с ортами e1, e2, e3.  

Пусть в исходной и актуальной конфигурациях радиус-векторы материальной точки имеют вид 

( )1 2 3ξ ,ξ ,ξ ;i

iX=R e      ( )1 2 3ξ ,ξ ,ξ .i

ix=r e                                                (1) 

Определим: 

‒ базисные векторы 

;
ξ

i
i

k i k ik

X
R


= =


R e e      ;
ξ

i
i

k i k ik

x
r


= =


r e e                                                   (2) 

‒ метрические тензоры 

( ) ( ) ( );i j ij

ij i j ij i jG G G= = =G R R R R e e  

( ) ( ) ( )g g .i j ij

ij i j ij i jg= = =g r r rr e e                                                         (3) 
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В дальнейшем нам понадобится вектор скорости v, который определим в следующем виде: 

( )1 2 3ξ ,ξ ,ξ .i

i

d

dt
= =

r
v r = v e                                                         (4) 

В задачах статики под вектором скорости понимается приращение радиус-вектора r по мере нарас-

тания деформаций, то есть фактически v есть вектор приращения перемещений ΔU, где U ‒ вектор 

перемещений.  

( )1 2 3ξ ,ξ ,ξ .i

i−U = r R = U e                                                         (5) 

Введем в рассмотрение группу тензоров, описывающих кинематику среды при ее деформации. 

Тензор градиента деформации 

( ) ( ) ( ) ( )
,

,i k i ki

i ki i k ij i j

i j

G g F= =F = R r = R r R r e e                                      (6) 

где  

, , .
i

mn j i m i n j

ij n m mnj

x
F g R r G R r

X


= = =


 

Тензор градиента места 

( ) ( ) ( ) ( ) ( )
,

.
j

i k i ki

i ki i k ji i j i ji
i j

x
G g F

X


= = =


T

F = r R = r R rR e e e e                           (7) 

Обратный тензор градиента деформации 

( ) ( ) ( ) ( ) ( )1 *

,

.
ij

i
i k i ki

i ki i k i j i jj
i j

X
g G F

x

− 
= = =


F = rR = r R rR e e e e                           (8) 

Обратный тензор градиента места 

( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )1 *

,

.
ji

j
i k i ki

i ki i k i j i ji
i j

X
g G F

x

− 
= = =




T

F = R r = R r R r e e e e                         (9) 

Отметим, что задание обратного тензора деформации в виде (8) может оказаться весьма неудоб-

ным, так как его компоненты вычисляются дифференцированием по координатам текущей конфигура-

ции, которая часто является неизвестной. В этом случае целесообразно воспользоваться следующим 

представлением: 

( )1 1
= .

2det

m n

imn jkl i jk l

ij

x x

X XF

−  
 

 
F e e                                               (10) 

Обратный тензор градиента места определяется как транспонированный тензор. 

Далее при описании деформации использованы следующие соотношения: 

‒ правый тензор Коши ‒ Грина (мера деформации Коши ‒ Грина) 

( ) ( )
,

,i j

ij ij i j

i j

g g= =T
C = F gF R R e e                                                (11) 
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где  
, , ;m i n j

ij mng g R R=  

‒ левый тензор Пиолы (мера деформации Альманси) 

( ) ( ) ( ) ( )1 1 1 *

,

,i j

ij ij i j

i j

G B− − − = =
Т

B = F G F r r e e                                       (12) 

где  
* , , ;m i n j

ij mnB G r r=  

‒ тензор деформации Коши ‒ Грина 

  ( ) ( )
,

1 1
,

2 2

i j

ij ij ij i j

i j

g G E − = − =  E = C G R R e e                                   (13) 

где  

  , ,1
;

2

m i n j

ij mn mnE g G R R= −  

‒ тензор деформации Альманси 

( ) ( )1

,

1 1
,

2 2

i j

ij ij ij i j

i j

g G A−   − = − =   A = g B r r e e                                  (14) 

где 

  , ,1
.

2

m i n j

ij mn mnA g G r r= −  

Следует отметить, что компоненты тензоров деформации Коши ‒ Грина и Альманси в криволи-

нейных базисах совпадают между собой. Справедливо соотношение, связывающее тензоры деформации 

Коши ‒ Грина (13) и Альманси (14), 

,T
E = F AF                                                                        (15) 

которое характерно для многих пространственных и материальных тензоров. Имеет место и обратное 

преобразование, то есть 

( ) ( )1 1 .− −
T

A = F E F                                                                (16) 

Введены тензоры, используемые для описания течения среды. Базовыми тензорами здесь являются: 

‒ тензор пространственного градиента скорости 

( ) ( )1

,

,i

i ij i j

i j

h− = =h = F F v r e e                                                       (17) 

где  

,;    ;
ξ ξ ξ ξ

j m m i
j j i m j

i j i j ij mi i i j j
m

v v x v
v h v r

x

    
= = = = = =
    


v

v e e r                            (18) 
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‒ тензор деформации скорости 

( )
,

1
,

2
ij i j

i j

d  =  T
d = h +h e e                                                           (19) 

где  

, ,1 1 υ υ
υ υ ;

2 2

i j
i m j j m i

ij m m j i
d r r

x x

  
 = + = +     

 

‒ тензор скорости поворота 

( )
,

1
ω ,

2
ij i j

i j

 − =  T
ω = h h e e                                                             (20) 

где  

, ,1 1 υ υ
ω υ υ .

2 2

i j
i m j j m i

ij m m j i
r r

x x

  
 = − = −     

 

Материальная производная (полная производная по времени) тензора деформации Коши ‒ Грина 

записана в виде 

( ) ( )
,

1 1
,

2 2

i j

ij ij i j

i j

g E= =E = C R R e e                                                    (21) 

где  

( )υ υ ;m m m m

ij i j j i i j j i

m

g r r= + = +v r v r      
, ,1

.
2

m i n j

ij mnE g R R=  

Из (18) следует 

( ) ( )
,

1 υ υ 1
.

2 ξ ξ ξ ξ 2

m m m m
i j i j

iji j j i
m i j

x x
g

    
+ = 

    
 d = r r r r                                      (22) 

Таким образом, скорость изменения тензора деформации Коши ‒ Грина (21) и тензора деформаций 

скорости (19) в криволинейных базисах имеют одинаковые значения компонент. Следовательно, справедливо 

( ) ( ) ( )1 1 11
.

2

− − −= −
T

T
d = F E F F C F                                                        (23) 

Запишем (23) с учетом (15), (17) 

( ) ( ) ( ) ( )1 1 1 1 .
d

dt

− − − −    = = + =   
T T

T T T T T
d = F F AF F F F AF + F AF + F AF F A h A + Ah A      (24) 

Выражение в правой части (24) называют производной Ли (Lie Rate), для которой, с учетом (22), 

справедливо выражение 

( )
,

1
.

2

i j

ij

i j

g A = d = r r                                                                 (25) 
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По аналогии с операцией дифференцирования по времени определим вариации основных тензоров: 

( ) ( )
,

1 1
δ δ δ δ ;

2 2

i j

ij ij i j

i j

g E= =E = C R R e e  

( ) ( ) ( ) ( )1 1

, ,

1
δ δ δ δ ;

2

i j

ij ij i j

i j i j

g d− − = = 
T

d = F E F r r e e  

( ) ( )
,

δ δυ δ .k k i j

i j ij i j

k i j

r h= h = r r e e                                                       (26) 

3. Физическая модель гиперупругого тела 

Для построения определяющих соотношений воспользуемся вторым уравнением термодинамики 

для изотермического деформирования упругой изотропной среды в виде 

0, −σd =                                                                        (27) 

где ρ – плотность материала; ψ – функция свободной энергии; σ – тензор напряжений Коши; d – тензор 

деформации скорости, который определяется различными формами (19), (22), (23), (24), (25). 

Построим общие структурные соотношения, принимая в качестве базового выражения тензор де-

формаций Альманси (14). Выбор базового тензора деформаций предполагает, что функция свободной 

энергии зависит от компонент этого тензора. Таким образом, будем считать заданной функцию 

( ).ijA =                                                                         (28) 

По правилу дифференцирования скалярной функции по тензору имеем 

,


 


= A
A

                                                                        (29) 

где появляется тензор второго ранга .


A
 

Воспользуемся соотношением (24), из которого следует, что 

   .− − − − − −T
A = d Ah h A = d Ad dA A A                                        (30) 

Подставив (30) в (29) и далее в уравнение (27), получим 

    0.


  − − − − −  =


d Ad dA Aω ωA σ d
A

                                          (31) 

Преобразуем уравнение (31) к форме 

0.
           
 − − −  −  −  =                

A A σ d A A ω
A A A A A

                               (32) 

Так как тензор скорости деформации d и тензор скорости вращения ω являются совершенно неза-

висимыми тензорами, то из (32) следуют два уравнения: 
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,
   

=  − −    
σ A A

A A A
                                                           (33) 

.
 

=
 

A A
A A

                                                                      (34) 

Соотношения вида (33) называются физическими (определяющими) соотношениями, или уравне-

нием состояния, и, по сути, определяют тензор напряжения в виде функции от тензора деформации. 

Уравнение (34) является ограничением на выбор функции свободной энергии (28). 

С учетом (34) определяющие соотношения (33) можно записать в виде 

  12 − 
=  − = 

 
σ g A B

A A
                                                       (35) 

либо 

  12 .− 
=  − = 

 
σ g A B

A A
                                                       (36) 

Обе формы записи эквивалентны, вследствие справедливости (34). 

Для изотропного материала, свойства которого не зависят от направления, функция удельной по-

тенциальной энергии деформации должна зависеть лишь от инвариантов соответствующих тензоров. 

Следовательно, выражение (28) упрощается до скалярной функции, зависящей от главных инвариантов 

( )1 2 3, , .I I I  A A A=                                                                 (37) 

Здесь и далее обозначение скаляров упростим, а именно 

1 1 2 2 3 3; ; .I I  I I  I I= = =
A A A                                                           (38) 

В результате после несложных преобразований получим 

  1

1 2 1 2 3 3 ,I I −=  + − +σ g A A                                                    (39) 

где  

1 2 3

1 2 3

; ; .
I I I

  
     

  
= = =                                                   (40) 

Для получения представления тензора напряжений σ в виде суммы диад по соответствующему ба-

зису необходимо установить, в каком базисе определен тензор деформаций Альманси (14). Наиболее 

простой вид получаем при использовании базиса ei. В этом случае 

( )
,

σ σij i j

i j

= e e                                                                   (41) 

и 

 1 2 1 2 3σ δ ,*

ij ij ij 3 ijI A I A=  + − +  

где *

ijA  образуется как матрица, обратная .ijA  
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При использовании базиса текущей конфигурации получаем представление 

( ) ( )σ σi j ij

ij i j

i,j

=σ = r r rr                                                                (42) 

и 

  *

1 2 1 2 3 3σ ψ ψ ψ ψ ,ij ij ij ijI g A I A= + − +  

где 

;ij ij ijA =g G−  

*

ijA  ‒ компоненты обратного тензора в базисе ( ) ,i jrr  которые имеют достаточно сложный вид. 

В практической реализации вычисление компонент 
*

ijA  значительно проще, чем 
*

ijA . Поэтому целе-

сообразно вычислять 
*

ijA  через 
*

ijA . Для этого из тождества 

( ) ( )* * 1

,

i j

ij ij i j

i j

A A −= =r r e e A                                                           (43) 

получим 

( )* * *

,

.m n

ij i mn m n j mn i j

m n

A A A r r= =r e e r                                                        (44) 

Контравариантные компоненты тензора напряжений определяются в виде 

σ σ .ij mi nj

mn g g=                                                                      (45) 

Таким образом, представленные соотношения позволяют вычислять компоненты тензора напряжений 

в различных базисах при известных исходной и деформированной конфигурациях механической системы. 

4. Разрешающее уравнение на шаге нагружения 

В качестве базового соотношения вариационное уравнение принципа виртуальных скоростей в те-

кущей конфигурации можно записать в виде 

σ

* * ,
V V S

dV dV dS =  +    nσ d f υ t υ                                                       (46) 

где f* ‒ вектор заданных внешних объемных сил; 
*

n
t  ‒ вектор заданных напряжений на части поверхно-

сти Sσ, на которой определены силовые граничные условия. 

Технология вычислений представляет собой метод последовательных нагружений с определением 

текущей метрики как основной для вычислений. Итак, процесс деформирования представим как после-

довательность равновесных состояний Vk, которые реализуются при заданных значениях внешних сил 
k k,* *

n
f t . Определим в качестве основной неизвестной величины вектор скорости kυ, который можно 

трактовать как вектор приращения текущей конфигурации при переходе к новому состоянию Vk+1: 

k k k 1 k .+=  = −υ U r r                                                                (47) 
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Разрешающее уравнение на текущем шаге строится путем линеаризации исходного уравнения (46) 

в предположении 

k

k

υ
1

i

jx





. В результате имеем 

 ( ) ( )
k

T T
k k k k k k k1

2
V

  −  + +
   σ d σ h h h h    

( )
σ
k

k k
T

k k k * k * k k *

k kk k

υ υi i

i i

S

dV dS
x x

        
 +  −  + −  =              

 n n
σ d f υ t h t υ  

σ σ
k kk k

k * k k k k * k *

k k kδ δ δ δ δ .
V VS S

dV dS dV dS
  

 = + −  − −  
  

   n n
f υ t υ σ d f υ t υ                         (48) 

Чтобы полностью определить это уравнение необходимо построить выражение скорости напряжений 
k
σ  для известной конфигурации kr через неизвестный вектор скорости (47) в виде линейной функции. 

Рассмотрим общий случай изотропного материала с определяющим уравнением (39). Индекс k для 

сокращения записи опустим. Справедливо 

  1 1 1

1 2 1 2 1 1 2 1 2 2 3 3 3 3 3 3ψ ψ ψ ψ ψ ψ ψ ψ ψ ψ .I I I I I I− − − = + + + + − − + + + σ g g A A A A A             (49) 

Далее распишем каждое из слагаемых: 

2 2 2

31 2

1 2 3

i

i i i

II I

I I I I I I

           
 =   +  +  =     

             
A A A

A A A
 

 
2 2 2

1

3

1 2 3

.1

i i i

I I
I I I I I I

−      
=  + − +  

      
g g A A A                                       (50) 

Здесь использовались следующие представления: 

1
1 ;

I
I

 
=  =  

 
A g A

A
      2

2 1 ;
I

I I
 

=  = −  
 

A g A A
A

     
13

3 3 .
I

I I − 
=  =  

 
A A A

A
           (51) 

Справедливо тождество 

1 .− =AA g                                                                      (52) 

Если продифференцировать по времени тождество (52), то получим 

1 1 1 .− − − = − A A g AA                                                          (53) 

Таким образом, удалось построить выражения всех слагаемых в соотношении (49) через два тензора 

скоростей Ȧ и ġ. Причем все тензоры, которые свертываются с ними, однозначно определяются текущей 

конфигурацией kr и могут быть вычислены по соответствующим формулам. Теперь необходимо выразить 

тензоры Ȧ, ġ через пространственный тензор градиента деформаций (17) в виде линейной зависимости. 

Из (24) имеем 

( )
T

k k k k k k ,= − +A d h A A h                                                   (54) 

то есть с учетом соотношения (19), (24) kȦ есть линейная функция, зависящая от kh. 
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Из (14) получаем 

12 .−= +g A B                                                                     (55) 

Из (12) следует 

( ) ( )
T T

1 1 1 1 1.− − − − −= +B F GF F GF                                                 (56) 

Дифференцируя по времени тождество 

1 ,− =F F G                                                                        (57) 

получим 

1 1 1 1− − − −= − = −F F FF F h                                                          (58) 

и подставим его в (56) 

( ) ( )
T T

1 T 1 1 1 1 T 1 1 .− − − − − − −= − − = − −B h F GF F GF h h B B h                                (59) 

Собирая вместе представления (54), (55) и (59), получаем выражение 

T T 1 1 T 1 1 T2 2 2 2 2 ,− − − −     = − − − − = − + − + = − −     g d h A Ah h B B h d h A B A B h d h g gh      (60) 

то есть соотношение, полностью аналогичное (54). 

Таким образом, представление для скорости изменения тензора напряжений (49) в глобальном ба-

зисе, то есть в виде 

( )k k σ ,ij i j

i,j

=σ e e                                                             (61) 

допускает представление 

k k kσ .mn

ij ij mnL h=                                                                (62) 

Выражение 
k mn

ijL  легко строится с помощью вышеприведенных соотношений. Следовательно, ско-

рость изменения напряжений есть линейная функция от градиентов скоростей.  

Полученные соотношения представляют собой теоретическую основу конечноэлементного алго-

ритма исследования конечных деформаций нелинейно упругих тел при силовой нагрузке. Необходимо 

лишь добавить конкретную физическую модель в виде выражения функционала свободной энергии, 

справедливого для соответствующего материала. 

5. Материал Сетха 

Расчет тонкостенных конструкций с учетом нелинейностей основывается на шаговых и итераци-

онных методах. Выбор метода и алгоритма, реализующего его, зависит от типа нелинейности. В настоящей 

работе используется метод последовательных нагружений, который может быть естественно реализован 

в рамках МКЭ. Процесс деформирования представим в виде последовательности равновесных состояний 

V1, … Vk, Vk+1, … VN, где V1 и VN – области, занимаемые оболочкой в начальном и конечном деформиро-

ванном состоянии, а Vk – произвольное промежуточное состояние. Действующая нагрузка достигается 
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последовательным догружением на каждом шаге, причем количество шагов выбирается так, чтобы на 

каждом из них задача была квазилинейной. При такой постановке задача сводится к отысканию (k+1) – 

состояния при уже определенной геометрии и с накопленными напряжениями k-го состояния. 

Введем в рассмотрение текущую конфигурацию системы на k-м шаге нагружения и определим ее 

в следующем виде: 

( )k k 1 2 3ξ ,ξ ,ξ ,i

ir x e=                                                              (63) 

где  

( ) ( )
8

k 1 2 3 k 1 2 3

1

ξ ,ξ ,ξ ξ ,ξ ,ξ .i i

r r

r

x x N
=

=                                                 (64) 

Соответственно вычисляем: 

‒ базисные векторы: 

k
k k ;

ξ

i
i

j i j ij

x
r e r e


= =


                                                            (65) 

k
k k k k ,

k

ξ 1
;

2

j
j jmn j i

i m n ii
r e r r r e

x g


= =  =


                                       (66) 

– метрические тензоры 

( ) ( ) ( )k k k k k k k ,i j ij

ij i jg g r r g r r= =                                             (67) 

где  
k k

k k k .
ξ ξ

m m

ij i j i j
m

x x
g r r

 
= = 

 
                                                 (68) 

Если ввести в рассмотрение ковариантные компоненты метрических тензоров, то тензор деформа-

ции Альманси записывается следующим образом: 

( )
k k

k k1 1
Ф .

2 2 ξ ξ ξ ξ

m m m m

ij ij ij i j i j
m

x x X X
g G

    
= − =  −  

    
                       (69) 

Так как компоненты тензоров деформаций Коши – Грина и Альманси в криволинейных базисах 

совпадают между собой, получаем тензор деформаций Коши – Грина 

( ) ( )k k Ф i j

ijE R R=                                                         (70) 

и тензор деформации Альманси 

( ) ( )k k k kФ .i j

ijA r r=                                                      (71) 

Введем в рассмотрение вектор приращения перемещений 

( )k k 1 k 1 2 3ξ ,ξ ,ξ ,i

iU r r U e+ = − =                                        (72) 
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где используются аппроксимации вида (64), то есть 

( ) ( )
8

k 1 2 3 k 1 2 3

1

ξ ,ξ ,ξ ξ ,ξ ,ξ .i i

m m

m

U U N
=

 =                                               (73) 

Аналог тензора пространственного градиента скорости 

( ) ( )k k k i

R ih U r =                                                               (74) 

будет представлен в виде 

( ) ( ) ( ) ( )
k k k k k

k k k k k k k k kα .
ξ ξ ξ ξ ξ

m m m m
i j i i j i j

R iji i j i j
m m

U U x x U
h r r r r r r r

     
 = =  =  =  

     
     (75) 

Симметричная часть этого тензора имеет вид 

( ) ( ) ( )
k k k k

k k k k k k1
Ф .

2 ξ ξ ξ ξ

m m m m
i j i j

R iji j i j
m

U x x U
d r r r r

    
 =  +  =  

    
           (76) 

Аналогично можем записать вариации. Имеем 

( ) ( ) ( ) ( )
k k k k k

k k k k k k k k kδ δ δ
δ δ α .

ξ ξ ξ ξ ξ

m m m m
i j i i j i j

R iji i j i j
m m

U U x x U
h r r r r r r r

     
= =  =  = 

     
     (77) 

( ) ( ) ( )
k k k k

k k k k k k1 δ δ
δ δ Ф .

2 ξ ξ ξ ξ

m m m m
i j i j

R iji j i j
m

U x x U
d r r r r

    
=  +  = 

    
           (78) 

Здесь имеют место следующие соотношения: 

k k k1
Ф α α ;

2
ij ij ji

  =  +                                                  (79) 

k k k1
δ Ф δ α δ α .

2
ij ij ji

 = +                                                   (80) 

Тензор истинных напряжений Коши определяется в виде 

( ) ( ) ( )k k k k k k kσ σ σ ,i j ij

ij i jr r r r= =                                       (81) 

где введены ковариантные и контравариантные компоненты тензора напряжений. 

Запишем известное вариационное уравнение в скоростях напряжений (48) без учета массовых сил, 

предварительно сделав переход от 
k
σ  и 

k *

n
t  к приращениям 

k σ  и 
k *

n
t , приняв приращение времени 

Δt равным единице. Это уравнение будет иметь следующий вид: 



Sagdatullin M.K. Structural Mechanics of Engineering Constructions and Buildings. 2023;19(2):130–148 
 

 

142   ANALYTICAL AND NUMERICAL METHODS OF ANALYSIS OF STRUCTURES 

( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )
k

k
T T

k k k k k k k k k

kk

1

2

i

R R R R R Ri

V

U
dV

x
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  
*
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t U σ d t U                               (82) 

В качестве физической модели используем материал Сетха, для которого справедлив закон Гука 

для тензора деформаций Альманси: 

k k k k

12μ λ .I= +
A

σ A g                                                            (83) 

Распишем для приращения напряжений k-го состояния 

k k k k k2μ λ ,  =  +  σ A g g A                                                   (84) 

где  

( )
T

k k k k k k .R R R =  −  − A d h A A h                                              (85) 

После дискретизации (84) получаем 

( )k k k k k k k kσ 2μ Ф α αnm mn

ij ij ni mj im njg A g A =  −  −  +  

( )
3

k k k k k k k k k

, 1

λ Ф α α ,lo nm mn

ij lo nl mo lm no

l o

g g g A g A
=

+  −  −                                   (86) 

где  

k k kФ ;m rm

ij r ij

m

U E =       
k k1

.
2 ξ ξ ξ ξ

rm m t tr r
ij t i j i j

N NN N
E x

   
=  +  

    
                            (87) 

Далее по аналогии с [23] введем в (86) упрощенный закон Гука для приращений напряжений обжатия: 

k * k

33 33σ ,E A =                                                                  (88) 

где E* ‒ модуль жесткости на обжатие (в общем случае он может быть определен из экспериментальных 

данных). В частности, можно принять 

( )*
μ 3λ 2μ

.
λ μ

E
+

=
+

                                                               (89) 

Используя технологию усечения деформаций поперечного сдвига [23], получим 

( ) ( ) ( )k k 2 2 2 2 2 1 3 3 1

13

1
1 ξ ξ ξ ξ ξ ξ ξ ξ ξ ;

128

rm m

t r t r t r t r tE x  = + + + +
 

 

( ) ( ) ( )k k 1 1 1 1 1 2 3 3 2

23

1
1 ξ ξ ξ ξ ξ ξ ξ ξ ξ .

128

rm m

t r t r t r t r tE x  = + + + +
 

                                     (90) 
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В целях уточнения физической модели, согласно теории, вводятся следующие соотношения: 

k k k

3 3 3α Ф ω ,i i i =  +                                                              (91) 

где для 
k

3Фi  принимаем соотношения (87), (90), а 
k

3ωi представим в виде 

k k

3 3ω ,m rm

i r i

m

U G =                                                                (92) 

где, согласно технологии усечения деформаций поперечного сдвига, 

k 1 3 3 1 k 2 3 3 2

13 23

1 1
ξ ξ ξ ξ ;      ξ ξ ξ ξ ,

128 128

rm m rm m

t r t r t t r t r tG x G x    −  −                              (93) 

что эквивалентно вычислению вращений 
k

3ωi  в центре конечного элемента. 

Проведя некоторые преобразования, запишем матрицы геометрической жесткости второго и треть-

его слагаемых (82) в следующем дискретном виде: 

k k k k k kσ .qr qp rs mn ij

ps im ll njD A E g g g=  

k k k k k k k k1
σ .

2

qr ij rs qp mn qp rs nm

ps mi jn im njD A A g A A g g = − +                                    (94) 

В результате описанной выше конечноэлементной дискретизации получим систему линейных ал-

гебраических уравнений (СЛАУ) 

     ,l l l lK u P H   =  −                                                            (95) 

где  lu  – вектор приращения узловых перемещений; lK    – матрица левых частей;  lP  – вектор 

приращения узловых сил;  lH  – вектор невязки. 

Решая систему линейных алгебраических уравнений (76), используя алгоритм переупорядочива-

ния, известный как метод Катхилла ‒ Макки [24], и определяя приращения перемещений, находим кон-

фигурацию системы (l+1) и напряжения 

1 ;l i l i l ix x u+ = +       
k 1 k kσ σ σ.+ = +                                                 (96) 

6. Числовые примеры 

Задача 1. Рассматривается тестовая задача изгиба полосы в кольцо. Исходя из кинематических со-

отношений вычислим 
min

11  и 
max

11 в узлах на свободном краю полосы с учетом 1.
4

h

L


  

( ) ( )min max

11 112 ; 2 .
2 2

h h
  

L L

 
 = −  +   =  +   

Задача рассчитана с использованием предложенной выше методики. Длина полосы L = 200 см, 

толщина h = 1 см, ширина b = 5 см, модуль упругости Е = 20 000 кГ/см2, коэффициент Пуассона υ = 0. 

На рис. 1 изображено деформированное состояние полосы и несколько промежуточных этапов нагружения.  
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Рис. 1. Изгиб полосы в кольцо 

Figure 1. Bending the strip into a ring 

 
В случае, когда прилагаемая нагрузка разбивается на 1000 шагов нагружения, погрешность числен-

ного решения не более 1 %. Погрешность могла появиться за счет конечноэлементной аппроксимации 

исследуемой области. Приведенный числовой пример демонстрирует возможность настоящей методики 

в решении нелинейных задач теории оболочек. 

Задача 2. Рассматривается полусферическая оболочка с вырезом в полюсе под воздействием само-

уравновешенной системы сил (растягивающих и сжимающих нагрузок в двух ортогональных радиаль-

ных направлениях). Из условий симметрии рассмотрим четверть полусферы (рис. 2). 

 

 
 

Рис. 2. Полусферическая оболочка: 
радиус полусферы R = 10,0 см; толщина h = 0,04 см; модуль упругости Е = 6,825·107 кГ/см2; коэффициент Пуассона μ = 0,3; нагрузка F = 10λ кГ 

Figure 2. Hemispherical shell: 
radius of hemisphere R = 10.0 cm; thickness h = 0.04 cm; modulus of elasticity Е = 6.825·107 kg/cm2; Poisson's ratio μ = 0.3; load F = 10λ kg 

 
На рис. 3 изображен график максимальных перемещений Umax, см и Vmax, см при сетке 20×20 

в сравнении с решениями других авторов [25‒29].  

На рис. 4 приведено деформированное состояние полусферической оболочки при λ = 16. 
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Рис. 3. График максимальных перемещений: 

3 3
 20;   20

A B
V SDFR V SDFR − • −  

Figure 3. Maximum displacement graph: 

3 3
 20;   20

A B
V SDFR V SDFR − • −  

 

 

 

  
 

Рис. 4. Деформированное состояние полусферической оболочки 

Figure 4. Deformed state of a hemispherical shell 

 

Рис. 5. Цилиндрическая оболочка: 
радиус цилиндра R = 4,953 см; толщина h = 0,094 см; длина L = 10,35 см; 

модуль упругости Е = 10,5·106 кГ/см2; коэффициент Пуассона μ = 0,3125 

Figure 5. Cylindrical shell: 
radius of cylinder R = 4.953 cm; thickness h = 0.094 cm; length L = 10.35 cm; 

modulus of elasticity Е = 10.5·106 kg/cm2; Poisson's ratio μ = 0.3125 
 

 

Задача 3. Рассматривается растяжение цилиндрической оболочки путем приложения сосредото-

ченных сил P (рис. 5). 
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Максимальное радиальное перемещение получено из аналитического соотношения 

max

π
1 2,82715 см.

2
W R

 
= − = 
 

 На рис. 6 представлены радиальные перемещения на каждом шаге 

нагружения.  

 

 
 

Рис. 6. График радиальных перемещений 

Figure 6. Radial displacement graph 

 

Деформированное состояние цилиндрической оболочки при P = 1000 кГ представлено на рис. 7. 

Приближенные решения других авторов можно найти в [25‒29]. 

 

 
 

Рис. 7. Деформированное состояние цилиндрической оболочки 

Figure 7. Deformed state of a cylindrical shell 
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7. Заключение 

Представлена методика расчета напряженно-деформированных состояний тонкостенных конструк-

ций сложной геометрии модифицированным трехмерным конечным элементом теории упругости с одно-

слойной аппроксимацией по толщине и введен в рассмотрение материал Сетха. 

Приведенные численные расчеты тестовых задач демонстрируют работоспособность и достовер-

ность предложенного алгоритма. 
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