
 

2023. 19(1). 64–72 

СТРОИТЕЛЬНАЯ МЕХАНИКА ИНЖЕНЕРНЫХ КОНСТРУКЦИЙ И СООРУЖЕНИЙ 
 

 

STRUCTURAL MECHANICS OF ENGINEERING CONSTRUCTIONS AND BUILDINGS 

ISSN 1815-5235 (Print), 2587-8700 (Online) 

HTTP://JOURNALS.RUDN.RU/STRUCTURAL-MECHANICS

 

64   ANALYTICAL AND NUMERICAL METHODS OF ANALYSIS OF STRUCTURES 

 
DOI 10.22363/1815-5235-2023-19-1-64-72 
EDN: FVOZAA 
УДК 539.3 

 
 
 

НАУЧНАЯ СТАТЬЯ / RESEARCH ARTICLE
 
Четырехугольный конечный элемент в смешанной формулировке МКЭ
для расчета тонких оболочек вращения1 

 

Ю.В. Клочков1 㑻㑼㑽㑾㑿, В.А. Пшеничкина2 , А.П. Николаев1 , 
О.В. Вахнина1 , М.Ю. Клочков2  

 
1Волгоградский государственный аграрный университет, Волгоград, Российская Федерация 
2Волгоградский государственный технический университет, Волгоград, Российская Федерация 
㑻㑼㑽㑾㑿 klotchkov@bk.ru 
 

История статьи 
Поступила в редакцию: 15 ноября 2022 г.  
Доработана: 20 февраля 2023 г. 
Принята к публикации: 24 февраля 2023 г. 

 Аннотация. Цель исследования – разработка алгоритма конечно-элементного 
расчета тонких оболочек вращения на основе смешанной формулировки 
метода конечных элементов в двумерной постановке при использовании
в качестве элемента дискретизации четырехугольного фрагмента средин-
ной поверхности. Искомыми узловыми неизвестными были выбраны про-
дольные усилия и моменты, а также компоненты вектора перемещения. 
Количество искомых неизвестных в каждом из узлов четырехузлового эле-
мента дискретизации достигает девяти: шесть силовых и три кинематиче-
ских искомых величин. Для получения матрицы податливости и столбца 
узловых усилий использовался модифицированный функционал Рейсснера, 
в котором полная удельная работа напряжений представлена удельной ра-
ботой мембранных усилий и изгибающих моментов срединной поверхно-
сти на ее деформациях и искривлениях, а удельная дополнительная работа 
определена удельной работой мембранных усилий и изгибающих моментов 
срединной поверхности. В качестве аппроксимирующих выражений и для 
силовых, и для кинематических искомых неизвестных использовались би-
линейные функции формы локальных координат. Размерность матрицы 
податливости четырехузлового элемента дискретизации составила 36×36. 
Решение тестовой задачи по анализу напряженно-деформированного со-
стояния усеченного эллипсоида вращения, загруженного внутренним дав-
лением, показало достаточную для инженерной практики точность вычис-
лений прочностных параметров исследуемой оболочечной конструкции. 

Ключевые слова: четырехузловой элемент дискретизации, напряженно-
деформированное состояние, матрица податливости 
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 Abstract. The purpose of study is to develop an algorithm for the analysis
of thin shells of revolution based on the hybrid formulation of finite element 
method in two dimensions using a quadrilateral fragment of the middle surface 
as a discretization element. Nodal axial forces and moments, as well as compo-
nents of the nodal displacement vector were selected as unknown variables.
The number of unknowns in each node of the four-node discretization element 
reaches nine: six force variables and three kinematic variables. To obtain the flexi-
bility matrix and the nodal forces vector, a modified Reissner functional was 
used, in which the total specific work of stresses is represented by the specific 
work of membrane forces and bending moments of the middle surface on its 
membrane and bending strains, and the specific additional work is determined
by the specific work of membrane forces and bending moments of the middle 
surface. Bilinear shape functions of local coordinates were used as approximat-
ing expressions for both force and displacement unknowns. The dimensions of 
the flexibility matrix of the four-node discretization element were found to be 
36×36. The solution of benchmark problem of analyzing a truncated ellipsoid of 
revolution loaded with internal pressure showed sufficient accuracy in calcu-
lating the strength parameters of the studied shell. 

Keywords: four-node discretization element, stress-strain state, flexibility
matrix 
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Введение 

Анализ НДС тонких оболочек на основе МКЭ в формулировке метода перемещений (когда узло-
выми неизвестными конечного элемента являются перемещения и их частные производные различных 
порядков) достаточно детально разработан и широко используется в настоящее время в различных про-
граммных комплексах. В [1] МКЭ представлен в качестве альтернативы методу конечных разностей 
с обоснованием его преимуществ. Он широко используется в расчетах балок и рамных конструкций [2], 
а также многослойных пластин и оболочек [3; 4] и при расчете объемных конструкций и толстых плит [5; 6]. 
Широкое использование МКЭ получил в формулировке метода перемещений при расчете тонких оболо-
чек при упругом и упругопластическом деформировании [7–11]. Этот метод используется и при анализе 
нелинейного деформирования пластин и оболочек [12–15]. Применяется МКЭ в формулировке метода 
перемещений и в случаях больших деформаций при нагружении пластин и оболочек [16–18], а также 
в расчетах устойчивости оболочек [19; 20]. В инженерных задачах устойчивости предложена смешанная 
формулировка, основанная на использовании схемы «предиктор – корректор» [21; 22]. Для получения 
приемлемого уровня точности вычисления искомых величин необходимо использование аппроксимиру-
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ющих выражений класса С(2), так как соотношения Коши для тонких оболочек [23; 24] содержат частные 
производные нормальной компоненты вектора перемещения второго порядка. При использовании МКЭ 
в смешанной формулировке (когда узловыми неизвестными конечного элемента принимаются переме-
щения, продольные усилия и моменты) для аппроксимации искомых величин достаточно применения 
аппроксимирующих функций классов С(0) и С(1). Существенным преимуществом применения МКЭ в сме- 
шанной формулировке является возможность вычисления напряжений и деформаций в узле конечного 
элемента через найденные искомые величины конечного элемента непосредственно в конкретном узле, 
в то время как МКЭ в формулировке метода перемещений для определения напряжений требует привле-
чения найденных искомых неизвестных соседних узлов, что увеличивает погрешность вычислений. В этой 
связи наиболее актуальной в настоящее время является разработка алгоритмов линейного и нелинейного 
расчета тонких оболочек на основе МКЭ в смешанной формулировке при использовании криволинейных 
систем координат. 

Методы исследования 

Рассмотрим функционал Рейсснера в следующей формулировке [25; 26]: 

            ζ
ε

1 3 1 3 3 1 1 3 3 13 33 1

1 1Ф σ ε σ σ ,
2 2

T T T
R

V V F
dV C dV U P dF

    

                                             (1) 

где    11 22 12σ σ σ σ ,T      ζ ζ ζζ
11 22 12ε ε ε ε

T
  – напряжения и деформации в точке оболочечной кон-

струкции, находящейся на расстоянии ζ  по вертикали от соответствующей точки срединной поверхности; 

матрица  εC  представляет собой матрицу перехода от столбца  ζε  к столбцу  σ , скомпонованную на 

основе закона Гука для тонкой оболочки [23; 24];    TU uvw  – матрица-строка компонент вектора пе-
ремещения точки срединной поверхности тонкой оболочки;  P  – столбец внешней поверхностной 
нагрузки. 

Входящие в структуру функционала (1) напряжения  σ  выражаются через усилия срединной по-
верхности [23; 24]: 

11 11 22 22 12 12
11 22 12

ζ ζ ζσ ; σ ; σ ,N M N M N M
h I h I h I

                                             (2) 

где 
3

12
hI   – момент инерции сечения; h  – высота сечения. 

Деформации произвольного слоя оболочки определяются через деформации и искривления сре-
динной поверхности соотношениями [23; 24]: 

ζ ζ ζ
11 11 22 22 12 1211 22 12ε ε ζ ; ε ε ζ ; ε ε 2ζ .                                                   (3) 

Физические и геометрические выражения (2) и (3) могут быть представлены в матричном виде: 

         ζ
σ 0 ε 0

3 1 3 6 3 66 1 6 13 1

σ ; ε ε ,S
   

                                                                 (4) 

где    0 11 22 12 11 22 12
1 6

;TS N N N M M M


     0 11 22 12 11 22 12
1 6
ε ε ε ε ;T


      
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 σ
3 6

1 ζ0 0 0 0

1 ζ0 0 0 0 ;

1 ζ0 0 0 0

h I

h I

h I



 
 
 
    
 
 
  

  ε
3 6

1 0 0 ζ 0 0
0 1 0 0 ζ 0 .
0 0 1 0 0 2ζ

 
    
  

 

 
Деформации и искривления срединной поверхности оболочки определяются выражениями [27] 

   0 0 0 0 0 0
αβ α ,β β ,α αβ ,α ,β ,β ,α α ,β β ,α

1 1ε ; ,
2 2

n na v a v a v a v a v a v      
           

                             (5) 

где 0
αa  – базисные векторы точки срединной поверхности; v  – вектор перемещения точки срединной 

поверхности; 0nv a a 
  

 – вектор разностей нормалей точки срединной поверхности в деформированном 
и исходном состояниях. 

Соотношения (5) можно представить в матричном виде: 

    0
3 16 36 1

ε ,L U


                                                                             (6) 

где  
6 3
L


 – матрица операций дифференцирования и алгебраических выражений.  

Входящие в структуру (2) моменты αβM  и усилия αβN  в точке срединной поверхности с помощью 
аппроксимирующих билинейных функций могут быть выражены через значения этих силовых неизвест-
ных в узлах четырехузлового элемента дискретизации посредством матричного произведения 

    0
6 246 1 24 1

,yS H S
 

                                                                         (7) 

где    11 11 11 22 22 12 12 11 11 22 22 12 1211
1 24

... ... ... ... ... ;
T ji k l i l i l i l i l i l

yS N N N N N N N N M M M M M M

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1 4
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φ

φ
;

φ

φ

φ

T

T

T

T

T

T

H


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
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
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 
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 
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   1 2 3 4
1 4
φ φ φ φ φT


  – билинейные функции локальных координат 1 ξ, η 1    четырехузлового элемен-

та дискретизации [27]. 
Деформации точки срединной поверхности оболочки (6) с использованием аппроксимирующих 

билинейных функций φ  могут быть представлены матричным произведением  
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         0
6 33 12 6 126 1 12 1 12 1

ε ,y yL A U B U
    

                                                               (8) 

где  
     
     
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3 12
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 
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 

   под q  понима-

ется тангенциальная ,u v  или нормальная w  компонента вектора перемещения. 
С учетом (4), (6), (7) и (8) функционал (1) может быть представлен в виде 

           
2

σ ε
24 6 6 126 3 3 61 24 12 1

2

Ф ζ

h

T T T
R y y

hF
S H d B dF U

   

 
 

    
 
  

   

                  
2

σ ε σ
3 124 6 6 24 12 36 3 3 3 3 61 24 24 1 1 12

2

1 1ζ .
2 2

h

T TT T T
y y y

hF F
S H C d H dF S U A P dF

      

 
 

    
 
  

                          (9) 

Выполнив минимизацию функционала (9) по  T
yS , можно получить следующее соотношение: 
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24 12 12 2412 1 24 1

Ф 0,
T

R y y yS Q U Y S
  

                                                  (10) 

где          
2

σ ε
24 12 24 6 6 126 3 3 6

2

ζ ;

h

T T

hF
Q H d B dF
   

 
 

   
 
  

             
2

σ ε σ
12 24 24 6 6 246 3 3 3 3 6

2

ζ .

h

T T

hF
Y H C d H dF
    

 
 

   
 
  

   

Для выполнения минимизации функционала (7) по кинематическим узловым неизвестным  yU  
соотношение (9) необходимо представить в следующей форме: 
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После минимизации (11) по  T
yU  можно записать следующее матричное выражение: 

       
12 24 24 1 12 1

Ф 0.
T T

R y y yU Q S f
  

                                                             (12) 

Выполнив перестановку слагаемых в (10) и учитывая (12), можно получить матрицу податливости 
и столбец узловых усилий для четырехузлового элемента дискретизации в следующем виде:  
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12 112 24 12 12 12 1 36 136 36 36 1

0
.

0

y

T
y

SY Q

fQ U

   
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     
       

                                                           (13) 

Таким образом, размерность матрицы податливости четырехузлового элемента дискретизации со-
ставляет 36 36, а столбец искомых неизвестных включает в себя 24 силовых и 12 кинематических узло-
вых неизвестных, в качестве которых выступают продольные силы αβN , моменты αβM  и компоненты 
вектора перемещения узловой точки срединной поверхности тонкой оболочки. 

Построение общей матрицы податливости и столбца узловых усилий всей оболочечной конструк-
ции осуществляется с помощью матрицы индексов, отражающей граничные условия рассчитываемой 
оболочечной конструкции [28]. 

Результаты и обсуждение 
Пример расчета. С целью верификации разработанного алгоритма выполнен расчет усеченного 

эллипсоида вращения, расчетная схема которого представлена на рисунке. 
 

 
 

Truncated ellipsoid of revolution 
 

Приняты следующие исходные данные: параметры эллипсоида 1,3a  м; 0,9b c   м; толщина 
оболочки 0,02h  м; модуль упругости материала 52 10E   МПа; коэффициент Пуассона ν 0,3 ; ин-
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тенсивность внутреннего давления 5q   МПа. Вследствие наличия плоскостей симметрии рассчитыва-
лась 1/8 часть эллипсоида. Результаты расчетов представлены в таблице, в которой приведены чис- 
ленные значения нормальных напряжений на срединной поверхности в опорном ( 0,0x  м) и конце- 
вом ( 1,2x  м) сечениях эллипсоида вращения при измельчении сетки узлов элементов дискретизации. 

Из анализа данных, представленных в таблице, следует, что при измельчении сетки узлов элемен-
тов дискретизации наблюдается устойчивая сходимость вычислительного процесса. Однако факт нали-
чия сходимости вычислительного процесса является необходимым, но не достаточным условием адек-
ватности разработанного алгоритма реальной картине физического процесса распределения напряжений 
в рассчитываемой оболочечной конструкции. 

Для анализа объективности полученных численных результатов вычислим меридиональные на- 
пряжения в опорном и концевом сечениях. В опорном сечении меридиональные напряжения могут быть 
получены исходя из условия равновесия 

 2 2
11 00

0
σ π π ,

2π kx
q R R

h R                                                            (14) 

где 0, kR R  – радиусы вращения эллипсоида в опорном и концевом сечениях, причем 0 0,9R b   м; 
2 2 2 20,9 1,3 1,2 0,346

1,3k k
bR a x
a

      м. 

 
Значения нормальных напряжений на срединной поверхности эллипсоида 

Сечение 
Напря- 
жения, 
МПа 

Сетка узлов Аналитическое 
решение 

по уравнению Лапласа41 41 61 61 81 81 101  101 121  121 

Опорное, 
x = 0,0 m 

σ11 95,93 95,89 95,88 95,87 95,87 95,86 
σ22 179,03 179,04 179,05 179,05 179,05 179,06 

Концевое, 
x = 1,2 m 

σ11 0,916 0,449 0,270 0,182 0,133 0,00 
σ22 167,75 168,45 168,78 168,96 169,06 167,82 

 
В результате подстановки в (14) исходных данных можно получить следующее значение меридио-

нального напряжения в опорном сечении оболочки:  2 2
11 0

5σ π0,9 π0,346 95,86
0,02 2π 0,9x   

 
 МПа. 

Меридиональное напряжение в концевом сечении должно быть равно нулю, так как правый торец 
оболочки не загружен: 11 1,2σ 0,00x   МПа. 

Кольцевые напряжения 22σ  на срединной поверхности эллипсоида в опорном и концевом сечени-
ях оболочечной конструкции могут быть выражены с помощью уравнения Лапласа:  

11 22

1 2

σ σ .q
R R h

                                                                           (15) 

Входящие в (15) радиусы главных кривизн 1R  и 2R  определяются зависимостями 

   3
1 , , 2 ,1 ; 1 ,S xx SR x r R r x                                                         (16) 

где   2 2r b a a x   радиус вращения эллипсоида; ,xxr  – производная радиуса вращения второго по-

рядка;  2, ,1 1S xx r  . 
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Таким образом, из (15) можно получить аналитическое значение кольцевых напряжений в опорном 
и концевом сечениях эллипсоида:  

11
22 2

1

σσ .q R
h R

 
  
 

                                                                      (17) 

После подстановки в (17) соответствующих исходных данных можно записать вычисленные зна-
чения искомых напряжений: 22 0σ 179,06x   МПа; 22 1,2σ 167,82x   МПа. 

Заключение 

Выполняя сопоставительный анализ значений меридиональных 11σ  и кольцевых 22σ  напряжений, 
вычисленных аналитическим путем (14)–(17) и полученных с помощью разработанного алгоритма, можно 
прийти к выводу о приемлемом уровне точности конечно-элементных решений по предлагаемому алго-
ритму, так как минимальная погрешность вычислений не превышает 1 %. Разработанный алгоритм может 
быть рекомендована к использованию в расчетной инженерной практике по исследованию НДС тонких 
оболочек. 
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