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 Аннотация. Предложен вариант численно-аналитического метода в нели-

нейной механике железобетона. Расчетные модели позволяют учитывать ряд 

важных факторов, таких как дискретные трещины, эффект несплошности 

бетона и реакций арматуры в трещине. При решении обратной задачи опреде-

ления ширины раскрытия трещин деформационное воздействие не задается, 

а моделируется с помощью «расшивки» назначаемой минимально возмож-

ной ширины, ее раскрытия при соответствующем нагружении. В расчетной 

схеме выделяются пары конечных элементов, прилегающих к такой тре-

щине с противоположных специальных сторон, называемые двухэлементной 

консольной моделью. Пары рассматриваются в двух состояниях: до «рас-

шивки» трещин и после их «расшивки» с учетом деформационного воздей-

ствия и эффекта нарушения сплошности бетона. Алгоритм расчета строит-

ся на основе комбинаций аналитической модели расчета жесткости сложно 

напряженных конструкций и интеллекта программного комплекса «ЛИРА-

САПР». 
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 Abstract. A variant of the numerical-analytical method in the nonlinear mechanics 

of reinforced concrete is proposed. Calculation models make it possible to take 

into account a number of important factors, such as discrete cracks, the effect 

of concrete discontinuity, and reinforcement reactions in a crack. When solving 
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 the inverse problem of determining the width of the crack opening, the defor-

mation effect is not set, but is modeled using the “joining” of the assigned mini-

mum possible width, its opening under the appropriate loading. In the calculation 

scheme, pairs of finite elements are distinguished, adjacent to such a crack from 

opposite special sides, called a two-element cantilever model. Pairs are consi- 

dered in two states: before their jointing of cracks and after their jointing, taking 

into account the deformation effect and the effect of concrete discontinuity. 

The calculation algorithm is based on combinations of an analytical model for 

calculating the stiffness of complexly stressed structures and the intelligence of 

the “LIRA-SAPR” software package. 

Keywords: discontinuity effect, reinforced concrete, opening width, modeling, 

discrete cracks, surface, two-element console 
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Введение 

В связи с все более широким внедрением компьютерных технологий в практику проектирования 

железобетонных конструкций для повышения их безопасности, учет физических процессов и особенно-

стей их силового сопротивления становится все более актуальной проблемой. В практике современного 

компьютерного моделирования уже имеются ряд вычислительных комплексов, в которых используют 

конечно-элементные модели железобетона, но еще недостаточно привлекают современные физические 

модели, в частности расчетные модели сопротивления плосконапряженного и сложно напряженного же-

лезобетона1 [1–17].  

В связи с этим в рассматриваемой работе предложен численно-аналитический вариант метода ме-

ханики железобетона, в котором соединены метод расчетных моделей сопротивления железобетона [1] и 

метод конечных элементов в интеллекте вычислительного комплекса «ЛИРА-САПР» для решения задач 

жесткости и эффекта железобетона в виде несплошности бетона и реакции с учетом арматуры в трещине. 

Раскрыта физическая суть эффекта железобетона, состоящего в дополнительном деформационном воз-

действии нарушения сплошности бетона и реакции арматуры в трещине. Механизм «стягивания» трещи-

ны построен на энергетической основе и заложен в зоне предразрушения, с локализованной здесь де-

формацией и с образованием новых удельных поверхностей трещины. Определение скорости высвобож-

дения энергии выполнено на основе функционала механики разрушения с использованием множителей 

Лагранжа и предложенного универсального двухконсольного элемента (ДКЭ). При этом в растянутой 

области бетона для определения расстояния между трещинами и ширины раскрытия в местных зонах, 

прилегающих к трещине, учитывается сцепление бетона с арматурой. 

Метод в механике железобетона 

Предлагаемая аналитическая модель наряду с моделированием процесса совместного деформиро-

вания арматуры с бетоном может рассматриваться для определения секущей жесткости арматурных реак-

ций – связей, пересекающих дискретную трещину. Продольная податливость λsm (жесткость) связи Сsm 

определяется отношением осевым перемещением Usm и реакцией связи Nsm: 

1
λ .sm

sm

sm sm

U

C N
= =                                                                      (1) 

Эта реакция зависит от краевых условий, которыми в процессе исследования можно варьировать. 

В расчетной модели рассматривается характерный железобетонный элемент – представительный 

объем бетона, с одиночным арматурным стержнем. Случай центрального армирования одним стержнем 

при выдергивании его из бетонной матрицы наиболее полно раскрывает закономерность деформирования 

при выдергивании арматурного стержня из бетонной матрицы. Деформирование такого характерного 

элемента (рис. 1) является одной из характерных задач строительной механики железобетона при нали-

чии дискретных трещин [3]. Именно к такому случаю точно или приближенно сводятся все виды армиро-

вания железобетонных конструкций системой арматурных стержней2 [1–4; 18–21 и др.]. 

 
1 Верюжский Ю.В., Колчунов Вл.И. Методы механики железобетона: учебное пособие. К.: Книжное издательство НАУ, 2005. 653 с. 
2 Там же. 
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В расчетной модели характерного элемента левый торец жестко закреплен от любых перемещений, 

правый торец – свободный. К арматурному стержню прикладывается растягивающее усилие Ns, вызыва-

ющее перемещения стержня и торца элемента Us и Ub, соответственно по всей длине железобетонного 

стержня (ри. 1). 
 

 
Рис. 1. Расчетная схема элемента характерного железобетонного элемента 

Figure 1. Calculation scheme of an element of a characteristic reinforced concrete element 

 

Силы сцепления, действующие по контакту арматуры с бетоном характеризуются погонными каса-

тельными усилиями τbond(x), в бетоне – по направлению действующей нагрузки, а в арматуре, – противо-

положно направленные.  

Закон сцепления между бетоном и арматурой в исследуемой модели – упругопластический. Он 

описывается с привлечением билинейной диаграммы τbond – εq(x), учитывающей экспериментальные дан-

ные А.Б. Голышева, В.М. Кольнера, М.М. Холмянского, Е.М. Бабича и др.3 [1–4; 18–21]. 

( ) ( ) ( )bond cmτ ε 0,4 ε εq s ck x E x x= = −                                                        (2) 

при ( ) ( ) ( ) ( )* ctm

cm

ε ε ε ε 4,95 ;q s c q

f
x x x x

E
= −  =    

( ) ( )bond cm ctmτ 0,0232 ε ε 1,866s cE x x f= − +   ,                                            (3) 

при ( ) ( ) ( ) ( )* ctm

cm

ε ε ε ε 4,95 ,q s c q

f
x x x x

E
= −  =    

где εq(x) – относительное взаимное смещение бетона и арматуры в сечении x; накопление которых на 

участке между трещинами и составляет ширину раскрытия трещин acrc; ε𝑔
∗𝑥 – граничное относительное 

взаимное смещение бетона и арматуры, соответствующее конечной точке первого участка диаграммы 

сцепления (рис. 2). 

Работа бетона в данной модели также описывается с помощью билинейной диаграммы σc – εc, 

представлена на рис. 2. Для бетона используем следующую зависимость, моделирующую упругопласти-

ческую работу материала: 

( )

( ) ( )

( ) ( )

ctm

cm

ctm
ctm

cm cm

, если 0,9 ,            

ε
18

15,3 , если .

c c

c c

c

c c

c c

N x N x
f

E A A
x

N x N xf
f

E A E A





= 
 − 



                                      (4) 

 
3 Верюжский Ю.В., Колчунов Вл.И. Методы механики железобетона… 
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В рассматриваемой модели реализованы следующие варианты диаграмм деформирования армату-

ры, бетона и сцепления арматуры с бетоном путем изменения выражений системы уравнений: 

– вариант модели с нелинейным бетоном, нелинейной зависимостью сцепления и линейной рабо-

той арматуры (рис. 2 и 3); 

– вариант модели с нелинейными бетоном, арматурой и зависимостью сцепления; 

– вариант модели с трехлинейными бетоном, зависимостью сцепления и билинейной диаграммой 

деформирования арматуры.  
 

 
 

а б 

 

в 
 

Рис. 2. Диаграммы деформирования, реализованные в аналитической модели: 
а – билинейная зависимость сцепления и диаграмма деформирования бетона, линейная диаграмма деформирования арматурной стали; 

б – билинейная зависимость сцепления и диаграммы деформирования бетона и арматурной стали; 

в – трехлинейная зависимость сцепления, диаграмма деформирования бетона и билинейная работа арматуры 

Figure. 2. Deformation diagrams implemented in the analytical model: 
а – bilinear bond dependence and concrete deformation diagram, linear diagram of reinforcing steel deformation; 

б – bilinear dependence of adhesion and deformation diagrams of concrete and reinforcing steel; 

в – three-line dependence of adhesion, concrete deformation diagram and bilinear work of reinforcement 

 

Используя условия равновесия двухкомпонентного железобетонного элемента, получаем следую-

щие два дифференциальные уравнения, связывающие усилия (рис. 3): 

– для арматуры: 

dx 0;s s sN + N +dN t =− −                                                               (5) 

– для усилий сцепления в бетоне: 

dx 0.c c cN +N +dN +t =−                                                               (6) 



Колчунов Вл.И. Строительная механика инженерных конструкций и сооружений. 2022. Т. 18. № 6. С. 525–533 
 

 

РАСЧЕТ И ПРОЕКТИРОВАНИЕ СТРОИТЕЛЬНЫХ КОНСТРУКЦИЙ  529 

 
 

Рис. 3. Схема усилий арматуры в бетоне 

Figure 3. Scheme of reinforcement forces in concrete 

 

Продифференцировав (5) и (6) по координате х, получим 

bondτ π .s
s

dN
= d

dx
                                                                          (7) 

bondτ π .c
s

dN
= d

dx
−                                                                         (8) 

Приняв для арматуры справедливым закон Гука можно заметить 

σ ( )
σ ε ; ε .s s

s s s s

s s s

N x
= E

E E A
 = =                                                             (9) 

Отсюда получим 

( ) ( )
1

ε .s s

s S

x N x
E A

=                                                                    (10) 

Таким образом, решена нелинейная краевая задача, определяемая четырьмя уравнениями, два из 

которых – дифференциальные первого порядка. 

Граничные условия задачи записываются в следующем виде:  

( )1 0;cN x = =    ( )1 .SN x C= =                                                             (11) 

( ) ( )

( )

( ) ( )

( )

ctm

cm

ctm

cm cm

1
ε ;                                                                                                                       

, если 0,9 ,             

ε
18

15,3 , есл

s s

s S

c c

c c

c

c

c

x N x
E A

N x N x
f

E A A
x

N x f

E A E

=



=

−
( )

( )
( ) ( ) ( ) ( )

( ) ( )

ctm

* ctm
cm

cm

cm

                                                                   

и ;

π 0,4 ε ε , если ε ε 4,95 ,                                  

dx
π 0,0232 ε ε 1,86

c

c

s s c q q

s

s s c

N x
f

A

f
d E x x x x

EdN x

d E x x





 



−  =  

=

− +    ( ) ( )

( )
( ) ( ) ( ) ( )

( ) ( )  ( ) ( )

* ctm
ctm

cm

* ctm
cm

cm

* ctm
cm ctm

cm

6 , если ε ε 4,95 ;         

π 0,4 ε ε , если ε ε 4,95 ,                     

             
dx

0,0232 ε ε 1,866 , если ε ε 4,95 .

q q

s s c q q

c

s c q q

f
f x x

E

f
d E x x x x

EdN x

f
E x x f x x

E





 



  =



− −  =  


= 
− − +  =  























             (12) 
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Граничные условия задачи записываются в следующем виде:  

( )1 0;cN x = =    ( )1 .SN x C= =                                                           (13) 

Специальная двухэлементная консольная модель (ДКМ) привлекается для двух типов конечных 

элементов, в первом случае плоские, в соответствии рис. 4, а, б, во втором случае пространственный 

(рис. 4, в–д). 

 

  

а б 

  

в г 

 

д 

 

Рис. 4. Двухэлементная плоская и пространственная модель: 
а – плоская без «расшивки»; б – плоская после «расшивки»; в – пространственная до «расшивки»; г – пространственная после «расшивки»; 

д – деформационные воздействия ∆1 = acrcl, ∆2 = acrcm, ∆3 = acrcn; 1 – 255 КЭ до «расшивки»; 2 – 201 КЭ; 3 – 255 КЭ после «расшивки»; 4 – 233 КЭ 

Figure 4. Two-element planar and spatial model: 
а – flat without “embroidery”; б – flat after “stitching”; в – spatial up to “embroidery”; г – spatial after “embroidery”; 

д – deformation effects ∆1 = acrcl, ∆2 = acrcm, ∆3 = acrcn; 1 – 255 FE before “joining”; 2 – 201 FE; 3 – 255 FE after “spreading”; 4 – 233 FE 
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Результаты и обсуждение 

По первому варианту жесткость определяется с использованием приема моделирования явных 

трещин-щелей, с учетом эффекта нарушения сплошности и несовместности деформаций бетона (конеч-

ные элементы 232,201). На участках, где возможное закрытие трещин моделируется 255 КЭ. При этом 

распределенное армирование в элементах заменяется двумя – для плоской модели и четырьмя – для про-

странственной модели стержневыми конечными элементами в каждом взаимно перпендикулярном 

направлении соответственно.  

Перемещение узлов определяются из расчета двухэлементной расчетной модели с заданными в уз-

лах нагрузками. При этом опорные закрепления двух узлов в плоской модели и четырех узлов – в про-

странственной модели выполняется чередующимися шарнирно неподвижными и шарнирно подвижными 

опорами. В целях усреднения результатов расчета чередование необходимо задавать в такой последова-

тельности: слева – справа, спереди – сзади, снизу – сверху. Важным является и то, что наряду с узловыми 

нагрузками в двухэлементной модели задаются еще и деформационные воздействия, связанные с рас-

крытием трещины, которая, в свою очередь, как показано в [1; 19; 22], связана с эффектом нарушения 

сплошности. Задание деформационного воздействия выполняется в каждом узле (кроме опорных) по 

трем направлениям в соответствии с рисунком 4, д, где l, m и n – направляющие косинусы главного век-

тора раскрытия трещины в той или иной ее точке по отношению к осям х, у и z соответственно. 

Во втором варианте при решении обратной задачи деформационные воздействия не задаются, 

а моделируются «расшивается» щель между конечными элементами с ее минимальной возможной ши-

риной, с помощью которой производится последовательный итерационный анализ. 

Для решения обратной задачи, связанной не задаются деформационные воздействия, а моделируется 

щель между конечные элементы «расшиваются» с ее минимально возможной шириной. При этом с помощью 

которой выполняется последовательный итерационный анализ напряженно-деформированного состояния.  

Перемещения берегов трещины по трем взаимно перпендикулярным направлениям в результате 

использования ДКМ определяется соответствующими составляющими ширины раскрытия дискретной 

трещины между парой КЭ из интеллекта вычислительного комплекса «ЛИРА-САПР». 

Другой вариант расчета предполагает выполнение расчетных процедур без изменения заданного по-

рядка и номеров КЭ. В этом варианте, в конечных элементах, прилегающих к неявным трещинам, умень-

шается их толщина. Работа каждой пары КЭ рассчитывается дважды с использованием двухэлементной 

консольной модели: до «расшивки» КЭ и после «расшивки» КЭ, с приложенными узловыми усилиями и 

деформационными воздействиями от раскрытия трещины и с учетом эффекта нарушения сплошности.  

Усредненные усилия в узлах в различных направлениях для ДКМ определяются из физически нели-

нейного расчета всей конструкции. Для этого используются узловые усилия в соответствующих конечных 

элементах бетона и арматуры. В местах переходов горизонтальных участков моделируемых трещин к вер-

тикальным и боковым, работа для угловых конечных элементов определяются путем их усреднения. В ре-

зультате новая толщина конечных элементов, прилегающих к трещине, определяется по формуле 

1
1

2

,
W

b b
W

=                                                                              (14) 

где 1W  и 2W  – работы двухэлементной модели «до расшивки» и «после и «после расшивки» соответ-

ственно. 

Предлагаемый алгоритм предусматривает наличие итерационного процесса, регулируемого достиг-

нутой точностью толщины отмеченных конечных элементов, которые прилегают к мнимым трещинам. 

Здесь уместно заметить, что жесткость стержневых железобетонных конструкций на участках с 

наклонными трещинами, в том числе пересекающимися, заменяется эквивалентной жесткостью, вычис-

ляемой по формуле:  
2

3

(λ) ,
2

M x
B

W


=                                                                        (15) 

где W3 – робота сил выделенного участка. 

Итерационный процесс заканчивается после достижения заданной погрешности при определе- 

нии B1(λ). 
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На участках с нормальными трещинами жесткость стержневых железобетонных конструкций 

определяется с использованием значений изгибающего момента М и радиуса кривизны и ρ по норматив-

ной методике: 

(λ) ρ .i i iB M=                                                                         (16) 

Алгоритм расчета, в соответствии с предложенным вариантом численно-аналитического метода 

расчета жесткости плосконапряженных и пространственных сложно напряженных железобетонных кон-

струкций с привлечением программного комплекса «ЛИРА-САПР», который включает следующие мо-

дули: 

Модуль 1. Деформационные эффекты – учитывают деформационное воздействие реакции армату-

ры и бетона. 

Модуль 2. «Двухконсольный элемент (ДКЭ)», связанный с нарушением сплошности бетона.  

Модуль 3. «Билинейная поверхность», определяется уравнением пучка билинейной поверхности, 

которая конкретизируется применительно к заданному поперечному сечению.  

Модуль 4. «Экстремальные значения функции, многих переменных для железобетона», определяет 

максимальную ширину раскрытия трещин проекции и расстояния между смежными трещинами в много-

уровневом процессе.  

Модуль 5. «Податливость», определяет параметры сцепления арматуры с бетоном. 

Модуль 6. «Расшивка конечных элементов», при трещинообразовании.  

Модуль 7. «ДКМ консоль» – используется для нелинейного расчета всей железобетонной кон-

струкции на заданные силовые и деформационные воздействия. В этом инструменте выделяются пары 

конечных элементов, прилегающих к такой трещине, и привлекается специальная расчетная двухэле-

ментная консольная модель (ДКМ) сопротивления железобетона. 

Заключение 

На основе варианта анализа и обобщения экспериментально-теоретических исследований с предло-

жением численно-аналитического метода в механике железобетона и на его основе разработаны методика 

и алгоритм, позволяющие моделировать дискретные трещины и жесткость железобетонных конструкций. 

В интеллекте «ЛИРА-САПР» выполнено моделирование раскрытия трещин и с учетом эффекта 

железобетона в виде нарушения сплошности бетона, реакции арматуры в трещине. При этом в качестве 

инструментов использованы двухконсольный элемент (ДКЭ) для пространственной трещины, аналити-

ческая модель сцепления арматуры с бетоном, «расшивка» трещин, специальная расчетная двухэлемент-

ная консольная модель (ДКМ); «закрытие трещины» после «расшивки». 

Предложена методика определения раскрытия трещин, жесткости элементов с трещинами, рассто-

яния между трещинами. Решение выполнено прямым и обратным способом построения формул для ши-

рины раскрытия и закрытия трещин. 
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