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 Аннотация. Описано использование традиционных аппроксимирующих функций 
непосредственно к искомому вектору перемещения внутренней точки конечного 
элемента для его определения через узловые неизвестные в виде векторов пере-
мещений и их производных. Для анализа напряженного состояния геометриче-
ски нелинейно деформируемой оболочки вращения на шаге нагружения разра-
ботан алгоритм формирования матрицы жесткости шестигранного конечного 
элемента с узловыми величинами в виде приращений перемещений и их произ-
водных. Для получения искомых аппроксимирующих выражений использована 
традиционная теория интерполяций, которая при расчете в криволинейной си-
стеме координат применена к вектору перемещения внутренней точки конечного 
элемента для его аппроксимации класса С(1) через узловые векторы перемеще-
ний и их производные. Для координатного преобразования получены выражения 
базисов узловых точек через базисные векторы внутренней точки конечного 
элемента. После координатных преобразований находятся аппроксимирующие 
выражения класса С(1) для компонент вектора перемещения внутренней точки 
конечного элемента, приводящие в криволинейной системе координат к неяв-
ному учету смещения конечного элемента как жесткого целого. На примерах 
расчета получены подтверждающие результаты разработанного метода аппрок-
симации искомых величин МКЭ при значительных смещениях конструкции как 
абсолютного твердого тела. 

Ключевые слова: оболочка вращения, геометрическая нелинейность, конечный 
шестигранный элемент, напряженно-деформированное состояние

Для цитирования  
Гуреева Н.А., Киселева Р.З., Киселев А.П., 
Николаев А.П., Клочков Ю.В. Объемный 
элемент с векторной аппроксимацией 
искомых величин для нелинейного рас-
чета оболочки вращения // Строительная 
механика инженерных конструкций и со- 
оружений. 2022. Т. 18. № 3. С. 228–241. 
http://doi.org/10.22363/1815-5235-2022-
18-3-228-241 

 
Гуреева Наталья Анатольевна, доктор физико-математических наук, профессор, доцент департамента математики, Финансовый университет 
при Правительстве Российской Федерации, Российская Федерация, 125993, Москва, Ленинградский пр-кт, д. 49; ORCID: 0000-0003-3496-2008, 
Scopus ID: 30067680500, eLIBRARY SPIN-код: 8393-5900; nagureeve@fa.ru 
Киселева Румия Зайдуллаевна, кандидат технических наук, доцент кафедры прикладной геодезии, природообустройства и водопользования, 
эколого-мелиоративный факультет, Волгоградский государственный аграрный университет, Российская Федерация, 400002, Волгоград, Универ-
ситетский пр-кт, д. 26; ORCID: 0000-0002-3047-5256, Scopus ID: 57212347650, eLIBRARY SPIN-код: 1948-5390; rumia1970@yandex.ru 
Киселев Анатолий Петрович, кандидат технических наук, доцент кафедры прикладной геодезии, природообустройства и водопользования, 
эколого-мелиоративный факультет, Волгоградский государственный аграрный университет, Российская Федерация, 400002, Волгоград, Универ- 
ситетский пр-кт, д. 26; ORCID: 0000-0002-7138-2056, Scopus ID: 57215753276, eLIBRARY SPIN-код: 1340-0720; apkiselev1969@yandex.ru 
Николаев Анатолий Петрович, доктор технических наук, профессор кафедры механики, инженерно-технологический факультет, Волгоград-
ский государственный аграрный университет, Российская Федерация, 400002, Волгоград, Университетский пр-кт, д. 26; ORCID: 0000-0002-7098-
5998, Scopus ID: 7202396806, eLIBRARY SPIN-код: 2653-5484; anpetr40@yandex.ru  
Клочков Юрий Васильевич, доктор технических наук, профессор, заведующий кафедрой высшей математики, электроэнергетический факуль-
тет, Волгоградский государственный аграрный университет, Российская Федерация, 400002, Волгоград, Университетский пр-кт, д. 26; ORCID: 
0000-0002-1027-1811, Scopus ID: 57170472500, eLIBRARY SPIN-код: 9436-3693; klotchkov@bk.ru 

© Гуреева Н.А., Киселева Р.З., Киселев А.П., Николаев А.П., Клочков Ю.В., 2022 

 
This work is licensed under a Creative Commons Attribution 4.0 International License 
https://creativecommons.org/licenses/by-nc/4.0/legalcode 

 

https://orcid.org/0000-0003-3496-2008
https://orcid.org/0000-0002-3047-5256
https://orcid.org/0000-0002-7138-2056
https://orcid.org/0000-0002-7098-5998
https://orcid.org/0000-0002-1027-1811


Гуреева Н.А. и др. Строительная механика инженерных конструкций и сооружений. 2022. Т. 18. № 3. С. 228–241 
 

 

АНАЛИТИЧЕСКИЕ И ЧИСЛЕННЫЕ МЕТОДЫ РАСЧЕТА КОНСТРУКЦИЙ  229 

 

Volumetric element with vector approximation of the desired values 
for nonlinear calculation of the shell of rotation 

 
Natalia A. Gureeva1 , Rumia Z. Kiseleva2 ✉, Anatoly P. Kiselev2 , 
Anatoly P. Nikolaev2 , Yuriy V. Klochkov2  

 
1Financial University under the Government of the Russian Federation, Moscow, Russian Federation 
2Volgоgrad State Agrarian University, Volgograd, Russian Federation 
✉ rumia1970@yandex.ru 
 

Article history 
Received: March 3, 2022 
Revised: June 2, 2022 
Accepted: June 2, 2022 

 Abstract. The usage of traditional approximating functions directly to the desired 
displacement vector of the internal point of a finite element to determine it through 
nodal unknowns in the form of displacement vectors and their derivatives is de-
scribed. To analyze the stress state of a geometrically non-linearly deformable shell 
of rotation at the loading step, the developed algorithm for forming the stiffness 
matrix of a hexagonal finite element with nodal values in the form of displace-
ment increments and their derivatives was used. To obtain the desired approxi-
mating expressions, the traditional interpolation theory is used, which, when 
calculated in a curved coordinate system, is applied to the displacement vector of 
the internal point of a finite element for its approximation of class C(1) through 
nodal displacement vectors and their derivatives. For the coordinate transfor-
mation, expressions of the bases of nodal points are obtained in terms of the ba-
sis vectors of the inner point of the finite element. After the coordinate transfor-
mations, approximating expressions of class C(1) are found for the components
of the displacement vector of the internal point of the finite element, leading in
a curved coordinate system to implicitly account for the displacement of the fi-
nite element as a rigid whole. Using calculation examples, the results of the de-
veloped method of approximation of the required values of the FEM with signi-
ficant displacements of the structure as an absolute solid are obtained. 

Keywords: shell of rotation, geometric nonlinearity, finite hexahedron element, 
stress-strain state 
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Введение 
Теория механики сплошной среды и, в частности, оболочек разработана достаточно полно [1–3]. 

Уравнения для определения напряженно-деформированного состояния конструктивных элементов агро-
промышленного комплекса, химического и авиационного машиностроения и других отраслей получи-
лись по сложности такими, что их использование в практике инженерных расчетов оказалось весьма 
ограниченным. Из-за сложности получения аналитических решений значительное количество исследова-
ний посвящено разработке численных и приближенных методов расчета деформируемых тел [4–8]. 
Среди методов численного определения напряженно-деформированного состояния (НДС) инженерных 
структур различного назначения метод конечных элементов (МКЭ) является одним из наиболее эффек-
тивных, что отражено в работах как отечественных [9–14], так и зарубежных исследователей1 [15–22]. 
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Определение НДС тонкостенных конструкций в указанных работах выполнялось при использовании ги-
потезы прямой нормали на основе МКЭ в формулировке метода перемещений. Причем в криволинейных 
системах координат традиционные функции формы использовались непосредственно для аппроксимации 
компонент вектора перемещений через узловые величины, в результате каждая компонента вектора пе-
ремещений внутренней точки конечного элемента выражалась только через узловые значения этой же 
компоненты2 [15; 17–22] и не зависела от других компонент. Эти положения использовались в матрицах 
жесткостей конечных элементов и при исследовании процессов деформирования в геометрически нели-
нейной постановке [19; 20; 22; 23]. 

На основе МКЭ созданы и широко применяются универсальные коммерческие программные про-
дукты типа ANSYS, NFSTRAN, LS-DYNA, ADINA, ASTRA-MOBA и др. Следует отметить, что приме-
нение аппроксимирующих функций формы непосредственно к компонентам вектора перемещения внут-
ренней точки конечного элемента корректно только при выполнении расчетов в декартовой системе ко-
ординат. При выполнении расчетов на основе МКЭ в криволинейной системе координат такой прием 
аппроксимации приводит к общеизвестной проблеме учета смещения конечного элемента как твердого 
тела [16; 23]. 

В настоящей работе для определения НДС нелинейно деформируемой оболочки вращения без ис-
пользования гипотезы прямой нормали разработан на шаге нагружения шестигранный конечный элемент 
в формулировке метода перемещений с узловыми неизвестными в виде приращений перемещений и их 
производных. 

Для аппроксимации приращений перемещений через узловые значения разработана векторная ап-
проксимация класса C(1), использование которой после координатного преобразования дало возможность 
получить аппроксимирующие функции, приводящие к решению проблемы учета смещения конечного 
элемента как абсолютно твердого тела 

Методы 
Векторные параметры оболочки вращения 

Положение произвольной точки M0 срединной поверхности оболочки вращения в декартовой си-
стеме координат 0х, у, z с ортами , ,i j k

 
 определяется радиус-вектором 

0 sinθ cosθ ,R xi r j r k  
  

                                                              (1) 

где r – радиус вращения точки M0. 
Векторы базиса произвольной точки M0 определяются выражениями 

1

0 0 , , sin θ , cosθ ;х х ха R i r j r k   
  

  
2

0 0
θ, cosθ sin θ ;а R r j r k  

 
 

 1 2

3

1 2

0 0
0

0 0 2

1 , sin θ cosθ .
1 ,

x

x

а а
а ir j k

а а r
    



   
   

Радиус-вектор произвольной точки 0ζМ оболочки имеет вид 

3

0ζ 0 0ζ .R R а 
  

                                                                       (2) 

Векторы базиса произвольной точки 0ζМ определяются дифференцированием (2) и представляют-
ся матричными выражениями 

    0 ;g s i


      1 0 ,i s g
 

                                                     (3) 

где         1 2 3

0 0 0 0 ;   .
T T

g g g g i i j k 
        

 
2 Бате К.Ю. Метод конечных элементов: учебник. М.: Физматлит, 2010. 1022 с. 
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Дифференцированием (2) с использованием (3) можно производные базисных векторов точки 0ζМ  
представить компонентами в базисе этой же точки: 

         10 0 0, , ;x xg s s g m g 
    

         10 0 0
θ θ, , ;g s s g n g 

    

        10 0 0
ζ ζ, , ,g s s g l g   

                                                           (4) 

где    0 0 0 0
1 2 3, , , , ;

T

x x x xg g g g
        0 0 0 0

θ 1 θ 2 θ 3 θ, , , , ;
T

g g g g
        0 0 0 0

ζ 1 ζ 2 ζ 3 ζ, , , , .
T

g g g g
     

Перемещения и деформации 

В условиях шагового нагружения рассматриваются три положения произвольной точки оболочки: 
исходное состояние, деформированное состояние (вектор перемещения V


) и соседнее с деформирован-

ным состоянием (вектор перемещения w ). 
Компоненты векторов перемещений V


 и w  определяются в базисе точки 0ζМ : 

0;
i

iV v g
   0.

i

iw w g
                                                                   (5) 

После дифференцирования (5) с учетом (4) получаются соотношения 
0 0 0 0 0 0

1 θ 2 ζ 3 1 θ 2 ζ 3, ; , ; , ; , α ; , α ; , α ,
i

i i i i i i
x i i x i i iV f g V f g V f g w g w g w g     
          

                         (6) 

где , αi i
m mf  – являются функциями компонент векторов перемещений V


, w  соответственно и определя-

ются выражениями такого вида: 

   1 1 1 2 3 3 3 1 2 3
1 11 21 31 3 ζ 13 23 33, ; , ;xf v m v m v m v f v l v l v l v         

   1 1 1 2 3 3 3 1 2 3
1 11 21 31 3 ζ 13 23 33α , ; α , .xw m w m w m w w l w l w l w                                    (7) 

Определяя положение точки ζМ  радиус-вектором 
ζ 0ζ ,R R V 
  

                                                                            (8) 

его дифференцированием можно найти векторы локального базиса точки ζМ : 

   ζ 0 1 0 2 0 3
1 1 1 2 1 3 1, 1 ;xg R g f g f g f    

   
 

   ζ 0 1 0 2 0 3
2 θ 1 2 2 2 3 2, 1 ;g R g f g f g f    

   
 

   ζ 0 1 0 2 0 3
3 ζ 1 3 2 3 3 3, 1 .g R g f g f g f    

   
                                                    (9) 

Компоненты тензора деформаций после j шагов нагружения определяются разностью компонент 
метрических тензоров в точках 0ζМ  и ζМ  [3]: 

   0 0 01 1ε , , , , .
2 2 i jij ij ij j i i jg g g V g V V V    

      
                                         (10) 
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При учете (6) и (9) деформации запишутся выражениями 

 1 0 2 0 3 0 1 1 0 2 2 0 3 3 0 1 2 0 1 3 0 2 3 0
11 1 11 1 12 1 13 1 1 11 1 1 22 1 1 33 1 1 12 1 1 13 1 1 23

1ε 2 2 2 ;
2

f g f g f g f f g f f g f f g f f g f f g f f g          

........................................................................................................................................  

1 0 2 0 3 0 1 0 2 0 3 0 1 1 0 1 2 0
23 3 12 3 22 3 23 2 13 2 23 2 33 2 3 11 2 3 122ε f g f g f g f g f g f g f f g f f g          

1 3 0 2 1 0 2 2 0 2 3 0 3 1 0 3 2 0 3 3 0
2 3 13 2 3 12 2 3 22 2 3 23 2 3 13 2 3 23 2 3 33.f f g f f g f f g f f g f f g f f g f f g                           (11) 

Компоненты тензора приращений деформаций на (j+1)-м шаге нагружения определяются разно-
стью ковариантных компонент метрических тензоров точек ζ*М  и ζМ : 

   * л н1 1ε , , , , ε ε ,
2 2 mn mnmn mn mn m n n m m ng g g w g w w w        

     
                        (12) 

где л нε ; ε
mn mn

   – компоненты линейного тензора приращений деформаций и нелинейного тензора при-
ращений деформаций. 

При учете (6) и (7) линейные части тензора приращений деформаций можно представить выраже-
ниями 

 
11

л 1 2 3 1
1 2 3 1 11 2 12 3 13ε , , ,x x xw c w c w c w c m c m c m         

   2 3
1 21 2 22 3 23 1 31 2 32 3 33 ;w c m c m c m w c m c m c m       

......................................................................................................  

23

л 1 2 3 1 2 3
ζ 4 ζ 5 ζ 6 θ 7 θ 8 θ 92 ε , , , , , ,w c w c w c w c w c w c         

 1
4 11 5 12 6 13 7 11 8 12 9 13w c l c l c l c n c n c n        

 2
4 21 5 22 6 23 7 21 8 22 9 23w c l c l c l c n c n c n        

 3
4 31 5 32 6 33 7 31 8 32 9 33 ,w c l c l c l c n c n c n                                                  (13) 

где  0 1 2 0 3 0
1 11 1 1 12 1 131 ;c g f f g f g     

       0 3 2 0 0 3
9 13 1 3 23 33 3

.....................................................

1 .c g f f g g f     

Компоненты линейного тензора приращений деформаций можно определить матричной зависи- 
мостью 

    л

3 16 36 1

ε ,L w


                                                                     (14) 

где    11 22 33 12 13 23

л л л л л л

1 6
ε ε ε ε 2 ε 2 ε 2 ε ;Т



            1 2 3

1 3
;Тw w w w



   L  – матрица операторов соот-

ношений (13). 
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Зависимости напряжений от деформации 

Полные напряжения и их приращения в актуальном базисе точки Mζ определяются соотношениями 
[3; 12] 

    л
1 1σ λ ε 2μ ε ; σ λ ε 2μ ε ,

mn

ij ij im in ij ij im in
mnI g g g I g g g                                  (15) 

где σ ;ij  σij  – контравариантные компоненты тензоров напряжений и их приращений; ε ,mn  лε
mn

  – ко-
вариантные компоненты тензоров деформаций и их линейных приращений; λ, μ  – параметры Ламе; 

 1 ε ε ,mn
mnI g


   л
1 ε ε

mn

mnI g  
  – первые инварианты тензоров деформаций и их линейных прира-

щений. 
Соотношения (15) представляются в матричном виде: 

         лσ ε ; σ ε ,С С                                                         (16) 

где    11 22 33 12 13 23σ σ σ σ σ σ σ ;Т       11 22 33 12 13 23ε ε ε ε 2ε 2ε 2ε ;Т       11 22 33 12 13 23σ σ Δσ Δσ Δσ Δσ Δσ .Т    

Матрица жесткости конечного элемента в форме шестигранника 

Узловые координаты шестигранного конечного элемента принимаются в виде матриц-строк: 

   
1 8

λ λ λ λ λ λ λ λ λ ,
T i j k l m n p h

y


                                                  (17) 

где λ , θ, ζx  – координаты узлов конечного элемента в глобальной системе координат; , ,  ... i j h  – узло-
вые точки шестигранника. 

Для выполнения численного интегрирования по объему шестигранного конечного элемента он 
отображается на куб, с локальными координатами, изменяющимися в пределах –1 , ,a b c  1 [12]. Ко- 
ординаты внутренней точки шестигранного дискретного элемента определяются через узловые значе- 
ния на основе трилинейных функций в системе координат куба:  

    
1 8 8 1

λ φ , , λ .T
ya b c

 

                                                                (18) 

Прямые  , , , , , ,θ, ,θ, ,θ, , ζ, , ζ, , ζ,a b c a b c a b cх х х  и обратные  θ ζ θ ζ θ ζ, , , , , , , , , , , , , , , , ,х х хa a a b b b c c c  
производные координат определяются дифференцированием (18). 

Скалярная аппроксимация перемещений. Принятые узловые неизвестные шестигранника в локаль-
ной и глобальной системах координат записываются матрицами-строками: 

       л Г
, , , ,θ ,ζ ,ζ

1 32 1 32

.. , ... ... ... ; .. , ... ... ... ; 1, 2,3.
Т Тt ti th ti ti ti th t ti th ti ti ti th

y a b c c y хw w w w w w w w w w w w w w t
 

            (19) 

Матрицы-столбцы (19) связаны между собой матричной зависимостью 

     л Г

32 3232 1 32 1

,t tw Т w
 

                                                                            (20) 

где матрица  Т  содержит производные глобальных координат ω ω ω, θ , ζх  узловых точек в локальной 

системе ,  ,  a b c   ω ,  ,  ,  ,  ,  ,  ,  .i j k l m n p h  
Обычно в МКЭ компоненты вектора w  аппроксимируются выражениями  



Gureeva N.A. et al. Structural Mechanics of Engineering Constructions and Buildings. 2022;18(3):228–241 
 

 

234   ANALYTICAL AND NUMERICAL METHODS OF ANALYSIS OF STRUCTURES 

            л Г Г

1 32 1 32 1 3232 3232 1 32 1 32 1

ψ ψ γ ; 1, 2,3,T T Tt t t t
y у yw w Т w w t

    

                                          (21) 

где  ψ T
 – аппроксимирующая матрица с элементами в виде полиномов Эрмита третьей степени; 

μ μγ ψ ;  

..........................................................  
ω ω ω

8 μ 8 μ 16 μ 24 μγ ψ , ψ , ψ , ;a b cх х х       

...........................................................  
ω ω ω

16 μ 8 μ 16 μ 24 μγ ψ θ, ψ θ, ψ θ, ;a b c       

...........................................................  
ω ω ω

24 μ 8 μ 16 м 24 μγ ψ ζ, ψ ζ, ψ ζ, ;a b c       

...........................................................  

ω ,  ,  ,  ,  ,  ,  ,  ;i j k l m n p h  

μ 1,  2,  ...,  8.                                                                                                                                                     (22) 

После дифференцирования (21) находятся производные компонент вектора перемещения по гло-
бальным координатам ,θ,ζх  

        Г Г

1 32 1 3232 32 32 1 32 1

, ψ, γ, .T Tt t t
m m y m yw T w w

   

                                                       (23) 

В аппроксимирующих выражениях (21) и (23) отсутствуют параметры используемой для расчета 
криволинейной системы координат, поэтому каждая определяется через узловые значения только этой 
же компоненты. 

Указанные недостатки аппроксимирующих выражений (21) и (23) приводят в МКЭ к отсутствию 
возможности учета элемента как твердого тела. 

С учетом (21) и (23) соотношения (14) для приращений деформаций представляются в матричном 
виде 

            л Г Г
1

3 66 3 6 3 3 96 6 966 1 96 1 96 1

ε ,y yL w L A w B w
     

                                                     (24) 

где       Г 1 2 3

1 96 1 32 1 32 1 32

T T T T

y y y yw w w w
   

 
  
 

 – строка узловых неизвестных объемного конечного элемента; 

 
     
     
     

3 96

1 32

γ 0 0

0 γ 0 .

0 0 γ

Т Т Т

Т Т Т

Т Т Т

А
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Векторная аппроксимация перемещений. При выполнении расчетов в криволинейных системах 
координат для получения аппроксимирующих выражений искомых величин вводят в рассмотрение век-
торные узловые неизвестные конечного элемента в локальной и глобальной системах координат выра-
жениями 

       л Г
, , , ,θ ,ζ ,ζ

1 32 1 32

.. , ... ... ... ; .. , ... ... ... .
Т Тi h i i i h i h i i i h

y a b c c y хw w w w w w w w w w w w w w
 

 
                                    (25) 

Между матрицами-столбцами (25) выполняется соотношение 

    л Г

32 3232 1 32 1

.у yw Т w
 


                                                                          (26) 

Традиционная теория аппроксимаций позволяет определить вектор перемещения внутренней точки 
конечного элемента через узловые векторы (25) выражением 

            л Г Г

1 32 1 32 1 3232 3232 1 32 1 32 1

ψ ψ γ .T T T
y у yw w Т w w

    

  
                                                      (27) 

Дифференцированием (27) по криволинейным координатам ,θ,ζх  определяются производные век-
торов перемещений: 

   Г

1 32 32 1

, γ, ; ,θ, ζ.T
m m yw w m x

 

 
                                                              (28) 

На основании (5), (6) столбец узловых неизвестных  Г
уw  можно представить матричным выраже-

нием 

      Г Г

96 9696 132 1 96 132 96 32 96

α ,у y уw G G N w
  

       
                                                            (29) 

где    1 2 3 1 2 3 1 2 3 1 2 3 1 2 3 1 2 3
1 1 1 2 2 2 3 3 3 3 3 3α ... α α α ...α α α ...α α α ...α α α ;

T i i i h h h i i i i i i i i i h h h
y w w w w w w                                          (30) 

32 96

G


  


 – векторы базисных  0ω 0ω 0ω
1 2 3g g g  

 узловых точек  ω 1,  2,  ...,  8 .  

При координатном преобразовании выражения (29) базисные векторы узловых точек конечного 

элемента в матрице G  


 должны быть выражены через базисные векторы внутренней точки конечного 

элемента соотношением 

         1ω ω ω 0 ω 0
0 ; ω ,  ,  ,  ,  ,  ,  ,  .g s i s s g z g i j k l m n p h             

  
                     (31) 

Используя (31) для замены элементов матрицы G  


 в (29) и подставляя (29) в (27) и (28), можно 

сформировать матричные выражения  



Gureeva N.A. et al. Structural Mechanics of Engineering Constructions and Buildings. 2022;18(3):228–241 
 

 

236   ANALYTICAL AND NUMERICAL METHODS OF ANALYSIS OF STRUCTURES 

       0 Г 0 Г
1 8 9 17 25 32

96 96 3 963 3 3 3 1 396 1 96 1

γ ...γ γ ... γ ... γ ... γ ;
T

T T T T T T Ti h i i i h
у уw g z z z z z z N w g H w

    

 
                            

 

       

  0 Г

3 961 3 96 1

, , .
T

m m уw g H w
 

   
                                                                   (32) 

Приравнивая правые части (5), (6) и (32), можно получить аппроксимирующие выражения 

       Г Г

1 96 96 1 1 96 96 1

; α ; ( 1, 2,3; 1, 2,3),
T Ti i i i

у n n уw h w b w i n
   

                                   (33) 

где матрицы  Tih  и  Ti
nb являются строками матриц  H  и  ,mH  соответственно. 

Компонентами матрицы ω T
z    в аппроксимациях (33) учитываются параметры используемой в 

расчете криволинейной системы координат. Отдельная компонента вектора перемещения зависит от всех 
компонент векторов перемещений узловых точек их производных, что более адекватно соответствует 
геометрическому смыслу в криволинейной системе координат. 

С учетом (33) компоненты линейного тензора приращений деформаций запишутся матричным вы-
ражением 

            л Г Г
2

3 16 3 6 3 3 96 6 966 1 96 1 96 1

ε .y yL w L H w B w
     

                                                     (34) 

Матрица жесткости конечного элемента на шаге нагружения. Используется функционал, осно-
ванный на равенстве работ внешних и внутренних сил на шаге нагружения. 

                  н лП σ ε σ ε σ ε ,T T T T Tl

V V s s V

V V w q ds w q ds V                      (35) 

где q и Δq – суммарная и шаговая нагрузка на поверхности s элемента; V – объем элемента. 
После подстановки аппроксимирующих выражений и минимизации функционала по узловым не-

известным  Г T

yw  получается выражение 

       н Г

96 196 96 96 196 96 96 1

,y yK K w F R
  

 
     

 
                                                        (36) 

где [K] – матрица жесткости элемента; [Kн] – матрица за счет нелинейной части приращений деформа-
ций;  F  – вектор узловых нагрузок на шаге нагружения;  R  – невязка на шаге нагружения. 

Результаты и обсуждение 
Соотношениями (36) представляются два варианта матрицы жесткости шестигранного конечного 

элемента в криволинейной системе координат. Первый вариант основан на аппроксимации перемеще-
ний, корректной только в декартовой системе координат, когда каждая искомая величина аппроксимиру-
ется через узловые значения этой же величины. 

Второй вариант основан на математической модели аппроксимации векторных величин, в которой 
после координатного преобразования получаются аппроксимирующие выражения искомых величин, 
включающие параметры используемой криволинейной системы координат. 
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Пример расчета 1. Определено напряженно-деформированное состояние цилиндрической оболоч-
ки диаметром d и длиной L, находящейся под действием сосредоточенной силы Р (рис. 1). 

Геометрические параметры оболочки приняты следующими: L = 0,8 м; d = 0,504 м; t = 0,0254 м; 
E = 6,9104 МПа;  = 0,28; Р = 6,9 Н. 

 

 
 

Рис. 1. Цилиндрическая оболочка на пружинных опорах 
Figure 1. Cylindrical shell on spring supports 

 
В качестве опорных устройств в расчете приняты пружины переменной жесткости. В первом вари-

анте расчета считалось, что пружины абсолютно жесткие. Во втором варианте предполагалось, что пру-
жины позволяют смещение всей конструкции на величину Δ. 

Расчеты выполнялись с использованием разработанного шестигранного конечного элемента на ос-
нове двух вариантов аппроксимации искомых величин. В первом варианте использовалась традиционная 
аппроксимация компонент вектора перемещения (21) и их производных (23).  

Во втором варианте расчета применялась разработанная авторами аппроксимация перемещений и 
их производных (33). 

Результаты вариативных расчетов при абсолютной жесткости пружинных опор представлены в 
таблице в зависимости от густоты сетки дискретизации четвертой части оболочки.  

 
Результаты вариативных расчетов при абсолютной жесткости пружинных опор 

Густота сетки 
Прогиб w, м

Вариант расчета 1 Вариант расчета 2 
3×3×1 2,15·10–3 2,0·10–3 
4×4×1 2,18·10–3 2,1·10–3 
5×5×1 2,19·10–3 2,1·10–3 
6×6×1 2,2·10–3 2,2·10–3 

 
Results of variable calculations with absolute stiffness of spring supports 

Mesh density 
Deflection w, m 

Calculation option I Calculation option II 
3×3×1 2.15·10–3 2.0·10–3 
4×4×1 2.18·10–3 2.1·10–3 
5×5×1 2.19·10–3 2.1·10–3 
6×6×1 2.2·10–3 2.2·10–3 

 
Табличные результаты свидетельствуют, что значения перемещения точки приложения силы Р сов-

падают в случае использования каждого из вариантов аппроксимации искомых величин шестигранника. 
На рис. 2 представлен график изменения окружных нормальных напряжений внутренних волокон точки Р 
в зависимости от жесткости пружинных опор, позволяющих смещение конструкции на величину Δ. 

Как видно из графика, смещение цилиндрической оболочки на 0,1 м как твердого тела не приводит 
к изменению окружных нормальных напряжений (линия II). 

Использование аппроксимации искомых величин МКЭ в варианте I приводит к значительным из-
менениям окружного нормального напряжения (линия I). 

t 
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Значения нормальных напряжений по варианту II остались неизменными и при Δ = 1 м, что свиде-
тельствует о решении проблемы учета смещения конечного элемента как твердого тела на основе раз- 
работанного варианта II аппроксимации компонент вектора перемещения через узловые значения ком-
понент. 

 

 
 

Рис. 2. График изменения окружного нормального напряжения 
Figure 2. Graph of changes in the circumferential normal stress 

 
Пример расчета 2. Рассматривалось деформированное состояние цилиндрической панели, защем-

ленной по концам [22] (рис. 3). 
В качестве исходных данных приняты следующие величины: толщина поперечного сечения арки – 

t = 0,00476 м; ширина поперечного сечения арки – b = 0,00254 м; внутренний радиус R = 3,381 м; сектор 
круговой арки α = 0,256 рад.; модуль упругости материала арки Е = 7·104 МПа; коэффициент Пуассона 
ν = 0,2. Нагружение цилиндрической панели осуществлялась сосредоточенной силой Р, прикладываемой 
в ее вершине. 

На графике (рис. 4) приведены значения перемещений точки приложения груза в зависимости от ве-
личины силы, где использованы обозначения: Р, кН – значение сосредоточенной силы; w1, м – перемеще-
ния точки, найденные при использовании скалярной аппроксимации перемещений в дискретном элементе; 
w2, м – численные значения перемещений, найденные на основе аппроксимации перемещений в векторной 
формулировке; w3, м – перемещения, приведенные в [22] на основе итерационной процедуры. 

Анализ приведенных на графике численных результатов показывает, что значения перемещений w1, 
полученные на основе использования скалярной аппроксимации, оказались отличающимися от двух дру-
гих в пределах 8 % при нагрузках меньших 0,1 кН. При большем значении нагрузки в случае скалярного 
варианта аппроксимации перемещений происходит сбой вычислительного процесса. 

Результаты перемещений, полученные на основе аппроксимации искомых величин в векторной 
формулировке, находятся в хорошем соответствии с результатами [22], что свидетельствует о корректно-
сти разработанного алгоритма векторной аппроксимации перемещений. 

 

 
 

Рис. 3. Расчетная схема цилиндрической панели, защемленной на концах 
Figure 3. Design diagram of a cylindrical panel pinched at the ends 

σк 

Δ, м 

II

I

w0
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Рис. 4. График значений перемещений w точки приложения сосредоточенной силы P 
Figure 4. Graph of displacement values w of the point of application of concentrated force P 

Заключение 
Векторная аппроксимация искомых величин МКЭ при расчетах в криволинейных системах коор-

динат является более корректной, так как позволяет учитывать в аппроксимирующих выражениях пара-
метры используемой криволинейной системы координат. При использовании скалярного варианта ап-
проксимации искомых величин МКЭ тип криволинейной системы координат во внимание не принимает-
ся, что приводит к некорректности аппроксимирующих соотношений. 
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