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 Аннотация. Тонкостенные цилиндрические оболочки применяются в эле-
ментах высоконагруженных изделий машиностроения и энергетики. Наряду 
с частым использованием на производстве, экспериментальные исследования 
в лабораториях также проводятся постоянно. Это позволяет смоделировать 
поведение оболочки при воздействии на нее внешних сил. Но иногда про-
ведение эксперимента становится маловозможным из-за ограничения мощ-
ности экспериментального аппарата при моделировании соответствующих 
условий воздействия на оболочку в практике, поэтому актуально совершен-
ствование теоретических методов расчета предельных состояний оболочек при 
работе в упругопластической области. Цель исследования – проверка соот-
ветствия результатов эксперимента, проведенного на тонкостенной цилин-
дрической оболочке из стали 45 (ГОСТ 1050–2013) при воздействии на образец 
силами растяжения, сжатия и кручения с теоретическими расчетами на основе 
уравнений теории упругопластических процессов А.А. Ильюшина. Приведе-
ны уравнения определяющих соотношений теории упругопластических про-
цессов А.А. Ильюшина для произвольных траекторий сложного нагружения 
и деформирования материалов в девиаторном пространстве деформаций 
Э1–Э3. Все теоретические результаты проверены на соответствие с экспе-
риментом, дана оценка достоверности существующей теории устойчивости. 
Решение представляется в виде графиков зависимости векторных и скаляр-
ных свойств материала от величины длины дуги траектории деформации
и других параметров. Для различных этапов нагружения выборочно пред-
ставлены числовые значения. 

Ключевые слова: экспериментальное исследование, тонкостенная цилин-
дрическая оболочка, упругопластический процесс, нагрузка, аппроксимация, 
гипотеза компланарности, деформация 
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 Abstract. Thin-walled cylindrical shells are used in elements of highly loaded 
products of mechanical engineering and energy. Along with their frequent use in 
production, experimental research in laboratories is also carried out constantly. 
This allows to simulate the behavior of the shell when exposed to external forces. 
But sometimes conducting an experiment becomes little possible due to the limitation 
of the power of the experimental apparatus when modeling the corresponding condi-
tions of exposure to the shell in practice, therefore, improving theoretical methods 
for calculating the limiting states of shells when working in the elastoplastic region is 
relevant. The purpose of the study is to verify the conformity of the results of the experi-
ment conducted on a thin-walled cylindrical shell made of steel 45 (GOST 1050–2013) 
when exposed to the sample by stretching, compression and torsion forces with 
theoretical calculations based on the equations of the theory of elastic-plastic pro-
cesses by A.A. Ilyushin. The equations of the defining relations of the theory of elastic-
plastic processes by A.A. Ilyushin for arbitrary trajectories of complex loading and 
deformation of materials in the deviatory deformation space Э1–Э3 are presen-
ted. All theoretical results are checked for compliance with the experiment,
the reliability of the existing theory of stability is assessed. The solution is presented 
in the form of graphs of the dependence of the vector and scalar properties of
the material on the length of the arc of the deformation trajectory and other pa-
rameters. Numerical values are selectively presented for different loading stages. 

Keywords: experimental study, thin-walled cylindrical shell, elastic-plastic process, 
load, approximation, coplanarity hypothesis, deformation 
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Введение 
Выполненные на сегодняшний день экспериментальные исследования в области упругопластиче-

ского деформирования тонкостенных цилиндрических оболочек не структурированы и не имеют едино-
образной унификационной классификации построения экспериментальных программ [1–5]. Опыты мно-
гогранны, проводятся на образцах с разными сечениями, физико-механическими свойствами, температу-
рами и химическим составом, а потому трудно сопоставимы по результатам и не могут однозначно отве-
тить на вопрос о степени влияния нагрузок на критические параметры напряжений и деформаций при 
определенном процессе нагружения.  

Учениками Тверской научной школы под руководством В.Г. Зубчанинова наиболее подробно экс-
периментально исследованы простые процессы в пространстве напряжений, при нагружении оболочек 
силами растяжения, сжатия, кручения или внутреннего давления [6–11]. В то же время оценка нагруже-
ния оболочек под одновременным действием нескольких сил, которое можно назвать сложным нагруже-
нием, в работах встречается крайне редко и требует внимания в настоящее время [12–21]. 

Обработка экспериментальных результатов исследования также выполняется по-разному1. Если в 
расчетной практике диаграммы растяжения и сжатия часто аппроксимируют в виде кусочно-ломаных 
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прямых, то в многопараметрических процессах, например при одновременном воздействии на образец 
осевой сжимающей силы, крутящего момента и внутреннего давления, построение аппроксимаций 
сложными функциями представляет собой трудную задачу.  

Учеными выдвигались различные гипотезы, упрощающие задание функций, описывающих процесс 
деформирования. Одной из таких теорий является гипотеза компланарности А.А. Ильюшина для векто-
ров напряжения, приращения напряжения и приращения деформации [22]. Векторное представление 
процессов нагружения и деформирования материалов, введенное А.А. Ильюшиным в теории упругопла-
стических процессов, является весьма наглядным и эффективным как при выводе определяющих соот-
ношений, так и при описании и анализе экспериментальных значений функционалов пластичности [23–25]. 
Гипотеза применяется при построении общей теории устойчивости оболочек при сложном нагружении 
за пределом упругости и является частным случаем теории упругопластических процессов А.А. Илью-
шина. Она отличается довольно простым математическим аппаратом и, что особенно важно, прямой 
возможностью экспериментально проверить ее основные постулаты и уравнения. 

В данной работе рассматривается основанное на гипотезе компланарности А.А. Ильюшина моде-
лирование траектории деформации цилиндрической оболочки из стали 45 при сложном нагружении осе-
вой сжимающей/растягивающей силой и крутящим моментом, экспериментальная часть которого по-
дробно рассмотрена в [26]. 

Материалы и методы 
В [26] испытания проводились на автоматизированном испытательном комплексе СН-ЭВМ. В качестве 

образца для испытания использовалась тонкостенная цилиндрическая оболочка из стали 45 ГОСТ 1050–2013 
толщиной 1 мм, радиусом срединной поверхности 15,5 мм и длиной рабочей зоны 110 мм. Результатом 
испытания являются экспериментально полученные числовые значения модуля вектора напряжения σ, МПа, 
и деформации Э, %, время проведения испытания (секунд), а также значения компонент векторов напря-
жений и деформаций. 

Обработка экспериментальных данных. После нагружения оболочки осевой сжимающей/растягивающей 
силой и крутящим моментом в трехмерном векторном пространстве годографа вектора деформаций и 
отклика на нее в форме траектории напряжения, полученной в эксперименте [26], производится локаль-
ное сглаживание экспериментальных данных для компонент деформаций εij и компонент напряжений σij. 
Для аппроксимирования экспериментальных диаграмм условно примем yi = σij либо yi = εij (i, j = 1, 2, 3). 

Сглаживание экспериментальных значений yi вычисляем по формулам, полученным на основе ме-
тода наименьших квадратов для аппроксимирующего многочлена третьей степени [22]: 

 2 1 1 2
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Аппроксимации (1) и (2) физически достоверно описывают процессы упругопластического дефор-
мирования стали, поэтому они используются как основной расчетный вариант при вычислении числен-
ных значений, характеризующих напряженно-деформируемое состояние материала. 

Моделирование деформирования цилиндрической оболочки. Вычисление компонент векторов напря- 
жений и деформаций и их модулей производим по формулам [22]: 

22 33
1 11 22 33 2 3 12

σ σ2 1σ (σ σ ) ;      ;      2σ ;
3 2 2

S S S       
                                  (3) 



Черемных С.В. Строительная механика инженерных конструкций и сооружений. 2022. Т. 18. № 2. С. 150–160 
 

 

ТЕОРИЯ ТОНКИХ ОБОЛОЧЕК  153 

 1 11 0 2 22 11 0 3 12
2 1 3Э ε ε ;      Э 2(ε ε ε );      Э 2ε ,
3 2 2

                                        (4) 

где средние значения напряжений и деформаций определяются как  0 11 22 33
1σ σ σ σ ;
3

    0 0ε σ / 3 ,K  

при значении модуля объемной деформации 51,75 10К    МПа. 
Главные нормальные напряжения и удлинения определяем по формулам [22]: 

2 211 22
1,2 11 22 12 3

σ σ 1σ (σ σ ) 4σ ;     σ 0;
2 2


                                                  (5) 

   2 211 22
1,2 11 22 12 3 0 11 22

ε ε 1ε ε ε 4ε ;      ε 3ε ε ε .
2 2


                                         (6) 

Главные касательные напряжения и сдвиги и их интенсивности [22]: 

2 3 1 31 2
12 23 13

σ σ σ σσ σ ;     ;     ;
2 2 2

T T T 
                                                    (7) 

12 1 2 23 2 3 13 1 3Г ε ε ;      Г ε ε ;      Г ε ε ;                                                        (8) 

2 2 2 2 2 2
12 23 13 12 23 13

1 1;      Г Г Г Г .
2 2

Т Т Т Т                                                   (9) 

Результаты и обсуждение 
По формуле (1) и (2) произведем локальное сглаживание экспериментальных данных для значений 

модуля вектора напряжения σ и деформации Э, а также их компонент. На рис. 1, а показана эксперимен-
тальная и аппроксимированная диаграмма деформирования оболочки в плоскости σ(Э). Стоит отметить, 
что при наложении диаграммы почти совпадают, это позволяет сделать вывод о соответствии опыту формул 
для аппроксимации экспериментальных диаграмм. При выборочной детализации графика на рис. 1, б 
численный разброс между экспериментальными (кривая синего цвета) и расчетными значениями (кривая 
красного цвета) составляет не более 2 %. 

 

а б 
 

Рис. 1. Диаграмма деформирования оболочки в плоскости σ(Э):  
а – общий вид; б – детализация графика 

Figure 1. Diagram of shell deformation in the plane σ(Э):  
a – general view; б – graph detail 
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Как отмечалось ранее, векторное представление процессов деформирования материалов А.А. Иль-
юшина в теории упругопластических процессов является эффективным при описании эксперименталь-
ных значений функций пластичности [17; 18; 27].  

По формулам (3) и (4), соответствующим теории упругопластических процессов А.А. Ильюшина, 
а также на основании экспериментальных данных произведем вычисление компонент векторов деформа-
ций, представив результаты графически на рис. 2 и 3. 

 

а б 
Рис. 2. Траектория деформирования оболочки из стали 45: 

а – общий вид; б – детализация графика 
Figure 2. The trajectory of deformation of the shell made of steel 45: 

a – general view; б – graph detail

 
Рис. 3. Траектория проекции вектора напряжения S1–S3: 

а – общий вид; б – детализация графика 
Figure 3. The trajectory of the projection of the voltage vector S1–S3: 

a – general view; б – graph detail 
 
На рис. 2 и 3, а также последующих рис. 4–6 экспериментальным данным соответствует кривая синего 

цвета, а расчетным – кривая красного цвета. Как следует из детализации рис. 2, б; 3, б; 4, б; 5, б; 6, б теорети-
ческие расчеты сопоставимы с экспериментальными значениями, а разница между ними не превышает 1 %. 

Далее показаны графики глобальной (рис. 4) и локальной (рис. 5, 6) диаграмм деформирования.  
 

а б 
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а б 
 

Рис. 4. Диаграмма деформирования оболочки в плоскости σ(S): 
а – общий вид; б – детализация графика 

Figure 4. Diagram of shell deformation in the plane σ(S): 
a – general view; б – graph detail 

 
На рис. 4 горизонтальная ось длины дуги траектории деформирования S, являющаяся параметром 

или мерой деформирования, определяет внутреннюю геометрию траектории нагружения (рис. 2) и нахо-
дится по экспериментальным результатам. 

Влияние сложного нагружения на устойчивость образцов проявляется, прежде всего, в момент по-
тери устойчивости, когда происходит излом траекторий деформаций и нагружения. Обычно при графи-
ческом и числовом анализе экспериментальных результатов момент потери устойчивости определяется 
резким изломом процесса деформирования на всех или одной из локальных диаграмм. Однако при ана-
лизе построенных рис. 5 и 6 для выполненного эксперимента [26] стоит отметить, что резкого излома 
процесса деформирования не наблюдается, это говорит о сохранении устойчивости образца при заверше- 
нии опыта.  

Помимо графического анализа по результатам выполненного эксперимента и проверки его соот-
ветствия теории упругопластических процессов А.А. Ильюшина, опытные данные показывают значения, 
определяющие внутренние силы в твердом теле, а также показатели изменения формы и размеров тела 
для последующего решения задач механики упругопластических деформаций.  

 

а б 
 

Рис. 5. Локальная диаграмма деформирования S1–Э1: 
а – общий вид; б – детализация графика 

Figure 5. The trajectory of the projection of the voltage vector S1–Э1: 
a – general view; б – graph detail 
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а б 
 

Рис. 6. Локальная диаграмма деформирования S3–Э3: 
а – общий вид; б – детализация графика 

Figure 6. The trajectory of the projection of the voltage vector S3–Э3: 
a – general view; б – graph detail 

 
В частности, теория напряжений ставит перед собой задачу определения внутренних сил в материале. 

Эти силы показывают межмолекулярное взаимодействие, а меру внутренних сил называют напряжением. Под 
действием внешних факторов тело деформируется и изменяется расстояние между его точками, вследствие 
чего возникают дополнительные внутренние силы. С помощью формул (5), (7) и опытных данных определяют-
ся главные нормальные и касательные напряжения, характеризующие напряженное состояние в точке. 

В свою очередь, теория деформаций изучает механическое изменение взаимного расположения множе-
ства точек сплошной среды, приводящее к изменению формы и размеров тела. Деформация тела возникает в ре-
зультате действия внешних сил и приводит к возникновению напряжений. Для описания деформации тела ис-
пользуются перемещения точек. Деформация тела состоит из деформации ее материальных частиц. Для их опи-
сания применяются относительные удлинения и сдвиги, рассчитываемые по формулам (6), (8), (9). Определение 
деформации тела также необходимо для оценки его жесткости и выявления напряжений. 

 
Таблица 1 

Результаты экспериментальных исследований оболочки 

Этап σ,  
МПа 

Э,  
% 

S, 
% 

Время, 
с

Э1, 
% 

Э2, 
% 

Э3, 
%

S1, 
МПа

S2, 
МПа

S3, 
МПа

ε11, 
%

ε22, 
%

ε12, 
% 

σ11, 
МПа 

σ22, 
МПа

σ12, 
МПа

1 142,4 0,07 0,09 164 0,00 0,01 0,07 0,97 0,00 142,48 0,00 0,01 0,05 1,18 0,00 100,75
1 159,1 0,09 0,10 180 0,00 0,02 0,08 0,97 0,00 159,11 0,00 0,01 0,06 1,18 0,00 112,51
1 170,8 0,10 0,11 196 0,00 0,02 0,09 1,45 0,00 170,80 0,00 0,01 0,07 1,77 0,00 120,77
1 188,3 0,11 0,12 212 0,00 0,02 0,10 1,45 0,00 188,33 0,00 0,01 0,07 1,77 0,00 133,17 
1 202,2 0,11 0,13 228 0,00 0,01 0,11 1,93 0,00 202,26 0,00 0,01 0,08 2,37 0,00 143,02
2 372,4 0,48 6,02 7267 0,11 –0,13 0,45 –29,46 0,00 371,27 0,09 –0,14 0,32 –36,08 0,00 262,53 
2 373,7 0,49 6,04 7283 0,11 –0,14 0,46 –28,50 0,00 372,62 0,09 –0,14 0,32 –34,90 0,00 263,48
2 376,6 0,50 6,05 7299 0,11 –0,14 0,47 –25,60 0,00 375,76 0,09 –0,14 0,33 –31,35 0,00 265,70
2 374,2 0,50 6,06 7315 0,12 –0,14 0,47 –22,70 0,00 373,52 0,10 –0,14 0,33 –27,80 0,00 264,12
2 376,7 0,51 6,07 7331 0,12 –0,14 0,48 –20,29 0,00 376,21 0,10 –0,14 0,34 –24,84 0,00 266,02 
3 397,5 0,85 13,1 13530 0,28 –0,16 0,79 69,07 0,00 391,49 0,23 –0,23 0,56 84,59 0,00 276,83
3 398,3 0,85 13,2 13535 0,28 –0,15 0,79 71,00 0,00 391,94 0,23 –0,22 0,56 86,96 0,00 277,15
3 402,8 0,88 13,24 13553 0,29 –0,16 0,81 76,31 0,00 395,54 0,24 –0,23 0,57 93,46 0,00 279,69
3 403,7 0,89 13,2 13569 0,30 –0,16 0,82 81,14 0,00 395,54 0,25 –0,24 0,58 99,38 0,00 279,69 
3 403,4 0,90 13,2 13585 0,31 –0,16 0,83 84,04 0,00 394,64 0,25 –0,24 0,59 102,93 0,00 279,05
4 423,1 0,67 21,1 17792 0,00 –0,34 0,57 –104,81 0,00 409,92 0,00 –0,24 0,41 –128,36 0,00 289,86
4 425,3 0,70 21,1 17808 0,00 –0,34 0,61 –101,43 0,00 413,07 0,00 –0,24 0,43 –124,22 0,00 292,08 
4 427,1 0,71 21,1 17812 0,00 –0,34 0,62 –101,61 0,32 414,87 0,00 –0,24 0,44 –124,22 0,45 293,36
4 427,0 0,72 21,2 17824 0,00 –0,34 0,64 –99,50 0,00 415,32 0,00 –0,24 0,45 –121,86 0,00 293,67
4 428,9 0,75 21,2 17840 0,00 –0,34 0,67 –96,12 0,00 418,01 0,00 –0,24 0,48 –117,72 0,00 295,58
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Table 1 
Results of experimental studies of the shell 

Stage σ,  
MPa 

Э,  
% 

S, 
% 

Time, 
s 

Э1, 
% 

Э2, 
% 

Э3, 
% 

S1, 
MPa 

S2, 
MPa 

S3, 
MPa 

ε11, 
% 

ε22, 
% 

ε12, 
% 

σ11, 
MPa 

σ22, 
MPa 

σ12, 
MPa 

1 142.4 0.07 0.09 164 0.00 0.01 0.07 0.97 0.00 142.48 0.00 0.01 0.05 1.18 0.00 100.75
1 159.1 0.09 0.10 180 0.00 0.02 0.08 0.97 0.00 159.11 0.00 0.01 0.06 1.18 0.00 112.51
1 170.8 0.10 0.11 196 0.00 0.02 0.09 1.45 0.00 170.80 0.00 0.01 0.07 1.77 0.00 120.77
1 188.3 0.11 0.12 212 0.00 0.02 0.10 1.45 0.00 188.33 0.00 0.01 0.07 1.77 0.00 133.17 
1 202.2 0.11 0.13 228 0.00 0.01 0.11 1.93 0.00 202.26 0.00 0.01 0.08 2.37 0.00 143.02
2 372.4 0.48 6.02 7267 0.11 –0.13 0.45 –29.46 0.00 371.27 0.09 –0.14 0.32 –36.08 0.00 262.53 
2 373.7 0.49 6.04 7283 0.11 –0.14 0.46 –28.50 0.00 372.62 0.09 –0.14 0.32 –34.90 0.00 263.48
2 376.6 0.50 6.05 7299 0.11 –0.14 0.47 –25.60 0.00 375.76 0.09 –0.14 0.33 –31.35 0.00 265.70
2 374.2 0.50 6.06 7315 0.12 –0.14 0.47 –22.70 0.00 373.52 0.10 –0.14 0.33 –27.80 0.00 264.12
2 376.7 0.51 6.07 7331 0.12 –0.14 0.48 –20.29 0.00 376.21 0.10 –0.14 0.34 –24.84 0.00 266.02 
3 397.5 0.85 13.1 13530 0.28 –0.16 0.79 69.07 0.00 391.49 0.23 –0.23 0.56 84.59 0.00 276.83
3 398.3 0.85 13.2 13535 0.28 –0.15 0.79 71.00 0.00 391.94 0.23 –0.22 0.56 86.96 0.00 277.15
3 402.8 0.88 13.24 13553 0.29 –0.16 0.81 76.31 0.00 395.54 0.24 –0.23 0.57 93.46 0.00 279.69
3 403.7 0.89 13.2 13569 0.30 –0.16 0.82 81.14 0.00 395.54 0.25 –0.24 0.58 99.38 0.00 279.69 
3 403.4 0.90 13.2 13585 0.31 –0.16 0.83 84.04 0.00 394.64 0.25 –0.24 0.59 102.93 0.00 279.05
4 423.1 0.67 21.1 17792 0.00 –0.34 0.57 –104.81 0.00 409.92 0.00 –0.24 0.41 –128.36 0.00 289.86
4 425.3 0.70 21.1 17808 0.00 –0.34 0.61 –101.43 0.00 413.07 0.00 –0.24 0.43 –124.22 0.00 292.08 
4 427.1 0.71 21.1 17812 0.00 –0.34 0.62 –101.61 0.32 414.87 0.00 –0.24 0.44 –124.22 0.45 293.36
4 427.0 0.72 21.2 17824 0.00 –0.34 0.64 –99.50 0.00 415.32 0.00 –0.24 0.45 –121.86 0.00 293.67
4 428.9 0.75 21.2 17840 0.00 –0.34 0.67 –96.12 0.00 418.01 0.00 –0.24 0.48 –117.72 0.00 295.58

 
 

Таблица 2 
Результаты теоретической обработки экспериментальных исследований оболочки 

Этап σ,  
МПа 

Э,  
% 

S, 
% 

Время, 
с

Э1, 
% 

Э2, 
% 

Э3, 
%

S1, 
МПа

S2, 
МПа

S3, 
МПа

ε11, 
%

ε22, 
%

ε12, 
% 

σ11, 
МПа 

σ22, 
МПа

σ12, 
МПа

1 143,56 0,08 0,09 164 0,00 0,01 0,07 0,55 0,00 143,56 0,00 0,01 0,05 0,68 0,00 101,51
1 157,42 0,08 0,10 180 0,00 0,02 0,08 1,21 0,00 157,42 0,00 0,01 0,06 1,49 0,00 111,31
1 172,54 0,10 0,11 196 0,01 0,02 0,09 1,28 0,00 172,53 0,00 0,01 0,07 1,57 0,00 122,00
1 187,60 0,10 0,12 212 0,00 0,02 0,10 1,49 0,00 187,60 0,00 0,01 0,07 1,83 0,00 132,65
1 201,20 0,11 0,13 228 0,00 0,02 0,11 2,10 0,00 201,19 0,00 0,01 0,08 2,57 0,00 142,26
2 372,76 0,48 5,44 7267 0,10 –0,14 0,45 –30,17 0,00 371,54 0,09 –0,14 0,32 –36,95 0,00 262,72
2 374,24 0,49 5,45 7283 0,11 –0,14 0,46 –27,92 0,00 373,19 0,09 –0,14 0,32 –34,19 0,00 263,89
2 375,14 0,50 5,46 7299 0,11 –0,14 0,46 –25,72 0,00 374,26 0,09 –0,14 0,33 –31,50 0,00 264,64
2 375,86 0,51 5,47 7315 0,12 –0,14 0,47 –22,78 0,00 375,17 0,09 –0,14 0,33 –27,90 0,00 265,29
2 375,41 0,51 5,48 7331 0,12 –0,13 0,48 –20,24 0,00 374,86 0,10 –0,14 0,34 –24,79 0,00 265,07
3 398,97 0,85 12,30 13530 0,28 –0,16 0,79 67,45 0,00 393,23 0,23 –0,23 0,56 82,61 0,00 278,05
3 398,79 0,86 12,31 13535 0,29 –0,16 0,80 72,95 0,00 392,06 0,23 –0,23 0,56 89,34 0,00 277,23
3 402,00 0,87 12,33 13553 0,29 –0,16 0,81 76,11 0,00 394,73 0,24 –0,23 0,57 93,21 0,00 279,12
3 403,80 0,89 12,34 13569 0,30 –0,16 0,82 81,06 0,00 395,58 0,25 –0,24 0,58 99,28 0,00 279,72
3 403,65 0,90 12,35 13585 0,31 –0,16 0,83 83,54 0,00 394,91 0,25 –0,24 0,59 102,32 0,00 279,24
4 423,94 0,67 20,04 17792 0,00 –0,34 0,58 –104,69 0,08 410,81 0,00 –0,24 0,41 –128,16 0,11 290,49
4 425,16 0,69 20,06 17808 0,00 –0,34 0,60 –102,22 0,08 412,68 0,00 –0,24 0,43 –125,14 0,11 291,81
4 426,69 0,71 20,08 17812 0,00 –0,34 0,62 –101,02 0,15 414,56 0,00 –0,24 0,44 –123,62 0,22 293,14
4 427,65 0,72 20,11 17824 0,00 –0,34 0,64 –99,43 0,11 415,93 0,00 –0,24 0,45 –121,71 0,15 294,11
4 428,50 0,75 20,14 17840 0,00 –0,34 0,67 –96,22 –0,03 417,55 0,00 –0,24 0,47 –117,87 –0,04 295,25
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Table 2 
Results of theoretical processing of experimental studies of the shell 

Stage σ,  
MPa 

Э,  
% 

S, 
% 

Time, 
s 

Э1, 
% 

Э2, 
% 

Э3, 
% 

S1, 
MPa 

S2, 
MPa 

S3, 
MPa 

ε11, 
% 

ε22, 
% 

ε12, 
% 

σ11, 
MPa 

σ22, 
MPa 

σ12, 
MPa 

1 143.56 0.08 0.09 164 0.00 0.01 0.07 0.55 0.00 143.56 0.00 0.01 0.05 0.68 0.00 101.51
1 157.42 0.08 0.10 180 0.00 0.02 0.08 1.21 0.00 157.42 0.00 0.01 0.06 1.49 0.00 111.31
1 172.54 0.10 0.11 196 0.01 0.02 0.09 1.28 0.00 172.53 0.00 0.01 0.07 1.57 0.00 122.00
1 187.60 0.10 0.12 212 0.00 0.02 0.10 1.49 0.00 187.60 0.00 0.01 0.07 1.83 0.00 132.65
1 201.20 0.11 0.13 228 0.00 0.02 0.11 2.10 0.00 201.19 0.00 0.01 0.08 2.57 0.00 142.26
2 372.76 0.48 5.44 7267 0.10 –0.14 0.45 –30.17 0.00 371.54 0.09 –0.14 0.32 –36.95 0.00 262.72
2 374.24 0.49 5.45 7283 0.11 –0.14 0.46 –27.92 0.00 373.19 0.09 –0.14 0.32 –34.19 0.00 263.89
2 375.14 0.50 5.46 7299 0.11 –0.14 0.46 –25.72 0.00 374.26 0.09 –0.14 0.33 –31.50 0.00 264.64
2 375.86 0.51 5.47 7315 0.12 –0.14 0.47 –22.78 0.00 375.17 0.09 –0.14 0.33 –27.90 0.00 265.29
2 375.41 0.51 5.48 7331 0.12 –0.13 0.48 –20.24 0.00 374.86 0.10 –0.14 0.34 –24.79 0.00 265.07
3 398.97 0.85 12.30 13530 0.28 –0.16 0.79 67.45 0.00 393.23 0.23 –0.23 0.56 82.61 0.00 278.05
3 398.79 0.86 12.31 13535 0.29 –0.16 0.80 72.95 0.00 392.06 0.23 –0.23 0.56 89.34 0.00 277.23
3 402.00 0.87 12.33 13553 0.29 –0.16 0.81 76.11 0.00 394.73 0.24 –0.23 0.57 93.21 0.00 279.12
3 403.80 0.89 12.34 13569 0.30 –0.16 0.82 81.06 0.00 395.58 0.25 –0.24 0.58 99.28 0.00 279.72
3 403.65 0.90 12.35 13585 0.31 –0.16 0.83 83.54 0.00 394.91 0.25 –0.24 0.59 102.32 0.00 279.24
4 423.94 0.67 20.04 17792 0.00 –0.34 0.58 –104.69 0.08 410.81 0.00 –0.24 0.41 –128.16 0.11 290.49
4 425.16 0.69 20.06 17808 0.00 –0.34 0.60 –102.22 0.08 412.68 0.00 –0.24 0.43 –125.14 0.11 291.81
4 426.69 0.71 20.08 17812 0.00 –0.34 0.62 –101.02 0.15 414.56 0.00 –0.24 0.44 –123.62 0.22 293.14
4 427.65 0.72 20.11 17824 0.00 –0.34 0.64 –99.43 0.11 415.93 0.00 –0.24 0.45 –121.71 0.15 294.11
4 428.50 0.75 20.14 17840 0.00 –0.34 0.67 –96.22 –0.03 417.55 0.00 –0.24 0.47 –117.87 –0.04 295.25

 
В [26] указано, что опыт, соответствующий траектории деформирования оболочки из стали 45 

(рис. 2, а), проводился в течение пяти с половиной часов, а экспериментально получено 1093 значения, 
определяющих векторные и скалярные свойства материала.  

В табл. 1 выборочно показаны численные значения, на основании которых построены эксперимен-
тальные графики.  

В табл. 2 показаны соответствующие экспериментальным точкам табл. 1 расчетные значения. Рас-
четы по формулам (1)–(9) выполнены в программе Excel. 

Заключение 
Рассмотрены замкнутые криволинейные траектории постоянной кривизны, реализованные в плос-

кости Э1–Э3 девиаторного пространства деформаций при воздействии на образец осевой силы и крутя-
щего момента [26].  

Уже отмечалось, что в мировой практике существуют различные подходы для обработки экспери-
ментальных данных, полученных от воздействия внешних усилий на тонкостенные цилиндрические обо-
лочки. При этом совершенно отсутствует унификация типоразмеров при подборе оболочки, эксперимен-
тальные образцы отличаются сечением и представляют собой множество типоразмеров, где в целом рас-
стояние между двумя криволинейными поверхностями мало по сравнению с другими размерами. 

Стоит отметить, что даже при проведении одного и того же опыта на двух одинаковых образцах, 
но из разных партий поставки материалов, где не существенно, но отличается химический состав, экспе-
риментальные данные могут значительно различаться. Например, для определения номенклатуры стали 45 
по ГОСТ 1050–2013 достаточно, чтобы углерода при прочих равных химических добавок было в преде-
лах 0,42–0,50 %, что, несомненно, скажется на показателях опыта при использовании тонкостенных обо-
лочек с различным нормируемым углеродным составом. 

Указанные несовершенства в геометрии и химическом составе образцов также влияют на теорети-
ческое моделирование процессов деформирования, но, несмотря на это, оболочка является идеальным 
объектом для решения модельных задач строительной механики и механики деформируемого твердого 
тела [28–32]. 
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Использование теории упругопластических процессов А.А. Ильюшина на основе гипотезы ком-
планарности как в данной работе, так и в других [12–19], показало, что теоретические расчеты удовле-
творительно согласуются с опытными данными, а представленная экспериментальная траектория нагру-
жения позволяет обосновать физическую достоверность определяющих соотношений и функций процес-
сов пластического деформирования. 
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