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 Аннотация. И.И. Котов в 1972 г. предложил выделить поверхности кон-
груэнтных сечений в отдельный класс и включить в него поверхности пло-
скопараллельного переноса, поверхности вращения, резные поверхности 
Монжа, циклические поверхности с образующей окружностью постоянно-
го радиуса, ротативные, спироидальные и винтовые поверхности. Цель ис-
следования – получение обобщенных параметрических уравнений поверх-
ностей конгруэнтных сечений маятникового типа на прямых цилиндрах при 
плоскопараллельном переносе подвижных жестких суперэллипсов. Исполь-
зуются методы аналитической геометрии. Для визуализации поверхностей 
применяются компьютерные системы MathCad и AutoCad. Результаты за-
ключаются в выводе параметрических уравнений изучаемых поверхностей 
в общем виде, удобном для использования методов компьютерного моде-
лирования. Методика продемонстрирована на пяти примерах с конгруэнт-
ными подвижными суперэллипсами. Отмечается возможность использова-
ния полученных форм поверхностей в параметрической архитектуре, архи-
тектуре свободных форм и при формообразовании поверхностей некото-
рых технических изделий. 
Ключевые слова: поверхность конгруэнтных сечений, суперэллипс, пло-
скопараллельный перенос кривых, астроида, задание поверхности 
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 Abstract. In 1972, I.I. Kotov proposed to separate the surfaces of congruent sec-
tions into a separate class and to include the surfaces of plane-and-parallel transla-
tion, surfaces of revolution, carved surfaces of Monge, cyclic surfaces with a ge-
neratrix circle of constant radius, rotative, spiroidal, and helical surfaces in it. 
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  The aim of the research is to obtain generalized parametric equations of surfaces of 
congruent sections of the pendulum type on right cylinders with plane-and-parallel 
translation of movable rigid superellipses. Analytical geometry methods are used. 
Computer systems MathCad and AutoCAD are applied to visualize surfaces. 
The results consist in the derivation of parametric equations of the studied surfaces 
in a general form convenient for the use of computer modeling methods. The tech-
nique is demonstrated on five examples with congruent mobile superellipses. 
The possibility of using obtained surface shapes in parametric architecture, free-form 
architecture, and in shaping of the surfaces of some technical products is noted. 

Keywords: surfaces, congruent sections, superellipse, plane-parallel transfer, 
curves, astroid, surface assignment 
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Введение 
В последнее время было опубликовано несколько работ [1–4], посвященных образованию поверх-

ностей конгруэнтных сечений маятникового типа на произвольных цилиндрах с образующими плоскими 
кривыми в виде окружностей [1; 2], парабол [2; 3] и эллипсов [4]. Поверхностью конгруэнтных сечений 
называется поверхность, несущая на себе непрерывное однопараметрическое семейство плоских линий. 
Получается такая поверхность в результате перемещения какой-либо плоской линии (образующей). Про-
стейшими видами поверхностей конгруэнтных сечений являются поверхности плоскопараллельного пе-
реноса относительно плоскости проекций [5]. Плоскопараллельным переносом фигуры относительно 
плоскости проекций называется такое ее перемещение в пространстве, при котором каждая из ее точек 
перемещается в своей плоскости уровня. Разновидностями поверхностей плоскопараллельного переноса 
являются поверхности прямого переноса [6] (рис. 1). 

 

 
 

Рис. 1. Круговая поверхность переноса 
(Черемушкинский рынок, Москва, фото И.А. Мамиевой) 

 
Количество рассматриваемых поверхностей можно значительно расширить, если принять образу-

ющие конгруэнтные плоские кривые, заданные в виде 

|𝑧|௡ ൌ 𝑇௡ ቆ1 െ
|𝑦|௠

𝑊௠ ቇ,  

где n и m – постоянные неотрицательные числа.  
Давая различные значения параметрам n и m, можно получить различные замкнутые и разомкну-

тые плоские кривые. При n = m получают замкнутые кривые, называемые суперэллипсами [7]. Суперэл-
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липсы с T = W называют кривыми Ламе1, при n = m = 2 и T = W получают окружность, а при n = m = 2 
и T ≠ W – эллипс. Чем больше значение параметра n = m, тем точнее форма суперэллипса приближается 
к прямоугольному контуру. 

Учитывая способ формирования рассматриваемых поверхностей, их также можно причислить к 
классу кинематических поверхностей [8]. 

Пока суперэллипсы и кривые Ламе позволили расширить круг решаемых геометрических задач 
только в судостроении [9]. В архитектуре и строительстве нашли применение поверхности конгруэнтных 
сечений маятникового типа с простыми образующими кривыми Ламе в форме круга и эллипса [2; 3]. 
В [10] приводится пример применения поверхности конгруэнтных сечения для покрытия моста через 
р. Куру (рис. 2).  

 

 
 

Рис. 2. Стеклянный мост Мира, Тбилиси, Грузия (фото И.А. Мамиевой) 
 

 
 

Рис. 3. Торговый центр, Химки, Россия (фото И.А. Мамиевой) 
 
В г. Химки Московской области также есть пример поверхности конгруэнтных сечений (рис. 3). 

Необходимость в построении огибающей семейства конгруэнтных кривых возникает при формообразо-
вании поверхностей технических изделий [11]. 

 
1 Weisstein E.W. Lamé Curve // Wolfram MathWorld. URL: https://mathworld.wolfram.com/LameCurve.html (accessed: 30.05.2021). 
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Постановка задачи 
Рассмотрим прямой цилиндр с направляющим суперэллипсом, заданным в виде  

𝑧଴ ൌ േ𝑇 ቀ1 െ
|௬బ|೘

ௐ೘ ቁ
భ
೙,                                                                       (1) 

и подвижный образующий суперэллипс, заданный в местной системе координат в виде 

𝑍 ൌ േ𝑡 ቀ1 െ
|௒|ೖ

னೖ ቁ
ଵ/௦

,                                                                       (2) 

где n, m, k, s – постоянные неотрицательные числа; геометрические параметры T, W, t, ω показаны на рис. 4.  
Тогда область, охватываемую при движении центра подвижного суперэллипса (2) по контуру не-

подвижного суперэллипса (1), можно, согласно рис. 4, задать уравнениями  

y = y(y0, Y) = y0 + Y, z = z(y0, Y) = |z0| + Z = ቈ𝑇 ቀ1 െ
|௬బ|೘

ௐ೘ ቁ
ଵ/௡

േ 𝑡 ቀ1 െ
|௒|ೖ

னೖ ቁ
ଵ/௦

 ቉;                   (3) 

y = y(y0, Y) = y0 + Y, z = z(y0, Y) = –|z0| + Z = ቈെ𝑇 ቀ1 െ
|௬బ|೘

ௐ೘ ቁ
ଵ/௡

േ 𝑡 ቀ1 െ
|௒|ೖ

னೖ ቁ
ଵ/௦

 ቉,                (4) 

где W ≤ y0 ≤ W; –ω ≤ Y ≤ ω.  
В формулах (3) и (4) y0 и Y – независимые переменные параметры. 
 

 
 

Рис. 4. Схема образования поверхности конгруэнтных сечений 

 
Учитывая, что подвижный суперэллипс совершает колебательные движения маятникового типа и 

одновременно равномерно перемещается вдоль оси х0 (рис. 4), можно записать: 

𝑦଴ ൌ 𝐴sin
஠௫

௟
,                                                                         (5) 

где А – максимальное отклонение центра подвижного суперэллипса от оси Oz, то есть амплитуда синусо-
иды в горизонтальной плоскости xOy; l – шаг полуволны синусоиды.  

В этом случае параметрические уравнения поверхности конгруэнтных сечений маятникового типа 
будут иметь вид 

x = x(x);   y = y(x, Y) = y0 + Y;                                                          (6) 

y, y0 

z, z0 Z 

Y 

O W 

Z 

z0 z 

T 

–W 

–T 

y 
y0 Y 

ω 
t 
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z = z(x, Y) = |z0| + Z = 𝑇 ቀ1 െ
|௬బ|೘

ௐ೘ ቁ
ଵ/௡

േ 𝑡 ቀ1 െ
|௒|ೖ

னೖ ቁ
ଵ/௦

                                          (7)  

и  

z = z(x, Y) = –|z0| + Z =െ 𝑇 ቀ1 െ
|௬బ|೘

ௐ೘ ቁ
ଵ/௡

േ 𝑡 ቀ1 െ
|௒|ೖ

னೖ ቁ
ଵ/௦

.                                      (8) 

Причем формула (7) используется при построении поверхности с линией центов с z0 > 0, а форму- 
ла (8) при z0 < 0. Пределы изменения параметра x выбираются произвольно, по необходимости. 

Пример 1. Пусть формулы (1) и (2) задают окружности, то есть m = n = k = s = 2, а T = W = 3 м, 
t = ω = 1 м, A = 2 м, l = 2 м, –t ≤ Y ≤ t, 0 ≤ x ≤ 4l. 

В этом случае формулы (5)–(8) примут вид 

x = x(x) = x;   y = y(x, Y) = y0 + Y; 

z = z(x, Y) = |z0| + Z = ሺ𝑇ଶ െ 𝑦଴
ଶሻଵ/ଶ േ ሺ𝑡ଶ െ 𝑌ଶሻଵ/ଶ, 

где 

y0 = Аsin(πx/l). 

Поверхность изображена на рис. 5. Ее можно отнести к подгруппе циклических поверхностей с 
плоскостью параллелизма из класса «Циклические поверхности». Некоторые разновидности этих по-
верхностей представлены в [12]. 

 

      
 

Рис. 5. Циклическая поверхность на круговом цилиндре и линия центров подвижной окружности на цилиндре 
 

      
 

Рис. 6. Конгруэнтная поверхность с образующей астроидой на овальном цилиндре 
и линия центров подвижной астроиды на цилиндре 
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Пример 2. Пусть поперечное сечение прямого цилиндра имеет форму суперэллипса, заданного в 
виде (1), где T = 1 м, W = 1,5 м; m = n = 10/7, а у подвижного суперэллипса k = s = 2/3, t = ω = 0,5 м, 
то есть подвижный суперэллипс представляет собой астроиду [8]. Кроме того –ω ≤ Y ≤ ω, 0 ≤ x ≤ 4l,  
l = 2 м, А = 1 м. Подставляя приведенные значения в формулы (5)–(8), получаем параметрические урав-
нения искомой поверхности. Сама поверхность изображена на рис. 6. 

Пример 3. Пусть формулы (1), (2) имеют вид 

𝑧଴ ൌ േ𝑇 ൬1 െ
|𝑦଴|
𝑊

൰ ;   𝑍 ൌ േ𝑡 ൬1 െ
|𝑌|
ω

൰, 

то есть m = n = k = s = 1, а T = 1 м, W = 1,5 м, t = ω = 0,5 м, А = 1 м, –t ≤ Y ≤ t, 0 ≤ x ≤ 4l, l = 1 м. 
В этом случае с помощью формул (5)–(8) можно построить коробчатую поверхность, показанную 

на рис. 7. Коробчатые поверхности могут найти применение в некоторых отраслях народного хозяйства. 
Разнообразные коробчатые поверхности с криволинейными линиями центров изучаются в [13]. 

 
 

      
 
 

Рис. 7. Конгруэнтная коробчатая поверхность на коробчатом цилиндре 
и линия центров подвижного четырехугольника на коробчатом цилиндре 

 
 
 

      
 
 

Рис. 8. Конгруэнтная поверхность с образующим овалом на овальном цилиндре 
 и линия центров подвижного овала 

 
 

Пример 4. Пусть центр подвижного овала (2) с k = s = 1,5; t = 0,5 м, ω = 0,8 м движется по непо-
движному овалу (суперэллипсу) (1) с m = n = 1,5; T = 1,5 м; W = 2,5 м и, кроме того, А = 2 м, l = 2 м,  
–ω ≤ Y ≤ ω, 0 ≤ x ≤ 3l. 
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В этом случае формула (5) и параметрические уравнения проектируемой поверхности примут вид 

x = x(x);   y = y(x, Y) = y0 + Y; 

z = z(x, Y) = |z0| + Z = 𝑇 ቀ1 െ
|௬బ|భ,ఱ

ௐభ,ఱ ቁ
ଵ/ଵ,ହ

േ 𝑡 ቀ1 െ
|௒|భ,ఱ

னభ,ఱ ቁ
ଵ/ଵ,ହ

; 

y0 = 2sin(πx/2). 

Поверхность представлена на рис. 8. 

Новая постановка задачи 
Суперэллипсы (1), (2), учитывая, что m = n и k = s, можно представить виде 

y0 = y0(β) = Wcos2/mβ;   z0 = z0(β) = Tsin2/mβ;                                                   (9) 

Y = Y(γ) = ωcos2/kγ;   Z = Z(γ) = tsin2/kγ,                                                    (10) 

тогда уравнение поверхности конгруэнтных сечений маятникового типа можно представить в виде 

x = x(x);   y = y(x,γ) = y0 + Y = Аsin(πx/l) + ωcos2/kγ; 

z = z(x, γ) = z0 + Z = Tsin2/mβ + tsin2/kγ = T(1 – cos2β)1/m + tsin2/kγ = T {1 – |(A/W)sin(πx/l)|m}1/m + tsin2/kγ.   (11) 

Надо иметь в виду, что 0 ≤ x ≤ C; β, γ – углы, отсчитываемые от горизонтальной оси х или Х (рис. 4); 
C – требуемая длина поверхности, 

tg ∝ ൌ  
𝑦଴

𝑧଴
ൌ  

𝑊
𝑇

ctg
ଶ
௠β, 

где α – угол, отсчитываемый от вертикальной оси Oz0 по часовой стрелке (рис. 4). 
Пример 5. Пусть центр подвижного овала (10) с k = 1,5; t = 0,5 м, ω = 0,8 м движется по неподвиж-

ному овалу (суперэллипсу) (9) с m = 1,5; T = 1,5 м, W = 2,5 м и, кроме того, А = 2,5 м, l = 2 м, –ω ≤ Y ≤ ω, 
0 ≤ x ≤ 4l, 0 ≤ γ ≤ 2π.  

 
 

      
 

Рис. 9. Конгруэнтная поверхность с образующим овалом на овальном цилиндре 
и линия центров подвижного овала (10) 

 
 
Подставляя вышеприведенные геометрические параметры в параметрические уравнения поверхно-

сти (11), получаем поверхность маятникового типа с конгруэнтными кривыми, представленную на рис. 9. 
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Результаты 
Получены параметрические уравнения поверхностей конгруэнтных сечений в форме суперэллип-

сов на прямых цилиндрах с направляющими суперэллипсами. Приведенная методика построения рас-
сматриваемых поверхностей плоскопараллельного переноса проиллюстрирована на пяти примерах. 
Четыре полученные поверхности представлены впервые (рис. 5–8). С помощью полученных параметри-
ческих уравнений общего вида можно построить большое число новых поверхностей конгруэнтных се-
чений маятникового типа, а также винтовых поверхностей. По-видимому, поверхности конгруэнтных 
сечений маятникового типа можно выделит в отдельную подгруппу класса «Поверхности конгруэнтных 
сечений». 

Заключение 
Рассмотрены поверхности, образованные суперэллипсами, то есть с n = m и s = k. Полученные 

параметрические уравнения поверхности общего вида дают возможность рассматривать случаи, когда 
n ≠ m и s ≠ k. Это еще больше расширит круг рассматриваемых поверхностей конгруэнтных сечений, 
так как формулы (1), (2) могут описывать параболы, гиперболы и другие разомкнутые плоские кривые. 
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