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 Аннотация. Исследование устойчивости пластин при сдвиге под действи-
ем динамических нагрузок – одна из важных проблем строительной меха-
ники. Пластины находят широкое применение в строительстве, машино-, 
судо- и авиастроении. Представлена методика расчета пластин на выпучи-
вание при сдвиге с учетом физической нелинейности материала. Рассмат-
ривается пластина под действием сдвигающей динамической нагрузки по 
краям. В основу расчета положены гипотезы Кирхгофа – Лява и гипотеза 
о нелинейно упругом теле. Материал пластины принимается физически не-
линейным. Диаграмма деформирования аппроксимируется в виде кубиче-
ского полинома. Прогиб точек пластины определяется в виде разложений 
Власова – Канторовича. Основные нелинейные дифференциальные урав-
нения выводятся с использованием энергетического метода. Для получения 
разрешающих уравнений выпучивания пластины используются уравнения 
Лагранжа. На основе разработанной методики выполнен расчет на устой-
чивость физически нелинейной квадратной пластины под действием сдви-
гающей динамической нагрузки. Края пластины опираются шарнирно. Ко-
нечная система нелинейных дифференциальных уравнений интегрируется 
численно методом Рунге – Кутта. По результатам расчетов построены гра-
фики зависимости относительной величины прогиба центральной точки плас-
тины от динамического коэффициента Kд (с учетом и без учета физической 
нелинейности материала). Изучено влияние степени физической нелинейности 
материала и параметра скорости изменения сдвигающей нагрузки на кри-
терии динамической устойчивости квадратной пластины. 

Ключевые слова: динамическая устойчивость, пластина, физическая не-
линейность, сдвигающая нагрузка, метод Власова – Канторовича 
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 Abstract. The study of the stability of plates under shear under the action of dyna-
mic loads is one of the important problems of structural mechanics. The plates 
are widely used in construction, mechanical engineering, shipbuilding and air-
craft building. The paper presents a method for calculating plates for shear buck-
ling, taking into account the physical nonlinearity of the material. A plate is con-
sidered under the action of a shearing dynamic load along the edges. The calcu-
lation is based on the Kirchhoff – Love hypotheses and the hypothesis of a non-
linear elastic body. The plate material is assumed to be physically nonlinear. 
The deformation diagram is approximated as a cubic polynomial. The deflection 
of the plate points is determined in the form of Vlasov – Kantorovich expansions. 
Basic non-linear differential equations are derived using the energy method. 
Lagrange’s equations are used to obtain the resolving equations for plate buckling. 
On the basis of the developed technique, a calculation was made for the stability 
of a physically nonlinear square plate under the action of a shear dynamic load. 
The edges of the plate are hinged. The finite system of nonlinear differential equa-
tions is integrated numerically by the Runge – Kutta method. Based on the re-
sults of calculations, plots of the dependence of the relative value of the deflec-
tion of the central point of the plate on the dynamic coefficient Kd (with and 
without taking into account the physical nonlinearity of the material) are plotted. 
The influence of the degree of physical nonlinearity of the material, the parame-
ter of the rate of change of the shear load on the criteria for the dynamic stability 
of a square plate is studied. 

Keywords: dynamic stability, plate, physical non-linearity, shear load, Vlasov – 
Kantorovich method 
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Введение 
Исследования, связанные с выпучиванием пластин под действием динамических сдвигающих 

нагрузок, являются актуальными. При наличии нелинейных диаграмм деформирования материалов 
необходимо учитывать влияние физической нелинейности на динамическое выпучивание пластин. Такие 
явления могут возникать в панелях обшивок летательных аппаратов при прохождении акустической вол-
ны, в судовых конструкциях от воздействия волн, в строительных конструкциях под действием сейсми-
ческих нагрузок.  

Большое количество публикаций посвящено расчету пластин и пластинчатых систем в статической 
и динамической постановках. В монографиях А.С. Вольмира [1; 2] рассматривались вопросы устойчиво-
сти и колебаний пластин и оболочек. В работе В.З. Власова [3] в линейной постановке были выполнены 
исследования устойчивости пластинчатых систем и пластин различной формы. В монографии П.А. Лу-
каша [4] в геометрически и физически нелинейной постановке исследованы пластины и оболочки. Ре-
зультаты расчетов на устойчивость и колебания пластин и пластинчатых систем (типа призматических 
оболочек) с учетом физической и геометрической нелинейности ранее были представлены в [5–7]. Во-
просам устойчивости пластин и оболочек в статической и динамической постановках (в том числе с уче-
том нелинейности) посвящены современные научные публикации в отечественных [8–12] и зарубежных 
журналах [13–19]. 

Целью работы является разработка методики расчета на выпучивание пластины под действием ди-
намической сдвигающей нагрузки по краям пластины с учетом физической нелинейности материала. 
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Постановка задачи 
Представим диаграмму деформирования материала пластины – зависимость между интенсивно-

стями напряжений σi и деформаций еi – в виде полинома: 

3
1σ ,i i iEe E e                                                                       (1) 

где Е и Е1 – постоянные, которые определяются из экспериментальных данных [5]. 
Интенсивность деформаций еi выразим через составляющие деформации εх, εу, εz в направлениях 

осей х, у и z соответственно: 

2 2 2 21 3(ε ε ) (ε ε ) (ε ε ) ε . 
22(1 )i x y y z z x xye


      


                                    (2) 

Здесь приняты следующие обозначения: 

2 2 2

2 2ε ; ε ; ε 2 ;  ; ; ,x xx y yy xy xy xx yy xy
w w wzw zw zw w w w

x y x y
  

        
   

 где w = w(x, y, t) – функция прогиба пластины (t – время). 
Учитывая гипотезы Кирхгофа – Лява (σz = 0, εxz = εyz = 0), выражаем объемную деформацию θ и де-

формацию εz в направлении оси z через εx и εy: 

),(
1

21
yx 




                                                                   (3) 

).(
1 yxz 




                                                                 (4) 

Методы 
Для решения задачи (вывода конечных уравнений) используем энергетический метод. Запишем 

удельную энергию Ф изменения объема и формы [4]: 

2

0

1 2θ (1 )σ ,
2 3

ie

i iK de                                                           (5) 

где  / 3(1 2 )K E   – модуль объемного сжатия; ν – коэффициент Пуассона. 
Определим работу А, отнесенную к единице площади поверхности пластины, 

δ/2

δ/2

Ф ,A dz


                                                                          (6) 

где δ – толщина пластины. 
Составим полную энергию L деформирования (состоит из потенциальной П и кинетической Т 

энергий) под действием по краям пластины динамической сдвигающей нагрузки S(t) (рис. 1): 

L = П + Т,                                                                          (7) 
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П ( ) ,x yA S t w w qw dxdy                                                          (8) 

21 ρδT ( ) .
2 tw dxdy

g
                                                                (9) 

 
Рис. 1. Пластина под действием динамической сдвигающей нагрузки S(t) 

Figure 1. The plate under the action of dynamic shearing load S(t) 
 

В уравнениях (8), (9) индексы при w показывают частные производные по указанным переменным, 
g – ускорение свободного падения, ρ – объемный вес материала, q – поперечная нагрузка, которая вво-
дится для учета начального несовершенства пластины. 

Для того чтобы получить конечные уравнения, представим прогибы в виде ряда [3]: 

). ..., ,2 ,1(  ); ,()(), ,( niyxftW tyxw
i

ii                                                (10) 

Здесь Wi(t) – обобщенные перемещения, зависящие только от времени t. Координатные функции 
fi (x, y) выбираются по виду деформированного состояния пластины. 

Подставляя (10) в (9), выразим полную энергию L через Wi(t) и ее производные по времени t. Двой-
ные интегралы от функций fi (x, y) дают коэффициенты линейных и нелинейных частей уравнения. Опре-
делим экстремальное значение L, используя уравнение Лагранжа: 

,

0,
i i t

L d L
W dt W
 

 
 

                                                               (11) 

где Wi,t = dWi /dt.  
Раскрывая (11), получим уравнения колебательного движения точек пластины под действием ди-

намической сдвигающей нагрузки: 

нел
,

( ) ρ2 Ф .ji
ji ji ji i ji i tt j j

i i

S t r
a b c W d W G

D gD
 

      
 

                                 (12) 

Правая часть уравнения (12) учитывает физическую нелинейность пластины и представлена в [5]. 
Коэффициенты левой части уравнения имеют вид 

, , , , , ,;   ;   ;ji i xx j xx ji i xy j xy ji i yy j yy
y x y x y x

a f f dxdy b f f dxdy c f f dxdy         
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, , ;   .ji i x j y ji i j
y x y x

r f f dxdy d f f dxdy                                                      (13) 

Здесь приняты обозначения производных: . ... ,  , 2

2

,2

2

, y
ff

x
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i
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Пример реализации задачи 

В качестве примера рассмотрена квадратная в плане пластина со стороной а, толщиной δ = 0,05а, 
коэффициент Пуассона ν = 0,32. Пусть на пластину по краям действуют динамические сдвигающие на- 
грузки S(t) (рис. 1), изменяющиеся по закону: 

S(t) = kt,                                                                           (14) 

где k – коэффициент, показывающий скорость изменения нагрузки. 
Принимаем, что пластина опирается по краям шарнирно. Функцию прогиба по (10) запишем в виде 

), ,()() ,()(), ,( 2211 yxftWyxftW tyxw                                               (15) 

где  

.2sin2sin) ,(  ;sinsin) ,( 21 a
y

a
xyxf

a
y

a
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Введем следующие обозначения: 

2 2 2
1 2

1 2 кр 2
кр кр кр

( ) π π;  ξ ;  ξ ;   9,34 ;   3,56 ,
δ δ δ ρδ

W WS t kt D k gt S S
S S a S

      

 

где Sкр – статическая критическая нагрузка при сдвиге. 
После некоторых преобразований с учетом принятых обозначений и уравнения (15) система урав-

нений (12) принимает следующий вид: 

2

2
5 3 21 1

1 2 1 1 2 1 2
ξ [1,264ξ ξ 0,63δ ( ξ ξ ξ )];d ES t K K

Edt
 


     

2

2
5 3 22 1

2 1 3 2 4 1 2
ξ [1,264ξ ξ 0,63δ ( ξ ξ ξ )].d ES t K K

Edt
 


                                          (16) 

Здесь коэффициенты К1–К4 нелинейной части уравнений определяются подобно коэффициентам (13). 

Результаты 
Интегрируются нелинейные дифференциальные уравнения (16) численным методом Рунге – Кутта 

с помощью программы, составленной на языке Фортран IV. По результатам расчета в безразмерных па-
раметрах построены графики зависимости обобщенной величины прогиба ξ1 от обобщенной величины 
динамической сдвигающей нагрузки t* (рис. 2). Изменение величины ξ2 идентично изменению ξ1, поэто-
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му на рис. 2 графики ξ2 – t* не представлены. Кривые 1 и 4 построены по линейной теории, 3 и 5 – с уче-
том физической нелинейности при следующих степенях физической нелинейности: Е1/Е = 104, кривая 2 – 
при Е1/Е = 103. Графики зависимости, построенные по линейной теории, совпадают с результатами рас-
чета, полученными в [2]. 

 

 
 

Рис. 2. Графики зависимости параметра выпучивания ξ1 от величины t* 
Figure 2. Graphs of the dependence of the buckling parameter ξ1 on the value of t* 

Заключение 

При увеличении скорости нагружения S* динамическая критическая сдвигающая нагрузка значи-
тельно превышает статическую критическую нагрузку с учетом и без учета физической нелинейности 
(см. величину t*). 

Учет физической нелинейности значительно снижает величину t* (см. кривые 1 и 3 на рис. 2). 
Если считать t* за «динамический коэффициент» Кдин, то его значение сильно зависит от скорости 

нагружения S*. 
Выпучивание пластины происходит по диагонали с образованием одного гофра, согласно заданным 

функциям f1(x, y) и f2(x, y), что подтверждается экспериментально [2]. При быстром изменении нагрузки 
выпучивание может происходить с образованием нескольких гофров и этому вопросу будут посвящены 
дальнейшие исследования. 
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