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 Аннотация. При качении окружности по другой неподвижной окружности 
точка, жестко связанная с подвижной окружностью, образует кривую: при ка-
чении неподвижной окружности – эпициклоиду, при качении по внутренней 
стороне неподвижной окружности – гипоциклоиду. При качении окружно-
сти при постоянном наклоне к плоскости неподвижной окружности точка, 
жестко связанная с подвижной окружностью, описывает пространственную 
кривую. Циклоидой называется кривая, образованная точкой подвижной окруж-
ности, катящейся по прямой. Рассматривается геометрия кривых, образуе-
мых точкой, жестко связанной с окружностью, катящейся по произвольной 
базовой кривой, а также геометрия поверхностей, образованных при одно-
временном качении окружности по базовой кривой и вращении окружно-
сти вокруг касательной к базовой кривой. Так как при вращении окружно-
сти в нормальной плоскости базовой кривой точка, жестко связанная с враща-
ющейся окружностью, описывает окружность, то образуется эпигипоцик-
лоидальная циклическая поверхность. Получено векторное уравнение эпи-
гипоциклоид и эпигипоциклоидальных циклических поверхностей с произ-
вольной базовой кривой. На основе векторных уравнений с использовани-
ем программного комплекса MathCad построены графики эпигипоциклои-
дальных кривых с базовым эллипсом и синусоидой. Приведены рисунки 
эпигипоциклоидальных циклических поверхностей с базовым эллипсом. 
Они показывают большие возможности формообразования новых видов 
поверхностей при качении окружности по различным базовым кривым. 
В отличие от эпигипоциклоидальных кривых и поверхностей с базовой 
окружностью форма эпигипоциклоидальных кривых и поверхностей с ба-
зовой кривой, отличной от окружности, зависит от начальной точки каче-
ния окружности на базовой кривой. 

Ключевые слова: геометрия кривых, геометрия поверхностей, базовая кривая, 
эпигипоциклоиды, эпигипоциклоидальные циклические поверхности 
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 Abstract. If a circle rolls around another motionless circle then a point bind with 
the rolling circle forms a curve. It is called epicycloid, if a circle is rolling out-
side the motionless circle; it is called hypocycloid if the circle is rolling inside 
the motionless circle. The point bind to the rolling circle forms a space curve if 
the rolling circle has the constant incline to the plane of the motionless circle. 
The cycloid curve is formed when the circle is rolling along a straight line. The geo-
metry of the curves formed by the point bind to the circle rolling along some base 
curve is investigated at this study. The geometry of the surfaces formed when the circle 
there is rolling along some curve and rotates around the tangent to the curve is 
considered as well. Since when the circle rotates in the normal plane of the base 
curve, a point rigidly connected to the rotating circle arises the circle, then an epi-
hypocycloidal cyclic surface is formed. The vector equations of the epihypocy-
cloid curve and epihypocycloid cycle surfaces with any base curve are estab-
lished. The figures of the epihypocycloids with base curves of ellipse and sinus 
are got on the base of the equations obtained. These figures demonstrate the op-
portunities of form finding of the surfaces arised by the cycle rolling along dif-
ferent base curves. Unlike epihypo cycloidal curves and surfaces with a base 
circle, the shape of epihypocycloidal curves and surfaces with a base curve other 
than a circle depends on the initial rolling point of the circle on the base curve. 

Keywords: geometry of the curves, geometry of the surfaces, base curve, epihypo-
cycloids, epihypocycloid cycle surfaces 
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Введение 
Геометрия эпи- и гипоциклоид, образуемых точкой, жестко связанной с окружностью, катящейся 

по неподвижной окружности, приводится во многих учебниках, справочниках, монографиях [1–9]. Если 
подвижная окружность катится по неподвижной с постоянным наклоном к плоскости неподвижной окруж-
ности подвижной окружности, то точка, жестко привязанная к подвижной окружности, описывает про-
странственную кривую. При вращении неподвижной окружности вокруг касательной в точке касания окруж-
ностей точка, жестко связанная с подвижной окружностью, описывает окружность. При повороте на 180° 
точка эпициклоиды переходит в точку гипоциклоиды и при полном качении по неподвижной окружно-
сти и поворотом на 180° эпициклоида переходит в гипоциклоиду. Пространственные кривые, образован-
ные при качении подвижной окружности с постоянным уклоном, можно называть эпигипоциклоидами. 
При качении подвижной окружности с одновременным вращением вокруг касательной образуются цик-
лические поверхности. Геометрия эпигипоциклоид и эпигипоциклоидальных поверхностей рассмотрена 
в [10; 11]. В статьях показано, что эпигипоциклоидальные поверхности являются каналовыми [3; 12–15]. 
В настоящей статье рассматривается геометрия эпигипоциклоид и эпигипоциклоидальных поверхностей, 
образуемых при качении окружности по произвольной базовой кривой, и циклические поверхности, об-
разуемые при качении и вращении окружности. 

Геометрия эпигипоциклоид общего типа 
Пусть задана произвольная направляющая базовая кривая rн(u), по которой катится окружность ра-

диуса а (рис. 1). К катящейся окружности жестко привязана точка d, которая при качении окружности 
описывает кривую r(u). Чтобы получить уравнение формируемой кривой, необходимо определить длину 
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базовой кривой, пройденную катящейся окружностью от начальной u0 до рассматриваемой точки u базо-

вой кривой  
0

н н

u

u
S u s du  , где н

нs
u

 

r

. При этом радиус катящейся окружности с точкой с будет 

повернут от нормали базовой кривой на угол    нθ
S u

u
a

 . 

 

 
 

Рис. 1. Качение круга по направляющей базовой кривой 
 
Отметим, что для многих кривых интеграл не имеет аналитического решения, в частности для эл-

липса используются специальные функции. Однако в большинстве современных программных комплек-
сов интегралы вычисляются с использованием численных методов, в частности в программном комплек-
се MathCad. 

Векторное уравнение формируемой точкой d кривой получаем в виде 

     н н н1 μ cosθ μsinθu u a a   ν τr r ,                                                (1) 

где н н,τ ν  – векторы касательной и нормали базовой кривой. 
Если окружность катится по базовой кривой под углом v к плоскости базовой кривой, точка d фор-

мирует пространственную кривую, векторное уравнение которой получаем в виде 

       н н, μsinθ 1 μcosθ ,u v u a a u v   τr r е ,                                           (2) 

где  , cos sin ,u v v v ν βе  β – бинормаль кривой. 
Если рассматривается качение окружности от точки u0 до точки u1 базовой кривой и радиус окруж-

ности принимается 01 ,
2 π
Sa
k

  где 
1

0
12 н

u

u
S s du  , то окружность описывает k полных поворотов (качений) 

по 2π. 
Для плоской кривой β = k – орт прямоугольной системы координат. 
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Рис. 2. Эпигипоциклоиды с базовым эллипсом b = 2, c = 1 формообразующая точка на окружности, μ = 1 
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Рис. 3. Эпигипоциклоиды с базовым эллипсом b = 2, c = 1, формообразующая точка вне окружности, μ = 2 
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Рис. 4. Эпигипоциклоиды с базовым эллипсом b = 2, c = 1, формообразующая точка внутри окружности, μ = 0,5 
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При v = 0 окружность катится с вогнутой стороны базовой кривой – точка с формирует гипоцикло-
иду, при v = π – формируется эпициклоида на выпуклой стороне базовой кривой. 

Если параметр v изменяется от 0 до 2π, точка d описывает окружность радиуса  1 μcosθR a   
вокруг касательной к базовой кривой в точке касания окружности с базовой кривой. При повороте от  
0 до π точка гипоциклоиды переходит в точку эпициклоиды. 

При качении окружности и вращении v = (0 ÷ 2π) в каждой точке касания с базовой кривой форми-
руется циклическая поверхность 

       н нн, μsinθ 1 μcosθ ,u v u a a u v   ρ τr е .                                        (3) 

Уравнения (2), (3) практически соответствуют образованию циклоидальных кривых и циклических 
поверхностей при качении окружности как по плоской, так и по пространственной базовой кривой. 

Эпигипоциклоиды 

На рис. 2 изображены эпигипоциклоиды с параметрами базового эллипса  н cos sinu b u c u r , b = 2, 
с = 1, с образующей точкой d на окружности – μ = 1 и различными параметрами качения окружности. 

Из рис. 2 видно, что вид эпигипоциклоид зависит от начальной точки направляющей кривой u0 ка-
сания катящейся окружности с образующей точкой d. 

На рис. 3 приведены эпигипоциклоиды качения окружности по базовому эллипсу b = 2, c = 1  
с формообразующей точкой вне окружности – μ = 2 и различными параметрами окружности. 

На рис. 4 представлены эпигипоциклоиды качения окружности по базовому эллипсу b = 2, c = 1  
с формообразующей точкой внутри окружности – μ = 0,5 и различными параметрами окружности. 

На рис. 5 эпигипоциклоиды с направляющей базовой синусоидой у = аsinx/L a = 0,65, L =1,  
x = 0  2L; а) μ = 1; б) μ = 0,5; в) μ = 2. 

 

 
 

Рис. 5. Эпигипоциклоиды с базовой синусоидой на две полуволны:  
а – μ = 1; б – μ = 0,5; в – μ = 2; 1 – верхний ряд к = 1; 2 – средний к = 2; 3 – нижний к = 3 

 
На рис. 5, а1, в1, в2 – эпициклоиды, в2 – гипоциклоида, на остальных совмещены эпициклоиды  

и гипоциклоиды. Из совмещенных рисунков видно, что гипоциклоиды с направляющим эллипсом обрат-
но симметричны эпициклоидам. 

Эпигипоциклоидальные цилические поверхности 
Далее представлены рисунки эпигипоциклодальных циклических поверхностей с эллипсоидальной 

базовой кривой: к = 1 (рис. 6), к = 2 (рис. 7), к = 3 (рис. 8). 
На рис. 9 изображены эпигипоциклоидальные циклические поверхности н базовой синусоиды в две 

полуволны. 
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2 

3 

а вб
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Рис. 6. Эпигипоциклоидальные циклические поверхности с базовым эллипсом, k = 1: 
а – μ = 1; б – μ = 0,5; в – μ = 2 

 
 
 
 

 
 
 
 

Рис. 7. Эпигипоциклоидальные циклические поверхности с базовым эллипсом, k = 2: 
а – μ = 1; б – μ = 0,5; в – μ = 2 
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Рис. 8. Эпигипоциклоидальные циклические поверхности с базовым эллипсом, k = 3: 
а – μ = 1; б – μ = 0,5; в – μ = 2 

 
 

 
 
 

Рис. 9. Эпигипоциклоидальные циклические поверхности с базовой синусоидой: 
а – μ = 1; б – μ = 0,5; в – μ = 2 

 
 

Заключение 
Показана возможность построения обобщенных эпигипоциклоидальных кривых при качении окруж-

ности с жестко привязанной точкой по произвольной кривой и эпигипоциклоидальных циклических по-
верхностей при вращении окружности в нормальной плоскости базовой направляющей кривой. Приведены 
рисунки вариантов эпигипоциклоид и циклических поверхностей при качении окружности по эллипсу и 
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синусоиде. Рисунки кривых и поверхностей построены с использованием комплекса MathCad на основе 
векторных уравнений (1), (3). Используя различные направляющие кривые, в том числе пространственные, 
можно создавать разнообразные формы циклических поверхностей. 

Приведенные примеры визуализации поверхностей показывают большие возможности создания 
новых форм пространственных конструкций и их использования в архитектуре и современном градо-
строительстве. 
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