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 Abstract 
The aim of the work is to perform a comparative analysis of the results of 

analyzing arbitrarily loaded shells of revolution using finite element method in 
various formulations, namely, in the formulation of the displacement method and 
in the mixed formulation. Methods. To obtain the stiffness matrix of a finite 
element a functional based on the equality of the actual work of external and 
internal forces was applied. To obtain the deformation matrix in the mixed for-
mulation the functional obtained from the previous one by replacing the actual 
work of internal forces in it with the difference of the total and additional work 
was used. Results. In the formulation of the displacement method for an eight-
node hexahedral solid finite element, displacements and their first derivatives are 
taken as the nodal unknowns. Approximation of the displacements of the inner 
point of the finite element was carried out through the nodal unknowns on 
the basis of the Hermite polynomials of the third degree. For a finite element in 
the mixed formulation, displacements and stresses were taken as nodal unknowns. 
Approximation of the target finite element values through their nodal values 
in the mixed formulation was carried out on the basis of trilinear functions. 
It is shown on a test example that a finite element in the mixed formulation im-
proves the accuracy of the strength parameters of the shell of revolution stress-
strain state. 

Keywords: solid finite element, mixed functional, finite element method im-
plementation, deformation matrix, stiffness matrix 
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 Аннотация 
Цель исследования – выполнить сравнительный анализ результатов рас-

чета произвольно нагруженных оболочек вращения при использовании метода 
конечных элементов в различных формулировках, а именно в формулиров-
ке метода перемещений и в смешанной формулировке. Методы. Для полу-
чения матрицы жесткости конечного элемента применен функционал, ос-
нованный на равенстве действительных работ внешних и внутренних сил, 
а для получения матрицы деформирования в смешанной формулировке – 
функционал, полученный из предыдущего путем замены в нем действитель-
ной работы внутренних сил разностью полной и дополнительной работы. 
Результаты. В формулировке метода перемещений для объемного конеч-
ного элемента в виде восьмиузлового шестигранника в качестве узловых неиз-
вестных приняты перемещения и их первые производные. Аппроксимация 
перемещений внутренней точки конечного элемента осуществлялась через 
узловые неизвестные на основе полиномов Эрмита третьей степени. Для ко-
нечного элемента в смешанной формулировке в качестве узловых неизвестных 
принимались перемещения и напряжения. Аппроксимация искомых величин 
конечного элемента через их узловые значения в смешанной формулировке 
выполнялась на основе трилинейных функций. На тестовом примере пока-
зано, что конечный элемент в смешанной формулировке позволяет повысить 
точность прочностных параметров напряженно-деформированного состоя-
ния оболочки вращения. 

Ключевые слова: объемный конечный элемент, смешанный функцио-
нал, реализация метода конечных элементов, матрица деформирования, мат-
рица жесткости 

Благодарности 
Работа выполнена при поддержке гранта 
РФФИ и Администрации Волгоградской 
области № 19-41-340004 р_а. 

Для цитирования  
Гуреева Н.А., Клочков Ю.В., Николаев А.П., 
Юшкин В.Н. Напряженно-деформирован- 
ное состояние оболочки вращения при 
использовании различных формулировок 
трехмерных конечных элементов // Строи-
тельная механика инженерных конструк-
ций и сооружений. 2020. Т. 16. № 5. 
С. 361–379. http://dx.doi.org/10.22363/1815- 
5235-2020-16-5-361-379 

 
 

1. Introduction 
The theory of deformation of solids has been developed in sufficient detail to date [1–2]. However, analytical 

obtaining of specific results is possible only in some cases, far from the practice of engineering calculations. Therefore, 
the development of approximate and numerical methods for calculating structural elements of engineering struc-
tures is an actual task. Among the modern methods of studying the stress-strain state of building structures, the nu-
merical finite element method (FEM) based on the displacement method has become widespread recently [3–15]. 
It can be stated that the main disadvantages of this FEM formulation are the lack of continuity of the displacement 
derivatives on the edges and side surfaces of finite elements. The development of finite elements in the mixed for-
mulation [16–25] allows to reduce the degree of approximating functions for expressing the desired quantities 
through nodal unknowns, makes it possible to fulfill the conditions for the continuity of stresses and displacements 
not only at the nodal points, but also on the edges and lateral surfaces of the discretization elements. 

The subject of the study is the stress-strain state of the shell of rotation under arbitrary loading. The purpose of the 
study is a comparative analysis of finite element algorithms for determining the strength parameters of the shell of rotation. 
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To perform a comparative analysis of variants, finite element algorithms of the hexahedral finite element 
are developed in two formulations: in the formulation of the displacement method and in the mixed formulation. 
When obtaining the hexahedron stiffness matrix in the formulation of the displacement method, displacements 
and their first derivatives are used as nodal unknowns. When forming the matrix of the stress-strain state of  
a hexagon in a mixed formulation, displacements and stresses are taken as nodal unknowns. 

2. Research methods 
To obtain the stiffness matrix of a hexagonal finite element, the displacement method formulation uses  

a functional based on the equality of the actual work of external loads on displacements and the actual work of 
internal stresses on deformations over the volume of the finite element. To approximate the desired values of  
the internal point of a finite element through nodal unknowns, third-degree Hermite polynomials were used. 

To obtain the stress-strain state matrix in a mixed formulation, we used a functional obtained by replacing 
the actual work of internal forces of the displacement method functional with the difference between the total 
work of internal forces and their additional work. Trilinear relations are used to approximate displacements and 
stresses through nodal unknowns. 

2.1. Shell of revolution geometric parameters 

Position of an arbitrary point 0M  in the shell of revolution middle surface is defined by radius vector 

( )sin θ ( )cosθ ,R xi r x j r x k  
  

                                                         (1) 

where , ,i j k
 

 – unit vectors of the Cartesian coordinate system; ( )r x  – radius of revolution for the considered 
point of the middle surface; θ  – angle measured counterclockwise from the vertical diameter. 

Basis vectors of an arbitrary point on the middle surface are determined by expressions 
0 0
1 , , ,sin θ cosθ ;x x xa R i r j r k   

  
 

0 0
2 ,θ cosθ sin θ ;a R r j r k  

 
 

0 0
,0 1 2

3 0 0
1 2

sin θ cosθ ,xra aa i j k
a a u u u


   


   
                                                    (2) 

where 2
,1 .xu r   

Position of an arbitrary point 0tM  of the shell located at a distance t  from the middle surface is defined 
by radius vector 

0 0 0
3 .tR R t a 

  
                                                                   (3) 

Base vectors of the point 0tM  are defined by differentiation (3): 
0 0 0 0 0 0
1 , , 3, 1 3, 4;t

x x x xg R R ta a ta    
    

 

0 0 0 0 0 0
2 ,θ ,θ 3,θ 2 3,θ ;tg R R ta a ta    

    
 

0 0 0
3 , 3 .t

tg R a 
 

                                                                     (4) 

Using (2) based on (4) the following matrix relations can be formed: 

    0

3 3 3 13 1

;g S i
 


      1 0

3 33 1 3 1

,i S g

 


 

                                                        (5) 

where    0 0 0 0
1 2 3

1 3

;
T

g g g g



   

    
1 3

, , .
T

i i j k
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Differentiating (4) taking into account (5), derivatives of the basis vectors of point 0tM  can be defined  
by the components in the same basis: 

            10 0 0
, 1 1

3 3 3 3 3 3 3 33 13 1 3 1 3 1

;xg N i N S g m g

     

  
  

 

            10 0 0
,θ 2 2

3 3 3 3 3 3 3 33 13 1 3 1 3 1

;g N i N S g n g

     

  
  

 

            10 0 0
, 3 3

3 3 3 3 3 3 3 33 13 1 3 1 3 1

,tg N i N S g l g

     

  
  

                                               (6) 

where    0 0 0 0
, 1, 2, 3,

1 3

, , ;
T

x x x xg g g g



   

    0 0 0 0
,θ 1,θ 2,θ 3,θ

1 3

, , ;
T

g g g g



   

    0 0 0 0
, 1, 2, 3,

1 3

, , .
T

t t t tg g g g



   

 

2.2. Displacements and deformations 

Displacement vector of point 0tM  from load action is represented by components in the basis of point 0tM : 

   0 0

3 11 3

;
Tm

mV v g g v


 
   1, 2, 3,m                                                     (7) 

where    1 2 3

1 3
.Tv v v v



  

Derivatives of displacement vector (7) with respect to curvilinear coordinates , θ,x t  are determined by 
expressions 

1 0 1 0 2 0 2 0 3 0 3 0
, , 1 1, , 2 2, , 3 3, .m m m m m m mV v g v g v g v g v g v g     
      

                                       (8) 

Based on (6) relations (8) can be represented in the form 
0

, ,k
m m kV f g
 

                                                                      (9) 

where k
mf  – functions of components of the displacement vector and its derivatives, defined by the expressions 

1 1 1 2 3
1 , 11 21 31;xf v v m v m v m     

… 
3 3 1 2 3

3 , 13 23 33.tf v v l v l v l                                                               (10) 

Deformations are determined by the relationships of continuum mechanics: 

 0
, ,

1ε .
2ij i j j ig v g v 
   

                                                                (11) 

Taking into account (4) and (9), we can form the matrix relationship 

    
6 1 3 16 3
ε ,L v
 

                                                                     (12) 

where    11 22 33 12 13 23
1 6
ε ε , ε , ε , 2ε , 2ε , 2ε ;T



   L  – matrix of algebraic and differential operators. 
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2.3. Relationships between deformations and stresses 

Hooke’s law is represented in curvilinear coordinate system by expressions 

  0
1σ λ ε 2με ;ij ij ijI g   

  0 0 0
1σ λ ε 2μ ε ;ij ij ik jl

klI g g g   

  0
1

1 ν νε σ σ ;ij ij ijI g
E E


   

 0 0 0
1

1 ν νε σ σ ,mn
ij im jn ijg g I g

E E


                                                       (13) 

where   0 0
1 ε ε εmn mn

mn mnI g g   is the first invariant of strain tensor;   0 0
1 σ σ σmn mn

mn mnI g g   is the first 

invariant of stress tensor; 0 0, mn
mng g  are covariant and contravariant components of metric tensor; ε , εmn

mn  are 

covariant and contravariant components of strain tensor; σ , σmn
mn  are covariant and contravariant components 

of stress tensor; λ, μ  are Lame parameters; E  is modulus of elasticity; ν  is Poisson’s ratio. 
On the basis of relations (13) the following matrix expression is formed: 

    
6 1 6 6 6 1

ε σ ,ijC
  

                                                                  (14) 

where    11 22 33 12 13 23

1 6

σ σ , σ , σ , σ , σ , σ .
Tij



  

2.4. Shell of revolution finite element in displacements method formulation 

The finite element is taken in the form of a hexahedron with nodes , , , , , , , .i j k l m n p h  For performing 
numerical integration, hexahedron is mapped onto a cube with local coordinates changing within the limits 

1 ξ, η, ζ 1   . Displacements and their derivatives in local coordinates are taken as nodal unknowns. 
Approximation of displacement for the inner points of the finite element was performed on the basis of 

Hermite polynomials of the third degree by the matrix expression below: 

    л

3 1 3 96 96 1

,уv A v
  

                                                                        (15) 

where    л 1 1 1 1 1 1 1 1 3 3 3 3 3 3 3 3
,ξ ,ξ ,η ,η ,ζ ,ζ ,ξ ,ξ ,η ,η ,ζ ,ζ

1 96

, ..., , , ..., , , ..., , , ..., , ... , ..., , , ..., , , ..., , , ..., .
T i h i h i h i h i h i h i h i h

уv v v v v v v v v v v v v v v v v


  

Vectors of the nodal unknowns in local and global coordinate systems are related by the following matrix ratio: 

    л г

96 9696 1 96 1

,у уv T v
 

                                                                     (16) 

where    г 1 1 1 1 1 1 1 1 3 3 3 3 3 3 3 3
, , ,θ ,θ , , , , ,θ ,θ , ,

1 96

, ..., , , ..., , , ..., , , ..., , ... , ..., , , ..., , , ..., , , ..., .
T i h i h i h i h i h i h i h i h

у x x t t x x t tv v v v v v v v v v v v v v v v v


  

Matrix  T  is formed on the basis of differential relations 

θ ;
ξ ξ θ ξ ξ
q q x q q t

x t
      

  
      

 

θ ;
η η θ η η
q q x q q t

x t
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θ ,
ζ ζ θ ζ ζ
q q x q q t

x t
      

  
      

                                                          (17) 

where q  indicates components of the displacement vector 1 2 3, ,v v v . 
Using (15), deformations (12) are defined in matrix form 

           л л

6 1 3 16 3 6 3 3 96 6 9696 1 96 1

ε .у уL v L A v B v
     

                                                 (18) 

In order to construct the stiffness matrix for the finite element, a functional based on the equality of work 
done by internal and external forces is used: 

       1
1 6 6 1 1 3 3 1

1 1Ф σ ε ,
2 2

T T

V S

dV v q dS
   

                                                 (19) 

where V  is element volume; S  – specified load application surface;    1 2 3
1 3

, ,Tq q q q


  – components of ex-

ternal load vector. 
Taking into account (14), (15), (16) and (18), functional (19) is given by expression 

                    1г г г
1

3 196 96 96 6 6 6 6 96 96 96 96 96 96 31 96 96 1 1 96

1 1Ф .
2 2

T TT T T T
у у у

V S

v T B С B dV T v v T A q dS

        

                        (20) 

After performing minimization of functional (20) the following is obtained: 

    г

96 196 96 96 1

,уK v f
 

                                                                 (21) 

where            1

96 96 96 96 96 6 6 6 6 96 96 96

T T

V

K T B С B dV T

     

   is finite element stiffness matrix;        
96 1 3 196 96 96 3

T T

S

f T A q dS
  

   – nodal 

forces vector. 

2.5. Shell of revolution finite element in mixed formulation 

Displacements and stresses of the hexahedral finite element are taken as nodal unknowns: 

   1 1 2 2 3 3

1 24

, ..., , , ..., , , ..., ;
T i h i h i h

уv v v v v v v


  

   11 11 22 22 33 33 12 12 13 13 23 23

1 48

σ σ , ..., σ , σ , ..., σ , σ , ..., σ , σ , ..., σ , σ , ..., σ , σ , ..., σ .
T i h i h i h i h i h i h

у


         (22) 

For approximating target quantities through nodal values, bilinear functions are adopted: 

    
1 8 8 1

λ φ ξ, η, ζ λ ,
T

у
 

                                                               (23) 

where λ  refers to values 1 2 3 11 22 33 12 13 23, , , σ , σ , σ , σ , σ , σv v v . 
Based on (22) and (23) the following matrix relations are formed: 

         
3 1 3 24 6 4824 1 48 16 1

; σ σ .ij
c у уv A v S

   

                                                         (24) 



Гуреева Н.А., Клочков Ю.В., Николаев А.П., Юшкин В.Н. Строительная механика инженерных конструкций и сооружений. 2020. Т. 16. № 5. С. 361–379 
 

 

ЧИСЛЕННЫЕ МЕТОДЫ РАСЧЕТА КОНСТРУКЦИЙ  367 

Deformations (12) based on (24) can be written in matrix form: 

        
6 1 6 3 3 24 6 2424 1 24 1

ε .c у c уL A v B v
    

                                                             (25) 

For obtaining the finite element deformation matrix a functional, obtained from (19) by replacing the actu-
al work of internal forces by the difference between total and additional work of internal forces, is used: 

            
1 6 3 1 1 6 6 1 1 3 3 16 3

1 1Ф σ ε σ .
2 2

T T T
с

V S

L v dV v q dS
     

                                                  (26) 

Based on (24) and (25), functional (26) for the finite element is written as 

                      
3 148 6 6 24 48 6 6 6 6 48 24 31 48 24 1 1 48 48 1 1 24

1 1Ф σ σ σ .
2 2

T T TT T T
с у c у у у у c

V V S

S B dV v S C S dV v A q dS
         

                  (27) 

After variation of functional (27) by nodal unknowns  σ
T

у  and  T

уv  the following systems of equations 
are obtained: 

 
     
48 48 48 2448 1 24 1

Ф σ 0;
σ

с
у уT

у

H Q v
  


   


 

 
     
24 48 48 1 24 1

Ф σ 0,Tс
у уT

у

Q f
v   


  


                                                       (28) 

where      
48 24 48 6 6 24

;T
c

V

Q S B dV
  

         
48 48 48 6 6 6 6 48

;T

V

H S C S dV
   

        
3 124 324 1

.T
у

S

f A q dS


   

Systems (28) are represented in traditional FEM formulation 

    
72 172 72 72 1

,уK Z F
 

                                                                 (29) 

where  
   

   
48 48 48 24

72 72
24 48 24 24

0T

H Q
K

Q
 



 

 
   
  

 is finite element deformation matrix;      
1 72 1 48 1 24

σ ,
T T T

у у уZ v
  

 
  
 

 – nodal unknowns row; 

     
1 72 1 48 1 24

0 ,
TT T

уF f
  

 
  
 

 – finite element nodal loads row 

3. Results and their analysis 
The stress state of cylindrical shell fixed at the ends and loaded by internal pressure of intensity q  was de-

termined. The following initial data were specified: radius of middle surface R  = 1.0 m; generatrix length L  = 
0.5 m; wall thickness h  = 0.02 m; q  = 5 MPa; modulus of elasticity 52 10E    MPa; Poisson’s ratio v  = 0.3. 

The results of the analysis are presented in Tables 1 and 2. The values of stresses in the direction of cylinder 

axis are given at the points: 1 – located in the fixed end; 2 – located at a distance 
25/ 32
32

L h  from the fixed 

end; 3 – in the midspan. 



Gureeva N.A., Klochkov Yu.V., Nikolaev A.P., Yushkin V.N. Structural Mechanics of Engineering Constructions and Buildings, 2020, 16(5), 361–379 
 

 

368  NUMERICAL METHODS OF STRUCTURES’ ANALYSIS 

Analytical model is represented by a single strip of hexahedral elements along the cylinder axis. 
The first column in Table 1 shows the number of rows of finite elements along the thickness of the cylinder, 

the second column shows the number of nodal points in the axial direction and in the direction of shell thickness. 
The remaining columns show numerical results of the stresses in the direction of the cylinder axis in inner вσ  
and outer нσ  fibers, respectively, at points 1, 2, 3. 

Analysis of numerical results in Table 1 shows convergence of the computing process when using FEM in 
formulation of the displacement method. 

Differences in the results of calculations for point 1 are explained by the difference in boundary conditions 
for finite elements in the specified formulations, namely, in the displacement method, boundary conditions are 
assigned for the derivatives of displacements, and in the mixed formulation, boundary conditions for displace-
ments are assigned. 

At point 2, which is at a distance 
25
32

h  from the fixed support, the results stabilized by the mixed method 

already with one finite element in thickness, and in the displacement method, it monotonically tends to the same 
numerical values with an increase in the number of finite elements in thickness. 

 
Table 1 

Numerical values of parameters for stress-strain state of cylindrical shell 
when using elements in displacement method formulation 

Number of  
rows of elements 
through cylinder's 

thickness 

Mesh  
discretization 

Cross section 
Point 1 Point 2 Point 3 

Stress, MPa 
вσ  нσ  вσ  нσ  вσ  нσ  

1 

17 2  381.14 –308.97 298.26 –221.91 –57.04 141.07 
33 2  396.74 –298.97 303.02 –211.51 –56.83 140.99 
65 2  430.50 –269.26 302.17 –212.05 –56.61 140.88 
97 2  467.52 –236.44 301.87 –211.73 –56.46 140.81 
129 2  505.40 –202.51 301.66 –211.46 –56.33 140.74 

2 

17 3  444.24 –329.74 331.64 –253.09 –73.52 157.34 
33 3  464.29 –323.12 342.49 –260.16 –73.83 157.77 
65 3  489.77 –326.93 342.70 –261.20 –73.78 157.80 
97 3  516.03 –328.81 342.71 –260.89 –73.69 157.76 

129 3  540.37 –326.81 342.64 –260.69 –73.62 157.72 

3 

17 4  472.09 –347.74 334.54 –262.45 –75.68 159.53 
33 4  499.49 –349.06 345.85 –267.92 –76.03 160.00 
65 4  527.69 –352.34 347.01 –267.10 –76.03 160.07 
97 4  552.45 –352.12 346.93 –266.94 –75.95 160.03 
129 4  578.18 –351.27 346.82 –266.77 –75.88 160.00 

4 

17 5  491.13 –354.73 338.14 –265.33 –76.91 160.78 
33 5  526.89 –355.26 348.14 –270.49 –77.43 161.42 
65 5  561.89 –355.87 350.38 –270.86 –77.50 161.56 
97 5  586.72 –355.73 350.32 –270.78 –77.45 161.54 

129 5  611.58 –355.93 350.22 –270.64 –77.39 161.51 

7 

17 8  523.33 –362.29 348.61 –268.24 –78.25 162.14 
33 8  584.38 –363.68 350.40 –274.48 –79.00 163.04 
65 8  642.43 –365.46 354.14 –275.20 –79.19 163.29 
97 8  677.46 –365.73 354.56 –275.23 –79.19 163.32 

129 8  704.12 –365.73 354.53 –275.16 –79.16 163.31 
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Table 2 
Numerical values of parameters for stress-strain state of cylindrical shell when using elements in mixed formulation 

Number of  
rows of elements 
through cylinder's 

thickness 

Mesh 
discretization 

Cross section 
Point 1 Point 2 Point 3 

Stress, MPa 
вσ  нσ  вσ  нσ  вσ  нσ  

1 

17 2  472.47 –381.34 373.02 –288.59 –72.05 159.57 
33 2  479.93 –390.65 365.74 –277.22 –79.57 165.13 
65 2  480.76 –392.41 366.43 –278.84 –81.44 166.05 
97 2  480.60 –392.55 366.27 –278.98 –81.76 166.07 
129 2  480.43 –392.54 366.11 –278.98 –81.87 166.03 

2 

17 3  532.16 –335.43 364.93 –292.25 –74.68 160.75 
33 3  543.99 –334.06 370.30 –278.72 –81.31 165.52 
65 3  544.53 –332.87 369.31 –279.13 –82.49 166.10 
97 3  543.17 –333.25 368.38 –279.17 –82.55 166.05 

129 3  542.10 –333.71 367.80 –279.22 –82.51 166.00 

3 

17 4  516.60 –365.22 365.88 –293.70 –75.69 160.87 
33 4  541.69 –384.38 363.23 –275.69 –81.81 165.84 
65 4  556.19 –394.50 364.47 –278.87 –82.82 166.42 
97 4  559.89 –397.72 364.49 –279.98 –82.84 166.34 
129 4  561.38 –399.15 364.43 –280.50 –82.80 166.26 

4 

17 5  519.91 –350.43 363.74 –296.82 –76.28 161.07 
33 5  553.90 –367.90 361.51 –274.04 –82.07 165.86 
65 5  583.84 –381.24 363.74 –277.62 –82.99 166.41 
97 5  592.53 –385.93 364.13 –278.75 –82.99 166.33 

129 5  595.59 –388.04 364.09 –279.27 –82.92 166.24 

7 

17 8  517.45 –354.04 364.49 –298.62 –76.85 161.26 
33 8  558.47 –382.77 358.64 –271.14 –82.31 165.97 
65 8  616.05 –413.21 361.39 –275.66 –83.07 166.43 
97 8  645.52 –425.87 363.43 –277.76 –83.06 166.35 

129 8  659.74 –431.69 364.19 –278.77 –83.01 166.28 

 
Analysis of numerical results in Table 2 shows more rapid convergence of computational process when 

using finite element method in the mixed formulation. 
It is explained by the fact that in the mixed finite element the stresses are consistent not only at the nodes 

of finite elements, but also on their faces. In the finite elements of the displacement method, there is no deformation 
compatibility along the faces. 

4. Conclusion 
The accuracy of determining the strength parameters of the shell of revolution and the convergence of 

computational process are higher when using finite elements in the mixed formulation. This is due to the fact that 
when obtaining the deformation matrix of this finite element, the degree of approximating functions for approxi- 
mating the desired values of the inner point of the finite element through the nodal unknowns in the mixed for-
mulation is lower than in the displacement method formulation. The compatibility condition of the target quanti-
ties in the displacement method formulation is satisfied only at nodal points. The aforementioned compatibility 
conditions are absent on the edges and faces of hexahedral finite elements. When using finite elements in the mixed 
formulation, the compatibility conditions for displacements and stresses are satisfied not only at nodal points, 
but also on the edges and faces of the hexahedral element. 
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RUS 
 

1. Введение 
Теория деформирования твердых тел в настоящее время развита достаточно подробно [1–2]. Однако ана-

литическое получение конкретных результатов возможно только в некоторых случаях, далеких от практики ин-
женерных расчетов. Поэтому разработка приближенных и численных методов расчета конструктивных элемен-
тов инженерных структур является актуальной задачей. Среди современных методов исследования напряженно-
деформированного состояния (НДС) строительных конструкций в последнее время практически повсеместно 
получил распространение численный метод конечных элементов (МКЭ) на основе метода перемещений [3–15]. 
Основными недостатками данной формулировки МКЭ можно назвать отсутствие непрерывности производных 
от перемещений на ребрах и боковых поверхностях конечных элементов. Разработка конечных элементов в 
смешанной формулировке [16–25] позволяет понизить степень аппроксимирующих функций для выражения 
искомых величин через узловые неизвестные, дает возможность выполнить условия непрерывности напряжений 
и перемещений не только в узловых точках, но и на ребрах и боковых поверхностях элементов дискретизации. 

Предметом исследования является напряженно-деформированное состояние оболочки вращения при 
произвольном нагружении, целью – сравнительный анализ конечно-элементных алгоритмов определения 
параметров прочности оболочки вращения. 

Для выполнения сравнительного анализа вариантов разработаны конечно-элементные алгоритмы 
шестигранного конечного элемента в двух формулировках: в формулировке метода перемещений и в сме-
шанной формулировке. При получении матрицы жесткости шестигранника в формулировке метода пере-
мещений в качестве узловых неизвестных использованы перемещения и их первые производные, а при фор-
мировании матрицы напряженно-деформированного состояния шестигранника в смешанной формули-
ровке в качестве узловых неизвестных приняты перемещения и напряжения. 

2. Методы исследования 
Для получения матрицы жесткости шестигранного конечного элемента в формулировке метода пе-

ремещений использования функционал, основанный на равенстве действительных работ внешних нагру-
зок на перемещениях и действительных работ внутренних напряжений на деформациях по объему ко-
нечного элемента. Для аппроксимации искомых величин внутренней точки конечного элемента через 
узловые неизвестные применялись полиномы Эрмита третьей степени. 

Для получения матрицы напряженно-деформированного состояния в смешанной формулировке исполь-
зовался функционал, полученный путем замены действительной работы внутренних усилий функционала 
метода перемещений разностью полной работы внутренних усилий и их дополнительной работы, а для ап-
проксимации перемещений и напряжений через узловые неизвестные – трилинейные соотношения. 

2.1. Геометрические параметры оболочки вращения 

Положение произвольной точки 0M  срединной поверхности оболочки вращения определяется радиус-
вектором 

( )sin θ ( )cosθ ,R xi r x j r x k  
  

                                                         (1) 

где , ,i j k
 

 – орты декартовой системы координат; ( )r x  – радиус вращения рассматриваемой точки сре-
динной поверхности; θ  – угол, отсчитываемый от вертикального диаметра против хода часовой стрелки. 

Базисные векторы произвольной точки срединной поверхности определяются выражениями 
0 0
1 , , ,sin θ cosθ ;x x xa R i r j r k   

  
 

0 0
2 ,θ cosθ sin θ ;a R r j r k  

 
 

0 0
,0 1 2

3 0 0
1 2

sin θ cosθ ,xra aa i j k
a a u u u


   


   
                                                    (2) 

где 2
,1 .xu r   
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Положение произвольной точки оболочки 0 ,tM  отстоящей на расстоянии t  от срединной поверх-
ности, определяется радиусом-вектором 

0 0 0
3 .tR R t a 

  
                                                                   (3) 

Базисные векторы точки 0tM  определяются дифференцированием (3): 
0 0 0 0 0 0
1 , , 3, 1 3, 4;t

x x x xg R R ta a ta    
    

 

0 0 0 0 0 0
2 ,θ ,θ 3,θ 2 3,θ ;tg R R ta a ta    

    
 

0 0 0
3 , 3 .t

tg R a 
 

                                                                     (4) 

При использовании (2) на основе (4) можно сформировать матричные соотношения 

    0

3 3 3 13 1

;g S i
 


      1 0

3 33 1 3 1

,i S g

 


 

                                                        (5) 

где    0 0 0 0
1 2 3

1 3

;
T

g g g g



   

    
1 3

, , .
T

i i j k



  

 

Дифференцированием (4) при учете (5) производные базисных векторов точки 0tM  можно опреде-
лить компонентами в этом же базисе: 

            10 0 0
, 1 1

3 3 3 3 3 3 3 33 13 1 3 1 3 1

;xg N i N S g m g

     

  
  

 

            10 0 0
,θ 2 2

3 3 3 3 3 3 3 33 13 1 3 1 3 1

;g N i N S g n g

     

  
  

 

            10 0 0
, 3 3

3 3 3 3 3 3 3 33 13 1 3 1 3 1

,tg N i N S g l g

     

  
  

                                               (6) 

где    0 0 0 0
, 1, 2, 3,

1 3

, , ;
T

x x x xg g g g



   

    0 0 0 0
,θ 1,θ 2,θ 3,θ

1 3

, , ;
T

g g g g



   

    0 0 0 0
, 1, 2, 3,

1 3

, , .
T

t t t tg g g g



   

 

2.2. Перемещения и деформации 

Вектор перемещения точки 0tM  от действия нагрузки представляется компонентами в базисе точки 0tM : 

   0 0

3 11 3

;
Tm

mV v g g v


 
   1, 2, 3,m                                                     (7) 

где    1 2 3

1 3
.Tv v v v



  

Производные вектора перемещения (7) по криволинейным координатам , θ,x t  определяются вы-
ражениями 

1 0 1 0 2 0 2 0 3 0 3 0
, , 1 1, , 2 2, , 3 3, .m m m m m m mV v g v g v g v g v g v g     
      

                                       (8) 

С учетом (6) соотношения (8) можно представить в виде 
0

, ,k
m m kV f g
 

                                                                      (9) 

где k
mf  – функции компонент вектора перемещения и их производных, определяемые выражениями 
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1 1 1 2 3
1 , 11 21 31;xf v v m v m v m     

… 
3 3 1 2 3

3 , 13 23 33.tf v v l v l v l                                                               (10) 

Деформации определяются соотношениями механики сплошной среды: 

 0
, ,

1ε .
2ij i j j ig v g v 
   

                                                                (11) 

С учетом (4) и (9) можно сформировать матричное соотношение 

    
6 1 3 16 3
ε ,L v
 

                                                                     (12) 

где    11 22 33 12 13 23
1 6
ε ε , ε , ε , 2ε , 2ε , 2ε ;T



   L  – матрица алгебраических и дифференциальных операторов. 

2.3. Соотношения между деформациями и напряжениями 

Закон Гука представляется в криволинейной системе координат выражениями 

  0
1σ λ ε 2με ;ij ij ijI g   

  0 0 0
1σ λ ε 2μ ε ;ij ij ik jl

klI g g g   

  0
1

1 ν νε σ σ ;ij ij ijI g
E E


   

 0 0 0
1

1 ν νε σ σ ,mn
ij im jn ijg g I g

E E


                                                       (13) 

где   0 0
1 ε ε εmn mn

mn mnI g g   – первый инвариант тензора деформаций;   0 0
1 σ σ σmn mn

mn mnI g g   – 

первый инвариант тензора напряжений; 0 0, mn
mng g  – ковариантные и контравариантные компоненты 

метрического тензора; ε , εmn
mn  – ковариантные и контравариантные компоненты тензора деформаций; 

σ , σmn
mn  – ковариантные и контравариантные компоненты тензора напряжений; λ, μ  – параметры Ламе; 

E  – модуль упругости материала; ν  – коэффициент поперечной деформации. 
На основании соотношений (13) формируется матричное выражение 

    
6 1 6 6 6 1

ε σ ,ijC
  

                                                                  (14) 

где    11 22 33 12 13 23

1 6

σ σ , σ , σ , σ , σ , σ .
Tij



  

2.4. Конечный элемент оболочки вращения в формулировке метода перемещений 

Конечный элемент принят в виде шестигранника с узлами , , , , , , , .i j k l m n p h  Для выполнения чис-
ленного интегрирования шестигранник отображается на куб с локальными координатами, изменяющимися 
в пределах 1 ξ, η, ζ 1   . В качестве узловых неизвестных приняты перемещения и их производные по 
локальным координатам. 

Аппроксимация перемещений внутренней точки конечного элемента выполнялась на основе поли-
номов Эрмита третьей степени матричным выражением 
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    л

3 1 3 96 96 1

,уv A v
  

                                                                        (15) 

где    л 1 1 1 1 1 1 1 1 3 3 3 3 3 3 3 3
,ξ ,ξ ,η ,η ,ζ ,ζ ,ξ ,ξ ,η ,η ,ζ ,ζ

1 96

, ..., , , ..., , , ..., , , ..., , ... , ..., , , ..., , , ..., , , ..., .
T i h i h i h i h i h i h i h i h

уv v v v v v v v v v v v v v v v v


  

Векторы узловых неизвестных в локальной и глобальной системах координат связаны матричным 
соотношением 

    л г

96 9696 1 96 1

,у уv T v
 

                                                                     (16) 

где    г 1 1 1 1 1 1 1 1 3 3 3 3 3 3 3 3
, , ,θ ,θ , , , , ,θ ,θ , ,

1 96

, ..., , , ..., , , ..., , , ..., , ... , ..., , , ..., , , ..., , , ..., .
T i h i h i h i h i h i h i h i h

у x x t t x x t tv v v v v v v v v v v v v v v v v


  

Матрица  T  сформирована на основе дифференциальных соотношений 

θ ;
ξ ξ θ ξ ξ
q q x q q t

x t
      

  
      

 

θ ;
η η θ η η
q q x q q t

x t
      

  
      

 

θ ,
ζ ζ θ ζ ζ
q q x q q t

x t
      

  
      

                                                          (17) 

где под q  принимаются компоненты вектора перемещения 1 2 3, , .v v v  
С использованием (15) деформации (12) определяются в матричном виде 

           л л

6 1 3 16 3 6 3 3 96 6 9696 1 96 1

ε .у уL v L A v B v
     

                                                 (18) 

Для формирования матрицы жесткости конечного элемента используется функционал, основанный 
на равенстве работ внешних и внутренних сил: 

       1
1 6 6 1 1 3 3 1

1 1Ф σ ε ,
2 2

T T

V S

dV v q dS
   

                                                 (19) 

где V  – объем элемента; S  – поверхность приложения заданной нагрузки;    1 2 3
1 3

, ,Tq q q q


  – компо-

ненты вектора внешних нагрузок. 
При учете (14), (15), (16) и (18) функционал (19) запишется выражением 

                    1г г г
1

3 196 96 96 6 6 6 6 96 96 96 96 96 96 31 96 96 1 1 96

1 1Ф .
2 2

T TT T T T
у у у

V S

v T B С B dV T v v T A q dS

        

                        (20) 

После выполнения минимизации функционала (20) получается 

    г

96 196 96 96 1

,уK v f
 

                                                                 (21) 

где            1

96 96 96 96 96 6 6 6 6 96 96 96

T T

V

K T B С B dV T

     

   – матрица жесткости конечного элемента;        
96 1 3 196 96 96 3

T T

S

f T A q dS
  

   – 

вектор узловых усилий. 
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2.5. Конечный элемент оболочки вращения в смешанной формулировке 

В качестве узловых неизвестных шестигранного конечного элемента принимаются перемещения и 
напряжения: 

   1 1 2 2 3 3

1 24

, ..., , , ..., , , ..., ;
T i h i h i h

уv v v v v v v


  

   11 11 22 22 33 33 12 12 13 13 23 23

1 48

σ σ , ..., σ , σ , ..., σ , σ , ..., σ , σ , ..., σ , σ , ..., σ , σ , ..., σ .
T i h i h i h i h i h i h

у


         (22) 

Для аппроксимации искомых величин через узловые значения приняты билинейные функции 

    
1 8 8 1

λ φ ξ, η, ζ λ ,T
у

 

                                                               (23) 

где под λ  понимаются величины 1 2 3 11 22 33 12 13 23, , , σ , σ , σ , σ , σ , σ .v v v  
На основе (22) и (23) формируются матричные соотношения 

         
3 1 3 24 6 4824 1 48 16 1

; σ σ .ij
c у уv A v S

   

                                                         (24) 

Деформации (12) на основе (24) запишутся в матричном виде: 

        
6 1 6 3 3 24 6 2424 1 24 1

ε .c у c уL A v B v
    

                                                             (25) 

Для получения матрицы деформирования конечного элемента использован функционал, получен-
ный из (19) путем замены действительной работы внутренних сил разностью полной и дополнительной 
работы внутренних усилий: 

            
1 6 3 1 1 6 6 1 1 3 3 16 3

1 1Ф σ ε σ .
2 2

T T T
с

V S

L v dV v q dS
     

                                                  (26) 

С учетом (24) и (25) функционал (26) для конечного элемента запишется выражением 

                      
3 148 6 6 24 48 6 6 6 6 48 24 31 48 24 1 1 48 48 1 1 24

1 1Ф σ σ σ .
2 2

T T TT T T
с у c у у у у c

V V S

S B dV v S C S dV v A q dS
         

                  (27) 

После варьирования функционала (27) по узловым неизвестным  σ
T

у  и  T

уv  получаются системы 
уравнений: 

 
     
48 48 48 2448 1 24 1

Ф σ 0;
σ

с
у уT

у

H Q v
  


   


 

 
     
24 48 48 1 24 1

Ф σ 0,Tс
у уT

у

Q f
v   


  


                                                       (28) 

где      
48 24 48 6 6 24

;T
c

V

Q S B dV
  

         
48 48 48 6 6 6 6 48

;T

V

H S C S dV
   

        
3 124 324 1

.T
у

S

f A q dS


   

Системы (28) представляются в традиционной для МКЭ форме 

    
72 172 72 72 1

,уK Z F
 

                                                                 (29) 
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где  
   

   
48 48 48 24

72 72
24 48 24 24

0T

H Q
K

Q
 



 

 
   
  

 – матрица деформирования конечного элемента;      
1 72 1 48 1 24

σ ,
T T T

у у уZ v
  

 
  
 

 – строка 

узловых неизвестных;      
1 72 1 48 1 24

0 ,
TT T

уF f
  

 
  
 

 – строка узловых нагрузок конечного элемента. 

3. Результаты исследований и их анализ 
Было определено напряженное состояние жестко защемленной по торцам цилиндрической оболочки, 

нагруженной внутренним давлением интенсивности q . Приняты следующие исходные данные: радиус сре-
динной поверхности R  = 1,0 м; длина образующей L  = 0,5 м; толщина стенки h  = 0,02 м; q  = 5 МПа; 
модуль упругости материала 52 10E    МПа; коэффициент поперечной деформации v  = 0,3. 

 
Таблица 1 

Численные значения параметров напряженно-деформированного состояния цилиндрической оболочки 
при использовании элементов в формулировке метода перемещений 

Число рядов 
элементов 

по толщине 
цилиндра 

Сетка  
дискретизации 

Сечение 
Точка 1 Точка 2 Точка 3 

Напряжения, МПа 
вσ  нσ  вσ  нσ  вσ  нσ  

1 

17 2  381,14 –308,97 298,26 –221,91 –57,04 141,07 
33 2  396,74 –298,97 303,02 –211,51 –56,83 140,99 
65 2  430,50 –269,26 302,17 –212,05 –56,61 140,88 
97 2  467,52 –236,44 301,87 –211,73 –56,46 140,81 
129 2  505,40 –202,51 301,66 –211,46 –56,33 140,74 

2 

17 3  444,24 –329,74 331,64 –253,09 –73,52 157,34 
33 3  464,29 –323,12 342,49 –260,16 –73,83 157,77 
65 3  489,77 –326,93 342,70 –261,20 –73,78 157,80 
97 3  516,03 –328,81 342,71 –260,89 –73,69 157,76 

129 3  540,37 –326,81 342,64 –260,69 –73,62 157,72 

3 

17 4  472,09 –347,74 334,54 –262,45 –75,68 159,53 
33 4  499,49 –349,06 345,85 –267,92 –76,03 160,00 
65 4  527,69 –352,34 347,01 –267,10 –76,03 160,07 
97 4  552,45 –352,12 346,93 –266,94 –75,95 160,03 
129 4  578,18 –351,27 346,82 –266,77 –75,88 160,00 

4 

17 5  491,13 –354,73 338,14 –265,33 –76,91 160,78 
33 5  526,89 –355,26 348,14 –270,49 –77,43 161,42 
65 5  561,89 –355,87 350,38 –270,86 –77,50 161,56 
97 5  586,72 –355,73 350,32 –270,78 –77,45 161,54 

129 5  611,58 –355,93 350,22 –270,64 –77,39 161,51 

7 

17 8  523,33 –362,29 348,61 –268,24 –78,25 162,14 
33 8  584,38 –363,68 350,40 –274,48 –79,00 163,04 
65 8  642,43 –365,46 354,14 –275,20 –79,19 163,29 
97 8  677,46 –365,73 354,56 –275,23 –79,19 163,32 

129 8  704,12 –365,73 354,53 –275,16 –79,16 163,31 
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Таблица 2 
Численные значения параметров напряженно-деформированного состояния цилиндрической оболочки 

при использовании элементов в смешанной формулировке 

Число рядов 
элементов 

по толщине 
цилиндра 

Сетка 
дискретизации 

Сечение 
Точка 1 Точка 2 Точка 3 

Напряжения, МПа 
вσ  нσ  вσ  нσ  вσ  нσ  

1 

17 2  472,47 –381,34 373,02 –288,59 –72,05 159,57 
33 2  479,93 –390,65 365,74 –277,22 –79,57 165,13 
65 2  480,76 –392,41 366,43 –278,84 –81,44 166,05 
97 2  480,60 –392,55 366,27 –278,98 –81,76 166,07 
129 2  480,43 –392,54 366,11 –278,98 –81,87 166,03 

2 

17 3  532,16 –335,43 364,93 –292,25 –74,68 160,75 
33 3  543,99 –334,06 370,30 –278,72 –81,31 165,52 
65 3  544,53 –332,87 369,31 –279,13 –82,49 166,10 
97 3  543,17 –333,25 368,38 –279,17 –82,55 166,05 

129 3  542,10 –333,71 367,80 –279,22 –82,51 166,00 

3 

17 4  516,60 –365,22 365,88 –293,70 –75,69 160,87 
33 4  541,69 –384,38 363,23 –275,69 –81,81 165,84 
65 4  556,19 –394,50 364,47 –278,87 –82,82 166,42 
97 4  559,89 –397,72 364,49 –279,98 –82,84 166,34 
129 4  561,38 –399,15 364,43 –280,50 –82,80 166,26 

4 

17 5  519,91 –350,43 363,74 –296,82 –76,28 161,07 
33 5  553,90 –367,90 361,51 –274,04 –82,07 165,86 
65 5  583,84 –381,24 363,74 –277,62 –82,99 166,41 
97 5  592,53 –385,93 364,13 –278,75 –82,99 166,33 

129 5  595,59 –388,04 364,09 –279,27 –82,92 166,24 

7 

17 8  517,45 –354,04 364,49 –298,62 –76,85 161,26 
33 8  558,47 –382,77 358,64 –271,14 –82,31 165,97 
65 8  616,05 –413,21 361,39 –275,66 –83,07 166,43 
97 8  645,52 –425,87 363,43 –277,76 –83,06 166,35 

129 8  659,74 –431,69 364,19 –278,77 –83,01 166,28 

 
Результаты расчетов представлены в табл. 1 и 2. Приведены значения напряжений по направлению 

оси цилиндра в точках, расположенных следующим образом: 1 – в заделке; 2 – на расстоянии 
25/ 32
32

L h  

от заделки; 3 – в середине пролета. 
Расчетная схема представлена одной полоской шестигранных элементов вдоль оси цилиндра. 
В табл. 1 в первой колонке показано число рядов конечных элементов по толщине цилиндра, во второй 

колонке – число узловых точек в осевом направлении и в направлении толщины оболочки. В последую-
щих колонках приведены численные результаты напряжений по направлению оси цилиндра во внутрен-
них вσ  и наружных нσ  волокнах соответственно в точках 1, 2, 3. 

Анализ численных результатов табл. 1 показывает сходимость вычислительного процесса при ис-
пользовании МКЭ в формулировке метода перемещений. 

Различия в результатах расчетов для точки 1 объясняются отличием граничных условий для ко-
нечных элементов в принятых формулировках, а именно: в методе перемещений назначаются граничные 
условия по производным перемещений, а в смешанной формулировке назначаются граничные условия 
по перемещениям. 
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В точке 2, отстоящей от заделки на расстоянии 
25
32

h , результаты стабилизировались при смешан-

ном методе уже при одном конечном элементе по толщине, а в методе перемещений монотонно стремит-
ся к таким же числовым значениям при увеличении количества конечных элементов по толщине. 

Анализ численных результатов табл. 2 показывает более быструю сходимость вычислительного 
процесса при использовании метода конечных элементов в смешанной формулировке. 

Это объясняется тем, что в смешанном конечном элементе выполняется совместность по напряже-
ниям не только в узлах конечных элементов, но и по их граням. В конечных элементах метода переме-
щений совместность деформаций по граням отсутствует. 

4. Заключение 
Точность определения параметров прочности оболочки вращения и сходимость вычислительного про-

цесса выше при использовании конечных элементов в смешанной формулировке. Это объясняется тем, 
что при получении матрицы деформирования этого конечного элемента степень аппроксимирующих 
функций для аппроксимирования искомых величин внутренней точки конечного элемента через узловые 
неизвестные в смешанной формулировке ниже, чем в формулировке метода перемещений. Условие сов-
местности искомых величин в формулировке метода перемещений выполняются только в узловых точ-
ках. На ребрах и гранях шестигранных конечных элементов вышеупомянутые условия совместности от-
сутствуют. При использовании конечных элементов в смешанной формулировке условия совместности 
по перемещениям и напряжениям выполняются не только в узловых точках, но и на ребрах и гранях ше-
стигранного элемента. 
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