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 Аннотация 
Цель исследования – сравнение результатов определения параметров 

напряженно-деформированного состояния плосконагруженных упругих тел на 
основе метода конечных элементов в формулировке метода перемещений и в 
смешанной формулировке. Методы. Разработаны и применены алгоритмы ме-
тода конечных элементов в различных формулировках. Результаты. В декарто-
вой системе координат для определения напряженно-деформированного состоя-
ния упругого тела при плоском нагружении использован конечный элемент че-
тырехугольной формы в двух формулировках: в формулировке метода переме-
щений с узловыми неизвестными в виде перемещений и их производных и в 
смешанной формулировке с узловыми неизвестными в виде перемещений и 
напряжений. Аппроксимация перемещений через узловые неизвестные при по-
лучении матрицы жесткости конечного элемента выполнялась с использованием 
функции формы, элементами которой принимались полиномы Эрмита третьей 
степени. При получении матрицы деформирования перемещения и напряжения 
внутренней точки конечного элемента аппроксимировались через узловые неиз-
вестные с использованием билинейных функций. Матрица жесткости четырех-
угольного конечного элемента в формулировке метода перемещений получена 
на основе функционала, основанного на разности действительных работ внеш-
них и внутренних сил при нагружении твердого тела. Матрица деформирования 
конечного элемента формировалась на основе смешанного функционала, полу-
ченного из предложенного функционала путем замены действительной работы 
внутренних сил разностью полной и дополнительной работ внутренних сил при 
нагружении тела. На примере расчета показано существенное преимущество 
использования конечного элемента в смешанной формулировке. 

Ключевые слова: матрица жесткости, матрица деформирования, четы-
рехугольный конечный элемент, смешанный функционал 

Благодарности 
Исследование выполнено при финансовой 
поддержке РФФИ и Администрации Вол-
гоградской области в рамках научного про- 
екта № 19-41-340004 р_а. 

Для цитирования  
Гуреева Н.А., Николаев А.П., Юшкин В.Н. 
Сравнительный анализ конечно-элемент- 
ных формулировок при плоском нагру-
жении упругого тела // Строительная ме- 
ханика инженерных конструкций и со-
оружений. 2020. Т. 16. № 2. С. 139–145. 
http://dx.doi.org/10.22363/1815-5235-2020-
16-2-139-145 
 
 

Введение1 
При достаточно полном развитии теории дефор- 

мирования нагруженных твердых тел [1–2] анали-
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тическое получение конкретных результатов воз-
можно только в некоторых, далеких от практики 
инженерных расчетов, случаях. Для получения ре- 
зультатов расчетов при определении напряженно-
деформированного состояния (НДС) практических 
инженерных конструкций необходимо использова- 
ние численных методов. Среди численных методов 
широкое распространение получил метод конеч-
ных элементов в формулировке метода перемеще-
ний [3–13]. К существенным недостаткам этого 
метода относится отсутствие непрерывности про-
изводных перемещений на контурах и гранях ко-
нечных элементов при сохранении непрерывности 
в узловых точках. Использование конечных элемен-
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тов в смешанной формулировке [14–17] приводит 
к выполнению условий непрерывности напряжений 
и деформаций не только в узловых точках, но и на 
контурах и гранях конечных элементов. 

В настоящей работе для четырехугольного эле- 
мента представлены конечно-элементные алгорит-
мы в формулировке метода перемещений и в сме- 
шанной формулировке для определения НДС плоско 
нагруженных упругих тел. На примере расчета 
напряженного состояния консольной балки пока-
зано преимущество использования конечного эле- 
мента в смешанной формулировке. 

1. Используемые соотношения 
теории упругости 

При плоском нагружении упругого тела в плос-
кости zx0  деформации и перемещения связаны за- 
висимостями Коши [1] 

ε ; ε ; 2ε ,xx zz xz
u w w u
x z x z
   

   
   

 

или в матричной формулировке 

    
3 1 2 13 2
ε ,L V
 

                                                         (1) 

где    
1 3
ε ε , ε , 2εT

xx zz xz


  – строка деформаций; 

   wuV T ,
21




 – строка перемещений точки;  
23

L  – 

матрица дифференциальных операторов. 
При упругом деформировании напряжения и 

деформации связаны законом Гука 

    
3 1 3 13 3
σ ε ,С
 

                                                        (2) 

где    
1 3
σ σ , σ , σT

xx zz xz


  – строка напряжений. 

2. Четырехугольный конечный элемент 
В декартовой системе координат xz0  прини-

мается четырехугольник с узлами lkji ,,, . Для вы- 
полнения численного интегрирования по площади 
элемента он отображается на локальный квадрат в 
системе координат ξ, η , которые изменяются в пре-
делах от –1 до 1. Декартовы координаты внутрен-
ней точки четырехугольника определяются через 
их узловые значения с использованием билиней-
ных функций: 

    
1 4 4 1

λ φ ξ, η λ ,
T

y
 

                                               (3) 

где символ λ  означает координату x  или ;z  

  
1 4

φ ξ, η T



 – строка билинейных функций формы; 

 
1 4

λ
T

y


 – строка узловых значений координаты  . 

Дифференцированием (3) определяются про-
изводные декартовых координат в локальной си-
стеме  ,ξ ,η ,ξ ,η, , ,x x z z и локальных координат в 

декартовой системе  , , , ,ξ , ξ , η , ηx z x z . 

2.1. Матрица жесткости  
четырехугольного конечного элемента 
в формулировке метода перемещений 

В качестве узловых неизвестных принимаются 
перемещения и их первые производные по коорди-
натам zx, . Каждая координата wu,  вектора пе-
ремещения внутренней точки конечного элемента 
аппроксимируется через узловые неизвестные вы-
ражениями 

    
1 12 12 1

λ ψ ξ, η λ ,T л
y

 

                                               (4) 

где    ,ξ ,ξ ,ξ ,ξ ,η ,η ,η ,η
1 12

λ λ , λ , λ , λ , λ , λ , λ , λ , λ , λ , λ , λ
Tл i j k l i j k l i j k l

y


  – 

строка узловых неизвестных в локальной системе 
координат;   

1 12

ψ ξ, η
T



 – аппроксимирующая функ- 

ция, элементами которой являются произведения 
полиномов Эрмита от координат ξ, η  в третьей 
степени. 

Производные от перемещений по декартовым 
координатам определяются выражениями 

     , ,ξ , ,η , у
1 12 1 12 12 1

λ ψ ξ ψ η λ ;
T T л

x x x
  

 
  
 

 

     , ,ξ , ,η , у
1 12 1 12 12 1

λ ψ ξ ψ η λ .
T T л

z z z
  

 
  
 

                      (5) 

На основе (5) формируется матричное выра-
жение 

     ,
124

у
24212 

 лVAV                                                         (6) 

где       .,
121
у

121
у

241 














TлTлTл
y wuV  
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С учетом (5) и (6) матричное выражение для 
деформаций (1) может быть представлено в виде 

        
3 1 3 2 2 24 3 2424 1 24 1

ε .у уL A V B V
    

                                 (7) 

Для формирования матрицы жесткости конеч- 
ного элемента используется функционал, отража-
ющий равенство действительных работ внешних и 
внутренних сил: 

 1 σ ε σ ε 2σ ε
2L xx xx zz zz xz xz

F

П dF   

 1 ,
2 xx zz

l

q u q w dl                                               (8) 

где F  – площадь конечного элемента; l  – длина 
контура элемента. 

Принимая во внимание соотношения (2) и (7), 
функционал (8) можно представить в матричном виде 

        
24 3 3 3 3 241 24 24 1

1
2

T Tл л
L у у

F

П V B С B dF V
   

 

     
2 124 21 24

1 .
2

T Тл
у

l

V A q dl


                                            (9) 

Производные от перемещений в локальной 
системе координат определяются через производ-
ные в глобальной системе соотношениями 

,ξ , ,ξ , ,ξλ λ λ ;x zx z   

,η , ,η , ,ηλ λ λ .x zx z                                                 (10) 

На основании (10) выполняется преобразова-
ние вектора узловых неизвестных в локальной си-
стеме через вектор узловых неизвестных в декар-
товой системе в матричном виде: 

     .
124

у
2424124

у


 гл VTV                                                   (11) 

После минимизации преобразованного функ-
ционала (9) на основании (11) по узловым неиз-

вестным  TгVу  получается матрица жесткости ко-
нечного элемента: 

     
124124

у
2424
1 ,


 у

г fVK                                                    (12) 

где            
24242433332424242424

1


 TdFBCBTK
F

TT  − мат-

рица жесткости конечного элемента;  
24 1
уf




     
2 124 24 24 2

T Т

l

T A q dl
 

   − вектор узловых усилий ко-

нечного элемента. 
При минимизации функционала (9) принято 

во внимание, что нагрузка и перемещения связаны 
линейной зависимостью, поэтому при дифферен-
цировании координатной функции сократился ко-
эффициент 21  перед вектором сил. 

2.2 Матрица деформирования  
конечного элемента в смешанной формулировке 

В качестве узловых неизвестных четырехуголь-
ного конечного элемента принимаются перемеще-
ния и напряжения. 

Перемещения внутренней точки конечного эле- 
мента wu,  аппроксимируются через узловые не-
известные выражениями (4). 

Матричное выражение для деформаций запи-
шется в виде 

           
3 1 2 13 2 3 2 2 8 3 88 1 8 1

ε ,у уL V L A v B v
     

                (13) 

где    .,,,,,,,
81

lkjilkjiT
y wwwwuuuuv 


 

Каждая компонента тензора напряжений ап-
проксимируется через узловые неизвестные также 
билинейными выражениями: 

      αβ αβ у
1 4 4 1

σ φ ξ, η σ ; α,β 1, 2 .
T

 

                 (14) 

где    αβ αβ αβ αβ αβ
4 1

σ σ ,σ ,σ ,σ
Т i j k l

у


  − строка узло-

вых неизвестных напряжений. 
На основе (14) формируется матричное соотно- 

шение 

    
3 1 3 12 12 1

σ σ ,уG
  

                                                    (15) 

где        
1 12 1 4 1 4 1 4

σ σ , σ , σ .
T

у xx y zz y xz y
   

 
  
 

 

Для формирования матрицы деформирования 
конечного элемента выполняется преобразование 
функционала (8) путем замены действительной ра-
боты внутренних сил разностью полной и допол-
нительной работ при нагружении деформируемо-
го тела: 

          
1

αβ αβ
1 3 2 1 1 3 3 13 2 3 3

1 1σ ε σ σ σ .
2 2

T TL V C


    

          (16) 
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С учетом (16) функционал (8) запишется мат-
ричным выражением 

       
12 3 3 81 12 8 1

σ
T T

у у
F

П G B dF v
  

 

        
12 3 3 3 3 121 12 12 1

1 σ σ
2

T T
у у

F

G C G dF
   

 

     dlqAv
l

TT
у 




1228812
1 .                                           (17) 

После выполнения варьирования функциона-
ла (17) по узловым неизвестным  σ

T

у  и  Tуv  
конечного элемента получается система уравнений 

 
     
12 12 12 812 1 8 1

σ 0;
σ

у уT

у

П H Q v
  


   


 

 
     
8 12 12 1 8 1

σ 0,T
у уT

у

П Q f
v   


  


                           (18) 

где      



F

T dFBGQ
83312812

;        



F

T dFGCGH
123333121212

; 

     dlqAf
l

T
у 




122818
. 

Системы уравнений (18) представляются в тра-
диционной для метода конечных элементов форме: 

     
1201202020

2 ,


 уу FZK                                                   (19) 

где  
   

   























88128

8121212

2020
2 0TQ

QH
K  − матрица деформиро-

вания конечного элемента;      















T
у

TT
у fF

81121201
,0  − 

вектор узловых усилий конечного элемента; 

     
1 20 1 12 1 8

,
T T T

у у уZ S
  

 
  
 

 − вектор узловых неиз-

вестных конечного элемента. 

3. Результаты исследований и их анализ 
Пример. Рассматривалась консольная балка, за- 

груженная равномерно распределенной нагрузкой, 
при следующих исходных данных: длина L = 0,5 м, 
высота поперечного сечения h = 0,05 м, шири- 
на t = 0,01 м, модуль упругости материала  

Е = 2,0105 МПа, коэффициент Пуассона  = 0,3, 
интенсивность давления q = 10,0 кН/м2. 

Результаты вычислительного процесса пока-
заны в табл. 1 (на основе функционала, базирую-
щегося на разности действительных работ внеш-
них и внутренних сил) и 2 (на основе смешанного 
функционала), где приведены значения нормальных 
напряжений в крайних волокнах поперечного се-
чения заделки (так называемая точка a) и сечения, 
расположенного на расстоянии 5 см от заделки (так 
называемая точка b), в зависимости от числа ко-
нечных элементов при дискретизации консольной 
балки. В последних колонках таблиц представлены 
перемещения на свободном конце балки (так назы- 
ваемая точка c) в зависимости от числа конечных 
элементов. 

Количество конечных элементов по толщине 
балки принимались равными 1, 2, 3, 4 и 5. По длине 
балки число конечных элементов в каждом случае 
было равным 10, 20, 30, 50 и 100. 

 
Таблица 1 

Численные значения параметров  
напряженно-деформированного состояния при использовании  

элементов в формулировке метода перемещений 
[Table 1. Numerical values of stress-strain state parameters 

when using elements in the formulation of the displacement method] 

Дискретизация 
[Sampling] 

Элемент [Element] 24×24 
Напряжение 

σxx, кПа 
(точка a) 

[Stress  
σxx, kPa 

(point a)] 

Напряжение
σxx, кПа 
(точка b) 

[Stress  
σxx, kPa 

(point b)] 

Перемеще-
ние w, см 
(точка c) 
[Displace-
ment w, cm 
(point c)] 

10×1 2330 2013 0,377 
20×1 2454 2019 0,378 
30×1 2478 2023 0,378 
50×1 2487 2024 0,378 
100×1 2490 2024 0,378 
10×2 2735 2248 0,376 
20×2 2802 2282 0,377 
30×2 2815 2290 0,377 
50×2 2821 2294 0,377 
100×2 2823 2295 0,378 
10×3 2805 2278 0,376 
20×3 2886 2319 0,377 
30×3 2904 2327 0,378 
50×3 2913 2331 0,378 
100×3 2914 2332 0,378 
10×4 2839 2293 0,376 
20×4 2935 2340 0,377 
30×4 2957 2350 0,378 
50×4 2969 2355 0,378 
100×4 2973 2357 0,378 
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Таблица 2 
Численные значения параметров 

напряженно-деформированного состояния при использовании 
элементов в смешанной формулировке  

[Table 2. The numerical values of the parameters of 
the stress-strain state when using elements in a mixed formulation] 

Дискретизация 
[Sampling] 

Элемент [Element] 20×20 
Напряжение

σxx, кПа 
(точка a) 

[Stress 
σxx, kPa 

(point a)] 

Напряжение 
σxx, кПа 
(точка b) 

[Stress 
σxx, kPa 

(point b)] 

Перемеще-
ние w, см 
(точка c) 
[Displace-
ment w, cm 
(point c)] 

10×1 2820 2554 0,377 
20×1 2952 2395 0,377 
30×1 2978 2444 0,378 
50×1 2992 2435 0,378 
100×1 2998 2428 0,378 
10×2 2836 2554 0,377 
20×2 2955 2395 0,377 
30×2 2978 2444 0,378 
50×2 2989 2435 0,378 
100×2 2994 2428 0,378 
10×3 2863 2562 0,376 
20×3 3007 2386 0,377 
30×3 3045 2445 0,378 
50×3 3070 2434 0,378 
100×3 3082 2426 0,378 
10×4 2862 2561 0,377 
20×4 3009 2384 0,378 
30×4 3050 2445 0,378 
50×4 3080 2434 0,378 
100×4 3096 2426 0,378 

 
Анализ результатов показывает, что сходимость 

вычислительного процесса при использовании ко- 
нечного элемента в смешанной формулировке про- 
исходит значительно быстрее. Для сравнения при-
нимались приближенные результата расчета балки 
по технической теории (с учетом гипотезы прямой 
нормали): σ xx = 3000 кПа (точка a), σ xx = 2430 кПа 
(точка b), w = 0,375 см (точка c). 

В точке b, отстоящей на расстоянии h от за-
делки, сходимость вычислительного процесса по 
нормальным напряжениям σ xx  (в табл. 2 отмече-
ны жирным шрифтом) гораздо лучше в варианте 
расчета смешанным методом конечных элементов. 

В точке a на сходимость вычислительного про-
цесса воздействуют граничные условия в виде ли-
нейных связей. Поэтому сравнение методов по чис-
ленным значениям нормальных напряжений целе-
сообразнее выполнять в точке, находящейся на рас-
стоянии h от заделки. 

При каждой дискретизации балки конечными 
элементами перемещения оказались практически 
одинаковыми в обеих формулировках метода ко-
нечных элементов.  

Заключение 
Для конечного элемента в формулировке ме-

тода перемещений выполняются условия совмест-
ности по перемещениям и их производным только 
в узловых точках, на контурах смежных конечных 
элементов такие условия отсутствуют. В конеч-
ном элементе в варианте смешанной формулиров-
ки условия совместности по напряжениям выпол-
няются не только в узловых точках, но и на конту-
рах элемента. Поэтому сходимость вычислительно-
го процесса при вычислении параметров напряжен-
ного состояния существенно лучше. 
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 Abstract 
The aim of the work – comparison of the results of determining the parameters 

of the stress-strain state of plane-loaded elastic bodies based on the finite element 
method in the formulation of the displacement method and in the mixed formulation. 
Methods. Algorithms of the finite element method in various formulations have been 
developed and applied. Results. In the Cartesian coordinate system, to determine 
the stress-strain state of an elastic body under plane loading, a finite element of
a quadrangular shape is used in two formulations: in the formulation of the method of 
displacements with nodal unknowns in the form of displacements and their deriva-
tives, and in a mixed formulation with nodal unknowns in the form of displacements 
and stresses. The approximation of displacements through the nodal unknowns when 
obtaining the stiffness matrix of the finite element was carried out using the form 
function, whose elements were adopted Hermite polynomials of the third degree. 
Upon receipt of the deformation matrix, the displacements and stresses of the internal 
points of the finite element were approximated through nodal unknowns using biline-
ar functions. The stiffness matrix of the quadrangular finite element in the formula-
tion of the displacement method is obtained on the basis of a functional based on 
the difference between the actual workings of external and internal forces under 
loading of a solid. The matrix of deformation of the finite element was formed 
on the basis of a mixed functional obtained from the proposed functional by repla-
cing the actual work of internal forces with the difference between the total and ad-
ditional work of internal forces when loading the body. The calculation example 
shows a significant advantage of using a finite element in a mixed formulation. 

Keywords: stiffness matrix, deformation matrix, quadrangular finite element, 
mixed functional 
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