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 Аннотация 
Целью работы является рассмотрение проблем численного моделирова-

ния сейсмической безопасности консоли с основанием в виде упругой полу-
плоскости при нестационарных волновых воздействиях. Волны напряжений 
различной природы, распространяясь в деформируемом теле, взаимодейству-
ют друг с другом. После трехкратного или четырехкратного прохождения и 
отражения волн напряжений в теле процесс распространения возмущений ста-
новится установившимся, тело находится в колебательном движении. Пробле-
ма моделирования задач переходного периода является актуальной фундамен-
тальной и прикладной научной задачей. Методы. Для решения двумерной 
плоской динамической задачи теории упругости с начальными и граничными 
условиями применяется метод конечных элементов в перемещениях. На осно-
ве этого метода разработаны алгоритм и комплекс программ для решения ли-
нейных плоских двумерных задач, которые позволяют проводить расчеты при 
нестационарных волновых воздействиях на сложные системы. При разработке 
комплекса программ использовался алгоритмический язык «Фортран-90». Ис-
следуемая область разбивалась по пространственным переменным на конеч-
ные элементы первого порядка. По временной переменной исследуемая об-
ласть также разбивалась на конечные элементы первого порядка. Результаты. 
Рассмотрена задача о воздействии плоской продольной упругой волны в виде 
функции Хевисайда на консоль с основанием (соотношение ширины к высоте 
один к десяти). Начальные условия приняты нулевыми. Решена система урав-
нений из 16 016 084 неизвестных. В характерных областях исследуемой задачи 
получены контурные напряжения и компоненты тензора напряжений. На ос-
новании проведенных исследований можно сделать следующие выводы: кон-
соль (соотношение ширины к высоте один к десяти) моделируется с упругим 
основанием в виде упругой полуплоскости; упругие контурные напряжения на 
гранях консоли являются почти зеркальным отражением друг друга, то есть 
антисимметричными; консоль при сейсмическом воздействии работает как 
стержень переменного сечения, то есть если на одной грани растягиваю-
щие напряжения, то на другой – сжимающие напряжения; на контурах консо-
ли при сейсмическом воздействии в основном преобладают изгибные волны. 

Ключевые слова: математическое моделирование; волновая теория 
сейсмической безопасности; динамическая теория упругости; сейсмическое 
воздействие; фундаментальное воздействие; консоль; упругая полуплос-
кость; контурное напряжение, изгибные волны 
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Введение 
Импульсное воздействие характеризуется вне-

запностью приложения и кратковременностью дей-
ствия. В деформируемом теле при импульсном воз- 
действии возникают возмущения различной приро-
ды. Волны напряжений различной природы, рас-
пространяясь в деформируемом теле, взаимодей-
ствуют друг с другом, что приводит к образованию 
новых областей возмущений, перераспределению 
напряжений и деформаций. После трехкратного или 
четырехкратного прохождения и отражения волн 
напряжений в теле процесс распространения возму-
щений становится установившимся, напряжения и 
деформации усредняются, тело находится в колеба-
тельном движении.  

Некоторые вопросы в области моделирования 
нестационарных динамических задач рассмотрены 
в работах [1–11].   

В [6–9; 10] приведена информация о физиче-
ской достоверности и математической точности 
моделирования нестационарных волн напряжений 
в деформируемых телах с помощью рассматрива-
емых численного метода, алгоритма и комплекса 
программ. 

1. Постановка задачи 
Для решения задачи о моделировании нестаци-

онарных упругих волн в деформируемых областях 
сложной формы рассмотрим некоторое тело Γ  в 
прямоугольной декартовой системе координат XOY, 
которому в начальный момент времени 0t =  сооб- 
щается механическое воздействие. Предположим, 
что тело Γ  изготовлено из однородного изотропно-
го материала, подчиняющегося упругому закону 
Гука при малых упругих деформациях.   

Точные уравнения двумерной (плоское напря-
женное состояние) динамической теории упругости 
имеют вид 
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где xσ , уσ  и хуτ  – компоненты тензора упругих 
напряжений; xε , уε  и хуγ  – компоненты тензора 
упругих деформаций; u  и v  – составляющие 

вектора упругих перемещений вдоль осей ОХ  
и ОY  соответственно; ρ  – плотность материа-

ла; 2(1 )p
EC

 
=

−
 – скорость продольной упру-

гой волны; 
2 (1 )s

EC
 

=
+

 – скорость поперечной 

упругой волны; ν  – коэффициент Пуассона; Е  – 
модуль упругости; 1 2( )S S S  – граничный кон-
тур тела Γ . 

Систему (1) в области, занимаемой телом Γ , 
следует интегрировать при начальных и граничных 
условиях.  

Для решения двумерной плоской динамической 
задачи теории упругости с начальными и гранич-
ными условиями (1) используем метод конечных 
элементов в перемещениях.  

2. Методика 
Задача решается методом сквозного счета, без 

выделения разрывов. Чтобы выполнить динамиче-
ский расчет методом конечных элементов, нужно 
иметь матрицу жесткости и матрицу инерции ко-
нечного элемента. 

Принимая во внимание определение матриц и 
векторов для тела Γ , записываем приближенное 
значение уравнения движения в теории упругости: 

RФKФH


 =+ , 

0 0tФ Ф= =
 

, 

0 0tФ Ф= =
 
  ,                                                     (2) 

где H  – матрица инерции; K  – матрица жестко-
сти; Φ


 – вектор узловых упругих перемещений; 

Φ

  – вектор узловых упругих скоростей перемеще-

ний; Φ

  – вектор узловых упругих ускорений; R


 – 

вектор узловых упругих внешних сил. 
Для интегрирования уравнения (2) конечно-

элементным вариантом метода Галеркина приве-
дем его к следующему виду: 

RФKФ
dt
d

H


 =+ , 

ФФ
dt
d 


= .                                                        (3) 

Интегрируя по временной координате соотно-
шение (3) с помощью конечноэлементного вари-
анта метода Галеркина, получим двумерную явную 
двухслойную конечноэлементную линейную схему 
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в перемещениях для внутренних и граничных узло-
вых точек: 

-1
1 ( )i i i iФ Ф tH KФ R+ = + − +

     ,  

1ii1i ФtФФ ++ Δ+=



,                                        (4) 

где:  tΔ  – шаг по временной координате.   
Система уравнений (4) для внутренних и гра-

ничных узловых точек, полученная в результате ин- 
тегрирования уравнения движения теории упруго-
сти, должна давать решение, сходящееся к решению 
исходной системы.  

Шаг по временной переменной tΔ  определя-
ем из соотношения   

min i

p

l
t k

C


 = ( 1, 2, 3, ..., )i r= ,                      (5) 

где lΔ  – длина стороны конечного элемента; r – 
число конечных элементов. 

Результаты численного эксперимента показали, 
что при k = 0,5 обеспечивается устойчивость дву-
мерной явной двухслойной конечноэлементной ли- 
нейной схемы.  

На основе метода конечных элементов в пере-
мещениях разработаны алгоритм и комплекс про-
грамм для решения линейных плоских двумерных 
задач, которые позволяют производить расчеты при 
нестационарных волновых воздействиях на слож-
ные системы. При разработке комплекса программ 
использовался алгоритмический язык «Фортран-90». 
Исследуемая область разбивалась по пространствен- 
ным переменным на конечные элементы первого 
порядка. По временной переменной исследуемая 
область также разбивалась на конечные элементы 
первого порядка.  

3. Результаты 
Расчеты проводились при следующих единицах 

измерения: килограмм-сила (кгс); сантиметр (см); 
секунда (с). Для перехода в другие единицы из-
мерения были приняты следующие допущения: 
1 кгс/см2 ≈ 0,1 МПа; 1 кгс с2/см4 ≈ 109 кг/м3.  

Рассматривалась задача о воздействии плоской 
продольной упругой волны в виде функции Хеви-
сайда на консоль с основанием (соотношение ши-
рины к высоте один к десяти) (рис. 1).  

Начальные условия приняты нулевыми. От точ-
ки F  параллельно свободной поверхности ABEFG  
приложено нормальное напряжение xσ , которое при 
0 11n≤ ≤  ( t/tn Δ= ) изменяется линейно от 0  
до P , а при 11n ≥  равно P  ( 0P = , 0 0,1 =  МПа 
(1 кгс/см2)).  

 
 

Рис. 1. Постановка задачи для консоли (соотношение  
ширины к высоте один к десяти) с упругим основанием  

(полуплоскость) 
[Figure 1. Problem statement for a console (width-to-height 

ratio of one to ten) with an elastic base (half-plane)] 
 
 

 
 

Рис. 2. Точки, в которых получены  
контурные напряжения в консоли 

[Figure 2. The points at which the contour voltages  
in the console are obtained] 

 
 

 
 

Рис. 3. Изменение упругого контурного напряжения k   
в точках 1 и 6 на контуре консоли во времени /t t  

[Figure 3. The change of elastic contour stress k   
at points 1 and 6 on the console loop in time /t t ] 
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Рис. 4. Изменение упругого контурного напряжения k   
в точках 2 и 7 на контуре консоли во времени /t t  

[Figure 4. The change of elastic contour stress k   
at points 2 and 7 on the console loop in time /t t ] 

 
 

 
 

Рис. 5. Изменение упругого контурного напряжения k   
в точках 3 и 8 на контуре консоли во времени /t t  

[Figure 5. The change of elastic contour stress k   
at points 3 and 8 on the console loop in time /t t ] 

 
 

 
 

Рис. 6. Изменение упругого контурного напряжения k  
в точках 4 и 9 на контуре консоли во времени /t t  

[Figure 6. The change of elastic contour stress k   
at points 4 and 9 on the console loop in time /t t ] 

 
 

Рис. 7. Изменение упругого контурного напряжения k   
в точках 5 и 10 на контуре консоли во времени /t t  

[Figure 7. The change of elastic contour stress k   
at points 5 and 10 on the console loop in time /t t ] 
 
Граничные условия для контура GHIA  при 

0t >  0u v u v= = = =  . Отраженные волны от кон-
тура GHIA  не доходят до исследуемых точек при 
0 500n≤ ≤ . Контур ABCDEFG  свободен от нагру-
зок, кроме точки F . Решается система уравнений 
из 16 016 084  неизвестных.  

На рис. 3–7 показано изменение контурных 
напряжений kσ  в консоли (рис. 2) во времени 

t/t Δ .   

Заключение 
Консоль (соотношение ширины к высоте один 

к десяти) моделируется с упругим основанием в 
виде упругой полуплоскости.  

Упругие контурные напряжения на гранях кон-
соли являются почти зеркальным отражением друг 
друга, то есть антисимметричными. 

Консоль при сейсмическом воздействии рабо-
тает как стержень переменного сечения, то есть 
если на одной грани – растягивающие напряжения, 
то на другой – сжимающие напряжения.  

На контурах консоли при сейсмическом воздей-
ствии в основном преобладают изгибные волны. 
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 Abstract 
The aim of the work is to consider the problems of numerical modeling of seis-

mic safety of the console with the base in the form of an elastic half-plane under un-
steady wave influences. Stress waves of different nature, propagating in the deformed 
body interact with each other. After three or four times the passage and reflection of 
stress waves in the body, the process of propagation of disturbances becomes steady, 
the body is in oscillatory motion. The problem of modeling problems of the transition 
period is an actual fundamental and applied scientific problem. Methods. The finite 
element method in displacements is used to solve the two-dimensional plane dynamic 
problem of elasticity theory with initial and boundary conditions. On the basis of the 
finite element method in displacements, an algorithm and a set of programs for solving 
linear plane two-dimensional problems have been developed, which allow solving 
problems with non-stationary wave effects on complex systems. The algorithmic lan-
guage “Fortran-90” was used in the development of the complex of programs. 
The study area is divided by spatial variables into finite elements of the first order. Ac-
cording to the time variable, the study area is also divided into finite elements of the first 
order. Results. The problem of the influence of a plane longitudinal elastic wave in the 
form of a Heaviside function on a console with a base (the ratio of width to height is 
one to ten) is considered. The initial conditions are taken as zero. The system of equa-
tions from 16 016 084 unknowns is solved. Contour stresses and stress tensor compo-
nents are obtained in characteristic areas of the problem. On the basis of the conducted 
researches it is possible to draw the following conclusions: the console (the ratio of 
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width to height one to ten) is modeled with the elastic basis in the form of an elastic 
half-plane; the elastic contour stresses on the faces of the console are almost a mirror 
image of one another, that is, antisymmetric; the console under seismic action works as 
a rod of variable cross-section, that is, if there are tensile stresses on one face, then com-
pressive stresses on the other; on the contours of the console under seismic action, 
bending waves mainly prevail. 

Keywords: mathematical modeling; wave theory of seismic safety; dynamic 
theory of elasticity; seismic impact; fundamental impact; console; elastic half-
plane; contour stress; bending waves 
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