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 Аннотация 
В статье рассматривается автоматизированное образование кинемати-

ческим методом поверхностей полуправильных многогранников Архимеда 
трех форм: усеченного тетраэдра, усеченного октаэдра и усеченного икоса-
эдра. Для решения поставленной задачи использовались AutoCAD и встро-
енный в него язык программирования AutoLISP. Каждый из указанных трех 
полуправильных многогранников Архимеда имеет грани двух видов. В связи с 
этим поверхность отдельного многогранника рассматривается состоящей из 
двух конструктивных форм. Каждая конструктивная форма образуется в среде 
AutoCAD из отсеков поверхностей граней многогранника одного вида, причем 
каждый отсек закрепляется за определенным слоем чертежа. Образование кон-
структивных форм обеспечивают пользовательские функции, разработанные 
на функциональном языке программирования AutoLISP. Пользовательские 
функции не только формируют образы поверхностей, но и выполняют все 
необходимые расчеты. Электронная модель каждого многогранника фор-
мируется объединением его конструктивных форм. Из нее создается блок. 
Образование поверхности каждого многогранника выполняют пользователь-
ские функции, обеспечивающие «замораживание» слоев чертежа, предназна-
ченных для отсеков поверхности, вставку блока с электронной моделью много-
гранника и последовательное «размораживание» слоев чертежа. Когда про-
исходит «размораживание» слоев чертежа, процесс образования многогранника 
демонстрируется на экране монитора. Результатом проведенного исследо-
вания стало создание программного обеспечения, включающего пользова-
тельские функции для формирования электронной модели выбранных мно-
гогранников и визуализации процесса образования их поверхностей в ди-
намическом режиме. 

Ключевые слова: полуправильный многогранник; электронная модель; 
конструктивная форма; формообразование; усеченный тетраэдр; усечен-
ный октаэдр; усеченный икосаэдр 
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Введение 1 
Интерес к многогранникам не пропадает с мо-

мента их описания древнегреческим ученым Пла-
тоном (427–347 г. до н. э.) [1–3]. Полуправильные 
многогранники открыты Архимедом (287–212 г. 
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до н. э.). Их всего тринадцать. В честь великого уче- 
ного их называют телами Архимеда. Пять Архиме-
довых тел можно получить усечением вершин пяти 
Платоновых тел, при этом грани Платоновых тел 
преобразуются в правильные многоугольники дру-
гой формы. Так образованы следующие тела Ар-
химеда: усеченный тетраэдр, усеченный октаэдр, 
усеченный куб, усеченный додекаэдр и усеченный 
икосаэдр. Эти многогранники выпуклые, многогран- 
ные углы у них равны, а их грани – правильные мно-
гоугольники двух типов. Два тела Архимеда – кубо- 
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октаэдр и икосододекаэдр – получают пересече-
нием двух тел Платона. При усечении этой пары 
многогранников образуются ромбокубооктаэдр и 
ромбоикосододекаэдр. Остальные тела Архимеда 
образуются дальнейшим преобразованием полу-
ченных тел [4; 5]. 

С древних времен известны применение золо-
той пропорции для построения правильных мно-
гогранников и создание с их использованием зна-
менитых художественных произведений [6; 7]. 

В настоящее время использование Архимедо-
вых тел в архитектуре позволяет создавать ориги-
нальные здания в стиле постмодернизма. К ним в 
первую очередь можно отнести Национальную биб- 
лиотеку Республики Беларусь. Форма этого здания – 
ромбокубооктаэдр. Другой пример – здание Между-
народного экономического комитета в Киеве, в кото- 
ром купол конференц-зала – икосододекаэдр [8–10]. 

Вопросам визуализации научных данных (архи-
тектурных, инженерных, геологических и др.) в трех- 
мерном пространстве посредством использования 
различных видов программного обеспечения по-
священы работы [11–17]. Использование системы 
AutoCAD и языка AutoLISP для образования раз-
личных поверхностей освещено в работах [18–25]. 
Визуализация образования поверхностей тел Плато-
на кинематическим способом в динамическом режи- 
ме в системе AutoCAD рассмотрена в работе [26]. 

В данной работе изучается возможность обра-
зования поверхностей полуправильных многогран-
ников Архимеда в системе AutoCAD и визуали-
зации процесса их формирования с использовани-
ем программного обеспечения на языке AutoLISP. 

Поскольку рассматриваемые многогранники со- 
держат грани двух геометрических форм, для каж-
дого многогранника создаются пользовательские 
функции с целью образования двух конструктивных 
форм. Конструктивные формы образуются кине-
матическим способом, при этом в качестве направ-
ляющих линий используются ребра многогранни-
ков, а в качестве образующих – линии перемен-
ной длины, скользящие по ребрам многогранников. 
Поскольку образующие линии изменяются по длине, 
между ними образуются отсеки поверхности пе-
ременной длины. 

Алгоритм программного обеспечения для каж-
дого многогранника включает: 

– формирование конструктивной формы 1; 
– формирование конструктивной формы 2; 
– образование электронной модели многогран-

ника; 
– образование поверхности многогранника в 

динамическом режиме. 

1. Образование поверхности  
усеченного тетраэдра 

Усеченный тетраэдр изображен на рис. 1 в двух 
вариантах: непрозрачный и прозрачность 60 %. Его 
грани: 4 треугольника и 4 шестиугольника. Кон-
фигурация вершины: 3,6,6. 

 
 

 
 

Рис. 1. Усеченный тетраэдр 
[Figure 1. Truncated tetrahedron] 

 
 

Образование каркаса усеченного тетраэдра вы-
полняется обрезкой каркасных линий тетраэдра на 
1/3 их длины с обоих концов. На рис. 2 изображе-
ны каркасные линии тетраэдра 𝑃𝐴, 𝑃𝐵, 𝑃𝐶, 𝐴𝐵,
𝐵𝐶, 𝐴𝐶. Результат обрезки – каркас усеченного 
тетраэдра (рис. 2). 

Образование набора отеков поверхности шести- 
угольников выполняется в ячейке каркаса усеченно-
го тетраэдра, в плоскости которой установлена 
система координат 𝑥ଵ𝑂ଵ 𝑦ଵ посредством переноса 
системы координат 𝑥𝑂𝑦 в точку 𝑂ଵ и поворотом 
на угол ሺ180 െ ϑሻ вокруг ребра 𝐴𝐵 (рис. 2). 

 
 

 
 

Рис. 2. Схема к расчету положения треугольной ячейки 
[Figure 2. Scheme to calculate the position of a triangular cell] 
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Образование отеков новой треугольной поверх-
ности выполняется в ячейке 𝑀𝐾𝑁 каркаса усечен-
ного тетраэдра. Система координат 𝑥ଶ𝑂ଶ𝑦ଶ уста-
навливается в плоскости треугольной ячейки 𝑀𝐾𝑁 
переносом системы координат 𝑥𝑂𝑦 в точку 𝑂ଶ и 
поворотом на угол (180 െ 𝛾) вокруг ребра 𝑀𝑁. На- 
правляющими являются отрезки KM и KN (рис. 2). 

Углы ϑ и ψ принадлежат тетраэдру. Угол γ 
вычисляется, при этом принимается во внимание, 
что 𝐶𝑀 ൌ 𝐶𝑁 ൌ 𝐶𝐾 ൌ MN. Тогда для определе-
ния угла γ имеем следующие соотношения: 

𝐶𝑂ଶ = 𝐾𝑂ଶ ൌ 𝐶𝑁 ∗ cos 30°,  
𝐶𝐸 ൌ 𝐶𝐾 ∗ cos ψ,  𝐾𝐸 ൌ 𝐶𝐾 ∗ sin ψ, 

γ ൌ 𝑎 tan
௄ா

஼ைమି஼ா
 . 

Конструктивная форма 1 – набор отсеков по-
верхности четырех шестиугольников. Данная фор-
ма имеет треугольные отверстия (рис. 3). 

Конструктивная форма 2 – набор отсеков по-
верхности четырех треугольников (рис. 4). 

 

 
 

Рис. 3. Конструктивная форма 1 
[Figure 3. Constructive form 1] 

 

 
 

Рис. 4. Конструктивная форма 2 
[Figure 4. Constructive form 2] 

 

 
 

Рис. 5. Образование поверхности усеченного тетраэдра 
[Figure 5. Formation of a truncated tetrahedron surface] 

Объединением конструктивных форм образует-
ся электронная модель усеченного тетраэдра, ко-
торая используется для образования его поверхно-
сти в динамическом режиме (рис. 5). 

2. Образование поверхности  
усеченного октаэдра 

Усеченный октаэдр представлен на рис. 6 в двух 
вариантах: непрозрачный и прозрачность 60 %. 
Имеет 6 квадратов и 8 шестиугольников. Конфи-
гурация вершины: 4,6,6. 

 

 
 

Рис. 6. Усеченный октаэдр 
[Figure  6. Truncated octahedron] 

 
Образование каркаса усеченного октаэдра вы-

полняется обрезкой каркасных линий октаэдра на 
1/3 их длины с обоих концов. Каркас усеченного 
октаэдра изображен на рис. 7. 

 

 
 

Рис. 7. Формирование отсеков поверхностей граней двух типов 
[Figure 7. Formation of compartments of surfaces of  

faces of two types] 
 
Формирование набора отеков поверхности ше-

стиугольников выполняется в ячейке 𝐴𝐵𝐶𝐷𝐸 кар-
каса усеченного тетраэдра, в которой установлена 
система координат 𝑥ଵ𝑂ଵ 𝑦ଵ. Направляющими при-
няты стороны ячейки 𝐴𝐺, 𝐸𝐺 с левой стороны и 
𝐵𝐶, 𝐷𝐶 с правой стороны. 
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Образование отеков поверхности квадрата вы-
полняется в ячейке 𝐵𝐶𝐾𝑂ଶ каркаса. В плоскости 
ячейки установлена система координат 𝑥ଶ𝑂ଶ𝑦ଶ по-
средством переноса системы координат 𝑥𝑂𝑦 в точку 
𝑂ଶ и поворотом на угол 90° вокруг осей x и y. В каче-
стве направляющих приняты стороны ячейки 𝐵𝑂ଶ,
𝐵𝐶 с одной стороны и 𝐾𝑂ଶ, 𝐾𝐶 с другой стороны. 

Поскольку образование поверхности выполня-
ется функцией Loft и ее опцией «по сечениям», не- 
обходимо обеспечить вывод на экран сечений квад- 
ратов и шестиугольников одного уровня одновре-
менно. Это условие выполняется, если шаг фор-
мирования отсеков поверхностей шестиугольника 
и квадрата по смежному ребру одинаков: 

ௗ௬ଵ

ୡ୭ୱ஠
଺ൗ

ൌ
ௗ௬ଶ

ୡ୭ୱ஠
ସൗ
,  

где 𝑑𝑦1 – шаг формирования отсеков поверхности 
шестиугольника; 𝑑𝑦2 – шаг формирования отсе-
ков поверхности квадрата. 

Величина 𝑑𝑦1 задается, а величина 𝑑𝑦2 вы-
числяется: 

𝑑𝑦2 ൌ
ௗ௬ଵ∗ୡ୭ୱ஠

ସൗ

ୡ୭ୱ஠
଺ൗ

 . 

Конструктивная форма 1 – набор отсеков по-
верхности восьми шестиугольников. Эта форма 
имеет квадратные отверстия (рис. 8). 

Конструктивная форма 2 – набор отсеков по-
верхности шести квадратов (рис. 9). 

 

 
 

Рис. 8. Конструктивная форма 1 
[Figure 8. Constructive form 1] 

 
 

 
 

Рис. 9. Конструктивная форма 2 
[Figure 9. Constructive form 2] 

 
 

Рис. 10. Образование поверхности усеченного октаэдра 
[Figure 10. Formation of a truncated octahedron surface] 

 
Объединением конструктивных форм образу-

ется электронная модель усеченного октаэдра. Она 
используется для образования поверхности усечен-
ного октаэдра в динамическом режиме (рис. 10). 

3. Образование поверхности  
усеченного икосаэдра 

Усеченный икосаэдр – полуправильный мно-
гогранник, имеющий 12 граней в форме правиль-
ного пятиугольника и 20 граней в форме правиль-
ного шестиугольника (рис. 11). В каждой из вер-
шин сходятся 2 шестиугольника и пятиугольник. 
Конфигурация вершины: 5,6,6. 

 

 
 

Рис. 11. Усеченный икосаэдр 
[Figure 11. Truncate icosahedron] 

 
Усеченный икосаэдр можно получить, срезав 

вершины у икосаэдра или углы у всех треуголь-
ников икосаэдра. 

Для образования усеченного икосаэдра кине- 
матическим способом строится его каркас усечени- 
ем каркасных линий икосаэдра на 1/3 длины тре-
угольников с обеих сторон. 

 

 
 

Рис. 12. Вид спереди 
[Figure 12. Front view] 
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Образование отсеков пятиугольной и шести-
угольной форм выполняется раздельно. Выделя-
ются четыре ряда отсеков шестиугольной формы, 
два ряда отсеков пятиугольной формы и два осно-
вания пятиугольной формы (рис. 12). Формирова-
ние идет по рядам. 

4. Формирование отсеков  
поверхности шестиугольников 

Основным аргументом в организации процесса 
формирования отсеков является положение ячей-
ки каркаса – угол между ней и осями координат. 
Поскольку в программном обеспечении AutoCAD 
систему координат можно перемещать и вращать, 
имеется возможность установки ее в плоскостях 
ячеек каркаса в нужном положении. 

Для образования отсеков в ячейке первого ряда 
необходимо повернуть систему координат 𝑥𝑂𝑦𝑧 
вокруг оси 𝑧 на угол 36°, затем перенести ее в 
точку 𝑂ଵ и повернуть на угол τ  между осью 𝑦ଵ 
шестиугольника и осью 𝑦. Этот угол известен из 
конструкции икосаэдра, в программе он вычис-
ляется. 

Отсеки формируются функцией Loft между 
образующими 𝑞ଵ и 𝑞ଶ, скользящими по направ-
ляющим – сторонам шестиугольной каркасной 
ячейки. Отсек поверхности первого ряда показан 
на рис. 13. 

 

 
 

Рис. 13. Усеченный треугольник и отсек поверхности в нем 
[Figure 13. The truncated triangle and the surface compartment in it] 

 
При установке системы координат в плоско-

сти шестиугольника второго ряда (рис. 14) система 
координат 𝑥𝑂𝑦𝑧 поворачивается вокруг оси 𝑧 на 
36°, переносится в точку 𝐷 и поворачивается во-
круг оси 𝑥ଶ на угол τ. 

Угол τ равен:  

τ ൌ 90° ൅ δ,   δ ൌ 𝑟 ∗ ሺ1 െ cos 36ሻ ℎଷ⁄ ,  

где 𝑟 – радиус окружности, описанной вокруг пяти-
угольника; ℎଷ – высота усеченного икосаэдра. 

 
 

Рис. 14. Система координат 2-го ряда 
[Figure 14. 2nd row coordinate system] 

 

 
 

Рис. 15. Конструктивная форма 1 
[Figure 15. Constructive form 1] 

 
В рядах три и четыре алгоритм переноса систе-

мы координат на плоскости шестиугольных ячеек 
аналогичен. 

Отсеки шестиугольников составляют конструк-
тивную форму 1 (рис. 15). 

5. Формирование отсеков  
поверхности пятиугольников 

Пятиугольные ячейки боковой поверхности 
усеченного икосаэдра расположены в два ряда. 
На рис. 16 показана одна ячейка верхнего ряда. 

Угол наклона ребра икосаэдра с осью 𝑦 – φ. 
Угол между плоскостью пятиугольника и осью 𝑦 – 𝜏. 

Для выполнения образования отсеков поверхно-
сти пятиугольника необходимо преобразовать на- 
чальную систему координат 𝑥𝑂𝑦𝑧 в систему 𝑥଺𝑁𝑦଺, 
расположенную в плоскости пятиугольной ячей-
ки 𝐴𝐵𝐶𝐷𝐸, выполнив следующие операции: 

– перенос системы 𝑥𝑂𝑦𝑧 в точку 𝑀; 
– поворот системы 𝑥𝑂𝑦𝑧 вокруг диагонали 𝐴𝐶 

на угол φ; 
– перенос системы 𝑥𝑂𝑦𝑧 в точку 𝑁. 
По построению имеем: 
𝐴𝐵 ൌ 𝐵𝐶 ൌ 𝐴𝑄 ൌ 𝐶𝑄 ൌ 𝐴𝐸 ൌ 𝐸𝐷 ൌ 𝐷𝐶 ൌ 𝑎. 
Треугольник 𝐴𝐵𝐶 равен треугольнику 𝐴𝑄𝐶 → 

𝑄𝑀 ൌ 𝐵𝑀. 
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Треугольник 𝐵𝑄𝑀 – равнобедренный, 𝐾𝑀 – 
высота → 𝐵𝐾 ൌ 𝑄𝐾. 

Угол φ определяется из следующих соотно-
шений: 

𝐵𝑀 ൌ 𝑄𝑀 ൌ 𝑎 ∗ sin 36, 

𝐾𝑀 ൌ √𝐵𝑀ଶ െ 𝐵𝐾ଶ,   τ ൌ 2 ∗ φ. 

 
 

Рис. 16. Определение угла τ между осями 𝑦 и 𝑦଺ 
[Figure 16. Determination of the angle τ between the 𝑦 and  𝑦଺ axes] 

 
Формирование отсеков поверхности происхо-

дит в ячейке каркаса 𝐴𝐵𝐶𝐷𝐸 между двумя образу-
ющими, движущимися сначала по направляющим 
𝐴𝐸 и 𝐷𝐶, а затем по направляющим 𝐴𝐵 и 𝐶𝐵. 

Поскольку усеченный икосаэдр имеет грани 
пятиугольной и шестиугольной форм, при этом пяти-
угольные грани со всех сторон соприкасаются с ше-
стиугольными гранями, в некоторые горизонтальные 
сечения попадают два отсека: один пятиугольной 
формы, а другой – шестиугольной. 

Пятиугольник имеет две области: треугольной 
и трапецеидальной формы. Для построения отсе-
ков поверхности необходимо определить и шаг 𝑑𝑦𝑝1 
для треугольной формы, и шаг 𝑑𝑦𝑝2 для трапе-
цеидальной. Шаг 𝑑𝑦𝑠  для шестиугольника зада-
ется. Для определения неизвестных величин 𝑑𝑦𝑝1 и 
𝑑𝑦𝑝2 используются чертежи (рис. 17 и 18): 

𝑑𝑦𝑝1 ൌ 𝑑𝑦𝑠 ∗ sin 36 sin 60⁄ , 

𝑑𝑦𝑝2 ൌ 𝑑𝑦𝑠 ∗ sin 72 sin 60⁄ . 

Набор отсеков поверхности пятиугольников 
верхнего ряда создается функцией Array языка 
AutoLISP. Алгоритм для образования набора отсе-
ков пятиугольников нижнего ряда подобен приве-
денному алгоритму для верхнего ряда. 

 
 

Рис. 17. Определение шага 𝑑𝑦𝑝1 
[Figure 17. Definition of  𝑑𝑦𝑝1 step] 

 

 
 

Рис. 18. Определение шага 𝑑𝑦𝑝2 
[Figure 18. Definition of 𝑑𝑦𝑝2 step] 

 
Наборы из отсеков пятиугольной формы со-

ставляют конструктивную форму 2 (рис. 19). 
 

 
 

Рис. 19. Конструктивная форма 2 
[Figure 19. Constructive form 2] 

 
Образование отсеков пятиугольников в осно-

ваниях каркаса усеченного икосаэдра выполняет-
ся так же, как и в основаниях додекаэдра – по тре-
угольникам, на которые разбиваются пятиугольни-
ки оснований [28; 29]. 
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Рис. 20. Образование усеченного икосаэдра 
[Figure 20. Formation of truncated icosahedron] 

 
Электронная модель усеченного икосаэдра по-

лучена объединением его конструктивных форм и 
отсеков оснований. Образование поверхности пред- 
ставлено на рис. 20. 

Заключение 
Результатом проведенной работы является со-

здание алгоритмов и программного обеспечения 
на языке AutoLISP для образования электронных 
моделей и формирования кинематическим спосо-
бом поверхностей следующих полуправильных 
многогранников Архимеда: 

– усеченного тетраэдра; 
– усеченного октаэдра; 
– усеченного икосаэдра. 
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 Abstract 
The paper examines the automated formation by the kinematic method of 

the surfaces of Archimedes' semi-regular polyhedra of three forms: truncated 
tetrahedron, truncated octahedron and truncated icosahedron. To solve this prob-
lem, AutoCAD and the built-in programming language AutoLISP were used. 
Each of these five semi-regular polyhedra of Archimedes has faces of two kinds. 
In this regard, the surface of a separate polyhedron is considered to consist of 
two structural forms. Each structural shape is formed in the AutoCAD environ-
ment from the compartments of the surfaces of the faces of the polyhedron of the 
same type, and each compartment is assigned to a specific layer of the drawing. 
The formation of constructive forms is provided by user-defined functions de-
veloped in the functional programming language AutoLISP. User-defined func-
tions not only form images of surfaces, but also perform all the necessary calcu-
lations. The electronic model of each polyhedron is formed by the union of its 
structural forms. A block is formed from it. The surface formation of each poly-
hedron performs user-defined functions that provide “freezing” of drawing layers 
intended for surface compartments, insertion of a block with an electronic model 
of the polyhedron, and sequential “defrosting” of drawing layers. When there is 
a “thawing" of the layers of the drawing, the process of forming a polyhedron is 
shown on the monitor screen. As a result of research software that includes user-
defined functions for the formation of an electronic model of selected polyhe-
drons and visualization of the process of formation of their surfaces in a dynamic 
mode was created. 

Keywords: semi-regular polyhedron; electronic model; design form; formation; 
truncated tetrahedron; truncated octahedron; truncated icosahedron 
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