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 Аннотация 
Актуальность. Использование метода конечных элементов для опреде-

ления напряженно-деформированного состояния тонкостенных элементов ин-
женерных конструкций предопределяет их дискретизацию на отдельные ко-
нечные элементы. Разбиение нерегулярных частей конструкции невозможно 
без использования треугольных областей. Треугольные элементы оболочеч-
ных конструкций являются совместными по перемещениям и по их произ-
водным только в узловых точках. Поэтому способы улучшения условий сов-
местности на границах треугольных элементов являются актуальными. 

Цели. Целью работы является улучшение условий совместности на 
границах смежных треугольных элементов на основе приравнивания про-
изводных нормальных перемещений в серединах граничных сторон. 

Методы. Для улучшения условий совместности на границах треуголь-
ных элементов в настоящей работе используется функционал Лагранжа с 
условием обеспечения равенства в серединах сторон смежных элементов 
производных от нормальных перемещений в направлениях перпендикуля-
ров, касательных к срединной поверхности оболочки. 

Результаты. На примере расчета эллиптической оболочки показана 
эффективность использования совместного треугольного конечного элемен-
та, матрица жесткости которого формируется в соответствии с алгоритмом, 
изложенным в статье. 
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Введение1 
 

Конструкции из тонких оболочек находят са-
мое широкое применение в строительстве и ар-
хитектуре [1; 2], машиностроении, авиастроении, 
химической, нефтяной и газовой промышленно-
стях и т.д. 

При проектировании и реконструкции такого 
рода объектов в настоящее время используют чис-
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ленные методы анализа их напряженно-деформи- 
рованного состояния (НДС) с применением высо-
копроизводительной вычислительной техники [3–
7]. Одним из наиболее распространенных числен-
ных методов анализа НДС тонкостенных конструк-
ций является метод конечных элементов (МКЭ) в 
различных формулировках [8–18]. Несмотря на 
значительное количество публикаций, посвящен-
ных данной проблематике, по-прежнему актуаль- 
ной является задача совершенствования конечно 
элементных алгоритмов в плане решения проблем 
совместности используемых конечных элемен-
тов, повышения точности численных решений и 
других важных аспектов по данному направ-
лению. 
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1. Геометрические соотношения 
 
Срединная поверхность может быть задана 

радиус-вектором 

     1 2 1 2 1 20 θ θ θ θ θ θ ,R x , i y , j z , k  
  

    (1) 

где  1 2θ ,θ  – криволинейные координаты поверх- 
ности оболочки. 

Выражение (1) может быть конкретизирова- 
но для оболочек различного типа. Например, 
для трехосного эллипсоида оно выглядит следу- 
ющим образом 

   0 ,θ sinθ ,θ cosθ ,R xi r x j r x k  
  

       (2) 

где θ  – угловая координата, отсчитываемая про- 
тив хода часовой стрелки от вертикальной оси в 
поперечном сечении эллипсоида плоскостью, пер- 
пендикулярной оси Ox . 

Входящая в (2) функция  ,θr x  имеет вид 

    2 2 2 2 2,θ 1 / / sin θ cos θ,r x x a bc c b       (3) 

где ,a b и c  – параметры трехосного эллипсоида 
при записи его уравнения в каноническом виде 

 2 2 2 2 2 2 1x a y b z c   . 

Если в формуле (3) первый сомножитель 
числителя принять равным единице, то можно 
получить следующее выражение 

  2 2 2 2θ / sin θ cos θ.r bc c b               (4) 

Заменяя в (2) функцию  ,θr x  формулой (4), 
можно получить выражение для радиус-вектора 
эллиптического цилиндра: 

   0 θ sinθ θ cosθ .R xi r j r k  
  
     (5) 

Дифференцированием (2) или (5) по x  и θ  
можно получить касательные векторы локально- 
го базиса в произвольной точке 0M  поверхности 
оболочки: 

0 0
1 ;,xa R


 0 0

2 θ.,a R


             (6) 

Орт нормали в точке 0M  определяется выра- 
жением 

0 0 0 0
1 2 ,a a a / a 

                        (7) 

где  20 0 0 0
11 22 12a a a a   – детерминант метриче- 

ского тензора, компоненты которого определяют- 
ся скалярными произведениями 

 20 0 0
11 1 1 ,

0 0 0
12 1 2 , ,θ

1 ;

;
x

x

a a a r

a a a r r

   

   

 

   

 20 0 0 2
22 2 2 ,θ .a a a r r   

 
            (8) 

Здесь под r  понимается функция  ,θr x  или 

 θr , определяемая по (3) или (4). 

Производные локального базиса точки 0M  
могут быть получены по деривационным форму- 
лам [19] 

0 0ρ 0 0 0 0 0ρ 0
α,β αβ ρ αβ ,α α ρГ ; ,a a b a a b a   
    

      (9) 

где 0ρ
αβГ  – символы Кристоффеля второго рода; 

0
αβb  и 0ρ

αb  – ковариантные и смешанные компо- 
ненты тензора кривизны. Здесь и ниже грече- 
ские индексы последовательно принимают зна- 
чения 1, 2. 

В процессе деформирования оболочечной кон- 
струкции точка 0M  и отстоящая от нее на 
расстоянии ζ  точка 0ζM  займут новые по- 

ложения M и ζM , определяемые радиус-векто- 
рами 

0 ζ; ζ ,R R v R R a   
    

          (10) 

где ρ 0 0
ρv v a va 

  
 – вектор перемещения точ- 

ки 0M . 
Входящий во вторую формулу (10) орт нор- 

мали a  точки M  определяется векторным про- 
изведением 

1 2 ,a a a / a 
  

                  (11) 

где α ,α ;a R
  2

11 22 12a a a a   – детерминант 
метрического тензора деформированного состоя- 
ния, который может быть представлен в виде 

 ρ0
ρ1 2ε ,a a                       (12) 

где ρ
ρε  – смешанные компоненты тензора дефор- 

маций оболочки в точке срединной поверхности. 
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Дифференцированием (11) можно получить 
производные орта нормали к деформированной 
поверхности оболочки 

    1,α 2 1 2,α 1 2,α ,α
1 ,a a a a a a a a a     

         (13) 

где  ρ 0
ρ1 1 ε .a a   

Деформации в точке ζM  определяются 
известным соотношением механики сплошной 
среды [20]: 

 ζ 0
αβ αβ αβε / 2,g g                     (14) 

где 

   
ς ς

αβ α β ,α ,β

0 0 0 00 0
αβ α β ,α ,β

;

ζ ζ .

g g g R R

g g g R a R a

   

     

  

      

Соотношения (14) могут быть представлены 
суммой 

ζ
αβ αβ αβε ε ζ ,                         (15) 

где  0 0
αβ α ,β ,α βε 2a v v a   

    ; 

 0 0 0 0 0ρ 0
αβ ,α β α β ,α ,β α β ρα ,βa a v a a a a v a b a           

         

0ρ 0 0
α ρ β 2.b a a  
 

 
 

2. Треугольный конечный элемент 
 

В качестве конечного элемента был выбран 
фрагмент срединной поверхности тонкой оболоч- 
ки треугольной формы с узлами i, j, k, располо-
женными в его вершинах. Для реализации проце-
дуры численного интегрирования по площади ко- 
нечного элемента треугольный фрагмент средин-
ной поверхности отображается на прямоуголь-
ный треугольник с локальной системой коорди-
нат 0 ξ, η 1.   

Глобальные координаты x и θ  точки внутрен-
ней области конечного элемента выражаются че-
рез глобальные координаты узлов зависимостями 

 1 ξ η ξ η ;i j kx x x x      

 θ 1 ξ η θ ξθ ηθ .i j k                   (16) 

Столбец узловых варьируемых параметров ко-
нечного элемента в локальной ξ,η  и глобальной 
x, θ  системах координат был выбран в следую-
щем виде: 

       1 2

1 27 1 9 1 9 1 9

;T T T TL L L L
y y y yU v v v

   

 
 
 

        (17) 

       1 2

1 27 1 9 1 9 1 9

,T T T TG G G G
y y y yU v v v

   

 
 
 

      (18) 

где    ξ ξ ξ η η η ;ТL i j k i j k i j k
, , , , , ,yq q q q q q q q q q  

   θ θ θ .
ТG i j k i j k i j k

, , , , , ,y x x xq q q q q q q q q q  

Здесь под q понимается компонента вектора 
перемещения v1, v2 или v. 

Компоненты вектора перемещения точки внут- 
ренней области конечного элемента выражаются 
через их узловые значения с помощью интерпо-
ляционных зависимостей вида [7–18] 

   
1 9 9 1

φ ,TT L
yq q

 

                       (19) 

где  φ T
– матрица-строка функций формы, со-

держащая двумерные полиномы третьей степени. 
Рассматриваемый треугольный конечный эле-

мент является совместным по компонентам вектора 
перемещения, но несовместным по их производ-
ным. Если вычислить производные нормальной 
компоненты вектора перемещения вдоль нормалей 
к сторонам конечного элемента в точках 1, 2, 3, со-
ответствующих серединам сторон, то в значениях 
этих производных в смежных элементах I и II будет 
наблюдаться различие (рис. 1). 
 

 
 

Рис. 1. Векторы нормалей в смежных элементах 
[Figure 1. Vectors of normals in adjacent elements] 

,m m

m m

v
n n
v 


 


                              (20) 
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где индексы m  и m  принимают значения до-
полнительных узлов 1, 2, 3, и 1 , 2 , 3    (рис. 1) со- 
ответственно.  

Отмеченное различие обусловлено тем, что при 
вычислении, например, производных 2 2v n 

  и 

2 2v n  
  в точках 2 и 2  смежных элементов I и 

II используются значения нормальной компонен-
ты вектора перемещения в узлах i  и i , находя-
щихся за пределами общей границы j k  смеж-
ных элементов I и II. 

Решение отмеченной проблемы совместности 
треугольных конечных элементов предлагается 
осуществить за счет использования множителей 
Лагранжа. Тогда выражение (20) может быть за-
писано в следующем виде: 

λ 0,m m
m

m m

v
n n
v 

 
 

   

                    (21) 

где λm  – множитель Лагранжа в дополнительном 
узле .m  

Входящие в (21) производные нормальной 
компоненты вектора перемещения вдоль норма-
лей к серединам сторон mn  могут быть выраже-
ны через столбцы (17) и (18) узловых неизвест-
ных треугольного конечного элемента: 

        
1 27 1 27 27 2727 1 27 1

,Т ТL Gm
m y m R y

m

v
d U d P U

n    


 


      (22) 

где  RP  – матрица перехода от столбца  L
yU  к 

столбцу  .G
yU  

Структура входящих в (22) матриц-строк 
 md  зависит от ориентации треугольных конеч-
ных элементов на срединной поверхности обо-
лочки. Если сетку дискретизации сориентировать 
вдоль линий главных кривизн (рис. 1), то для 
треугольного элемента I будут справедливы за-
висимости 

     1
,ξ ,θ ,η ,θ

1

φ ξ φ η ;
θ

T T L
y

v v
v

n
 

      
 
  

     3
,ξ , ,η ,

3

φ ξ φ η .
T T L

x x y
v v

v
n x
 

      
 
    (23) 

Для узла 2 на стороне j k  треугольного ко- 
нечного элемента можно записать следующее вы- 
ражение: 

    

2

2

,ξ , ,η ,

cos γ cos δ
θ

φ ξ φ η cos γ
T T

x x

v v v
n x
  

  
  

    


 

      ,ξ ,θ ,η ,θφ ξ φ η cos δ ,
T T L

yv    
    (24) 

где γ  и δ – углы между нормалью 2n  и вектора-
ми локального базиса в данной точке (рис. 1). 

Для смежного элемента II соотношения (23) 
и (24) берутся с противоположным знаком. 

Если рассматривать треугольный элемент I в 
отдельности, то для него можно записать равенство 

1 2 3
1 2 3

1 2 3

λ λ λ 0.
v v v
n n n
  

  
  
               (25) 

С учетом (22)–(24) соотношение (25) можно 
представить в матричном виде 

   

   

   

   

      

1

1
1

1 27 27 27

2
2

1 3 1 3 1 31 27 27 27 3 272 27 1 27 1

3 3
27 271 27

3 3 27
3 1

λ λ λ 0,

T
R

G GT T T T
R y y

T
R

v
d Pn

v d P U D U
n
v d P
n

 

     








   




                      







  (26) 

где    1 2 3λ λ λ λ .T   
Функционал Лагранжа для треугольного эле- 

мента с учетом дополнительного условия (26) за- 
пишется в виде 

        ς αβ
αβФ ε σ d λ

T T G
L y

V
V D U    

   d ,T

F
U P F                                             (27) 

где        ς ς ς ς αβ 11 22 12
αβ 11 22 12ε ε ε 2ε σ σ σ σ; 

T T
   – 

матрицы-строки деформаций и напряжений в точке 
ζM ;    1 2TU v v v  – матрица-строка компо-

нент вектора перемещения точки M ; P  – стол-
бец внешней поверхностной нагрузки. 

Столбец  αβσ  на основании закона Гука [20] 
может быть представлен матричным произведением 

    αβ ς
αβ

3 33 1 3 1

σ ε ,C
 

                    (28) 

где  
3 3
C


 – матрица упругости. 
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Деформации в произвольном слое оболочки, 
отстоящем на расстоянии ζ  от срединной поверх-
ности, с учетом (15) и (19) могут быть представ-
лены в виде произведения матриц: 

    ς
αβ αβε εГ   

        .L G
y R yГ B U Г B P U     (29) 

С учетом (28) и (29) функционал (27) преоб-
разуется к виду 

              Ф Г Г d
T T T TG G

L y R R y
V

U P B C B V P U 

            λ d ,
T T TТ G G

y y R
F

D U U P A P F       (30) 

где  
     
     
     

3 27

φ 0 0

0 φ 0

0 0 φ

T T T

T T T

T T T

A


 
 
 
 
  

  – матрица функ-

ций формы. 

Выполняя минимизацию (30) по  TG
yU  и 

 λ T
, получим следующую систему уравнений: 

 
        

 
  

3 1 27 127 27 27 327 1

3 27 27 1

Ф
λ 0;

Ф
0,

λ

ТGL
yTG

y

GL
yT

К U D F
U

D U

  

 

    



  

    (31) 

где            
27 27

Г Г d ;T T T
R

V
К P B C B V


   

       
27 1

d .T T
R

F
F P A P F


   

Систему (31) можно записать в более ком-
пактной форме: 

    λ λλ
30 130 30 30 1

,G
yК U F

 

                       (32) 

где  
   

   
27 27 27 3

λ
30 30

3 27 3 3
0

;

TК D
К

D
 



 

 
 
 
 
 

  

     λ
1 31 271 30

λ ;
T T TG G

yyU U


 
 
 

     λ
1 30 1 27 1 3

000 .ТF F
  

 
 
 

  

 

3. Пример расчета 
 

Была рассчитана эллипсоидальная оболочка, по- 
верхность которой описывается радиус-вектором (5). 
Эллиптический цилиндр загружен в середине дву-
мя диаметрально противоположными сосредото-
ченными силами Q  (рис. 2). Приняты следующие 
исходные данные: 453,6 ;Q Н  длина образую-
щей 26см;L   модуль упругости 47,38 10 МПа; 
коэффициент Пуассона 0,3125  ; толщина 
стенки 0,24t  см; параметры эллиптического 
поперечного сечения 12,58b  см, 11,43c   см. 
В силу наличия плоскостей симметрии рассчита-
на 1/8 часть эллиптического цилиндра. 

 
 

 
 

Рис. 2. Расчетная схема эллиптического цилиндра 
[Figure 2. Elliptical cylinder design] 

 
 

Расчеты проводились в двух вариантах:  
в первом варианте использовался треугольный ко- 
нечный элемент без множителей Лагранжа с мат-
рицей жесткости  К  порядка 27 27 ; во втором 
варианте применялся совместный элемент с мат-
рицей жесткости  λК  размерностью 30 30 .  
В качестве контрольного варианта использован 
четырехугольный конечный элемент также с де-
вятью степенями свободы в узле (17), (18) с по-
рядком матрицы жесткости 36 36  [21]. Резуль-
таты повариантных расчетов представлены в таб-
лице, в которой приведены численные значения 
нормальных напряжений σxx  и θθσ  на внутрен-

ней inσ  и наружной outσ  поверхностях оболочки 
в точке N  с координатами 2;  θ π 2,x L    
а также величины прогиба v  под сосредоточенной 
силой Q  в зависимости от густоты сетки дискре-
тизации.
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Таблица  
Значения напряжений и прогиба 
[Table. Stress and deflection values] 

Напряжения (МПа) 
в точке N  

 с координатами 
2 ,  θ π 2x L 

[Stress (MPa)  
in N point  

with coordinates 
2 ,  θ π 2x L  ] 

Вариант расчета 
[Variant of calculation] 

Четырех-
угольный КЭ 
[Quadrilateral 

CE] [21] I II 
Сетка дискретизации [Sampling grid] 

6×6 7×7 8×8 6×6 7×7 8×8 7×7 

inσ xx  8,67 12,12 14,04 –11,59 –10,87 –10,36 –15,22 

outσxx  –13,23 –15,67 –17,06 10,47 10,56 10,45 12,02 

in

θθσ  –21,15 –17,07 –14,55 –47,01 –46,18 –45,52 –46,95 
out

θθσ  17,31 15,02 13,40 37,05 38,16 38,47 40,68 

Прогиб под силой Q 
[Deflection  

under force Q] 
210v  м 

–0,2997 –0,2985 –0,2968 –0,2651 –0,2662 –0,2666 –0,2771 

 
Как видно из таблицы, численные значения нор- 

мальных напряжений кардинально различаются 
между собой в зависимости от варианта расчета. 
Так, в первом варианте расчета inσxx  на внутренней 
поверхности оказались растягивающими, а на на- 
ружной – сжатыми. В действительности же, если 
проанализировать деформированное состояние обо- 
лочки в сечении, перпендикулярном оси Ox, про-
ходящем через точки приложения сил Q  (рис. 3), 
можно отметить, что внутренняя поверхность эл- 
липтического цилиндра в точке N  сжата, а на- 
ружная – растянута, что и наблюдается во втором 
варианте расчета. 
 
 

 
 

Рис. 3. Деформация цилиндра 
[Figure 3. Cylinder deformation] 

Значения прогиба под сосредоточенными си-
лами в первом варианте расчета оказались завы-
шенными примерно на 12 % по сравнению со 
вторым вариантом расчета. 

В крайней правой колонке таблицы представ-
лены численные значения нормальных напряже-
ний и прогиба, полученные при использовании 
четырехугольного конечного элемента 36 36  при 
сетке дискретизации 7 7 . Сопоставляя результа- 
ты повариантных расчетов со значениями край-
ней правой колонки, можно отметить следующее. 
Напряжения σxx , полученные при использовании 
четырехугольного элемента 36 36 , имеют такие 
же знаки, что и напряжения второго варианта рас-
чета. Напряжения θθσ , которые существенно боль-

ше, чем σxx  во втором варианте расчета, практи-
чески совпали или достаточно близки по своим 
значениям, полученным при применении четырех- 
угольного элемента. Значения σxx  в первом вари-
анте можно признать неприемлемыми из-за не- 
соответствия картине деформирования оболочки,  
а значения θθσ  оказались в 4 раза заниженными 
по сравнению со вторым и контрольным вариан-
тами расчета. 

 
Заключение 

 
На основании выполненного анализа НДС тон- 

кой оболочки в виде эллиптического цилиндра, за- 



Клочков Ю.В., Николаев А.П., Вахнина О.В. Строительная механика инженерных конструкций и сооружений. 2019. Т. 15. № 2. С. 117–126 
 

 

ЧИСЛЕННЫЕ МЕТОДЫ РАСЧЕТА КОНСТРУКЦИЙ  123 

груженного системой двух сосредоточенных сил, 
можно заключить, что использование несовмест-
ных треугольных элементов приводит к существен- 
ным погрешностям расчета, вплоть до неприемле-
мых. Для корректного анализа НДС тонких обо-
лочек необходимо использовать совместный тре-
угольный элемент, матрица жесткости которого 
формируется в соответствии с алгоритмом, изло-
женным в настоящей статье. 
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 Abstract 
Relevance. The use of the finite element method for determining the stress-

strain state of thin-walled elements of engineering structures predetermines their 
discretization into separate finite elements. Splitting irregular parts of the struc-
ture is impossible without the use of triangular areas. The triangular elements of 
shell structures are joint in displacements and in their derivatives only at the 
nodal points. Therefore, ways to improve the compatibility conditions at the 
boundaries of triangular elements are relevant. 

Aims of research. The aim of the work is to improve the compatibility con-
ditions at the boundaries of adjacent triangular elements based on equating the 
derivatives of normal displacements in the middle of the boundary sides. 

Methods. In order to improve the compatibility conditions at the boundaries 
of triangular elements in this work, the Lagrange functional is used with the con-
dition of ensuring equality in the middle of the sides of adjacent elements de-
rived from normal displacements in the directions of perpendiculars tangent to 
the middle surface of the shell. 

Results. Using the example of analysing an elliptical shell, the efficiency of 
using a joint triangular finite element is shown, whose stiffness matrix is formed 
in accordance with the algorithm outlined in this article. 

Keywords:  
shell construction;  
nodal unknowns; 
triangular finite element; 
Lagrange coefficients 
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