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В статье рассматриваются кривые – эпи- и гипоциклоиды, образующиеся движением точек, связанных с окруж-
ностями одинакового радиуса, катящимися одновременно по внешней и внутренней сторонам неподвижной окружно-
сти. Показывается взаимосвязь этих кривых. Рассматривается качение окружностей с постоянным углом наклона к 
плоскости неподвижной окружности. При полном вращении подвижной окружности вокруг касательной к неподвиж-
ной окружности точка, связанная с подвижной окружностью, описывает окружность вокруг касательной к неподвиж-
ной окружности. При этом начальная точка в горизонтальной плоскости, принадлежащая эпициклоиде, при повороте 
на 180° переходит в точку гипоциклоиды. При качении подвижной окружности и полном вращении вокруг касатель-
ной в каждой точке касания к подвижной окружности образуются эпи-гипоциклоидальные циклические поверхности. 
В статье доказывается, что окружности эпи-гипоциклоидальных циклических поверхностей являются линиями глав-
ных кривизн, и, следовательно, поверхности относятся к классу каналовых поверхностей. Приводятся рисунки эпи-
гипоциклоид и эпи-гипоциклоидальных циклических поверхностей с различными параметрами – отношением радиу-
сов подвижной и неподвижной окружностей, положением точки, описывающей эпи-гипоциклоиды.  
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In the article are regarded the curves – epi- and hypocycloids, which are formed by the moving of the generating points, linked 
with the circles of the same radius and which are at the same time outside and inside of the unmoving circle. There is shown  
the relation of those curves. The moving of the circles with constant angle to the plane of the unmoving circle is also regarded.  
At full rotation of the moving circle the generating point linked with moving circle described a circle around the tangent of the un-
moving circle. And the initial point laying in horizontal plane on epicycloid moving to the point on hypocycloid when the moving 
circle rotates on around the tangent of the unmoving circle. When the circle made a full rotation around the unmoving circle with full 
rotation around the tangent to the unmoving circle the epi-hypocycloidal cyclic surfaces are formed. In the article is proofed that the 
circles of the epi-hypocycloidal cyclic surfaces are the coordinate lines of the main curvatures of the surface and so the surfaces be-
longs to the class of canal surfaces. The drawings of the epi-hypocycloidal canal surfaces with different parameters – relation of  
the radius of the moving and unmoving circles λ, the position of the generating point μ – are shown.  
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При качении окружности радиуса а по не-
подвижной окружности радиуса b точка, связан-
ная с подвижной окружностью, описывает эпицик- 
лоиду, если подвижная окружность катится с внеш-
ней стороны неподвижной окружности, и гипо-
циклоиду при качении с внутренней стороны [1–3]. 
Обычно в литературе приводятся отдельно урав-
нения эпициклоид и гипоциклоид [1] с образую-
щей точкой, находящейся на подвижной окруж-
ности. В монографии [3] показана взаимосвязь урав- 
нений эпи- и гипоциклоид и получено их обобщен-
ное уравнение. Ниже приведено уравнение эпи-
гипоциклоид при произвольном положении обра-
зующей точки в плоскости подвижной окружно-
сти (рис. 1).  

Пусть образующие точки 1, 2 находится на 
расстоянии а от центра подвижной окружности 
радиуса а. После качения подвижных окружно-
стей до точки касания с неподвижной окружно-
стью с образующие точки переходят в положение 
1’, 2’. Положение точек 1’, 2’ определяется сум-
мированием векторов (рис. 1, б): 

 ubос h ;      uuaTdо n ;  

   uuaRd n1 ;      uuaRd n2 , 

где   cos sinu u u h i j ;   sin sinu u u  n i j  – 

единичные ортогональные вектора в горизонталь- 
ной плоскости;   μ sin λT u u ,   1 μcosλR u u  . 

Следовательно, обобщенное векторное урав-
нение эпи-гипоциклоид получаем в виде 

            uupRuuTuaur hnh  , =b/a,      (1) 

где р – единичный параметр: при р = 1 получаем 
уравнение эпициклоиды; при р = –1 получаем 
уравнение гипоциклоиды. Эпи- и гипоциклоиды, 
полученные качением окружностей одинакового 
радиуса а, точками, расположенными на одинако-
вом расстоянии µа от центра, будем далее назы-
вать идентичными эпи- и гипоциклоидами. 

Из рис. 1, б видно, что точки эпициклоиды 
и гипоциклоиды при качении подвижных окруж-
ностей одинакового радиуса находятся на одина-
ковом расстоянии –  uаR  от касательной к не-
подвижному кругу. Кривая 

        uuTuau nhrc                 (2) 

является срединной линией однотипных эпи- и ги-
поциклоид. 

 
 

Рис. 1. Образование эпи-гипоциклоид 
[Fig. 1. Formation of epi-hypocycloid] 

Эпи- и гипоциклоиды относятся к классу 
классических кривых, которым посвящено много 
работ, содержащих рисунки и описания особен-
ностей этих кривых при изменении параметров. 
Поэтому далее будем рассматривать циклические 
поверхности на основе идентичных эпи-гипоци- 
клоид. 

Учитывая равноудаленность точек эпи-гипо- 
циклоид от срединной линии (2) и принимая сре-
динную линию за линию центров циклической по- 
верхности (2), получаем уравнение эпи-гипоциклои- 
дальной циклической поверхности с переменным 
радиусом aR(u) 

       , ,u v u aR u u v  ρ rc e

         λ ,a u T u u R u u v    h n e ,   (3) 

где    , cos sinu v u v v e h k  – уравнение ок- 

ружности единичного радиуса в вертикальной плос- 
кости с начальным направляющим вектором h(u). 

Отметим некоторые частные случаи.  
Если образующие точки совпадают с цен-

тром подвижных окружностей ( = 0), то эпи- и 
гипоциклоиды являются окружностями радиуса  
b + a для эпициклоиды и b – a для гипоциклои-
ды, а циклической поверхностью будет тор.  

Если радиус подвижной окружности равен 
радиусу неподвижной окружности λ = 1, то внут-
ренняя окружность не перемещается (не катится) 
и гипоциклоида вырождается в точку. Цикличе-
ская поверхность образуется вращением перемен-
ного радиуса вокруг касательной, проходящей 
через точку (вырожденную гипоциклоиду). По-
лучаемая циклическая поверхность относится к 
классу каналовых поверхностей Иоахимсталя – 
циклических поверхностей с окружностями, яв-
ляющимися линиями главных кривизн поверхно-
сти и лежащих в плоскостях пучка. Радиус точки 
диаметра образующей окружности, перпендику-
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лярной оси вращения, описывает эпитрохоидаль-
ную кривую и циклическая поверхность называ-
ется эпитрохоидальной каналовой поверхностью 
[5; 6]. 

На рис. 2 приведены виды эпитрохоидаль-
ных поверхностей с различным положением об-
разующей точки  = 1; 0,75; 2,75. В нижнем ряду 
показаны эпитрохоиды, неподвижная окружность 
и срединная кривая – линия центров окружностей 
циклической поверхности. Для эпитрохоидальных 
поверхностей срединная линия аналогична по фор-
ме эпитрохоиде. При  > 1 (образующая точка 
расположена с внешней стороны подвижной ок- 
ружности) эпициклоида описывает самопересека-
ющуюся кривую (аналогично и срединную кри-
вую). Циклические поверхности образуются дву-
мя отсеками циклических поверхностей – внеш-
ней и внутренней, соприкасающихся на оси вра-
щения образующих. На рисунке показаны поло-
вины отсеков в интервале изменения углового па- 
раметра 0  v  π. 
 

 
 

Рис. 2. Эпитрохоидальные кривые и поверхности λ = 1 
[Fig. 2. Epitrochoidal curves and surfaces λ = 1] 
 
При радиусе подвижной окружности, рав-

ном половине радиуса неподвижной окружности 
λ = 2, и положении образующей точки на подвиж-
ной окружности μ = 1 гипоциклоида вырождается 
в отрезок прямой – диаметр неподвижной окруж-
ности. При μ ≠ 1 гипоциклоида описывает оваль-
ную кривую. Срединная кривая при μ ≤ 1 откло-
няется от неподвижной окружности на неболь-
шие расстояния, при μ > 1 – образуется самопе-
ресекающаяся кривая сложной формы. 

На рис. 3 представлены эпи-гипоциклои- 
дальные циклические поверхности и кривые с об- 
разующей точкой в пределах подвижной окруж-
ности. 

На рис. 4 показан рисунок эпи-гипоциклои- 
дальной поверхности с образующей точкой вне 
пределов подвижной окружности μ = 2,75 и кри-

вые: б – эпициклоида с гипоциклоидой, в – гипо-
циклоида, г – срединная кривая. Рисунки кри- 
вых показаны совместно с неподвижной окруж-
ностью. 

 

 
 

Рис. 3. Эпи-гипоциклоидальные  
циклические поверхности λ = 2 

[Fig. 3. Epi-hypocycloidal cyclic surfaces λ = 2] 
 

 
 

Рис. 4. Эпи-гипоциклоидальная циклическая  
поверхность λ = 2 с образующей точкой  

вне пределов подвижной окружности μ = 2,75 
[Fig. 4. Epi-hypocycloidal cyclic surface λ = 2  

with a generating point out of the limits  
of the moving circle μ = 2.75] 

 
На рис. 5. представлены эпи-гипоциклоидаль- 

ные циклические поверхности с целочисленным 
отношением радиусов подвижной и неподвижной 
окружностей с образующей точкой на подвижной 
окружности. В нижнем ряду показаны совмест-
ные рисунки эпициклоиды, гипоциклоиды непо-
движной окружности и срединной кривой. Отли-
чие срединной кривой от окружности при λ > 3 
на рисунке масштабно незаметно, но это различ-
ные кривые.  

 

 
 

Рис. 5. Эпи-гипоциклоидальные циклические  
поверхности  с образующей точкой  

на подвижной окружности 
[Fig. 5. Epi-hypocycloidal cyclic surfaces  

with a generating point on a moving circle] 

б   = 0,75 в  = 2,75 а    = 1 

 = 0,75  = 1 

а б гв 

λ = 3 λ = 4 λ = 5
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На рис. 6 изображены эпи-гипоциклоидаль- 
ные циклические поверхности с образующей точ- 
кой внутри подвижной окружности μ = 0,65. В ниж-
нем ряду рисунка – эпициклоиды, гипоциклоиды 
неподвижной окружности и срединной кривой. 

 

 
 

Рис. 6. Эпи-гипоциклоидальные циклические  
поверхности с образующей точкой  

внутри подвижной окружности μ = 0,65 
[Fig. 6. Epi-hypocycloidal cyclic surfaces  

with a generating point inside the moving circle μ = 0.65] 
 

 
 

Рис. 7. Эпи-гипоциклоидальные циклические 
поверхности с образующей точкой 
вне подвижной окружности μ = 2,65 

[Fig. 7. Epi-hypocycloidal cyclic surfaces  
with a generating point outside the moving circle μ = 2.65] 

 
Из приведенных рисунков видно, что эпи-

гипоциклоидальные циклические поверхности с 
целочисленным отношением радиусов неподвиж- 
ной и подвижной окружностей( λ = b/a = n) фор-
мируются из n однотипных отсеков с угловым 
диапазоном 2π/n. При μ = 1 (образующая точка на 
подвижной окружности) отсеки соприкасаются в 
крайних конических точках отсеков. При μ < 1 

(образующая точка внутри подвижной окружно-
сти) отсеки сопрягаются в сечениях с минималь-
ным радиусом R = b (1 – μ). Как отмечалось вы-
ше, при μ = 0 эпи-гипоциклоидальная цикличе-
ская поверхность является тором радиуса R = b. 

При μ > 1 (образующая точка вне подвиж-
ной окружности) эпи- и гипоциклоиды имеют зоны 
пересечения, где отсеки эпициклоид оказываются 
внутри неподвижной окружности, а отсеки гипо-
циклоид – вне подвижной окружности. Отсеки эпи-
гипоциклоидальных циклических поверхностей в 
этих зонах взаимно пересекаются и разделяются 
на отсеки внешней и внутренней поверхностей 
(рис. 7). Очевидно, зона перехода внутреннего от-
сека поверхности во внешний определяется точ-
ками пресечения эпи- и гипоциклоиды. Прирав-
нивая уравнения (1) эпи- (р = 1) и гипоциклоиды 
(р = –1), получаем формулу для определения уг-
лового параметра up точек пересечения: 

   = 1 μcosλ 0p pR u u  , 
0

π
± 

λpku u k  , 

0

1 1
arccos

λ μ
u

 
  

 
 k = 0...λ. 

Таким образом, 1-й внутренний отсек по-
верхности определяется координатным диапазоном 
u = (–u0, u0), для внешнего отсека u = (u0, π/λ – u0). 

На рис. 8. представлены внутренний (а) и 
внешний (б) отсеки поверхности, а также показа-
ны отрезки эпи- и гипоциклоид, срединной кри-
вой и неподвижной окружности в соответствую-
щих диапазонах параметра u. 
 

 
 

Рис. 8. Отсеки эпи-гипоциклоидальных  
циклических оболочек μ = 2,65 

[Fig. 8. Compartments of epi-hypocycloidal 
cyclic shells μ = 2.65] 

 
Как видно из рисунков, форма внешнего отсе-

ка аналогична отсекам при μ = 1. Форма внутрен-
него отсека отличается от формы внешних отсеков.  

Выше рассмотрены эпи-гипоциклоидаль- 
ные циклические поверхности с целочисленным 
отношением λ радиусов неподвижной и подвиж-
ной окружностей. Уравнение поверхностей (3) 
пригодно для поверхностей с произвольным па-
раметром λ. Из геометрии эпи- и гипоциклоид с 
дробным параметром λ известно, что эти кривые 
являются сложными взаимно пересекающимися 
кривыми [3, 4]. В данной работе ограничимся 

λ = 3 λ = 4 λ = 5 

λ = 3 

λ = 4 

λ = 5 

а б 
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рассмотрением эпи-гипоциклоидальные цикли-
ческих поверхностей с целочисленным парамет-
ром λ. 

Выше было отмечено, что при λ = 1 по-
верхности относятся к классу каналовых поверх-
ностей Иоахимсталя. Чтобы выяснить к какому 
классу относятся эпи-гипоциклоидальные цикли-
ческие поверхности общего типа, получим коэф-
фициенты квадратичных форм. Предварительно 
рассмотрим свойства функциональных парамет-
ров уравнения поверхности (3). Частные произ-
водные функций и векторов будем обозначать со- 
ответствующим индексом. 

sin cosu u u   h i j n ;  

cos sinu u u    n i j h ; 

cosu ue n ;  sin cos ,v v v u v   e h k g ; 

sinu u g n ; cos sinv v v    g h k e ; 

cos sinv v h e g ; 

λμsinλ λuR u T  ; λμ cosuT u ;  

RTu  .                            (4) 

Учитываем также ортогональность единич- 
ных векторов: h, n, k и e, n, g. 

Учитывая соотношения (4), получим: 

 λ cos λ ;u a T R v T     ρ h  n e  ;v aRρ g  

    2λ cos 1 2λ cos λ λ ;uu a T R v T v T         ρ  h  n e  

 sin λ ;uv a R v Т  ρ n g  .vv aR ρ e                          (5) 

Коэффициенты квадратичных форм: 

   2 2 2 21 2λ cos λ λ cos ;E a v T R v      
2  

2 sin ;F a RT v   G = a2R2. 

 2 2 λ cos σ;EG F a R v      

   2 2 2σ 1 2μ cosλ μ ;T R u      

   1 1
.

σu v R T   


ρ ρm e n  

 uuL  ρm  

      2 21 cos λ 1 cos 1 2λ cos λ ;
σ

a
R v R v T v          

  sin ;
σuv

а
M TR v ρm    2.

σvv

а
N R  ρm        (6) 

Из формул видно, что выполняется равенство 
NFMG   или 0 NFMG . Это является услови- 

ем, что система координат u = const (система 
окружностей) является системой линий кривизны 
поверхности [3; 7; 8], и, следовательно, эпи-гипо- 
циклоидальные циклические поверхности отно-
сятся к классу каналовых поверхностей.  

 
© Иванов В.Н., 2018 
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