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ния в теории и практике, имеется еще много нерешенных вопросов. Проблеме 
расчета на устойчивость пластин и оболочек при статических и динамических 
воздействиях посвящены работы многих авторов [1–7]. 

Цель настоящей работы заключается в разработке метода расчета на устой-
чивость пластинчатых систем с несмещающимися ребрами под действием ди-
намических сжимающих нагрузок в двух взаимно перпендикулярных направле-
ниях (рассматривается общий случай действия сжимающих нагрузок) с учетом 
физической нелинейности материала. 

Рассмотрим пластинчатую систему (рис. 1), на которую в двух взаимно 
перпендикулярных направлениях действуют сжимающие нагрузки Р(t) и αР(t). 
Динамическая нагрузка Р(t) прикладывается к ребрам пластинчатой системы в 
поперечном направлении, αР(t) – в продольном направлении, α = 1, 2,…, n. 

Принимаем, что сжимающая нагрузка быстро изменяется во времени t по 
следующему закону: 

, )( tstP                                                           (1) 

где s – величина, характеризующая скорость изменения динамической нагрузки. 
Обозначаем: w = w(x, y, t) – перемещение точек в нормальном направлении 

к срединной плоскости пластин. 

 

Рис. 1. Общая схема пластинчатой системы с действующими нагрузками 
[Fig. 1. General diagram of plate system under the action of loads] 

Результаты испытаний различных конструкционных материалов (компози-
тов, сплавов, цветных металлов) показывают, что для таких материалов харак-
терна физическая нелинейность, т.е. они имеют нелинейную диаграмму дефор-
мирования. Зависимость между интенсивностями напряжений i и интенсивно-
стями деформаций ei можно принять в виде кубического полинома: 

, 3
1 iii eEeE                                                   (2) 

где Е – начальный модуль упругости материала; Е1 – постоянная, учитывающая 
степень физической нелинейности материала [8]. 

В основе расчетов используем гипотезы Кирхгофа – Лява и гипотезу о не-
линейно-упругом теле. 

Принимаем соотношения между деформациями и перемещениями в виде 

,2    ;    ; xyxyyyxx zzz                             (3) 



Ivanov S.P., Ivanov O.G., Ivanova A.S. Structural Mechanics of Engineering Constructions and Buildings, 2018, 14 (2), 132–141 
 

 

134   BUCKLING ANALYSIS 

где .;;
2

2

2

2

2

yx

w

y

w

x

w
xyyx 












  

Определяем интенсивность деформаций ei и объемную деформацию  (c уче-
том гипотез Кирхгофа – Лява и сжимаемости материала (z = 0, xz = 0, уz = 0)): 
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где деформация 
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Используем энергетический метод. Записываем выражение полной энергии 
системы: 

,L                                                          (7) 

где потенциальную энергию П определяем по формуле 
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кинетическая энергия равна: 
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В выражениях (8), (9) введены следующие обозначения:  – объемный вес 
материала;   – толщина элементов, составляющих пластинчатую систему; g – 
ускорение свободного падения; Р(t) и αР(t) – динамические сжимающие нагруз-
ки; q – интенсивность нагрузки, которая действует в нормальном направлении к 
срединной плоскости пластин и позволяет учитывать начальное несовершенст-
во системы; A – работа внутренних сил, отнесенная к единице площади поверх-
ности пластинчатой системы, определяющаяся так: 






2/

2/

.dzA                                                       (10) 

Здесь   – удельная энергия изменения объема и формы [9]: 

,)1(
3

2

2

1

0

2  
ie

ii de                                    (11) 

где  )21(3/  E  – модуль объемного сжатия; ν – коэффициент Пуассона. 
Перемещение w представим в виде разложений по В.З. Власову [10]: 

),,...,3,2,1(    ),,()(),,( nkyxftWtyxw
k

kk                           (12) 

где обобщенные перемещения Wk(t) – функции, которые определяются из реше-
ния задачи и зависят от переменной t (t – время). Выбор координатных функций 
fk(x,y) осуществляется по виду деформированного состояния системы. 
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Учитывая соотношение (12), определяем минимум функционала (7), со-
ставляя для него уравнение Лагранжа: 

,0
,









tkk W

L

dt

d

W

L
                                              (13) 

где индексы после запятой обозначают частные производные от обобщенных 
перемещений по соответствующим переменным. 

После раскрытия уравнения (13) приходим к системе нелинейных диффе-
ренциальных уравнений для исследования устойчивости пластинчатых систем 
(под действием динамических сжимающих нагрузок Р(t) и αР(t)): 
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где а* – длина контура пластинчатой системы, на который действует нагрузка 
αР(t); l* – суммарная длина ребер пластинчатой системы, на которые действует 
нагрузка Р(t); D – цилиндрическая жесткость пластин системы; iG  – величина 
нагрузки, которая позволяет учитывать начальное несовершенство системы.  

Величины D и iG  определяются по формулам: 
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Правая часть уравнений (14) .нел
i  учитывает физическую нелинейность 

материала и имеет вид: 
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Величины N1, N2, N3 в выражении (16) определяются по формулам: 
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Коэффициенты уравнения (14) записываются в виде: 

.  .;  

                ;  

,,

,,,,

dуdxffddуdxffc

dydxffbdydxffa

i
y x

kikууi
y x

yykik

xyi
у x

хykik
y x

ххiххkik

  

  





                   (18) 

;,/ 22
,  ixNN ixxi  .3,2,1i

dxdy; 

dxdy; 



Ivanov S.P., Ivanov O.G., Ivanova A.S. Structural Mechanics of Engineering Constructions and Buildings, 2018, 14 (2), 132–141 
 

 

136   BUCKLING ANALYSIS 

В качестве примера выполним расчет на устойчивость Т-образной пла-
стинчатой системы под действием динамических сжимающих нагрузок P(t) и 
αP(t) в двух взаимно перпендикулярных направлениях (рис. 2). Края пластинча-
той системы закреплены шарнирно по контуру. Геометрические параметры: 
толщина пластин δ = 0,1а; длина l = a. 

 

Рис. 2. Схема Т-образной пластинчатой системы 
[Fig. 2. The diagram of T-shaped plate system] 

При решении задачи в первом приближении, согласно граничным услови-
ям, координатная функция (форма потери устойчивости в поперечном направ-
лении x) (рис. 3) имеет вид 

                                       (19) 

 

Рис. 3. Вид координатной функции 
[Fig. 3. Formula for a coordinate function] 

При потере устойчивости в продольном направлении y по одной полуволне 
синусоиды прогибы определяются по формуле 

)(),()(),,( 111 a

x
tWyxftWtyxw                  (20)

 
Тогда дифференциальное уравнение (14) принимает следующий вид 
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Вводим обозначение для параметра времени: 

.
)(*

кркр P

st

P

tP
t                                                   (22) 

Для пластинчатой системы, составленной из квадратных пластин (l = а), 
величина погонной статической критической нагрузки составляет [11] 

.5,23
2

.
.

a

D

a

P
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кр                                                  (23) 

Параметр времени t* принимаем за динамический коэффициент Kд. После 
преобразований дифференциальное уравнение (21) запишем с новой перемен-
ной t* в виде 
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где приняты следующие обозначения: 
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               (25) 

Величину .
1
нел  определяем, используя формулы (16) и (17), а коэффици-

енты уравнения (21) вычисляем по формулам (18). 
Интегрирование дифференциального уравнения (24) выполнено численным 

методом Рунге – Кутта на ПЭВМ. 
По результатам расчетов построены графики зависимости относительной 

величины прогиба W* = W1/
  от динамического коэффициента Kд = t* (при раз-

личных значениях параметров E1/E, S*, ) (рис. 4, табл. 1). Для всех графиков 
параметр Q = 0,0001. 

 

Рис. 4. Графики зависимости  
относительной величины прогиба W* от динамического коэффициента Kд 

[Fig. 4. Graphs of the relative magnitude  
of deflection W*  against the dynamic coefficient Kд] 
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Таблица 1 

Номер 
графика 
[Graph 

number] 
 

Степень 
физической 
нелинейности 

[Degree  
of physical  

nonlinearity] 
Е1/E 

Коэффициент
[Coefficient] 

 

Параметр 
[Parameter] 

S* 

Динамический  
коэффициент Кд 

при W* = 0,1 
[Dynamic coefficient Кд  

at W* = 0,1] 

1 5106 2 10  2,7 

2 106 1 10  3,0 

3 103 1 1,0  3,4 

4 106 1 0,1  6,5 

5 106 0 0,1  15,0 

Рассмотрим влияние на критерии динамической устойчивости пластинча-
той системы степени физической нелинейности материала, параметра S* (зави-
сит от скорости изменения сжимающей нагрузки), величины коэффициента . 

С увеличением степени физической нелинейности материала график зави-
симости W* от Kд смещается влево, т.е. динамический коэффициент Kд умень-
шается (см. графики 3, 2, 1 на рис. 4). Таким образом, чем больше степень фи-
зической нелинейности материала, тем меньше динамическая «критическая» 
нагрузка, т.е. при меньшем значении динамической нагрузки P(t) происходит 
бурное выпучивание пластин системы. 

При уменьшении параметра S* от 10 до 0,1 (что соответствует увеличению 
скорости изменения динамической нагрузки в 10 раз при прочих равных усло-
виях) динамический коэффициент Kд увеличивается от 3,0 до 6,5 при W* = 0,1 
(сравниваем графики 2 и 4 на рис. 4). 

Если сжимающая динамическая нагрузка Р(t) действует только в одном на-
правлении (при  = 0, см. график 5), то динамический коэффициент принимает 
в несколько раз большее значение (Kд 15 при W* = 0,1), чем при действии Р(t) 
и αР(t) в двух направлениях (при прочих равных условиях, см. график 4). 

Выводы. Разработанный метод позволяет рассчитывать на устойчивость 
пластинчатой системы с несмещающимися ребрами под действием динамиче-
ских сжимающих нагрузок в двух направлениях, учитывая физическую нели-
нейность материала. Из результатов проведенных исследований видно, что на 
критерии динамической устойчивости пластинчатой системы значительное 
влияние оказывают скорость изменения динамической сжимающей нагрузки и 
степень физической нелинейности материала. 
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The article presents the method of dynamic stability analysis of plate systems with non-

shifting ribs. A plate system under the biaxial dynamic compression loads is considered.  
The Kirchhoff – Love hypotheses, the nonlinear-elastic body hypothesis are considered  
the basis of the calculations. The material of the plate system is assumed to be physically non-
linear, stress-deformation diagram is approximated in the form of a cubic polynomial.  
The displacement of points in normal direction to middle plane of plates is presented in  
the form of Vlasov expansion. To derive the basic differential equations of stability, the strain-
energy method and Vlasov's variation method are used. The extreme value of total energy of 
the system is defined using Euler – Lagrange equation, after solving of which the set of basic 
nonlinear differential equations of buckling of the plate system with non-shifting ribs under 
dynamic compression loads is given. As an example, the stability calculation of physically 
nonlinear T-shaped plate system hinge-supported along the contour is carried out. Buckling of 
the plate system occurs longitudinally on one half-wave of sinusoid. At the solution of a task 
in the first approximation, a nonlinear differential equation is derived, the numerical integra-
tion of which was carried out by the Runge – Kutta method. Based on the results of the calcu-
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lations, graphs of the relative magnitude of deflection against the dynamic coefficient are plot-
ted. The influence of the degree of physical nonlinearity of the material, the rate of change of 
the dynamic compressive load on the dynamic criterion of buckling of the plate system was 
studied. 

 
Keywords: dynamic stability, physical nonlinearity, plate, plate system, compression 

load, strain-energy method, variation method of Vlasov 
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