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Как важное обстоятельство отметим [10], что характеристика ܼ௡,௞ሺ݉, -ሻ заߜ
висит от параметров ݉ и ߜ через функции 	ݑଵ и ݑଶ, которые входят в форму- 
лу (1) не в виде комбинации Фሺݑଵሻ ൅ Фሺݑଶሻ ൌ  .ݍ

Поэтому в случае двухстороннего ограничения на контролируемый параметр 
оперативная характеристика ܼ௡,௞ሺ݉, -не ݍ ሻ не однозначно определяется долейߜ
годных изделий в партии, а зависит еще от параметров распределения ݉ и ߜଶ.  
В качестве контролируемого параметра в строительной индустрии подразумевается 
любой признак, по которому характеризуется надежность строительного изделия. 

Если бы в технических условиях на параметр ܺ было наложено односто-
роннее ограничение, например ܺ ൐ ܺு, то ܼ௡,௞ሺݍሻ однозначно определялось бы 
заданием ݍ. В самом деле, полагая в формуле (1) ܺ௕ ൌ ∞, получим 

ଶݑ ൌ െ∞, ߠଶ ൌ Фሺെ∞ሻ ൌ ݍ ,0 ൌ ଵߠ ൌ Фሺݑଵሻ, 	ݑଵ ൌ  ௤ иݑ	

ܼ௡,௞ሺ݉, ሻߜ ൌ ܤ ׬ ௡ିଶ݁ିߟ
೙
మ
ఎమஶ

଴ Фൣെ൫ݑ௤ ൅ ߟ݀	൯√݊൧݇ߟ ൌ ܼ௡,௞ሺݍሻ. 

Так как при двухстороннем ограничении на параметр вероятность приемки 
партии с уровнем качества ݍ зависит от параметров распределения ݉ и ߜ, то 
при определении плана контроля ሺ݊, ݇ሻ необходимо вместо ܼ௡,௞ሺݍሻ использо-
вать нижнюю и верхнюю границы 

ܼ௡,௞ሺݍሻ ൌ min
ሺ௠,ఋሻఢொ

ܼ௡,௞ሺ݉,  ,ሻߜ
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В настоящей статье сделана попытка найти в явном виде экстремальные 
значении функции ݈ሺߠଵ,  .ଶሻߠ

Итак, перейдем к исследованию функции ݈ሺߠଵ,  .ଶሻ на экстремумߠ
Заметим, что 
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ߠ ൌ ሼሺߠଵ, 0	ଶሻ:ߠ ൑ ௜ߠ ൑ 1, ݅ ൌ 1,2, ଵߠ ൅ ଶߠ ൌ  .ሽݍ
Нахождение экстремумов функции ݈ሺߠଵ,  ଶሻ проведем по общепринятойߠ

классической схеме. Заменим переменную ߠଶ через ߠଵ. 
Тогда получим 
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Нетрудно проверить, что 

െ߰௡ሺݑଵ, ଶሻݑ ൌ ߰௡ሺݑଵ, ,ଵݑ߰௡ሺ	и	ଶሻݑ ଶሻݑ ൌ 0	      (3) 
при ݑଵ ൌ  .ଶݑ

В силу формулы (3) достаточно исследовать знак функции ߰௡ሺݑଵ,  ଶሻ приݑ
ଵݑ ൏ ,ଵݑଶ для определения sign߰௡ሺݑ  .ଶݑ ଵ иݑ ଶሻ на всем диапазоне измененияݑ

Рассмотрим отдельный случай n = 2. Тогда формула (2) может быть запи-
сана так: 

	߰ଶሺݑଵ, ଶሻݑ ൌ ׬ ଶܩ
А
଴

ሺݔሻܪଶሺݔ, ,ଵݑ  (4)                             ,ݔଶሻ݀ݑ

где  ܩଶሺݔሻ ൌ ݁ሺଵି௞
షమሻ௫మ;					ܪଶሺݔ, ,ଵݑ ଶሻݑ ൌ ݄ଶሺݔ, ଶሻݑ െ ݄ଶሺݔ,  	;ଵሻݑ

݄ଶሺݔ, ௜ሻݑ ൌ ݁ି
భ
మ
ሺଶ௫ା௨೔ሻమ;	     i = 1,2;     ܣ ൌ െ

ଵ

ଶ
ሺݑଵ൅	ݑଶሻ. 

Оценить знак функции ߰ଶ позволяет следующая лемма. 
Лемма Ӏ. Пусть функции f и g заданы на интервале ሾܽ, ܾሿ, ݂ ൒ 0 и 

׬ ݔ݂݀ ൌ ׬ ݔ݂݀
௕
௖

с
௔ , ܿ	߳ሿܽ, ܾሾ,                                               (5) 

тогда 

׬ ݔ݂݀݃ ൐ ׬ ,ݔ݂݀݃
௕
௖

с
௔                                                           (6) 

если q – строго убывающая функция. 
Доказательство непосредственно следует из теоремы о среднем. Действи-

тельно, 

න ݔ݂݀݃ ൌ ݃ሺݔଵሻන ݔ݂݀
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௔
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௕

௖

௕

௖
, ,ଶ߳ሿܽݔ ܾሾ. 

Поскольку ݃ሺݔଵሻ ൐ ݃ሺݔଶሻ, то из условия (5) следует неравенство (6). 
Следствие Ӏ. Если в условиях леммы Ӏ функция ݃ строго возрастающая, то 

вместо неравенства (6) будет справедливо противоположное неравенство: 

න ݔ݂݀݃ ൏ න .ݔ݂݀݃
௕

௖

с

௔
 

В справедливости этого замечания можно убедиться, умножив неравен-
ство (6) на (–Ӏ) и заменив функцию g на –g.  

Применим лемму Ӏ для оценки функции ߰ଶ. Заметим вначале, что при ݑଵ ൏  ଶݑ

,ݔଶሺܪ ,ଵݑ ଶሻݑ ൌ

ە
ۖ
۔

ۖ
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ܣ
2
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ܣ
2
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ܣ
2
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Вычитая из первого уравнения второе, получаем 

න ଶܪ

஺
ଶ

А
ݔ݀ ൌ െන ଶܪ

஺

஺
ଶ

 .ݔ݀

Положим в Лемме Ӏ ܽ ൌ 0, ܿ ൌ
஺

ଶ
, ܾ ൌ ,ܣ ݃ ൌ  ଶ иܩ

݂ሺݔሻ ൌ ൞
,ሻݔଶሺܪ ݔ ൑

ܣ
2
,

െܪଶሺݔሻ, ݔ ൐
ܣ
2
.
 

Очевидно, введенные функции удовлетворяют условиям Леммы Ӏ. 
Следовательно, 

߰ଶ ൌ න ଶܩ

஺
ଶ

଴
ݔଶ݀ܪ ൅ න ଶܩ

А

஺
ଶ

ݔଶ݀ܪ ൐ 0, 

если ܩଶ – строго убывающая функция, а это возможно, лишь когда ݇ ൏ 1. 
Если ܩଶ – строго возрастающая функция (݇ ൐ 1), то в силу следствия Ӏ 

߰ଶሺݑଵ, ଶሻݑ ൏ 0. 
При ݇ ൌ 1 функция ܩଶ ൌ 1, а значит 	߰ଶ ൌ 0. Таким образом, при ݊ ൌ 2	 

и ݑଵ ൏  ଶݑ

݈݀ሺߠଵ, ݍ െ ଵሻߠ
ଵߠ݀

൝
൐ 0, ݇ ൏ 1,
ൌ 0, ݇ ൌ 1,
൏ 0, ݇ ൐ 1.

 

Тем самым установлено, что оперативная характеристика контроля при 
݇ ൏ 1 имеет минимум и максимум соответственно в точках (ߠଵ ൌ 0, ଶߠ ൌ  и (ݍ
ଵߠ) ൌ ଶߠ ൌ

௤

ଶ
). При (݇ ൐ 1) отмеченные точки минимума и максимума меняются 

местами. Запишем выражение оперативной характеристики в этих экстремальных 
точках. Полагая в формуле (1) ݊ ൌ 2, ሺߠଵ ൌ 0, ଶߠ ൌ ଵݑ .ሻ, т.еݍ ൌ െ∞, ݑଶ ൌ  ,௤ݑ
получаем 

ܼ௡,௞ሺݍሻ ൌ
2

ߨ√
න ݁ିఎ

మ
ஶ

଴
Фൣെ൫ݑ௤ ൅  .ߟ൯√2൧݀ߟ݇

При ݊ ൌ 2, ଵߠ ൌ ଶߠ ൌ
௤

ଶ
, т.е. ݑଵ ൌ ଶݑ ൌ െ

ଵ

ଶ
 ௤ формула (1) принимает видݑ

ܼ௡,௞ሺݍሻ ൌ
2

ߨ√

ି
ଵ
௞௨

න ݁ିఎ
మ

௤
ଶ

଴
൜1 െ 2Ф ൤ݑ௤

ଶ
൅ ൨ߟ݇ √2ൠ  .ߟ݀

Итак, 

ܼଶ,௞ሺݍሻ ൌ ൞

ଶ

√గ
׬ ݁ିఎ

మ
Фൣെ൫ݑ௤ ൅ ,ߟ൯√2൧݀ߟ݇ ݇ ൑ 1,

ஶ
଴

ଶ

√గ

ି
భ
ೖ
௨
׬ ݁ିఎ

మ
೜
మ
଴ ൜1 െ 2Ф ൤൬ݑ೜

మ
൅ ൰√2൨ൠߟ݇ ,ߟ݀ ݇ ൒ 1.

             (7) 

Верхняя граница ܼଶ,௞ሺݍሻ записывается формулой (7), только условия ݇ ൑ 1	 
и ݇ ൒ 1 необходимо поменять местами. 

Поскольку при ݇ ൌ 1 функция 	߰ଶ ൌ 0, то имеют место следующие тождества: 
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න ݁ିక
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଴
 

где  

ݍ ൌ Фሺݑଵሻ ൅ Фሺݑଶሻ. 
Рассмотрим теперь случай ݊ ൐ 2. Докажем следующее утверждение. 
Теорема Ӏ. При ݑଵ ൏ ,ଵݑ߰௡ሺ	ଶݑ ଶሻݑ ൐ 0	для всех ݇ ൏ ݇∗, где 

݇∗ ൌ ቐ
݊

ሺ݊ െ 2ሻ ቂ
1
2 ሺݑଵ ൅ ଶሻቃݑ

൅
1

݊ െ 1
ቑ

ି
ଵ
ଶ

. 

Доказательство. Очевидно, 

߰ଶሺݑଵ, ଶሻݑ ൌ න ௡ܩ
஺

଴
ሺݔሻܪ௡ሺݔ, ,ଵݑ  ,ݔଶሻ݀ݑ

где ܩ௡ሺݔሻ ൌ ௡ିଶ݁ିఊ௫ݔ
మ
,ݔ௡ሺܪ     ; ,ଵݑ ଶሻݑ ൌ ݄௡ሺݔ, ଶሻݑ െ ݄௡ሺݔ,   ;ଵሻݑ

݄௡ሺݔ, ௜ሻݑ ൌ ݌ݔ݁ ቂെ
ଵ

ଶ
ሺ݊ െ 1ሻሺݑ௜ ൅

௡௫

௡ିଵ
ሻଶቃ ; 					݅ ൌ ߛ     ;1,2 ൌ

௡

ଶ
ቀ ଵ
௞మ
െ

ଵ

௡ିଵ
ቁ. 

Нетрудно проверить, что при ݑଵ ൏  ଶݑ

ሻݔ௡ሺܪ

ە
ۖ
۔

ۖ
൐ۓ 0, 0 ൑ ݔ ൏

௡ିଵ

௡
,ܣ

ൌ 0, ݔ ൌ
௡ିଵ

௡
,ܣ

൏ 0, ݔ ൐
௡ିଵ

௡
	;ܣ

                                             (8) 

а 

න ݄௡

௡ିଵ
௡ ஺

௡ିଶ
௡ ஺

ሺݔ, ݔଶሻ݀ݑ ൌ න ݄௡
஺

௡ିଵ
௡ ஺

ሺݔ,  ,ݔଵሻ݀ݑ

න ݄௡

௡ିଵ
௡ ஺

௡ିଶ
௡ ஺

ሺݔ, ݔଵሻ݀ݑ ൌ න ݄௡
஺

௡ିଵ
௡ ஺

ሺݔ,  .ݔଶሻ݀ݑ

Из последующих двух уравнений получаем, что 

න ௡ܪ

௡ିଵ
௡ ஺

௡ିଶ
௡ ஺

ݔ݀ ൌ െන ௡ܪ
஺

௡ିଵ
௡ ஺

 .ݔ݀

Исследуем теперь функцию ܩ௡. Заметим вначале, что 

ߛ ൐ 0	∀݇߳ሾ0, ݇∗ሿ. 

Функция ܩ௡ строго возрастает на интервале ሿ0, Х∗ሾ	и убывает на интервале 

ሿХ∗,∞ሾ. 	Х∗ ൌ ቂሺ௡ିଶሻ
ଶఊ

ቃ
భ
మ. Непосредственной проверкой можно убедиться в том, что 

	Х∗ ൏
ሺ௡ିଶሻ

௡
,ሾ0߳݇∀	ܣ ݇∗ሿ. Следовательно, на интервале ቂ

௡ିଵ

௡
,ܣ  ௡ܩ ቃ функцияܣ

строго возрастает. 
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В силу формулы (8) имеем 

߰௡ሺݑଵ, ଶሻݑ ൐ ׬ ௡ܪ௡ܩ
஺
೙షమ
೙
஺  (9)                                         .ݔ݀

Оценим знак интервала в неравенстве (9) с помощью леммы Ӏ. 
Положим 

ɑ ൌ
݊ െ 2
݊

,ܣ ܿ ൌ
݊ െ 1
݊

,ܣ ܾ ൌ ,ܣ ݃ ൌ  ௡ܩ

и 

݂ሺݔሻ ൌ

ە
ۖ
۔

ۖ
ۓ ,ሻݔ௡ሺܪ ݔ ൑

݊ െ 1
݊

,ܣ
	

െܪ௡ሺݔሻ, ݔ ൐
݊ െ 1
݊

.ܣ

 

Введение функций ݂	и	݃ удовлетворяет условию следствия Ӏ. 
Поэтому 	߰௡ ൐ 0. Доказательство окончено. 
Из теоремы Ӏ получаем следующий результат. 
Следствие ІӀ. При ݊ ൐ 2 

ܼ௡,௞ሺݍሻ ൌ ܤ ׬ ௡ିଶ݁ିߦ
೙഍మ

మ
ஶ
଴ Фൣെ൫ݑ௤ ൅  (10)                        ,ߦ൯√݊൧݀ߦ݇

ܼ௡,௞ሺݍሻ ൌ ିܤ
ଵ
௞௨ න ௡ିଶ݁ିߦ

௡కమ

ଶ

௤
ଶ

଴
൜1 െ 2Ф ൤൬ݑ௤

ଶ
൅ ൰√݊൨ൠߦ݇  ,ߦ݀

для всех ݇߳ൣ0, ݇௤∗൧, где 

݇௤∗ ൌ ൬
݊

ሺ݊ െ 2ሻ
௤ݑ
ଶ

ଶ ൅
1

݊ െ 1
൰
ି
ଵ
ଶ
. 

Доказательство непосредственно следует из теоремы Ӏ и того факта, что 
функция ሺݑଵ ൅  ଶሻଶ достигает минимального значения на множествеݑ

ሼݑଵ, ଵሻݑଶ:Фሺݑ ൅ Фሺݑଶሻ ൌ  ሽݍ
в точке ݑଵ ൌ ଶݑ ൌ ೜ݑ

మ
. 

Заключение. Таким образом, формулы (10) позволяют значительно упро-
стить вычисления планов контроля ሺ݊, ݇ሻ при двухстороннем допуске контро-
лируемого параметра, характерного для конкретного строительного изделия. 

 
© Чиганова Н.М., 2018 
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The matter of control planning by variables is essentially the inverse problem of interval 
estimation. Therefore, when determining control plans (“n” is the sample size, “k” is the eligibility 
criterion), the results of interval estimation are used. The algorithm of interval estimation, proposed 
by L.N. Bolshev and E.A. Loginov, presupposes finding the upper and lower bounds of the 
operational characteristic of quality control, which in turn represents the probability of acceptance 
of the batch with a quality level not exceeding the consumer risk. In this case, the probability of 
batch rejection is not more than the manufacturer risk. In this article, an attempt is made to find the 
extreme values of the operating characteristic in an explicit form. As a result, operative 
characteristics formulas were obtained in an explicit form, which made it possible to significantly 
simplify the determination of control plans with bilateral tolerance for the controlled parameter that 
characterizes a specific product. In construction industry, any sign on which the reliability of the 
construction product is characterized is implied as a controlled parameter. 

 
Keywords: quality control, construction products, operating characteristics, distribution 

parameters 
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