
Structural Mechanics of Engineering Constructions and Buildings. 2017. No 6. 49—54 

49 

Численные методы расчета конструкций 
УДК 539.3:534.1                                          DOI: 10.22363/1815-5235-2017-6-49-54 

ЧИСЛЕННОЕ МОДЕЛИРОВАНИЕ НЕСТАЦИОНАРНЫХ ВОЛН 
НАПРЯЖЕНИЙ В УПРУГОЙ ПОЛУПЛОСКОСТИ С 

ПРЯМОУГОЛЬНОЙ ПОЛОСТЬЮ ПРИ СОСРЕДОТОЧЕННОМ 
ВЕРТИКАЛЬНОМ ВЗРЫВНОМ ВОЗДЕЙСТВИИ 

 

В.К. МУСАЕВ*,**, доктор технических наук, профессор, 
*Московский государственный университет путей сообщения Императора   
Николая II,  127994, г. Москва, ул. Образцова, д. 9, стр. 9, Россия;   
musayev-vk@yandex.ru 
**Московский политехнический университет, 
107023, г. Москва, ул. Б. Семеновская, 38, Россия;  musayev-vk@yandex.ru 

 

В работе приводится некоторая информация моделирования безопасности упру-
гой полуплоскости при нестационарном волновом взрывном воздействии с помощью 
метода конечных элементов. Рассматривается волновая теория взрывной безопасно-
сти.  Применяется техническое средство в виде вертикальных прямоугольных поло-
стей для увеличения безопасности объекта при сосредоточенном вертикальном взрыв-
ном воздействии. Получена явная двухслойная схема. Рассмотрена постановка  задачи 
с полостью (соотношение ширины к высоте один к четырем) в полуплоскости при воз-
действии в виде дельта функции. Решается система уравнений из 59048 неизвестных. 
Взрывное воздействие моделируется в виде треугольного импульса. В пяти точках 
приводится изменение контурного напряжения. 
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волновая теория взрывной безопасности,  фундаментальное воздействие, метод Галер-
кина, распространение волн, вертикальные прямоугольные полости, полуплоскость, 
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Волны напряжений различной природы, распространяясь, в деформируе-
мом теле взаимодействуют, друг с другом. При интерференции волн напряже-
ний их интенсивности складываются. Они могут достигать значений, превосхо-
дящих предел прочности материала. В этом случае наступает разрушение мате-
риала. После трехкратного или четырехкратного прохождения и отражения 
волн напряжений в теле процесс распространения возмущений становится 
установившимся, напряжения и деформации усредняются, тело находится в ко-
лебательном движении.  

Некоторая информация о рассматриваемом численном методе, алгоритме и 
комплексе программ моделирования нестационарных упругих волн напряжений 
в деформируемых телах приведена в работах [1, 2, 5, 7, 8].  

В работах [2, 3, 4, 7] приведена некоторая информация  о физической до-
стоверности и математической точности моделирования нестационарных волн 
напряжений в деформируемых телах различной формы с помощью рассматри-
ваемого численного метода, алгоритма и комплекса программ. 

Математическое моделирование нестационарных упругих волн напряже-
ний при различных (ударных, взрывных и сейсмических) воздействиях с помо-
щью рассматриваемого численного метода, алгоритма и комплекса программ 
приведено в работах [5, 6, 7, 8].  

Для решения задачи о моделировании упругих нестационарных волн 
напряжений в деформируемых областях сложной формы рассмотрим некоторое 
тело Γ  в прямоугольной декартовой системе координат XOY , которому в 
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начальный момент времени 0t = сообщается механическое нестационарное им-
пульсное воздействие. Предположим, что тело Γ  изготовлено из однородного 
изотропного материала, подчиняющегося упругому закону Гука при малых 
упругих деформациях. 

Точные уравнения двумерной (плоское напряженное состояние) динамиче-
ской теории упругости имеют вид; 
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где xσ , yσ  и xyτ  – компоненты тензора упругих напряжений; xε , yε   и xyγ   –  
компоненты тензора упругих деформаций; u и v  –  составляющие вектора упру-
гих перемещений вдоль осей OX и OY соответственно; ρ – плотность материала; 
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рость поперечной упругой волны; ν – коэффициент Пуассона; E – модуль упру-
гости, )SS(S 21 ��  – граничный контур тела Γ .  

Принимая во внимание определение матрицы жесткости, вектора инерции 
и вектора внешних сил для тела Γ , записываем приближенное значение урав-
нения движения в теории упругости: 
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где H – диагональная матрица инерции; Κ  – матрица жесткости;  Φ
�&

 – вектор 
узловых упругих перемещений; Φ

�&
��  – вектор узловых упругих скоростей пере-

мещений; Φ
�&
����  – вектор узловых упругих ускорений; R

�&
 –  вектор внешних узло-

вых упругих сил. 
Соотношение (2) – система линейных обыкновенных дифференциальных 

уравнений второго порядка в перемещениях с начальными условиями. Таким 
образом, с помощью метода конечных элементов в перемещениях, линейную 
задачу с начальными и граничными условиями (1) привели к линейной задаче 
Коши (2). Для интегрирования уравнения (2) конечноэлементным вариантом 
метода Галеркина приведем его к следующему виду: 
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Интегрируя по временной координате соотношение (3) с помощью конеч-
ноэлементного варианта метода Галеркина, получим двумерную явную двух-
слойную конечноэлементную линейную схему в перемещениях для внутренних 
и граничных узловых точек: 
                            )RK(Ht ii
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где tΔ – шаг по временной координате.  

Основные соотношения метода конечных элементов в перемещениях полу-
чены с помощью принципа возможных перемещений и конечноэлементного 
варианта метода Галеркина.  
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Общая теория численных уравнений математической физики требует для 
этого наложение определенных условий на отношение шагов по временной ко-
ординате tΔ  и по пространственным координатам, а именно 

                                           
p
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C
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где lΔ  – длина стороны конечного элемента.  
Для исследуемой области, состоящей из материалов с разными физически-

ми свойствами, выбирается минимальный шаг по временной координате (5). 

 
Рис. 1. Постановка задачи о воздействии сосредоточенной взрывной волны на сво-

бодной поверхности упругой полуплоскости  с полостью (соотношение ширины к вы-
соте один к четырем) 

 

 
 
 

 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 

Расчеты проводились при следующих единицах измерения: килограмм-
сила (кгс); сантиметр (см); секунда (с). Для перехода в другие единицы измере-
ния были приняты следующие допущения: 1 кгс/см2 ≈ 0,1 МПа; 1 кгс с2/см4 ≈ 
109 кг/м3. Рассмотрим задачу о воздействии сосредоточенной взрывной волны 
на свободной поверхности упругой полуплоскости  с полостью (соотношение 
ширины к высоте один к четырем) (рис. 1).  

 
Рис. 2. Изменение упругого кон-
турного напряжения kσ  во вре-

мени t/t Δ  в точке 1A : 1 – в 
задаче без полости; 2 – в задаче 
с полостью   (соотношение ши-
рины к высоте один к четырем) 

 

 
Рис. 3. Изменение упругого кон-
турного напряжения kσ  во вре-
мени t/t Δ  в точке 2A : 1 – в 
задаче без полости; 2 – в задаче 
с полостью (соотношение ши-
рины к высоте один к четырем)  
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В точке F перпендикулярно свободной по-

верхности ABEFG  приложено сосредоточенное 
нормальное напряжение yσ  (рис. 1), которое 
при 10n0 ����  )t/tn( Δ=  изменяется линейно 
от 0  до P , а при 20n10 ����  от P  до 0  
( 0P σ= , 1,00 -=σ  МПа ( 1- кгс/см2)). Гранич-
ные условия для контура GHIA при t > 0 

0vuvu ==== ���� . Отраженные волны от контура 
GHIA  не доходят до исследуемых точек 
при 200n0 ���� . Контур ABCDEFG свободен от 
нагрузок, кроме точки F , где приложено со-
средоточенное упругое нормальное напряжение 
σy. Расчеты проведены при следующих исход-
ных данных: yxH Δ=Δ= ; tΔ  = 1,393�1̃0-6 с; E = 
3,15�1̃0 4 МПа (3,15�1̃0 5 кгс/см2); ν = 0,2; ρ = 

0,255�1̃04 кг/м3 (0,255�1̃0-5 кгс�с̃2/см4); pC = 3587 м/с; sC = 2269 м/с. Решается си-
стема уравнений из 59048 неизвестных.  Результаты расчетов для контурного 
напряжения kσ ( 0kk / σσ=σ ) во времени n  получены в точках 5A-1A  (рис. 1), 
находящихся на свободной поверхности упругой полуплоскости.  

На рис. 2-6 приведены контурные напряжения kσ  во времени n , которые 
получены в точках A1 – A5.  

Выводы 
1.��Для оценки несущей способности и прогноза безопасности уникальных 

сооружений при взрывных воздействиях применяется численное моделирова-
ние. На основе метода конечных элементов в перемещениях разработаны мето-
дика, алгоритм и комплекс программ для решения линейных двумерных плос-
ких задач, которые позволяют решать  сложные задачи при взрывных воздей-
ствиях на сооружения. Основные соотношения метода конечных элементов по-
лучены с помощью принципа возможных перемещений. Матрица упругости 
выражена через скорость продольных волн, скорость поперечных волн и плот-
ность.  

 
Рис. 4. Изменение упругого кон-
турного напряжения kσ  во вре-
мени t/t Δ  в точке 3A : 1 – в 
задаче без полости; 2 – в задаче 
с полостью (соотношение ши-
рины к высоте один к четырем) 

 
Рис. 5. Изменение упругого кон-
турного напряжения kσ  во вре-

мени t/t Δ  в точке 4A : 1 – в 
задаче без полости; 2 – в задаче 
с полостью (соотношение ши-

рины к высоте один к четырем)  
 

 
Рис. 6. Изменение упругого кон-
турного напряжения kσ  во вре-
мени t/t Δ  в точке 5A : 1 – в 
задаче без полости; 2 – в задаче 
с полостью (соотношение ши-
рины к высоте один к четырем) 
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2.��Линейная динамическая задача с начальными и граничными условиями 
в виде дифференциальных уравнений в частных производных, для решения за-
дач при взрывных воздействиях, с помощью метода конечных элементов в пе-
ремещениях приведена к системе линейных обыкновенных дифференциальных 
уравнений с начальными условиями, которая  решается по явной двухслойной 
схеме. 

3.��На основании проведенных исследований можно сделать вывод о физи-
ческой достоверности результатов численного решения полученных, с помо-
щью метода конечных элементов в перемещениях, при решении задач о распро-
странении взрывных волн в деформируемых телах. 

4.��Решена задача о воздействии сосредоточенной взрывной волны на сво-
бодной поверхности упругой полуплоскости с полостью (соотношение ширины 
к высоте один к четырем). Решается система уравнений из 59048 неизвестных. 
Рассматриваются точки на свободной поверхности упругой полуплоскости.  

5.��Полученные результаты показывают уменьшение напряжений при при-
менении полости с соотношением ширины к высоте один к четырем. 

6.��Полученные результаты можно оценить как первое приближение к ре-
шению сложной комплексной задачи, о применении полостей для увеличения 
безопасности уникальных объектов по несущей способности (прочности) при 
взрывных воздействиях, с помощью численного моделирования волновых 
уравнений теории упругости. 
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NUMERICAL SIMULATION OF TRANSIENT STRESS WAVES IN ELASTIC HALF 
PLANE WITH A RECTANGULAR CAVITY  WHILE CENTERING THE VERTICAL 

EXPLOSIVE IMPACT 
V.K. MUSAYEV  

The paper provides some information modeling safety elastic half plane in the case of 
non-stationary wave explosive impact using the finite element method. Considered the wave 
theory of explosive safety. Applicable technical tool in the form of vertical rectangular cavi-
ties to increase the security of the object when focused vertical explosive impact. The explicit 
two-layer scheme. Reviewed the problem statement with the cavity (ratio of width to height of 
one to four) in a half-plane when exposed in the form of Delta functions. Solve the system of 
equations of 59048 unknown. Explosive impact is modeled as a triangular pulse. Five points is 
a change in the grid voltages. 

KEY WORDS: numerical simulation, computer simulation, computational mechanics, non- sta-
tionary elastic waves, dynamics of continuous media, the wave theory of explosive safety, fundamental 
effect, the method of Galerkin, wave propagation, vertical rectangular cavity, the half-plane, non- reflect-
ing boundary conditions, the Delta function.  
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