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        Экспериментальный подход параметризации трехмерных тел и тонкостенных 
элементов конструкций сложной геометрии. Алгоритм построения пространственной 
сети, а также определения координат, компонент метрического тензора и символов 
Кристоффеля. Эффективность моделирования элементов конструкций сложной гео-
метрии сплайновым вариантом метода конечных элементов. 
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метрического тензора, символы Кристоффеля.  

 
Введение. Тонкостенные конструкции, сочетающие в себе легкость с высо-

кой прочностью, находят широкое применение в авиастроении, ракетостроении 
и кораблестроении, нефтехимии и т.д. [1, 2]. Они воспринимают большие 
нагрузки, работают в агрессивных средах и испытывают воздействие физиче-
ских полей. Разрабатывают различные пленки и покрытия [3-5]. 

Среди тонкостенных конструкций особенно эффективными по своим ха-
рактеристикам являются оболочки сложной геометрии [1, 2]. Наряду с малым 
весом они имеют высокие механические  характеристики по жесткости и проч-
ности. Варьируя форму поверхности, можно создавать легкие, высокопрочные и 
архитектурно выразительные конструкции. Эффективность применения оболо-
чек сложной геометрии доказывается самой природой. Рождение конструктив-
ных криволинейных форм сложной геометрии в строительном деле одно из 
крупных изобретений человечества, история которого уходит вглубь веков.  

Различают оболочки сложной геометрии канонической формы, срединная 
поверхность которых может быть задана аналитическими формулами. Инфор-
мация о таких поверхностях имеется, в частности, в энциклопедии 
С.Н. Кривошапко и В.Н. Иванова [2]. Однако срединную поверхность не всех 
оболочек можно описать аналитически – это оболочки неканонической геомет-
рии, которые не менее функционально необходимы и эффективны по своим ха-
рактеристикам жесткости и прочности.  

Среди трудностей, связанных с более широким распространением тонко-
стенных конструкций сложной геометрии, можно отметить сложность техноло-
гии их изготовления, а также проблемы, возникающие при их моделировании. В 
ходе разрешения таких трудностей разработан безопалубочный способ формо-
вания оболочек сложной геометрии из ориентированных полимерных материа-
лов. На разработанные способы авторами получены патенты РФ на изобретения 
№2255864 и №2295446. Кроме того бурное развитие 3D-печати открывает ши-
рокие возможности в практическом применении сложных криволинейных 
форм.  

Для более эффективного использования новых тонкостенных оболочек 
сложной геометрии необходимо научиться определять их физико-механические 
качества, оценивать напряженно-деформированное состояние и устойчивость 
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под действием различных нагрузок. В последней четверти XX века появились 
методы расчета тонкостенных оболочечных конструкций сложной геометрии. 
Интенсивно разрабатываются различные варианты метода конечных элементов. 
Среди них можно отметить сплайновый вариант метода конечных элементов, 
базирующийся на синтезе идеи параметризации поверхности сложной геомет-
рии и метода конечных элементов [6-8]. При этом задача параметризации по-
верхности сложной геометрии вызывает определенные трудности. Для решения 
данной проблемы был разработан экспериментально-теоретический метод 
определения параметров срединной поверхности оболочки сложной геометрии 
(патент РФ на изобретение №2374697).     

В процессе эксплуатации в элементах конструкций и сооружений возника-
ют коррозионные и механические дефекты, происходят изменения механиче-
ских свойств поверхностных слоев, а также геометрических и физических па-
раметров по толщине оболочки [9, 10]. Для оценки концентрации напряжений в 
дефектных областях тонкостенных конструкций необходимо использовать 
трехмерные конечные элементы. Развитие современных методов расчета и рост 
возможностей вычислительной техники позволяют уточнять расчетные схемы и 
переходить от двумерных к трехмерным расчетным схемам. Все это позволяет 
более точно оценивать напряженно-деформированное состояние конструкций и 
сооружений, в частности, с учетом различных локальных дефектов, переменно-
сти модуля упругости по толщине и других факторов и тем самым получить 
правильный прогноз о состоянии конструкции. 

Начата разработка численного метода определения напряженно- деформи-
рованного состояния трехмерных объектов сложной геометрии на базе трех-
мерных элементов [11, 12]. При этом для задания геометрических параметров 
узловых точек конечных элементов необходимо выполнить параметризацию 
рассматриваемого элемента конструкции. 

Экспериментальный способ параметризации элементов конструкций. 
Рассматривается элемент конструкции сложной геометрии – тело с шестью 
криволинейными гранями с вершинами a, b, c, d, e, f, g, h (рис. 1). Изготавлива-
ют пространственный каркас abcdefgh из криволинейных формообразующих 
ребер, совпадающих с контуром параметризуемого элемента. На криволиней-
ных элементах ab, bc, cd, da, ef, fg, gh, he, ea, fb, gc, hd делают метки в соответ-
ствии с заданным типом разбивки. Изготавливают трехмерную сеть из эластич-
ных (например, резиновых) нитей 1, которые соединены в узлах 2 (рис. 2).  

 

 

 

 

 

 

 

 
На каркас abcdefgh натягивают пространственную сеть из эластичного ма-

териала. При этом внешние узловые точки при натяжении сети представляют 
собой грани формируемого тела, а внутренние узловые точки – расчетные точки 
тела. Каркас фиксируют относительно базисных оснований 3, 4 и 5 (с плоско-
стями, соответственно, ,  и ) при помощи, например, опор 6, 7 и 8 (рис. 3).  
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Рис. 1. Элемент конструкции 
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Рис. 2. Сеть из эластичных нитей 
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На рисунках обозначены: x, y, z – координаты в декартовой системе; xh, yh, 
zh  – координаты точки h в декартовой системе; t1, t2 и t3 – координаты (парамет-
ры) параметрического куба; V – объем, который занимает элемент конструкции; 
М – произвольная точка элемента конструкции (принадлежит объему V, вклю-
чая поверхность тела); , ,  – ортогональные плоскости базисных оснований 
экспериментальной установки;  321 ,, tttr  – радиус-вектор произвольной точки 
М области V.  

Параметрический куб, состоящий из ячеек в виде параллелепипедов, за-
нимает объем Vф в координатах t1, t2 и t3. В частном случае выбирают параметры 
t1, t2 и t3 в пределах от 0 до 1. При этом Мф  – произвольная точка в параметри-
ческом кубе объема Vф, соответствует произвольной точке М  элемента кон-
струкции. 

Далее производят замеры координат узловых точек деформированной сети 
относительно оснований 3, 4 и 5 по осям x, y и z при соответствующих парамет-
рах t1, t2 и t3 единичного куба с областью Vф, то есть получают координаты 

),,();,,();,,( 321321321 tttztttytttx  и определяют радиус-векторы в узлах сетки по 
формуле: 

ktttzjtttyitttxr ),,(),,(),,( 321321321  ,                          (1) 

где  k,j,i – единичные орты в декартовой системе координат. 
Алгоритм построения пространственной сети и вычисления ее параметров 

осуществляется в следующей последовательности: 
1. Дифференцируя выражение (1) по t1, t2 и t3, определяют координатные 

векторы 1r , 2r  и 3r : 
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Например, 1r  определяется в виде:  
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где i, j, k – идентификационные номера узловых точек по соответствующим 
направлениям координатных осей в трехмерном пространстве. 

Рис. 3. Каркас с сетью на установке 
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2. Определяют ковариантные компоненты первого основного метрическо-
го тензора g11, g12, g13, g21, g22, g23, g31, g32, g33: 

;;; 3131132121121111 rrggrrggrrg   

.;; 33333232232222 rrgrrggrrg  ,                             (3) 
Например, g12 определяется в виде:  
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3. Аналогично определяют контравариантные компоненты первого основ-
ного метрического тензора g11, g12, g13, g21, g22, g23, g31, g32, g33:   
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4. Далее определяют фундаментальный определитель g: 
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2
12221133 ggggggggggggggg  .    (5) 

5. Дифференцируя ковариантные компоненты первого основного метриче-
ского тензора (3) по t1, t2 и t3, определяют их первые производные:  

,,,,,,,,, 3
13

2
13

1
13

3
12

2
12

1
12

3
11

2
11

1
11

t
g

t
g

t
g

t
g

t
g

t
g

t
g

t
g

t
g


























                (6) 

.,,,,,,,, 3
33

2
33

1
33

3
23

2
23

1
23

3
22

2
22

1
22

t
g

t
g

t
g

t
g

t
g

t
g

t
g

t
g

t
g


























  

6. Далее определяют символы Кристоффеля второго рода 
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Например, 1
13  определяется в виде:  
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Таким образом, для элемента конструкции определяют по параметрам t1, t2 
и t3: значения координат ),,(),,,(),,,( 321321321 tttztttytttx ; ковариантные g11, g12, 
g13, g21, g22, g23, g31, g32, g33 и контравариантные g11, g12, g13, g21, g22, g23, g31, g32, g33 
компоненты метрического тензора; определитель g; символы Кристоффеля 
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При необходимости осуществляют сглаживание полученных результатов 
в процессе их обработки. В общем случае, вместо параметрического куба ис-
пользуют параметрический параллелепипед. 

Заключение. Разработан экспериментальный подход параметризации 
трехмерных тел сложной геометрии, позволяющий также выполнить парамет-
ризацию тонкостенных элементов конструкции. Подход  позволяет повысить 
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эффективность моделирования элементов конструкции сложной геометрии 
сплайновым вариантом метода конечных элементов.  
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