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Дается математическое описание расчетной модели трещинообразования в лис-
товом элементе конструкции при неоднородном напряженном поле. Принята модель 
зон предразрушения в состоянии пластического течения при постоянном напряжении. 
Краевая задача о взаимодействии зон ослабленных межчастичных связей материала в 
листовом элементе конструкции под действием неоднородного напряженного поля 
сводится к решению системы сингулярных интегральных уравнений. Интегральные 
уравнения далее сводятся к системе нелинейных алгебраических уравнений, для реше-
ния которой используется метод последовательных приближений. Определены разме-
ры зон предразрушения и предельное значение внешней нагрузки, при котором происхо-
дит трещинообразование в листовом элементе конструкции. 

КЛЮЧЕВЫЕ СЛОВА: листовой элемент конструкции, неоднородное напряженное 
поле, зоны предразрушения в состоянии пластического течения, трещинообразование. 
 

Введение 
Процесс разрушения конструкционных материалов зависит от особенно-

стей структуры материала, его химического состава, вида напряжения и других. 
В настоящее время известны различные механизмы зарождения трещины [1-4]. 
Изучение вопросов разрушения элементов конструкций имеет важное практи-
ческое значение. После фундаментальных работ В.М. Мирсалимова [3, 5] про-
блема зарождения трещины интенсивно исследуется в Азербайджане [6-38]. 

Постановка задачи 
Рассмотрим однородную изотропную среду. На бесконечности действуют 

напряжения, являющиеся полиноминальными функциями декартовых коорди-
нат x и y. По мере нагружения среды (листового элемента конструкции) в про-
цессе работы силовой нагрузкой в материале будут возникать зоны предразру-
шения, которые моделируются как области ослабленных межчастичных связей 
материала. Взаимодействие берегов этих зон моделируется [3] путем введения 
между берегами зоны предразрушения связей в состоянии пластического тече-
ния. Физическая природа таких связей и размеры зон пластического течения 
зависят от вида материала среды. Поскольку указанные зоны (прослойки) малы 
по сравнению с остальной частью листового элемента, их можно мысленно за-
менить разрезами, поверхности которых взаимодействуют по закону, соответ-
ствующему действию удаленного материала.  

Возникновение зародышевой трещины рассматривается как процесс пере-
хода области предразрушения в область разорванных связей между поверхно-
стями материала листового элемента. Исследования [1, 2, 4, 39] возникновения 
областей с нарушенной структурой материала, показывают, что изначально зо-
ны предразрушения представляют собой узкий вытянутый слой, затем с ростом 
нагрузки внезапно появляется вторичная система зон, содержащих материал с 
частично нарушенными связями. 

Пусть в среде (листовом элементе конструкции) имеется N прямолинейных 
зон предразрушения (рис. 1). Рассмотрим локальные систем координат kkk yOx , 
оси kx  которых совпадают с зоной предразрушения и образуют углы k  с 
осью х. Начала этих систем координат будут располагаться в центрах зон пред-
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разрушения. Длина k2  (k = 1,2,…,N) зон пластического течения заранее неиз-
вестна и подлежит определению в процессе решения задачи.  

 
Рис. 1. Расчетная схема задачи о трещинообразовании в листовом элементе 

 

При действии внешних нагрузок на среду (листовой элемент конструкции) 
в связях между берегами зон предразрушения, будут возникать нормальные σs  и 
касательные τs   усилия. Следовательно, к берегам зон предразрушения будут 
приложены нормальные σs и касательные τs  напряжения.  

Граничные условия на берегах зон пластического течения имеют вид: 

syk
 ,  syx kk

   на  0ky ,    kkk x   .  (1) 

 Для определения внешней нагрузки, при которой происходит трещинооб-
разование, постановку задачи дополним критерием критического раскрытия 
берегов зоны пластического течения: 

crkkkk uuivv   )()( ,               (2) 

где cr  – характеристика сопротивления трещинообразованию материала лис-
тового элемента конструкции.  

Условие (2) является условием появления трещины, т.е. разрыва межчас-
тичных связей материала среды. 

Метод решения краевой задачи 
С помощью принципа суперпозиции напряженное состояние в среде с про-

извольной системой зон предразрушения в состоянии пластического течения 
при постоянном напряжении представим в вилле суммы двух напряженных со-
стояний 

10
xxx  ,       10

yyy  ,       10
xyxyxy  ,                 (3)  

где 0
x , 0

y , 0
xy  –  компоненты тензора напряжений в листовом элементе кон-

струкции без зон пластического течения, когда на бесконечности действуют 
напряжения, являющиеся полиноминальными функциями декартовых коорди-
нат x и y; 1

x , 1
y , 1

xy  –  компоненты тензора напряжений для среды с произ-
вольной системой зон пластического течения с исчезающими на бесконечности 
напряжениями.  

y 
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Для компонент 0
x , 0

y , 0
xy  тензора напряжений имеем:  

 )()(2 00
00 zzyx  ,         iyxz  ,                           (4) 

)()()()(2 000
000 zzzzzi xyxy  , 

m
mmm AzAzAzAz   ...)( 2

2
1

100 ,                           (5) 

m
mmm BzBzBzBz   ...)( 2

2
1

100 . 
Отметим, что функции (5) в зависимости от значений коэффициентов Aj и 

Bj (j = 0,1,2,…,m) определяют напряженное состояние в листовом элементе без 
зон пластического течения. 

С учетом формул (3) краевое условие (1) запишем в следующем виде 

   0011
kkkkkk yxyssyxy iii   ,      на  0ky ,   kkk x   . (6) 

Напряжения 1
x , 1

y , 1
xy  и перемещения 1u , 1v  выразим через две кусоч-

но-аналитические функции )(z  и )(z . Тогда краевые условия задачи (1) с 
помощью формул Колосова-Мусхелишвили [40] можно записать в виде гранич-
ной задачи для отыскания комплексных потенциалов )(z  и )(z :  

 00)()()()(
kkk yxysskkkkk ittttt   (k = 1,2,…,N), (7) 

где tk – аффикс точек берегов k-ой зоны пластического течения. 
Комплексные потенциалы )(z  и )(z , дающие решение краевой задачи 

(7) ищем в виде 

 
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Здесь 0
k

i
k zteΤ k   ; )( 0

k
i

k zzez k   ; )( kk xg  (k = 1,2,…,N) – искомые 
функции, характеризующие раскрытие берегов зон пластического течения: 

  )0,()0,()0,()0,(
)1(

2)( kkkkkkkkkk xvxvixuxu
xi

xg  




 .    (9) 

Определив по формуле 

)()()()( zzzzzi xyy   

напряжения на оси kx  (k = 1,2,…,N) и подставив их в краевые условия (7), по-
лучим систему N сингулярных интегральных уравнений в виде 

  )()(),()(),(1
1

xFidttgxtLtgxtK kss
N

k
knkknk

k

k


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



    (10) 

nx       (n = 1,2,…,N), 


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
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nk 21
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

















 
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2
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0
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i
n zxeX n   ,        00)(

kkk yxyk xF  . 

Ядра полученной системы интегральных уравнений (10) регулярны за ис-
ключением случая, когда n = k, в этом случае ),( xtKnk  переходит в сингуляр-
ное ядро Коши. Систему (10) можно записать в следующем виде: 

  )(),()(),()(1)(1 xFidtxtLtgxtKtgdt
xt
tg

nss
N

nk
nkknkk

n
k

k

k

k





  

 









, 

nx       (n = 1,2,…,N).                                        (11) 

К системе сингулярных интегральных уравнений (11) для внутренних зон 
пластического течения следует добавить дополнительные равенства: 

0)( 


k

k

dttg k





      (k = 1,2,…,N).             (12) 

Эти равенства выражают условие однозначности смещений при обходе 
контура зоны пластического течения. 

Если представить неизвестные функции )( kk xg  и функцию нагрузки 
)( kk xF  в виде 

)()()( kkkkkk xiuxvxg  ; )()()( 00
kkkkkk xixxF  ,         (13) 

то после отделения действительных и мнимых частей из системы N комплекс-
ных сингулярных интегральных уравнений получаем для нахождения )( kk xv  и 

)( kk xu  систему 2N действительных сингулярных интегральных уравнений. 
Чтобы провести алгебраизацию сингулярных интегральных уравнений [39, 40, 
41], сначала приведем в системе (11) и дополнительных условиях (12) все ин-
тервалы интегрирования к одному интервалу  1,1 . Сделав затем замену пере-
менных  

 nt  ,   nx            ( nt  ,  nx  ), 
систему уравнений (11) и условия (12) запишем в виде 

  )(),()(),()()( 1

1

1

1



 

 


   n
N

nk
nknkknknkkk

n FdLgKgdg
  

1   (n = 1,2,…,N),                                      (14) 

0)(
1

1



dgn . 

Для неизвестных функций )(ng  и свободных членов )(
nF  сохранены 

прежние обозначения. 
Решение системы (14) представим в виде [39, 40, 41]: 

2

0

1

)(
)(




 n

n
g

g ,                     (15) 

где )(0 ng  – новая неизвестная функция, регулярная в интервале  1 ,1 . 
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 Использование квадратурных формул типа Гаусса-Чебышева для сингу-
лярного интеграла позволяет свести систему сингулярных интегральных урав-
нений (14) при дополнительных условиях (12) к конечной системе MN   ал-
гебраических уравнений для определения MN   неизвестных 

)()()(0
mnmnmn tiutvtg  :  

)(),()(),()(1
1 1

00
rn

M

m

N

k
rnmknkmkrnmknkmkk xFxtLtgxtKtg

M


 




      (16) 

( r = 1,2,…,M–1), 

0)(
1

0 


M

m
mn tg   (n = 1,2,…,N). 

Здесь значения mt  и rx  определяются формулами: 





M

mtm 2
12cos     (m = 1,2,…,M),   M

rxr


 cos     (r = 1, 2,…,M – 1). 

Переходя в (16) к сопряженным значениям, получаем еще MN   алгеб-
раических уравнений. 

Для левой части соотношения (9) имеем 

    







k

k

kkkkkkk dxxguuivv




)(
2

1   (k = 1,2,…,N).          (17) 

Полученные системы оказались связанными и должны решаться совмест-
но. Для их замкнутости не хватает N2  комплексных уравнений, определяю-
щих местоположение и размеры зон пластического течения. Так как напряже-
ния в листовом элементе конструкции ограничены, решение сингулярных инте-
гральных уравнений должно искаться в классе всюду ограниченных функций. 
Такое решение существует при выполнении условий разрешимости сингуляр-
ных интегральных уравнений. Поэтому полученные алгебраические системы не 
являются пока замкнутыми. Записывая условия конечности напряжений у вер-
шин зон пластического течения (условия разрешимости), находим еще N2  
комплексных уравнений  





M

m
mn

m
M

mtg
1

0 0
4

12ctg)()1(  (n = 1,2,…,N),                    (18) 




 
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m
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1

0 0
4

12tg)()1( . 

Для определения предельного состояния, при котором возникает трещина, 
используем критическое условие (2). Тогда условием, определяющим предель-
ное значение внешней нагрузки, будет равенство 

    crkkkkk xvxvxuxuxV   2002000 )0,()0,()0,()0,()( . (19) 
Модуль вектора смещения на берегах зон пластического течения при 

0
kk xx   удобно представить в виде 

2200
2

1)( BA
M

VxV kk 






 , (k = 1,2,…,N),     (20) 





kM

m
mk tvA

1

1

0 )( ; 



kM

m
mk tuB

1

1

0 )( . 

где kM1  – число узловых точек, содержащихся в интервале ),( 0
kk x . 
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Полученная алгебраическая система (19), (25)-(26) из-за неизвестных раз-
меров зон пластического течения является нелинейной. Совместное решение 
полученных алгебраических систем позволяет найти напряженно-
деформированное состояние листового элемента, критическую внешнюю на-
грузку, местоположение и размеры зон пластического течения для предельно-
равновесного состояния листового элемента конструкции, когда возникает тре-
щина. Объединенная алгебраическая система уравнений из-за неизвестных ве-
личин k  (k = 1,2,…,N) оказывается нелинейной. Для ее решения использовали 
метод последовательных приближений [39], состоящий в следующем. Решаем 
алгебраическую систему (19), (25)-(26) при некоторых определенных значениях 

k  (k = 1,2,…,N) относительно остальных неизвестных, которые входят в объе-

диненную систему линейным образом. Поскольку значения 
k  и соответст-

вующие им значения остальных неизвестных не будут, вообще говоря, удовле-
творять уравнениям (27), подбирая значения параметров 

k , многократно по-
вторяем вычисления. Когда уравнения (27) будут удовлетворены с заданной 
точностью, вычисления прекращаются.  

В каждом приближении алгебраическая система решалась методом Гаусса 
с выбором главного элемента.  

На рис. 2 представлены графики зависимость длины зон пластического те-
чения от безразмерной нагрузки sизг MM  при чистом изгибе. В расчетах было 

принято M = 30; ν = 0,3; 451  ;  100
1 5,1 iez  . На рис. 3 приведена зависи-

мость безразмерной предельной нагрузки  

cs

изг
c Ecch

MM


1
2

3

0
  

от относительной длины зоны предразрушения R1 . Здесь R характерный 
размер листового элемента. 

 
 
 

Рис. 2. Зависимость длины зон пластического течения от безразмерной нагрузки 
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Разработан эффективный способ решения задач о зарождении трещин в ме-

таллическом листовом элементе конструкции при действии внешнего неодно-
родного напряженного поля. На основе разработанной расчетной модели иссле-
довано трещинообразование в металлическом листовом элементе конструкции с 
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системой произвольно размещенных зон предразрушения при различных сило-
вых нагрузках. 

 
Рис. 3. Зависимость предельной нагрузки от относительной длины зоны 

 пластического течения 
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CRACKING IN SHEET STRUCTURAL ELEMENT  
UNDER NON-UNIFORM STRESS FIELD 

  Sh.H. HASANOV 
 

We give a mathematical description of calculation model for cracking in sheet structural 
element under a non-uniform stress field. The model of pre-fracture zones in state of plastic 
flow under constant stresses was accepted. The boundary value problem for interaction of 
zones of weakened interparticle material bonds in the sheet structural element under influence 
of the inhomogeneous stress field is reduced to a system of singular integral equations. The 
integral equations further reduce to a system of nonlinear algebraic equations for solution of 
which we use the method of successive approximations. Sizes of the prefracture zones and 
limit value of external loads at which in the sheet structural element the cracking occurs are 
found. KEY WORDS: sheet structural element, non-uniform stress field, pre-fracture zone in a 
state of plastic flow, cracking. 
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