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Объемные конечные элементы могут эффективно использоваться при ис-
следовании напряженно-деформированного состояния в зонах пересечения 
оболочек с различной толщиной стенок. В настоящей работе изложен вывод 
основных соотношений для ортогонально пересекающихся цилиндрических 
оболочек в зоне их сопряжения. Для восьми узлового шестигранного конечного 
элемента на границе сочленения двух оболочек получены соотношения для вы-
ражения узловых неизвестных одной оболочки через соответствующие неиз-
вестные другой оболочки. Это позволяет исследовать напряженно- деформиро-
ванное состояние оболочек в зоне их сочленения.  

Для описания геометрии двух пересекающихся под прямым углом цилинд-
рических оболочек вводятся две системы координат x, y, z для основной обо-
лочки с радиусом r и толщиной t и x|,y|,z| для примыкающего патрубка с радиу-

сом r| и толщиной t| (r>r|) (рис. 1). Здесь и 
далее символы без штриха будут отно-
ситься к параметрам основной оболочки, 
со штрихом к патрубку. 
    Положение произвольных точек основ-
ной оболочки и примыкающей, будет оп-
ределяться в криволинейных системах ко-
ординат x, , r  и x/, /, r/ радиус- вектора-
ми, соответственно для основной оболочки 
                 kcosrjsinrixR
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и для примыкающей оболочки 
       ///////// kcosrjsinrixR


  . (2) 

    Единичные векторы координатного ба-
зиса основной оболочки выражаются через 
векторы координатного базиса примы-
кающей оболочки и наоборот, матричны-
ми соотношениями  
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       Дифференцированием уравнения (1) по криволинейным координатам x, , r 
можно получить ковариантные векторы локального базиса основной оболочки, 

например,  kcosrjsinriR
x
Ra x,x,x,





 




1 .  Для цилиндрической оболочки 

r = const, тогда r,x = 0,0  и выражения будут иметь вид 
      ,kcosjsinRa  ;ksinrjcosrRa   ;ia r,n,


  21       (4) 

       Аналогично и для примыкающей оболочки 

Рис. 1.  Пересечение цилиндрических 
оболочек 
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Векторы локального базиса можно выразить через соответствующие векто-
ры координатного базиса 

                                  iNa  ,        (6)        и              /// iNa   ,               (7)  
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Для зоны примыкания одной оболочки к другой с учетом (3) выражение (7) 
можно привести к виду 
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Векторы координатного базиса основной оболочки выражаются через век-
торы локального базиса примыкающей оболочки 

                                           /aLi 1 .                                                               (9) 
Таким образом, в зоне примыкания оболочек можно получить матричное 

выражение векторов локального базиса основной оболочки через векторы ло-
кального базиса примыкающей 
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В узлах, расположенных на гранях сопряжения оболочек, вводятся сле-
дующие векторы узловых неизвестных для основной оболочки и примыкаю-
щей, соответственно 

                  321321321 ,,,,,,,,,
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где j,j,j, w,w,v,v,u,u /
j,
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/ w,w,v,v,u,u  (j = 1, 2, 3) компоненты вектора пере-
мещений и их первые производные в координатах x, , r  и  x/, /, r/.   

При составлении матрицы жесткости системы в элементах, расположенных 
на гранях сопряжения, в качестве неизвестных принимались компоненты векто-
ра (11,а). После формирования матрицы жесткости конечного элемента примы-
кающей оболочки, узлы которой расположены на грани сопряжения, выполня-
ется преобразование указанной матрицы жесткости конечного элемента и век-
тора усилий рассматриваемого элемента, обусловленное переходом от вектора 
узловых неизвестных (11,а) к вектору (11,б). 

Вектор перемещений точки, расположенной на грани сопряжения можно 
представить компонентами, отнесенными к базисам векторов  a  и  /a  
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Используем очевидное равенство правых частей уравнений (12) 
                                                         /T/T aVaV  ,                                         (13) 

где    w,v,uV T   и    ///T/ w,v,uV  . 
Используя выражение (10), компоненты вектора перемещения основной 

оболочки можно привести к локальному базису векторов примыкающей обо-
лочки                                         /T//T aVaAV  .                                                 (14) 

Из выражения (14) компоненты вектора примыкающей оболочки можно 
выразить через компоненты вектора основной оболочки  
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Производные вектора перемещений точки, расположенной на грани пере-
сечения оболочек по направлениям /// r,,x   примыкающей оболочки в системе 
координат r,,x   основной оболочки определяются по формуле 
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  – вектор–градиент векторного поля перемеще-
ния. Из формулы (16) получим 
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Выражения производных векторов перемещений основной оболочки и для 
примыкающей оболочек будут иметь вид 
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Преобразовав выражение (17) с учетом (18), получим  
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       С использованием производных (19) можно получить зависимости произ-
водных компонент вектора перемещений на грани пересечения  оболочек       

 

;coscos
r

sinwcos
r

cosrv
r
vcos

r
cossinrw

r
v

cos
r

sinrwrvcossin
r

usinsin
r

uv

;coswcossinrwv
r
vrvsinrw

r
vu

/
/,

/
/,

/
/,

/
/,

//
/,

/
/,

/
,

r,,,,
/

,







1111

111

1

3
2

3
2

2

2
2321

2
23

22
21







 






 









 






 

 



 72 







  /

,
/

,
/

,
/

, sinsincosrw
r

vcoscosusinrcosuw  2
2321

1  

  ;coscossinwsincosrv
r
vsinsinrwrv /

,
/

,
/

,  3
2

3
2

2 





   

  ;cos
r

cossinwcos
r

sinrv
r
vcos

r
cosrwrv

cos
r

cossinrw
r

vsin
r

coswsin
r

sinrvu

/
/,

/
/,

/
/,

/
/,

/
/,

/
/,

/
,





111

1111

3
2

3
2

2

2
2112







 







 

 







 



/
/,

//
/,

//
/,

//
/,

/
/,

/
,

cos
r

cosrw
r

vcoscossin
r

u

sincos
r

sinwsincos
r

cosrvsin
r

uv





2
2

22
22

2121
2

212

111

111

 

 ;sinsinwsincosvrcosu
r

cos
r

sinwsincos
r

cosrv
r
v

sincossin
r

ucos
r

cossinrwrv

///
/

/
/,

/
/,

//
/,

/
/,















 



1

11

11

2
2

2
3

2
23

23
2

22

 

;cos
r

sinwcos
r

cosvrsin
r

r

cos
r

sinsinwcos
r

sinsincosrv
r
v

cos
r

sinucos
r

cosrsinsinwrv

cos
r

sincosr
r
wvcos

r
cosru

sin
r

sinwsincos
r

rvsin
r

cosuw

/
/

/
/

/
/

/
/

/,
/

/
/

,

/
/,

/
/

/
,

/
/

/
,

/
/,

/
/,

/
/,

/
/

/
,

/
,







 







 









 













111

11

11

11

111

2
33

2
32

22
2

2
22

2
1

2
112

  ;sinsincoswsinsinrv
r
vsincosrwrv

sincossinr
r
wvcoscoswcossinrvu

/
,

/
,

/
,

/
,

/
,

/
,

/
,





3
2

3
2

2

2
2113







 







 



 73 

 

;cos
r

sinwcos
r

cosvrusin
rr

sincos
r

sinwsinsincos
r

cosrv
r
v

sin
r

sinusincos
r

cossinwrv

sincos
r

cosr
r
wvsincosru

cos
r

sinwcos
r

cosrvcossin
r

uv

/
/

/
/

/
/

//
/,

//
/,

/
/,

//
/,

//
/,

/
,

/
/,

/
/,

//
/,

/
,







 







 









 













1111

11

11

1

111

2
33

2
32

22
2

2
2

2
1

2
113

 

.sinsinwsinsincosrv
r
v

sinsincosusincosrsinwrv

sincosr
r
wvsincosrcosu

cossinsinwcossincosrvcosuw

/
,

/
,

//
,

/
,

/
,

//
,

//
,

//
,

/
,

/
,









22
3

2
3

3
2

2

222
22

11
2

13







 









 



 

Вектор узловых неизвестных примыкающей оболочки с использованием 
(15), (20) можно выразить через вектор узловых неизвестных основной оболоч-
ки 

    .VzV Г
у

TГ/
у                                                                                      (21) 

Матрица жесткости конечного элемента примыкающей оболочки на грани-
це примыкания к основной получается преобразованием 

      zKzK /T/*  .                                                                                 (22) 
В качестве примера расчета исследовалось напряженно деформированное 

состояние в зоне сочленения двух ортогонально пересекающихся цилиндриче-
ских оболочек, находящихся под действием внутреннего давления. Были при-
няты следующие исходные данные: r=0.127 м, r/=0.064 м, t=0.00254 м, 
t/=0.00127 м, модуль упругости материала Е=2×108 кПа, коэффициент Пуассона 
v=0.3, величина внутреннего давления q=3.445 кПа. Вследствие наличия двух 
плоскостей симметрии в расчете рассматривалась четвертая часть конструкции. 
В качестве конечного использовался восьмиузловой шестигранный элемент [1]. 
Изменением количества конечных элементов дискретной модели проверялась 
сходимость вычислительного процесса. 
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На рисунках 2-5 представлены расчетные кривые изменения меридиональ-
ных (сплошные линии) и кольцевых (пунктирные линии) напряжений в про-
дольном сечении рассчитываемой конструкции. На рисунках 2 и 3 изображены 
графики изменения напряжений во внутренних и наружных волокнах примы-
кающего цилиндра, соответственно, а на рисунках 4 и 5 – то же самое для ос-
новного цилиндра. Экспериментальные значения кольцевых напряжений обо-
значены светлыми кружками, меридиональных – темными кружками. 

Анализ полученных графиков показывает удовлетворительное соответст-
вие значений напряжений, определенных с использованием описанного алго-
ритма и полученных экспериментально [2]. 
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