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В данной работе на основе четырехугольного элемента дискретизации излагается 

алгоритм конечно-элементного расчета оболочек вращения с учетом деформаций 
поперечного сдвига при различных вариантах отсчета угла наклона нормали в процессе 
деформирования. 

КЛЮЧЕВЫЕ СЛОВА: скалярная аппроксимация, конечный элемент, круговой ци-
линдр, поперечный сдвиг. 

 
При расчете оболочек вращения наиболее часто используется теория тон-

ких оболочек, основанная на гипотезах Кирхгофа-Лява [1-3]. Однако, в ряде 
случаев (например, при расчете короткопролетных конструкций), пренебреже-
ние деформациями сдвига не является вполне корректным.  

В таких ситуациях, как правило, используются теории оболочек типа Ти-
мошенко [4-7]. Решение систем дифференциальных уравнений, описывающих 
процесс деформирования оболочек вращения с учетом деформации поперечно-
го сдвига аналитическими способами весьма затруднительно. Поэтому в на-
стоящее время используются численные методы расчета, как правило, метод 
конечных элементов (МКЭ) [8-13]. 
1. Геометрия оболочки 

Срединная поверхность оболочки вращения может быть задана радиус-
вектором: 

ሬܴ⃗  = ଓ⃗ݔ + ݎ ∙ sin(ݐ) ଔ⃗ + ݎ ∙ cos(ݐ) ሬ݇⃗ ,                           (1.1) 
 

где  ݔ - осевая координата; ݎ =  ,угловой параметр – ݐ ;радиус вращения – (ݔ)ݎ
отсчитываемый от оси OZ против хода часовой стрелки. 

Дифференцированием (1.1) по дуге меридиана ݏଵ  и дуге окружности 
ଶݏ =  :можно получить касательные орты локального базиса ݐ݀ݎ

 

݁⃗ଵ = ሬܴ⃗ ,ଵ = ଵଓ⃗,ݔ + ଵ,ݎ ∙ sin(ݐ) ଔ⃗ + ଵ,ݎ ∙ cos(ݐ) ሬ݇⃗ ; 
 

݁⃗ଶ = ሬܴ⃗ ,ଶ = cos(ݐ) ଔ⃗ − sin(ݐ) ሬ݇⃗ ,                               (1.2) 
 

где нижние индексы 1, 2 после запятой обозначают операцию дифференциро-
вания по криволинейным координатам ݏଵ и ݏଶ соответственно.  

Орт нормали к срединной поверхности определяется векторным произве-
дением 

ሬ݊⃗  = ݁⃗ଵ × ݁⃗ଶ = ଵଓ⃗,ݎ− + ଵ,ݔ ∙ sin(ݐ) ଔ⃗ + ଵ,ݔ ∙ cos(ݐ) ሬ݇⃗ ,             (1.3) 
где 

ଵ,ݔ =
1

ට1 + ൫ݎ,௫൯
ଶ
. 

                                                             
1 Работа выполнена при поддержке гранта РФФИ № 15-41-02346 р_поволжье_а. 
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        Орты локального базиса (1.2) и (1.3) и их производные по координатам ݏଵ и 
 :ଶ могут быть представлены матричным выражением [14]ݏ

{݁⃗} = [݉]{ଓ⃗};    ൛݁⃗,ఈ ൟ
்
= [݊ఈ]{݁⃗};                       (1.4) 

где 
{݁⃗}் = {݁⃗ଵ݁⃗ଶ ሬ݊⃗ }; 		{ଓ⃗}் = ൛ଓ⃗	ଔ⃗	 ሬ݇⃗ ൟ. 

 

Вектор перемещения точки срединной поверхности оболочки вращения и 
его производные по глобальным координатам ݏଵ, ݏଶ, при учете (1.4), могут быть 
представлены компонентами, отнесенными к локальному базису данной точки: 

 

ݒ⃗ = ଵ݁⃗ଵݒ + ଶ݁⃗ଶݒ + ݒ ሬ݊⃗ ; 
 
 

ఈ,ݒ⃗ = ఈଵݐ ݁⃗ଵ + ఈଶ݁⃗ଶݐ + ఈݐ ሬ݊⃗ ; 
 
 

ఈఉ,ݒ⃗ = ఈఉݐ
ଵ ݁⃗ଵ + ఈఉݐ

ଶ ݁⃗ଶ + ఈఉݐ ሬ݊⃗  ,                              (1.5) 
 

где  ߙ, ଵݒ ;последовательно принимают значения 1, 2 ߚ , ଶݒ ,  тангенциальные - ݒ
и нормальная компоненты вектора перемещения; ݐఈଵ , ఈଶݐ , ఈݐ , ఈఉݐ

ଵ , ఈఉݐ
ଶ , ఈఉݐ  - много-

члены, содержащие компоненты вектора перемещения, их первые и вторые (для 
ఈఉݐ
ଵ , ఈఉݐ

ଶ , ,ଵݏ ఈఉ) производные по глобальным координатамݐ  .ଶݏ
Положение точки, отстоящей от срединной поверхности на расстоянии ζ в 

исходном и деформированном состояниях, определяется соответствующими 
радиус-векторами: 

 ሬܴ⃗  = ሬܴ⃗  + ζሬ݊⃗ ; 			 ሬܴ⃗  = ሬܴ⃗  + ሬܸ⃗ .                           (1.6) 
 

Входящий в (1.6) вектор перемещения точки, отстоящей от срединной по-
верхности на расстоянии ζ, может быть определен следующим образом: 

 

 ሬܸ⃗ = ݒ⃗ + ζ(γሬ⃗ × ሬ݊⃗ ),                                       (1.7) 
 

где 
γሬ⃗ = ଶ݁⃗ଵߛ− + ଵ݁⃗ଶߛ + ߗ ሬ݊⃗  

 

– вектор углов поворота нормали [7]. 
Соотношение (1.7) можно рассматривать как вариант, в котором вектор уг-

лов поворота нормали отсчитывается от исходного положения нормали. Дан-
ный вариант соответствует подходу, описанному в [5,6]. 

Если поворот нормали отсчитывать от ее деформированного состояния, то 
формулу (1.7) следует записывать в следующем виде:  

 

ሬܸ⃗ = ݒ⃗ + ζ(⃗ݒ୬ × ሬ݊⃗ ) + ζ(γሬ⃗ × ሬ݊⃗ ),                         (1.8) 
 

где  ⃗ݒ୬ - вектор разности нормалей в деформированном и исходном состояниях 
[7,14]: 

୬ݒ⃗ = ሬ݊⃗ − ሬ݊⃗  = ୬ଶ݁⃗ଵݒ− + ୬ଵ݁⃗ଶݒ + ୬ݒ ሬ݊⃗ .                   (1.9) 
 

Здесь ሬ݊⃗  - орт нормали в деформированном состоянии 
 

ሬ݊⃗ = ܽ⃗ଵ × ܽ⃗ଶ |ܽ⃗ଵ × ܽ⃗ଶ|⁄ ,                                (1.10) 
где 

ܽ⃗ఈ = ሬܴ⃗ ,ఈ = ൫ ሬܴ⃗  + ൯,ఈݒ⃗ . 
Ковариантные компоненты тензора деформаций определяются соотноше-

нием механики сплошной среды [15]: 
 

ఈఉߝ
 = ൫ఈఉ − ఈఉ

 ൯ 2⁄ ; 
 

ఈଷߝ		
 = (ఈଷ − ఈଷ ) 2⁄ ,                                           (1.11) 
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где  ఈఉ , ఈଷ, ఈఉ
 , ఈଷ  – ковариантные компоненты метрического тензора в де-

формированном и исходном состояниях, определяемые соответствующими ска-
лярными произведениями 

ఈఉ = ሬሬ⃗ ఈ ∙ ሬሬ⃗ ఉ;			ఈଷ = ሬሬ⃗ ఈ ∙ ሬሬ⃗ ଷ; 			ఈఉ
 = ሬሬ⃗ ఈ ∙ ሬሬ⃗ ఉ

 ; 				ఈଷ = ሬሬ⃗ ఈ ∙ ሬሬ⃗ ଷ.   (1.12) 
 

Входящие в (1.12) векторы базиса ሬሬ⃗ ఈ , ሬሬ⃗ ଷ, ሬሬ⃗ ఈ , ሬሬ⃗ ଷ могут быть найдены диф-
ференцированием соответствующих радиус-векторов 

 

ሬሬ⃗ ఈ = ሬܴ⃗ ,ఈ
 ; 	ሬሬ⃗ ଷ = ሬܴ⃗

,
 ; 

	ሬሬ⃗ ఈ = ሬܴ⃗ ,ఈ
; 			ሬሬ⃗ ଷ = ሬܴ⃗

,
;		                                      (1.13) 

Соотношения (1.11) могут быть представлены в виде суммы: 
 

ఈఉߝ
 = ఈఉߝ +  ;ఈఉߵߞ
ఈଷߝ
 = ఈଷߝ +  ఈଷ,                                             (1.14)ߵߞ

где ߝఈఉ; ఈఉߵ	  - деформации и искривления срединной поверхности оболочки 
вращения; ߝఈଷ

 , ఈଷߝ  – деформация сдвига в точках с радиус-векторами ሬܴ⃗  и ሬܴ⃗  ; 
ଷଷߝ
 ,  .ଷଷ - линейные деформации вдоль нормали в тех же точкахߝ

2. Физические соотношения тонких оболочек 
Контравариантные компоненты тензора напряжений в произвольном слое 

оболочки, отстоящем от срединной поверхности на расстоянии ߞ, определяются 
через ковариантные компоненты тензора деформаций соотношениями механи-
ки сплошной среды [15]: 

ߪ = (ߝ)ଵܫߣ +  ఊఘ,                            (2.1)ߝఊఘߤ2
где верхние и нижние индексы ݉, ݊, ,ߛ  последовательно принимают значения ߩ
,ߣ ;3 ,2 ,1 -коэффициенты Ляме;  - контравариантные компоненты метри - ߤ
ческого тензора; 

(ߝ)ଵܫ = ߝ
  

- первый инвариант тензора деформаций. 
Соотношение (2.1) может быть представлено в матричном виде 
 

{ߪ}
	×ଵ

= [ܥ]
×

ቄߝ
 ቅ

	×ଵ
,                                        (2.2) 

где 

்{ߪ}
	ଵ×

= ߝቄ	;{ଷଷߪଶଷߪଶଶߪଵଷߪଵଶߪଵଵߪ}
 ቅ

்

ଵ×		
= ቄߝଵଵ

 ଵଶߝ2
 ଵଷߝ2

 ଶଶߝ
 ଶଷߝ2

 ଷଷߝ
 ቅ. 

	

         Принимая во внимание общепринятую в теории тонких оболочек гипотезу 
ଷଷߪ = 0 [1-3], из (2.1) можно получить следующую зависимость: 

 

ଷଷߝ
 = ݂ ቀߝଵଵ

 , ଵଶߝ
 , ଵଷߝ

 , ଶଶߝ
 , ଶଷߝ

 ቁ.                                 (2.3) 
 

Используя зависимость (2.3), можно уменьшить размерность матричного 
выражения (2.2): 

{ఊఘߪ}
	ହ×ଵ

= [ܥ]
ହ×ହ

ቄߝఊఘ
 ቅ

	ହ×ଵ
,                                         (2.4) 

где  [ܥ]
ହ×ହ

 - матрица упругости. 

3. Четырехугольный конечный элемент 
В качестве элемента дискретизации выбирается четырехугольный фраг-

мент срединной поверхности оболочки вращения с узлами ݅, ݆, ݇, ݈, отображае-
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мый для удобства численного интегрирования на квадрат в локальной системе 
координат −1 ≤ ,ߦ ߟ ≤ 1. 

Столбец узловых неизвестных конечного элемента в глобальной и локаль-
ной системах координат выбирается в виде: 

൛ܷ௬гൟ
்

ଵ×ସସ				
= ቊ൛ݒ௬ଵгൟ

்

ଵ×ଵଶ				
൛ݒ௬ଶгൟ

்

ଵ×ଵଶ				
൛ݒ௬гൟ

்

ଵ×ଵଶ				
൛ߛ௬ଵൟ

்

ଵ×ସ			
൛ߛ௬ଶൟ

்

ଵ×ସ			
ቋ,																								(3.1) 

 

൛ܷ௬лൟ
்

ଵ×ସସ				
= ቊ൛ݒ௬ଵлൟ

்

ଵ×ଵଶ				
൛ݒ௬ଶлൟ

்

ଵ×ଵଶ				
൛ݒ௬лൟ

்

ଵ×ଵଶ				
൛ߛ௬ଵൟ

்

ଵ×ସ			
൛ߛ௬ଶൟ

்

ଵ×ସ			
ቋ,																							(3.2) 

где  
 

൛ݍ௬г ൟ
்

ଵ×ଵଶ				
= ൛ݍ ଵ,ݍݍ… ଵ,ݍ… ଶ,ݍ ଶ,ݍ… ൟ; 

 

൛ݍ௬лൟ
்

ଵ×ଵଶ				
= ൛ݍ క,ݍݍ…

 క,ݍ…
 ఎ,ݍ ఎ,ݍ… ൟ; 

൛ߛ௬ఈൟ
்

ଵ×ସ			
= ൛ߛߛߛߛൟ. 

Здесь под ݍ 	(݉ = ݅, ݆, ݇, ݈) понимается компонента вектора перемеще-
ния ݒఈ или ݒ.  

Для вычисления компонент вектора перемещения ݍ и компонент векто-
ра углов поворота нормали ߛఈ  используются интерполяционные выражения 
следующего вида: 

ݍ = {߮}்
ଵ×ଵଶ				

൛ݍ௬лൟ
்

ଵଶ×ଵ				
; ఈߛ			 = {߰}்

ଵ×ସ				
൛ߛ௬ఈൟ

்

ସ×ଵ				
,                          (3.3) 

 

где {߮}்
ଵ×ଵଶ				

= {߮ଵ߮ଶ…߮ଵଶ} - матрица строка, содержащая произведения по-

линомов Эрмита третьей степени; 
 

{߰}்
ଵ×ସ				

= {߰ଵ߰ଶ߰ଷ߰ସ} – матрица-строка, 
 

содержащая билинейные функции локальных координат. 
Дифференцированием (3.3) можно получить производные компонент 

вектора перемещения и компонент углов поворота нормали: 
 

ఈ,ݍ = ቀ൛߮,కൟ
்
ఈ,ߦ + ൛ ,߮ఎൟ

்
ఈቁ,ߟ ൛ݍ௬лൟ; 

 
 

ఉ,ߛ
ఈ = ቀ൛߰,కൟ

்
ఉ,ߦ + ൛ ,߰ఎൟ

்
ఉቁ,ߟ ൛ߛ௬ఈൟ.                           (3.4) 

 

Для получения матрицы жесткости и столбца узловых усилий четырех-
угольного конечного элемента можно воспользоваться функционалом Лагран-
жа: 

න ቄߝఊఘ
 ቅ

்



ܸ݀{ఊఘߪ} = න{ܷ}்

ி

 (3.5)																																				,ܨ݀{ܲ}

где  

ቄߝఊఘ
 ቅ

்
= ቄߝଵଵ

 ଵଶߝ2
 ଵଷߝ2

 ଶଶߝ
 ଶଷߝ2

 ቅ ;                                  (3.6) 
 
 

்{ఊఘߪ} =  ;{ଶଷߪଶଶߪଵଷߪଵଶߪଵଵߪ}
 

		{ܷ}் = ,{ݒଶݒଵݒ} {ܲ}் =  {ଶଵ}
 

- столбцы компонент вектора перемещения и внешней нагрузки. 
С учетом (1.14), (2.4), (3.3) функционал (3.5) может быть преобразован к 

виду 



Строительная механика инженерных конструкций и сооружений, 2016, № 5 

52 

൛ܷ௬Гൟ
்

ଵ×ସସ				
[ ோܲ]்
ସସ×ସସ	

න [В]்
ସସ×ଵ				



[Г]்
ଵ×ହ				

[С]
	ହ×ହ	

[Г]
ହ×ଵ	

[В]
ଵ×ସସ	

ܸ݀ [ ோܲ]
ସସ×ସସ	

൛ܷ௬Гൟ
ସସ×ଵ	

= 

= ൛ܷ௬Гൟ
்

ଵ×ସସ			
[ ோܲ]்
ସସ×ସସ	

න[ܣ]்
ସସ×ଷ	

ி

{ܲ}
	ଷ×ଵ	

 (3.7)																																												,ܨ݀

где [Г]
ହ×ଵ	

- матрица перехода от столбца (3.6) к столбцу 

൛ߝఈఉൟ
்

ଵ×ଵ			
=  ;{ଶଷߵଶଶ2ߵଵଷߵଵଶ2ߵଵଵ2ߵଶଷߝଶଶ2ߝଵଷߝଵଶ2ߝଵଵ2ߝ}

[В]
ଵ×ସସ	

 - матрица дифференциальных и алгебраических операторов, необходимая 

для перехода от столбца ൛ߝఈఉൟ к столбцу ൛ܷ௬лൟ - (3.2);  [ ோܲ]
ସସ×ସସ	

 - матрица перехода 

от столбца ൛ܷ௬лൟ к столбцу ൛ܷ௬Гൟ, определяемая с использованием соотношений 
 

క,ݍ
 = క,ߙఈ,ݍ + ఉ,ݍ

ߚ,క .                                   (3.8) 
 

Входящая в (3.7) матрица [ܣ] имеет следующую структуру:   

[ܣ]
ଷ×ସସ	

=

⎣
⎢
⎢
⎢
⎢
⎡{߮}

்
ଵ×ଵଶ		

{0}்
ଵ×ଵଶ		

{0}்
ଵ×ଵଶ		

{0}்
ଵ×ସ		

{0}்
ଵ×ସ		

{0}்
ଵ×ଵଶ		

{߮}்
ଵ×ଵଶ		

{0}்
ଵ×ଵଶ		

{0}்
ଵ×ସ		

{0}்
ଵ×ସ		

{0}்
ଵ×ଵଶ		

{0}்
ଵ×ଵଶ		

{߮}்
ଵ×ଵଶ		

{0}்
ଵ×ସ		

{0}்
ଵ×ସ		⎦

⎥
⎥
⎥
⎥
⎤

.                          (3.9) 

 

В результате минимизации (3.7) по ൛ܷ௬Гൟ
்

 можно получить следующее мат-
ричное выражение 

[Гܭ]
ସସ×ସସ	

൛ܷ௬Гൟ
ସସ×ଵ	

= [ܴГ]
ସସ×ଵ	

,                                    (3.10) 

где  
[Гܭ]
ସସ×ସସ	

= [ ோܲ]்
ସସ×ସସ	

∫ [В]்
ସସ×ଵ				 [Г]்

ଵ×ହ				
[С]
	ହ×ହ	

[Г]
ହ×ଵ	

[В]
ଵ×ସସ	

ܸ݀ [ ோܲ]
ସସ×ସସ	

 - матрица жесткости; 

[ܴГ]
ସସ×ଵ	

= [ ோܲ]்
ସସ×ସସ	

න[ܣ]்
ସସ×ଷ	

ி

{ܲ}
	ଷ×ଵ	

 ܨ݀

- столбец узловых усилий четырехугольного конечного элемента в глобальной 
системе координат. 

 
   Рис. 1 
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Пример расчета 1. В качестве примера была рассчитана цилиндрическая 
оболочка, загруженная вдоль образующей распределенной нагрузкой интенсив-
ности q и имеющая на диаметрально противоположной образующей шарнирные 
опоры, препятствующие вертикальному смещению (рис. 1).  

Вследствие наличия плоскостей симметрии оболочка моделировалась од-
ной лентой конечных элементов, ориентированной в кольцевом направлении. 
Были приняты следующие исходные данные: 

 

    
 

Расчеты были выполнены в двух вариантах:  
в первом варианте при формировании матрицы жесткости КЭ использова-

лось соотношение, соответствующее отсчету угла поворота нормали от ее ис-
ходного положения (1.7);  

во втором варианте отсчет угла поворота нормали осуществлялся от ее де-
формированного положения – (1.8) .. (1.10). 

Результаты повариантного расчета представлены в виде диаграммы (рис. 
2), на которой приведены значения физических напряжений  в точке прило-
жения нагрузки на внутренней (верхняя часть диаграммы) и внешней (нижняя 
часть диаграммы) поверхностях цилиндра в зависимости от числа элементов 
дискретизации . 

Как видно из диаграмм, сходимость вычислительного процесса во втором 
варианте существенно лучше, чем в первом, а численные значения напряжений 
близки к значению , вычисленному по формуле сопротивления ма-
териалов [16] для задачи расчета кольца с двумя сосредоточенными силами. 

 

 
Рис. 2 

При сопоставлении результатов повариантного расчета (таблица 1) следует 
также отметить наличие в первом варианте расчета «скачка» в значениях на-
пряжений в узлах  смежных элементов дискретизации (Рис. 1). Ве-
личина данного «скачка» уменьшается при увеличении числа элементов дис-
кретизации. Во втором варианте расчета вышеупомянутый «скачок» в значени-
ях   практически не наблюдается.  
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Таблица 1 

݊э 
 										,ଶଶߪ
  25 49 97 145 193					смଶ/ܪ	

1 
ва

ри
ан

т ߪଶଶ  172,4 
-170,3 

182,1 
-180,2 

187,0 
-185,1 

188,7 
-186,8 

189,5 
-187,6 

ଶଶᇱߪ  133,1 
-131,9 

162,3 
-160,8 

177,1 
-175,4 

182,0 
-180,3 

189,5 
-187,6 

2 
ва

ри
ан

т ߪଶଶ  153,4 
-151,3 

172,3 
-170,6 

182,1 
-180,3 

185,4 
-183,5 

187,0 
-185,1 

ଶଶᇱߪ  152,8 
-150,7 

172,3 
-170,6 

182,1 
-180,3 

185,4 
-183,5 

187,0 
-185,1 

 

Пример расчета 2. Был рассчитан жестко защемленный по торцам ци-
линдр, нагруженный внутренним давлением интенсивности q (рис. 3). Были 
приняты следующие исходные данные: 

 

ܴ = 1,0	м; ܮ = 1,0	м; ܧ = 2 ∙ 10ହ	МПа; ߥ = ݍ ;0,3 = 5	МПа. 
 

Вследствие наличия осевой симметрии оболочка моделировалась одной 
лентой КЭ, ориентированной вдоль образующей.  

 
  Рис. 3 

 

Расчеты, как и в примере 1, выполнялись в двух вариантах. Результаты по-
вариантного расчета представлены в виде диаграммы (рис. 4), на которой пока-
заны значения физических напряжений ߪଵଵ  в жесткой заделке на внутренней 
(верхняя часть диаграммы) и внешней (нижняя часть диаграммы) поверхностях 
цилиндра в зависимости от числа элементов дискретизации ݊Э. 

Анализ диаграммы показывает существенно лучшую сходимость вычисли-
тельного процесса во втором варианте расчета по сравнению с первым вариан-
том.  

Для достижения аналогичного уровня точности в первом варианте требует-
ся на порядок большее число элементов дискретизации, чем во втором вариан-
те. 
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Рис. 4 

Анализ результатов вычисленных напряжений, представленных на обеих 
диаграммах, позволяет сделать вывод о предпочтительности второго варианта 
расчета, соответствующего отсчету угла поворота нормали от ее деформиро-
ванного состояния, при котором можно получать удовлетворительные по точ-
ности значения напряжений при относительно редкой сетке элементов дискре-
тизации.  

В то же время следует отметить, что и первый вариант компоновки матри-
цы жесткости четырехугольного конечного элемента, при котором отсчет угла 
поворота нормали осуществлялся от ее исходного состояния, позволяет полу-
чать приемлемые результаты при весьма существенном сгущении сетки дискре-
тизации рассчитываемой оболочки. 
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FINITE ELEMENT ANALYSIS 0F STRESS-STRAIN STATE OF SHELLS OF 

REVOLUTION WITH TAKING INTO ACCOUNT THE STRAIN OF 
TRANSVERSAL SHEARING 

Yu.V. Klochkov, A.P. Nikolaev, T.R. Ischanov 
 

      In this paper, based on the Foursquare element sampling algorithm is presented finite el-
ement calculation of shells of revolution considering transverse shear strains in different vari-
ants of the reference tilt angle of the normal process of deformation .  
       KEYWORDS: the scalar approximation, finite element, circular cylinder , transverse 
shear. 


