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ТРЕУГОЛЬНОГО ЭЛЕМЕНТА ОБОЛОЧКИ  

ПРИ ИСПОЛЬЗОВАНИИ МНОЖИТЕЛЕЙ ЛАГРАНЖА 

Ю.В. КЛОЧКОВ, д-р техн. наук, профессор, 
А.П. НИКОЛАЕВ, д-р техн. наук, профессор, 
О.В. ВАХНИНА, ст. пр. 
Волгоградская государственная сельскохозяйственная академия 

При осуществлении конечно-элементного анализа оболочек неизбежно 
возникает весьма сложная проблема по учету смещений используемого элемен-
та дискретизации как жесткого целого. На наличие данной проблемы указыва-
ют как отечественные [1, 2], так и зарубежные [3, 4] исследователи. Имеющиеся 
к настоящему времени предложения по решению указанной проблемы [5, 6, 7] 
сводятся к попыткам учесть жесткие смещения элемента дискретизации в явном 
виде за счет включения в интерполяционные полиномы дополнительных чле-
нов, расширения матрицы жесткости путем конгруэнтного преобразования, 
строгого соблюдения совместности между соседними элементами и так далее. 
При этом приводились примеры расчета оболочки несложной геометрии, как 
правило, цилиндрической панели. В то же время в [8] предложено решение 
проблемы учета смещений конечного элемента как жесткого целого в неявной 
форме за счет использования векторного способа аппроксимации полей пере-
мещений. 

Целью настоящей работы является рассмотрение вопроса применения век-
торного способа аппроксимации перемещений [8] в алгоритмах расчета оболо-
чек вращения, разработанных на основе треугольных элементов дискретизации, 
матрицы жесткости которых формировались с использованием корректирую-
щих множителей Лагранжа, существенно повышающий точность конечно-
элементных решений оболочек [9]. 

Рассмотрим элемент дискретизации в форме треугольного фрагмента, про-
извольно ориентированного на срединной поверхности оболочки вращения 
(рис.1) с узлами , ,i j k . Столбец узловых варьируемых параметров данного эле-
мента в глобальной системе координат S  (длина дуги меридиана) и   (угол, 
отсчитываемый от образующей против часовой стрелки) выбирается в виде 
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  Здесь под q  понимаются тангенциаль-

ные v1, v2 или нормальная v  компоненты вектора перемещения. 
       Используемый элемент дискретизации является совместным по компонен-
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корректирующие множители Лагранжа   в дополнительных узлах 1, 2, 3, рас-
положенных в серединах сторон треугольного конечного элемента (рис. 1): 
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где верхний индекс m обозначает номер вышеупомянутого дополнительного 
срединного узла. Для отдельного треугольного конечного элемента (КЭ) равен-
ство (2) может быть преобразовано к виду [9] 
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Входящие в (3) производные ( )
m

m
nv S  могут быть выражены через произ-

водные нормальной компоненты вектора перемещения по глобальным криво-
линейным координатам 

   
( ) ( ) ( )

( ) ( )cos cos
m

m m m
m m

n

v v v
S S

 


  
 

  
,                                   (4) 

где   и   – углы между ортом нормали mn  и векторами локального базиса 0
1a  

и  0
2a , касательными к срединной поверхности в узле m. 
Используя стандартную интерполяционную процедуру [1, 2, 3], производ-

ные нормальной компоненты вектора перемещения могут быть выражены через 
узловые значения этой же компоненты по формулам  

     

     

, , ;

, , ,

T T Л
У

T T Л
У

v
v

S S S

v
v

 

 

 
 

 
 

  

  
 

  

  
 

  

 
 
 
 
 
 

                                     (5) 

где    1 2 9
1 9

...
Т

   


  – матрица-строка функций формы, представляющих собой 

полные полиномы третьей степени [10]; ξ, η – локальные координаты, изме-

няющиеся от 0 до 1;    
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 – столбец узловых значе-

ний нормальной компоненты вектора перемещения в локальной ξ, η системе 
координат. Равенство (3) с учетом (4) и (5) может быть записано в матричном 
виде [9]:   
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– столбец узловых неизвестных треугольного КЭ в локальной системе коорди-
нат;  
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–матрицы-строки, содержащие функции-формы, определяемые согласно (4), (5).  
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       Входящий в (6) столбец узловых варьируемых параметров в локальной сис-
теме координат }{ Л

УU  может быть выражен через столбец узловых неизвестных 
в глобальной системе координат (1) 
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    – матрица преобразования.  

       С учетом (7) равенство (6) может быть записано в виде  
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Функционал, выражающий равенство энергии деформации для треугольно-
го КЭ с учетом (8) запишется следующим образом 
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рующих множителей Лагранжа в дополнительных узлах на серединах на сере-
динах сторон треугольного КЭ {λ}Т, можно получить систему уравнений 
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Систему (10) можно представить в удобной конечно-элементной формули-
ровке                                       
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Для того чтобы в описанном выше алгоритме реализовать векторный спо-
соб аппроксимации перемещений [8], равенство (3) необходимо записать в век-
торной форме 
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Входящие в (12а) производные вектора перемещения по глобальным кри-
волинейным координатам S  и  определяются равенствами 
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тора перемещения и их производные в узле m, расположенном в середине сто-
роны треугольного КЭ [8], например,  
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Здесь 0 0
11 22,b b  – компоненты тензора кривизны. Для того чтобы размерность 

расширенной матрицы жесткости Кр не превышала порядка 30 30  при выпол-
нении скалярного умножения в (12) можно ограничиться нормальной компо-
нентой множителя Лагранжа, т.е. воспользоваться равенством 
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или с учетом (12а) и (13) 
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Входящие в (15а) многочлены  1 2 1 2 3( ) ( ), , ,m mt t m   определяются на основе 
формул векторной аппроксимации перемещений [8] 

                 

        
1 9 1 9 1 99 9 9 9 9 27 27 279 1 9 1 9 1

1 9 9 27 27 27 27 27 9 1

,

T T TЛ Г Г
У У У

T Г
У

V V L V L A N U

A G N U

  



       

    



   
  

                  (16) 

где    
1 9

, , , , , , ;
TЛ i j k i j k i j k

УV V V V V V V V V V     



             

1 9

, , , , , ,
TГ i j k i j k i j k

У S S SV V V V V V V V V V  



         

 

– столбцы векторных узловых неизвестных в локальной и глобальной системах 
координат соответственно; [G] – матрица, определяемая из равенства 
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верхний индекс t обозначает узлы треугольного КЭ , ,i j k . С учетом(17) можно 
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Выражение (16) с учетом (17а) запишется следующим образом 
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       Дифференцируя (18) по глобальным криволинейным координатам S  и  , 
можно получить производные вектора перемещения 
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Из соотношений (19) можно получить зависимости для многочленов 
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Равенство (15а) с учетом (20) может быть записано в матричном виде 
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Входящие в (21а) матрицы-строки mb  определяются согласно (15)…(20), 
например,  
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Сопоставляя равенства (6), (7) и (21), (21а), следует отметить весьма суще-
ственные отличия данных соотношений, которые обусловлены принципиально 
различными способами аппроксимации полей перемещений в треугольном КЭ. 
Так, например, матрица F   содержит только третью часть ненулевых элемен-
тов, в то время как матрица B    является полностью заполненной. Этот факт 
объясняется тем, что в соответствии с традиционной интерполяционной проце-
дурой каждая компонента вектора перемещения и ее производные зависят от 
узловых значений только этой же компоненты и ее производных, как это видно 
из (5). В соответствии с векторной аппроксимацией полей перемещений [8] от-
дельная компонента вектора перемещения и ее производные зависят от полного 
набора узловых варьируемых параметров треугольного КЭ  Г

УU , в структуру 
которого входят узловые значения всех трех компонент вектора перемещения и 
их производные.  

Дальнейшая процедура получения расширенной матрицы жесткости [Kp] и 
столбца узловых нагрузок {Pp} при векторном способе аппроксимации анало-
гична (9)…(11) с заменой матрицы T    на B    и соответствующей заменой ин-
терполяционных формул, входящих в матрицы [K] и {P} [8].  

Пример расчета. Была рассчитана открытая с торцов оболочка в форме эл-
липсоида вращения, загруженная внутренним давлением интенсивности q, 
имеющая на левом краю пружинные опоры, позволяющие смещаться ей под 
действием заданной нагрузки в меридиональном направлении как жесткому 
телу (рис. 2). Радиус вращения вычислялся по формуле 

,22 xa
a
br   
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где b 0,9 м; а 1,3м; осевая координата х изменялась в пределах 0 1 2.x  м. 
Были приняты следующие исходные данные: q5МПа; Е 52 10 МПа;   0,3; 
t0,02м. Расчеты были выполнены в двух вариантах: в первом варианте был 
реализован алгоритм, описанный соотношениями (2)…(11); во втором варианте 
при формировании матрицы жесткости треугольного КЭ с множителями Ла-
гранжа использовалась векторная аппроксимация перемещений (12)…(22). 

Вследствие наличия осевой симметрии оболочка была представлена одной 
лентой треугольных КЭ, ориентированных в меридиональном направлении. 
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    Результаты повариантных расчетов пред-
ставлены в табл. 1, в которой приведены 
численные значения меридиональных σм и 
кольцевых σн напряжений на правом краю 
оболочки (точки 1 и 2) в зависимости от 
величины смещения оболочки как жесткого 
тела.  
    Верхние индексы «в» и «н» в обозначе-
ниях напряжений указывают на внутрен-
нюю и наружную поверхности оболочки 
соответственно. 
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 Рис. 2 
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    Анализ результатов показывает, что при отсутствии жесткого смещения чис-
ленные значения напряжений практически совпадают. Однако с возникновени-
ем жесткого смещения результаты первого варианта нельзя признать удовле-
творительными.  
       С увеличением смещения оболочки как жесткого целого погрешность пер-
вого варианта многократно возрастает. И, напротив, во втором варианте наблю-
дается полная стабильность контролируемых параметров напряженно- дефор-
мированного состояния, несмотря на весьма значительные смещения эллипсои-
да как жесткого тела. 

Основываясь на вышеприведенных примерах, можно сделать вывод о не-
обходимости использования векторной аппроксимации полей перемещений в 
алгоритмах формирования матриц жесткостей треугольных КЭ с множителями 
Лагранжа при расчете оболочек, допускающих жесткие смещения под действи-
ем заданной нагрузки.  
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