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РАЗРЕШАЮЩИЕ УРАВНЕНИЯ БЕЗМОМЕНТНОЙ ТЕОРИИ  
ОБОЛОЧЕК В ФОРМЕ ЦИКЛИД ДЮПЕНА  

В.Н. ИВАНОВ, докт. техн. наук, профессор 
Российский университет дружбы народов 

       Циклиды Дюпена являются двуканаловыми поверхностями, оба семейства 
кривизны которых являются семействами окружностей [1], [2]. Основным свой-
ством циклид Дюпена является зависимость главных кривизн каждого семейст-
ва окружностей только от одной координаты: 

 11 kk  ;     22 kk  ,                                          (1)    
где α, β – координатная сеть линий кривизны поверхности. 

Другим важным свойством геометрии циклид Дюпена является то, что от-
ношение коэффициентов  А, В первой квадратичной формы поверхности выра-
жается произведением функций, каждая из которых зависящих от одной из ко-
ординат [3], [4], [5] 

   BA / .                                               (2) 
Чтобы систему уравнений равновесия безмоментной теории оболочек мож-

но было привести к одному разрешающему уравнению, необходимо выполне-
ние одного из четырех условий [6]: 
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При выполнении условий (3, а) или (3, б) система уравнений равновесия 
безмоментной теории оболочек приводится к одному разрешающему уравне-
нию введением функции напряжений, при выполнении условий (3, в) или (3, г) 
– методом исключения неизвестных. 

Свойства геометрии циклид Дюпена (1), (2) обеспечивают выполнение лю-
бого условия (3), и, следовательно, возможны четыре варианта разрешающего 
уравнения. Получение разрешающего уравнения методом исключения неиз-
вестных обеспечивается дифференцированием исходных уравнений, что приво-
дит к повышению общего порядка дифференциальных уравнений и появлению 
дополнительных функций и констант интегрирования. Получаемое решение 
необходимо проверять на его соответствие исходной системе уравнений, что 
приводит к дополнительным трудностям при решении задачи. Метод получения 
разрешающего уравнения введением функций напряжения, обычно не приводит 
к повышению порядка дифференциального уравнения и, поэтому он является 
более предпочтительным, если выполняются условия (3, а) или (3, б). 

Свойства (1), (2) также обеспечивают условия применимости метода Фурье 
(метода разделения переменных) для решения разрешающего уравнения безмо-
ментной теории оболочек. 

 Учитывая выполнение условия (3, а) введем функцию напряжений   , , 
связанную с внутренними тангенциальными усилиями формулами [6]:   
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При этом 1-е и 3-е  уравнения  системы равновесия безмоментной теории 
оболочек удовлетворяются тождественно, а 2-е уравнение приводится к разре-
шающему уравнению 
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нагрузки. С учетом выполнения условия (3, б) функцию напряжения принимаем 
в виде: 
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Одна из функций  3
~b  или  4

~b  – произвольная функция и может приравни-
ваться нулю. 

Формулы (6) удовлетворяют тождественно 2-му и 3-му уравнениям равно-
весия безмоментной теории оболочек, а 1-е уравнение приводится к виду 
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Выполнение условия (3, в) позволяет исключить из системы уравнений 
равновесия безмоментной теории оболочек сдвигающее тангенциальное усилие  
S и выразив из 3-го уравнения равновесия N  через N , получить разрешаю-
щее уравнение для нормального тангенциального усилия N  

     





  ,11
32

22
1

1

2
2

2
2 GkNAk

k
NBk

k
k 


























 ,             (8) 

где  









































 Z
k
A

B
AYA

A
BZB

Ak
BXB

B
AG

2

2
3

2

2
3

3 
. 



 20

Выражая из 3-го уравнения равновесия  112 kZkNkN    и  подстав-
ляя в уравнение (8), получаем разрешающее уравнение относительно N  
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Выполнение условия (3, г) позволяет исключить из уравнений равновесия 
нормальные тангенциальные усилия и получить разрешающее уравнение отно-
сительно сдвигающего тангенциального усилия S 

     





 ,~1
4

22
1

1

2
2
2

2

GSAk
k

SBk
k




























 ,            (10) 

где  


























 ZB
Bk

AXk
k
Ak

Ak
BkG

 2

2
1

2

2
1

1

2
4

1     

                               








































 Z
k
A

A
BY

k
Bk

Bk
Ak

21

32
2

2

1 1


.  

Для получения общего решения однородных уравнений (5, 7-10) можно 
использовать метод разделения переменных. Для решения однородных уравне-
ний (7), (8) положим  

      F, .                                             (11) 
Подставляя решение (11) в однородное уравнение (5) и разделяя перемен-

ные, получаем 
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Аналогично, для однородного уравнения (7) имеем 
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Чтобы использовать метод разделения переменных в уравнениях (8-10), 
предварительно вводим новые переменные: 

 NBN 2~  ;      NBN 2~
 ;      SBS 2~

 ,                               (14) 

или                        NAN 2~  ;      NAN 2~
 ;      SAS 2~

 ,                              (15) 
Решение ищется соответственно в виде  

    TNN ~ ;         TNN~ ;          TNS .                         (16)                 
Подставляем в уравнения (8-10) формулы (14) или (15), используя соотно-

шение (2) и разделив уравнения на 2 или умножив соответственно на 2 . При-
меняем для однородных уравнений метод разделение переменных, получаем 
при использовании формул (14): 
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для уравнения (9)  
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для уравнения (10) 
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Аналогично можно получить уравнения при использовании формул (15).  
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THE REZULTING EQUATIONS OF MEMBRANE THEORY  

OF SHELLS IN THE FORM OF DUPEN’S SURFACES  
Ivanov V.N. 

The paper is considered the differential equations of equilibrium of membrane 
theory of shells in the form of Dupin’s surfaces. It is shown that the geometrical char-
acteristics of the Dupin’s surfaces allows to reduce the system of tree equation of 
equilibrium to one resulting equation of second order. It may be done using stress 
function or excluding two of the unknowns. Four types of resulting equations are re-
ceived.   


