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Нормальными поверхностями с системой плоских координатных линий, или про-
сто нормальными поверхностями называются поверхности, образуемые плоской 
трансформирующейся кривой, движущейся в нормальной плоскости направляющейся 
кривой. Любую поверхность можно представить в виде последовательного каркаса 
сечений нормальными плоскостями произвольной кривой, принятой за направляющую. 
Однако во многих случаях такой подход не рационален. Например, для поверхности 
вращения принимать за направляющую кривую нормальной поверхности меридиан по-
верхности вращения не целесообразно, так как в нормальных сечениях будут получать-
ся сложные кривые. Можно и для произвольной поверхности с системой плоских коор-
динатных линий провести кривую, нормальную к плоскостям линий и принять ее за 
направляющую кривую, но это обратная задача. К известным нормальным поверхно-
стям относятся поверхности вращения – направляющая прямая линия и резные поверх-
ности Монжа – образующая кривая в процессе движения остается неизменной.      

КЛЮЧЕВЫЕ СЛОВА: нормальные поверхности, направляющая кривая, образую-
щая кривая, нормальная плоскость кривой.  

В работах [1, 2] рассматривались поверхности с системой плоских коорди-
натных линий общего вида, когда плоскость плоских координатных линий в 
каждой точке направляющей кривой определяется функцией нормали этой 
плоскости. В работе [1] приводится векторное уравнение поверхности с систе-
мой плоских координатных линий, получены формулы коэффициентов основ-
ных квадратичных форм. В работе [2] получены условия, при  которых система 
плоских координатных линий является системой линий главных кривизн по-
верхности. Рассмотрены подклассы поверхностей с системой плоских коорди-
натных линий, в том числе резные поверхности Монжа и нормальные поверх-
ности. Примером поверхностей с системой плоских координатных линей, не 
лежащих в нормальной плоскости направляющей линии могут служить поверх-
ности с системой плоских координатных линий в плоскостях пучка [3], под-
классом которых являются поверхности Иоахимсталя [4]. 

 Векторное уравнение нормальной поверхности получаем в виде 
       vuvuRuvu ,, er ,ρ ,                                           (1) 

где  vu,ρ  – радиус-вектор поверхности;  ur – радиус вектор направляющей 
кривой;  vuR , – уравнение образующей кривой в местной полярной системе 
координат    uu 00 , ge  в нормальной плоскости направляющей кривой;  
      vuvuvu sincos 00 gee , – уравнение окружности единичного радиуса в 

нормальной плоскости направляющей кривой;      uuu  sincos0 βν e ; 
 u  – функция, определяющая поворот координатной системы образующей 

кривой  относительно нормали ν  и бинормали β  направляющей кривой;  u0g  
– вектор перпендикулярный вектору   u0e  в нормальной плоскости направ-
ляющей кривой –      uuu  cossin0 βν g .  
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Полярная система координат для описания образующей кривой удобна при 
проведении исследования свойств поверхности, в частности при выводе формул 
коэффициентов квадратичных форм. Если образующая кривая  описывается 
параметрическими уравнениями  vuxx î , ;  vuyy î , , то уравнение нормаль-
ной поверхности получаем в виде   

            vuvuyvuvuxuvu оо ,,,, 00, ger ρ .                            (2) 

Коэффициенты квадратичных форм нормальных поверхностей определя-
ются по формулам [1, 2]: 

А.   Коэффициенты 1-й квадратичной формы: 

  2
13

2
12

2
11 TTTE uu  ρρ ;      222

22
2

21 RRTTG vv
 ρρ ; 

  22122111 TTTTF vu  ρρ .                                 (3) 
Б.  Дискриминант поверхности 

2
12

2
13

222 dTGFEG vu  ρρ ;  2112221112 TTTTd  ;      (4) 

В.  Вектор единичной нормали к поверхности 
 









τ

ρρ
ρρ 12132122 dTTT

vu

vu ge
m .                       (5) 

Г.  Коэффициенты  2-й квадратичной формы 

   



 33121331223221 TdTTTTTL ãu mρ ; 

      








 43121320043121341224221 TdTgeGTdTTTTT
M vu mρ ; 

     







 1311351225221 TGTTTTT

N vv mρ ,                  (6) 

 2
1 RRR   ;   RRRR  

2 , RT 11 ;   0012 ge RT ;   νeskRsT 13 ; 
RT 21 ;  RT 22 ;        RkRksT ss  222

0031 νν egee ; 

             ννννν gegegegeg  00
2

000032 2 ss kRRksT ; 
         νβνν ggeeee 0033 22  sssss kkkRRksT ;  0041 ge RRT  ;  

 0042 ge  RRT  ;      νν eg RRkT s
43 ; RRT  

51 ;  RT 252  . 
Здесь  f  , f   обозначены производные функции по  u  и  v  соответствен-

но; k,  - кривизна и кручение направляющей кривой; ksk s  ; χχ ss  ; 
duds rr  ;   – вектор касательной направляющей кривой. 

Введение функции  u  позволяет разнообразить виды нормальных по-
верхностей за счет кручения образующей кривой в нормальной плоскости на-
правляющей кривой,. Нормальные поверхности с заданной произвольной функ-
цией  u  можно выделить в подкласс закрученных нормальных поверхностей. 
Эту функцию можно использовать также для придания поверхности каких-либо 
геометрических свойств.  

Для резных поверхностей Монжа – нормальные поверхности с образующей 
кривой неизменной формы, в случае пространственной направляющей кривой 
образующая кривая в нормальной плоскости направляющей кривой вращается 
относительной нормали направляющей кривой [1, 2, 5, 6]  

   0χ    dusu ,                                                   (3) 



8 
 

где  us r ,  – кривизна кручения направляющей кривой. Только в этом слу-
чае образующая кривая является линией кривизны поверхности, а образованная 

поверхность – резной поверхностью. Для нормаль-
ных циклических поверхностей с пространствен-
ной направляющей кривой, для получения ортого-
нальной поверхностной координатной системы, 
функция  u  также определяется формулой  (3). 

На рис. 1 приведены чертежи винтовой труб-
чатой поверхности (циклическая нормальная по-
верхность постоянного радиуса с линией центров – 
винтовой линией) : рис 2, а - функция  u  опреде-
лена про формуле (3) – ортогональная поверхност-
ная система координат;  рис 2,а –  u =0 – неорто-

гональная система координат. Отметим, что трубчатая поверхность является 
циклической резной поверхностью.  

Приведем примеры некоторых нормальных поверхностей. При построении 
поверхностей в системе МаthСad используем непосредственно векторные урав-
нения поверхностей [7].  

На рис. 2 направляющей нормальных поверхностей является синусоида 
uхн  ;  uazí sin ; а=1;  20 u , образующей кривой  трансформируемый 

эллипс.   vuсxo cos ;    vuвyo sin ;  20 v .  

На рис. 2,а    uccuc sin10  ;   uddud sin10  , на рис.2,б    uccuc cos10  ;  
  uddud cos10  ; с0= 0,8; d0 =0,5; с1=0,4; на рис.2,в,г    uccuc 10  ;  с0= 1,5; 
  uddud 10  ; d0=0,8; на рис.2,в  с1= 0,1; d1= 0,05; на рис.2,г с1= -0,05;  d1=0,05. 

а б 

Рис. 1 
 

a б в г 

Рис. 2 

а в г б 

Рис. 3 
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Примем за направляющую кривую эллипс, а за образующую кривую сину-
соиду с переменной амплитудой   vucyo sin . Ось синусоиды может иметь раз-
личный угол наклона относительно плоскости эллипса const 0 . На рис. 3 
представлены эллипсоидально-синусоидальные нормальные поверхности  
  )sin(:0 utcuc  , с0 = 1,5; полуоси направляющего эллипса  а = 3;  b= 2. На рис. 

3,а – 0 = 0; рис. 3,б – 0=-/4;     рис. 3,в – 0= -0,375; рис. 3,г – 0=-/2. В верх-
нем ряду поверхности с градиентом изменения амплитуды синусоиды  t = 1, в 
нижнем t = 1,5. Если градиент равен амплитуде, то  при  u = 1,5   02/ a - си-
нусоида вырождается в прямую, что и наблюдается в рисунках нижнего ряда.  

В процессе движения образующей кривой в нормальной плоскости направ-
ляющей кривой образующая кривая может вращаться. На рис 4. представлены 
закрученные эллипсоидально-синусоидальные нормальные поверхности с па-
раметрами соответствующими предыдущему примеру при с0 = t = 1,5. Вращение 
образующей синусоиды определялось функцией   puu  0 ; t = 0,3. Началь-
ный угол:  а – 0 = 0 ;   б – 0 = –/4 ;   в – 0 = –0,375 ;   г – 0 = /2 ;    

.   

 

 

 

 

На рис. 3, 4 в процессе движения образующей синусоиды в нормальной 
плоскости эллипса изменялась амплитуда синусоиды. Рассмотрим процесс 
формообразования поверхности при изменении длины полуволны синусоиды 

 vudxo  ;   vucyo sin ;   tucuc  :0 ;   kudud  :0  (рис. 5).  
Параметры направляющего эллипса соответствуют предыдущему примеру; 

с0 = 0,25; d0 = 1; k = 0,5. На рис. 5,а синусоида с неизменной амплитудой t = 0, 
ось синусоиды в плоскости эллипса 0 = 0. На остальных рисунках синусоида с 
переменной амплитудой  t = 0,3. На рис. 5,б ось синусоиды в плоскости эллип-
са. На рис. 5,в ось синусоиды имеет угол с плоскостью синусоиды 0= –/4; . 
рис. 5,г – 0= –0,375. На рис. 5,в,г – синусоида вращается в нормальной плос-

Рис. 4 

б a в г 

б a в 

д г е 

Рис. 5 



10 
 

кости эллипса   puu  0 ; р = 0,05. На рис. 5,д начальная синусоида в 
плоскости эллипса 0= 0, на рис. 5,е – начальная синусоида перпендикулярна  
плоскости эллипса 0 = –/2. 

Рассмотрим нормальные поверхности с образующими кривыми в форме 
эпи и гипоциклоид. Эпициклоиды (гипоциклоиды) – кривые, образуемые точ-
кой окружности, катящейся по неподвижной окружности: эпициклоида – катя-
щаяся окружность вне неподвижной окружности, гипоциклоида – внутри не-
подвижной окружности [8]. 

Для эпициклоиды радиус подвижной окружности может быть меньше, 
больше или равным радиусу неподвижной окружности. Для гипоциклоиды ра-
диус подвижной окружности должен быть меньше радиуса неподвижной ок-
ружности. Если отношение радиуса неподвижной окружности  (d) к радиусу 
подвижной окружности  (с)   =d/c – целое число, то кривые получаются замк-
нутые, состоящие из  р  однотипных ветвей кривые. Если р  не является целым 
числом, то при полном обкате неподвижной окружности получаем незамкнутую 
кривую. Если  при некотором целом к имеем к – целое число, то получаем 
замкнутую кривую с пересекающимися ветвями при к обкатах неподвижной 
окружности. При   = 2 гипоциклоида вырождается в прямую – диаметр непод-
вижной окружности.  

Параметрические уравнения эпи- и гипоциклоид имеют вид: 

      






 
 v

c
pcdpcvpcdvx coscos0 ;         







 
 v

c
pcdpcvpcdvy sinsin0 .   (3) 

При  р=1 получаем эпициклоиду, при  р= –1  гипоциклоиду. Если при  р = 
1 принять радиус подвижной окружности больше радиуса неподвижной ок-
ружности, то неподвижная окружность остается внутри подвижной окружности 
и получаемая кривая будет эпициклоидой. 

На рис. 6 приведены нормальные поверхности с направляющей синусоидой 
(-/2  u  /2), а = 1 и образующими эпициклоидами с отношением радиусов  
неподвижной и подвижной окружностей целым числом:  а)  = 1;  б)  = 2;  в)  
= 5. Радиусы окружностей изменялись при движении образующей окружности  
   00 /1 uucuc  ;     00 /1 uudud  ; u0=.2;  а) с0= 0,2;  б) с0= 0,3;  а) с0= 0,5;  

 /00 cd . В нижнем ряду приведены скрученные нормальные поверхностями с 
параметрами, соответствующими верхнему ряду    tuu  ;  t = 2. 

На рис. 7 приведены нормальные поверхности с направляющей синусоидой 
(–/2  u  /2) и образующими гипоциклоидами с целым отношением радиусов 
неподвижной и подвижной окружностей:     00 /1 uucuc  ;    00 /1 uudud  ; 

а б в 

Рис. 6 
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u0 = /2;   с0=0,8;   /00 cd ; а)  = 3;  б)  = 4;  а)  = 7. г)  = 5. На рис. 7,г – 
закрученная нормальная поверхность   tuu  ;  t = 1,5. 

 

 

 

 

 

 
 

На рис. 8 приведены нормальные поверхности с направляющей синусоидой 
(-/2  u  /2). и образующими эпициклоидами с соотношением радиусов не-
подвижной и подвижной окружностей, не являющимся целым числом. В верх-
нем ряду рис. 8 приведены поверхности с образующими эпициклоидами при 
однократном обкате неподвижной окружности: а)  = 1,5;  б)  = 1,33; б)  = 2,5. 
В нижнем ряду замкнутые эпициклоиды при к-кратном обкате неподвижной 
окружности:  а) к = 2;  б) к = 3;  б)  к = 2. 

На рис 9 направляющей является пространственная – коническая спираль: 
    khr buuaeu pu  ,   uuu sincos jih   – окружность единичного радиуса в 

горизонтальной плоскости; kji ,,  – орты прямоугольной системы координат а = 
1; b = 1; р = 0,2. Образующая кривая синусоида:  vudx 0     vucyo sin  с раз-
ным углом наклона к горизонтальной плоскости: а) 00  ; б) 4/0  ;  в) ; 
  ucuñ 0 ;   udud 0 ; с0=0,12;  d0=0,05. На рис. 9,г – закрученная нормальная 

поверхность   tvu  0 ; 4/0  ; t = 0,5. 

Нормальные поверхности представляют широкий класс поверхностей, ко-
торый исследовался работах ряда авторов. В статье [9] исследован класс нор-
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мальных поверхностей, приводится общее векторное уравнения поверхностей, 
приводятся уравнения и рисунки некоторые видов поверхностей. Для построе-
ния рисунков в системе MathCad используется матричная форма записи уравне-
ний поверхности. В работе класс поверхностей с системой плоских координат-
ных линий в нормальной плоскости направляющей кривой назван каналовыми 
поверхностями. Конечно, исследуя поверхности, автор имеет право давать по-
верхностям или классу поверхностей название. Названия одних поверхностей 
отражают их свойства: поверхности вращении, цилиндрические, конические, 
минимальные поверхности, поверхности  второго порядка. Другие поверхности 
получили имена авторов исследовавших эти поверхности: поверхности Иоахи-
мсталя, циклиды Дюпена, резные поврхности Монжа, поверхности Гурса и др. 

В «Энциклопедии аналитических поверхностей» [10]  приведено более 500 
поверхностей (даны уравнения, формулы коэффициентов квадратичных форм, 
рисунки поверхностей), включающих 38 классов поверхностей. В работах [11, 
12, 13] приведена классификация циклических поверхностей. Классификации 
даны в виде таблиц-диаграмм, отражающих разветвленную сеть подклассов и 
видов поверхностей.  Часто классы поверхностей могут включать  в качестве 
подклассов классы или подклассы других поверхностей. Так поверхности вра-
щения входят в класс циклических поверхностей, в тоже время они относятся к 
классу нормальных поверхностей, являются резными поверхностями, канало-
выми поверхностями Иоахимсталя.  

Давая наименование исследуемому классу поверхностей, необходимо учи-
тывать, имеется ли в классической литературе аналогичное название какого ли-
бо класса поверхностей. В определении В.И. Шуликовского [4] каналовой на-
зывается поверхность, одно семейство линий кривизны которой состоит из 
окружностей. Доказывается, что такая поверхность являются огибающей одно-
параметрического семейства сфер. В определении А.П. Нордена [5] каналовыми 
поверхностями называются огибающие однопараметрического семейства 
сфер. Доказывается, что семейство образующих окружностей каналовой по-
верхности является семейством линий главных кривизн. Центры образующих 
окружностей лежат на касательных к линии центров семейства сфер, перпенди-
кулярны касательным, и, следовательно, плоскости окружностей, в общем слу-
чае, не перпендикулярны к линии центров этих окружностей. Аналогичное оп-
ределение каналовых поверхностей дано у Рашевского П.К. [14]. Очевидно, эти 
два определения каналовых поверхностей являются эквивалентными. Д. Гиль-
берт, С. Кон-Фоссен в книге «Наглядная геометрия» [15]   о поверхностях, яв-
ляющихся огибающими семейства сфер, пишут: «Наиболее общие поверхности 
этого рода суть поверхности каналов», т.е. каналовые поверхности.   

В то же время нужно отметить, что в литературе имеются и альтернатив-
ные определения каналовых поверхностей. В монографии В.Ф. Кагана [16] дает-
ся следующее определение каналовых поверхностей: каналовые поверхности 
образуются движением окружности переменного радиуса, при этом окружно-
сти лежат в нормальных плоскостях линии центров этих окружностей. Автор 
монографии утверждает (без доказательства), что образующие окружности яв-
ляются линиями кривизны поверхности. В монографии Кагана, на основании 
определения делается вывод, что образующие окружности каналовой поверхно-
сти (по определению Кагана В.Ф) являются геодезическими линиями. Но это 
уже явная ошибка. Из теории геодезических линий поверхности следует, что 
нормали к геодезическим линиям поверхности совпадают с нормалями к по-
верхности. Но, например, образующие окружности поверхностей вращения (ко-
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торые подходят под данное определение), как известно, не являются геодезиче-
скими, так как их главные нормали (лежат в плоскости окружности) не совпа-
дают с нормалями к поверхности, ортогональными к меридианам поверхности. 

Определение каналовых поверхностей, аналогичное определению В.Ф. Ка-
гана, принято в работах [17, 18]. В этих работах для поверхностей с плоской ли-
нии центров получены коэффициенты квадратичных форм. Говорится, что ко-
эффициенты  F  и  M, якобы, равны нулю, и, следовательно, координатная сеть 
является ортогональной и сопряженной, окружности являются линиями кривиз-
ны. Авторы работ пользовались скалярными уравнениями поверхности, что 
привело к громоздким выкладкам, и не дало возможности внимательно проана-
лизировать полученные формулы. На самом деле при внимательном анализе по-
лученных авторами формул, как показано в работе [19], лишь коэффициент       
F = 0  (координатная сеть ортогональна), коэффициент  М  оказывается не рав-
ным нулю (сеть не сопряженная), следовательно, ни одно семейство координат-
ных линей не является линиями кривизны нормальной циклической поверхно-
сти общего вида. В работе [18] дается и другое, расширенное определение кана-
ловых поверхностей. К каналовым поверхностям относят поверхности, образо-
ванные движением окружности переменного радиуса, лежащей в нормальной 
плоскости произвольной направляющей кривой (не совпадающей с линией цен-
тров окружностей). Данное определение справедливо для трубчатых поверхно-
стей – циклическим поверхностям постоянного радиуса, являющимися цикличе-
скими поверхностями Монжа. Для циклических поверхностей с произвольно 
изменяющимся радиусом образующих окружностей эти два определения в 
большинстве случаев противоречат друг другу. Например, для поверхности 
вращения (каналовой поверхности) образующие окружности лежат в нормаль-
ных плоскостях линии центров (прямой линии), но не ортогональны меридиа-
нам (линии вращения). Если в качестве определения каналовых поверхностей 
принять определение, данное в работах [16-18], то следует отказаться от вывода, 
что образующие окружности являются линиями главных кривизн нормальной 
циклической поверхности. В работе [20] показано, что образующие окружности 
циклических поверхностей, лежащие в нормальной плоскости  линии центров, 
являются линиями кривизны только для двух частных случаев: поверхности 
вращения- линия центров прямая линия; трубчатые поверхности – образующие 
окружности постоянного радиуса. 

Кроме того, можно привести еще один довод против определения канало-
вых поверхностей, принятое в работах [16, 18]. В геометрической литературе 
общепринято называть циклиды Дюпена (поверхности с двумя семействами ок-
ружностей, являющихся линиями кривизны) двухканаловыми поверхностями. 
Нетрудно показать, что плоскости образующих окружностей циклид Дюпена не 
совпадают с нормальными плоскостями линий центров семейства окружностей.  

Автор данной работы считает обоснованным принимать за определение ка-
наловых поверхностей определение, данное В.И. Шуликовским. 

Возвращаясь к определению каналовых поверхностей, принятом в работе 
[9], заметим, что можно расширять понятие того или иного класса поверхностей, 
но при этом нужно следить, чтобы прежний класс поверхностей оставался под-
классом расширенного класса поверхностей, не меняя своих свойств. Для по-
верхностей с системой плоских координатных линий в нормальной плоскости 
направляющей кривой эти условия при определении каналовых поверхностей по 
В.И. Шуликовскому не выполняются. Если давать одинаковые наименования 
разному типу поверхностей, то это приведет к путанице в научной терминоло-
гии.     
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GEOMETRY AND FORMING OF THE NORMAL SURFACES 
WITH SYSTEM OF PLANE COORDINATE LINES 

V.N. Ivanov 
The surfaces with system of coordinate lines lying in normal plane of some directrix are 

investigated. The vector equation of the surfaces and the formulas of the main quadratic forms 
are received. The drawings of surfaces made in MathCad system with different directrix and 
genetrix lines are shown. 

KEY WORDS: normal surfaces, directrix line, genetrix line, normal plane of the curve.    


