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Рассмотрена неограниченная перфорированная пластина, усиленная регулярной 

системой ребер. Пластина ослаблена периодической системой поверхностных трещин. 
Используется модель трещины при наличии областей, в которых берега трещины 
взаимодействуют. Краевая задача о равновесии периодической системы трещин сво-
дится к сингулярному интегральному уравнению. Условие предельного равновесия тре-
щин формулируется с учетом критерия предельной вытяжки связей. 

КЛЮЧЕВЫЕ СЛОВА: перфорированная усиленная пластина, стрингеры, перио-
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Введение. Чтобы листовые конструкции имели достаточную прочность и 
жесткость, их часто изготавливают из тонких пластин, подкрепленных ребрами 
жесткости. Тонкие пластины зачастую имеют технологические отверстия, яв-
ляющиеся концентраторами напряжений, что способствуют росту имеющихся в 
пластине трещин, и тем самым ее разрушению. Использование подкрепляющих 
элементов жесткости на пути распространения трещины, например, системы 
стрингеров, является одним из способов замедления роста трещин. Многие ис-
следователи значительное внимание уделяли изучению разрушения пластины, 
усиленной регулярной системой стрингеров, рассматривая при этом трещину 
Гриффитса, т.е. трещину с невзаимодействующими кромками [1-7]. В кончиках 
такой трещины имеется сингулярность полей напряжений и деформаций, вы-
званная математическим описанием состояния пластины в окрестности верши-
ны трещины. Модели трещин с концевыми зонами соизмеримыми с длиной 
трещины без сингулярности в вершине трещины впервые были предложены в 
работах [8-9]. В структурно-неоднородных материалах при наличии вблизи 
трещины зон с нарушенной структурой в процесс разрушения вовлекается зна-
чительная часть трещины. Область разрушения в этом случае можно рассмат-
ривать как некоторую полосу (концевую зону), примыкающую к трещине и с 
частично нарушенными межчастичными связями материала. 

Постановка задачи. В настоящей работе принято, что берега трещины в 
концевых зонах взаимодействуют. Взаимодействие берегов трещины в конце-
вых зонах моделируется связями между берегами (силами сцепления), которые 
распределены таким образом, что кончик трещины перестает быть особой точ-
кой напряженно-деформированного состояния. Физическая природа сил сцеп-
ления зависит от материала, размеров трещин и концевых зон. Для математиче-
ского описания сил сцепления принимается [10], что силы сцепления распреде-
лены в концевых зонах непрерывно, заранее неизвестны и должны быть опре-
делены в ходе решения задачи. Также считается, что неизвестный размер зоны 
действия сил сцепления соизмерим с длиной трещины. При этом рассматривае-
мые краевые задачи механики оказываются задачами теории упругости с неиз-
вестной границей, которую требуется определить в ходе решения краевой зада-
чи. Рассмотрим бесконечную упругую изотропную среду (пластину), ослаблен-
ную периодической системой отверстий и подкрепленную поперечными стрин-
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герами из упругого материала (рис. 1). Перфорированная стрингерная пластина 
подвергается однородному растяжению на бесконечности вдоль стрингеров на-
пряжением 0 

y . Под действием внешней нагрузки в связях между берега-
ми концевых зон трещины будут возникать усилия q(x). Заранее неизвестные 
усилия q(x) в силу симметрии задачи относительно оси абсцисс имеют только 
нормальную составляющую. 

 
Рис. 1. Расчетная схема задачи  

Толщина стрингеров при деформации считается неизменной, также прини-
мается, что стрингеры не подвергаются изгибу и работают лишь на растяжение; 
напряженное состояние в стрингерах является одноосным. Ослабление стринге-
ров вследствие наличия точек крепления не учитывается. Точки крепления рас-
положены по всей длине стрингера на одинаковом расстоянии друг от друга и 
симметрично относительно поверхности пластины. Принимается, что точки 
крепления одинаковы, их радиус (площадка сцепления) мал по сравнению с 
расстоянием между ними и другими характерными размерами. Листовой эле-
мент и стрингеры взаимодействуют в одной плоскости и только в точках креп-
ления. Действие стрингеров заменяется неизвестными эквивалентными сосре-
доточенными силами, приложенными в точках соединения ребер со средой.  

В пластине реализуется плоское напряженное состояние. Из контуров от-
верстий исходят симметричные прямолинейные трещины. Центры отверстий 
расположены в точках 

mPm  ,       2       ,....2,1 m      
Берега трещин вне концевых зон свободны от внешних нагрузок. Из-за 

симметрии граничных условий и с учетом геометрии области, занятой средой, 
напряжения являются периодическими функциями с периодом равным ω. Гра-
ничные условия имеют вид 

на берегах трещин  вне концевых зон        0y ;  0xy ;  
              

(1) 

в концевых зонах      )(xqi xyy   ; 

на контурах круговых отверстий            0  rr i . 
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Основные соотношения поставленной задачи необходимо дополнить соот-
ношением, связывающим перемещения раскрытия трещины и усилия в связях. 
Это уравнение, без потери общности, можно представить в виде [10, 11] 

)(),()()( xqqxCxvxv   ,               lmxl  1  ,                   (2) 
где x – аффикс точек берегов трещины в концевой зоне; C(x,q) представляет со-
бой эффективную податливость связей, зависящую от натяжения связей.  

На основании формул Колосова-Мусхелишвили [12] и граничных условий 
(1) решение задачи сводится к определению двух аналитических функций Φ(z) 
и Ψ(z) из краевых условий: 

  0 )()()()( 2   ie ,                              (3) 

)()()()()( xfxxxxx  , 

где   mei  ; )()( xqxf   в концевых зонах, 0)( xf  вне концевых зон. 
Метод решения краевой задачи. Решение краевой задачи (3) ищется в ви-

де: 
)()()()( 210 zzzz  ,       )()()()( 210 zzzz  .         (4) 

Комплексные потенциалы Φ0(z) и Ψ0(z) определяют напряжения в сплош-
ной подкрепленной пластине, находящейся под действием растягивающей на-
грузки σ0 и сосредоточенных сил Fmn [12]: 












 

21,
00

11
)1(24

1)(
CC

F
h

iz mn
nm

 , 


























  2

1

3
2
2

3

,21,
00 )1(2

11
)1(22

1)(
C
C

C
CF

h
i

CC
F

h
iz mn

nm
mn

nm 


 . 

        Здесь h – толщина пластины; κ – постоянная Мусхелишвили: κ=(3-ν)/(1+ν), 
ν – коэффициент Пуассона материала пластины; 01 inymLzC  ; 

02 inymLzC  ; 03 inymLC  ; штрих у знака суммы означает, что при 
суммировании исключается индекс m = n = 0. 

 Функции Φ1(z) и Ψ1(z), соответствующие неизвестным нормальным сме-
щениям вдоль трещины, ищутся в явном виде [13]: 

 
1

)()(
2
1)(1

L
dtztctgtgz
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,                                  (5) 

  
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        Здесь L1=[-l,-λ]+[λ,l]; функция g(x) характеризует производную раскрытия 
берегов трещины: 

 )0,()0,()(
2

1 xvxv
x

xg  






 , 

где μ – модуль сдвига стрингерной пластины. 
Комплексные потенциалы Φ2(z) и Ψ2(z) будем искать [13] в следующем ви-

де: 








 


0

)2(22
2202 )!12(

)()(
k

kk
k k

zz 


  
,
                             

(6) 



Строительная механика инженерных конструкций и сооружений, 2014, № 5 

37 
 















 





0

)2(22
22

0

)2(22
222 )!12(

)(
)!12(

)()(
k

kk
k

k

kk
k k

zS
k

zz 



 , 

где    
2

2
2

3
1sin)( 





















 










 zz ;   














mmm

m

m PP
z

Pz
PzS 12

)(
)( 22 . 

Так как выполняются условия периодичности, краевые условия, из которых 
определяются неизвестные коэффициенты α2k и β2k, вырождаются в одно функ-
циональное уравнение на контуре τ = |λ|. Из условий симметрии относительно 
координатных осей находим 

0Im 22 k ,   0Im 22 k     (k=0,1,2,…).  
Из условия постоянства главного вектора сил, действующих на дугу, соеди-
няющую две конгруэнтные точки в области, занятой средой, имеем 

24

2
2

2

0


  . 

Граничное условие (3) представим в виде: 

  )()()()( )()()()( 2121
2

2222   iiffe i  ,    (7) 
где 

   ieiff 2
000021  )()()()()()(  , 

   iei 2
111121  )()()()()()(  . 

Чтобы построить уравнения относительно коэффициентов α2k и β2k, функ-
ции Φ2(z) и Ψ2(z) разлагаются в ряды Лорана в окрестности точки z = 0. Под-
ставляя в (6) вместо функций Φ2(z), )(2 z , )(2 z  и Ψ2(z) их разложения в ряды 
Лорана, а вместо функций )()( 21  iff   и )()( 21  i  их разложения в ряды 
Фурье на контуре    и сравнивая коэффициенты при одинаковых степенях 
eiθ, получаем две бесконечные системы алгебраических уравнений относитель-
но коэффициентов α2k и β2k : 
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Потребовав, чтобы функции (4)-(6) удовлетворяли краевому условию (3) на 
берегах трещин в концевых зонах, после ряда преобразований получим сингу-
лярное интегральное уравнение относительно функции g(x):  
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,

 

                          (9) 

где                            )()()()()( xxxxxxH   , 

)()()( 20 xxx  ,    )()()( 20 xxx  . 
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Функции (4) и сингулярное интегральное уравнение (9) содержат неизвест-
ные величины сосредоточенных сил Fmn. Для их определения используем закон 
Гука и метод «склеивания» двух асимптотик искомого решения. Согласно зако-
ну Гука величина сосредоточенной силы Fmn, действующей на каждую точку 
крепления со стороны стрингера, равна 

nm
ss

mn v
ny

AEF ,
02

      (m,n=1,2,…), 

где Es – модуль Юнга материала стрингера; As – площадь поперечного сечения 
стрингера; 2y0n – расстояние между точками крепления; Δvm,n – относительное 
смещение рассматриваемых точек крепления, равное удлинению соответст-
вующего участка стрингера.  

Примем что, относительное упругое смещение точек z = mL+i(y0n-a0) и z = 
mL-i(y0n-a0), где a0 – радиус точек крепления (площадки сцепления),  равно от-
носительному смещению точек крепления Δvm,n. Это дополнительное условие 
совместности перемещений позволяет найти решение поставленной задачи. С 
помощью комплексных потенциалов и формулы Колосова-Мусхелишвили для 
перемещений находим относительное смещение Δvm,n : 
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Зная относительное смещение Δvm,n, искомые величины сосредоточенных 
сил определяем из системы 

rp
ss

pr v
ry

AEF ,
02

      (p,r=1,2,…),                              (10) 

которая вследствие периодичности задачи вырождается в одну бесконечную 
алгебраическую систему. 

Алгебраические системы (8), сингулярное интегральное уравнение (9) и 
уравнение (10) связаны и должны решаться совместно. Из их решения с учетом 
ограниченности напряжений в пластине находятся искомая функция g(x), вели-
чины сосредоточенных сил Fmn и длина концевой зоны трещин. 

Численное решение и анализ результатов. Сингулярное интегральное 
уравнение (9) с помощью разложений функций  
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в основной полосе периодов можно привести к виду: 
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После замены переменных и некоторых преобразований, с учетом того, что 
функция g(x) нечетная, интегральное уравнение (11) можно привести к стан-
дартному виду на отрезке [-1,1]. Для построения решения сингулярного инте-
грального уравнения (11) используется метод прямого решения таких уравне-
ний [14, 15].  

Сингулярное интегральное уравнение (11), кроме особенности в ядре Ко-
ши, имеет также неподвижную особенность в точке выхода трещины на по-
верхность кругового отверстия. Функция g(x) имеет в таких точках x=±λ осо-
бенность, отличающуюся от корневой. Характер этой особенности можно уста-

новить из анализа интегрального уравнения (11) [16]. Интеграл 
l

dttg


)( , в от-

личие от случая внутренней трещины, равен постоянной отличной от нуля, ко-
торая выражается через раскрытие трещины на поверхности кругового отвер-
стия и должна быть определена после решения сингулярного интегрального 
уравнения (11). 

Для численного решения сингулярного интегрального уравнения (11) ис-
пользуется упрощенный численный метод [14, 15, 17, 18], использование мето-
да основанного на базе квадратурной формулы Гаусса-Якоби для решения син-
гулярного интегрального уравнения (11) не оправдывает себя, так как из-за 
громоздкости выражений для функций, входящих в интегральное уравнение, 
установление истинной особенности функции )(g  на конце затруднительно. 
Представим решение в виде: 

2
0 1)()(   gg , 

где )(0 g  – неизвестная регулярная функция. С помощью квадратурных фор-
мул уравнение (11) можно свести к системе M+1 алгебраических уравнений  
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Здесь 
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r  (r = 1,2,…,M+1). 

Полученная алгебраическая система (12) обеспечивает удовлетворение допол-
нительного условия, при котором существует решение в классе всюду ограни-
ченных функций [16]. 

В правую часть системы (12) входят неизвестные значения напряжений в 
узловых точках, принадлежащих концевым зонам трещин. Для определения 
неизвестных напряжений в связях, возникающих на берегах концевых зон, ис-
пользуется условие (2). Его можно записать в виде: 
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1 xqqxCdxxg
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Требуя выполнения условий (13) в узловых точках, содержащихся в конце-
вой зоне трещины, получаем алгебраическую систему из M1 (M1 – число узло-
вых точек) уравнений: 

)())(,()( 111101  qqCgC  ,                                   (14) 
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Так как размер концевой зоны неизвестен, объединенная алгебраическая 
система (14) нелинейна даже при линейном деформировании межчастичных 
связей. Поэтому целесообразно применить обратный способ решения нелиней-
ной алгебраической системы, а именно принимаем размер концевой зоны за-
данным и находим соответствующий ему параметр нагружения 0 . Параметр 
нагружения входит в алгебраическую систему линейным образом. В случае не-
линейного деформирования связей используем итерационный алгоритм, подоб-
ный методу упругих решений [19]. При этом принимается, что закон деформи-
рования связей является линейным при 

  vvv , где v  – характеристика 
материала пластины. Вначале решается система уравнений для линейно-
упругих связей. Если на части концевой зоны трещины справедливо условие 


  vvv > , выполняются последующие итерации.  

Система уравнений решается в каждом приближении для квазиупругих 
связей с эффективной податливостью, переменной вдоль берегов концевой зо-
ны трещины и зависящей от полученной на предыдущей итерации величины 
усилий в связях. Эффективная податливость находится подобно секущему мо-
дулю в методе переменных параметров упругости [20]. Как только найденные 
на двух последовательных итерациях усилия будут достаточно близки, процесс 
последовательных приближений останавливается. Нелинейная часть кривой 
деформирования представлялась в форме билинейной зависимости [21], восхо-
дящий участок которой соответствует деформированию связей с их максималь-
ным натяжением )<0( 

  vvv . В случае 
  vvv >  закон деформирова-

ния связей описывается нелинейной зависимостью, определяемой точками 
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),(  v  и ),( ccr  . При  c  имеется возрастающая линейная зависимость 
(линейное упрочнение, соответствующее упругопластической деформации свя-
зей). 

Для определения предельно равновесного состояния трещины, при котором 
происходит ее рост, используется условие:  

crvv   , 
где δcr – предельная вытяжка связи. 
        Находим смещение v(x,0) на берегах концевой зоны: 
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        Раскрытие берегов трещин при x=l1 будет определяться выражением: 
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        Предельная нагрузка, при которой происходит рост трещины, определяется 
из условия: 

crlqlqlC )())(,( 111 .                                          (15) 

При проведенных расчетах было принято M = 40. Число точек крепления 
и стрингеров принималось равным семи. Пластина считалась выполненной из 
сплава В95 (Е=7,1·104 МПа), а стрингеры из композита алюминий-сталь (Vf – 
40%, ЕS=11,5·104 МПа). На рис. 2 показаны зависимости безразмерной длины 
концевой зоны (l-l1)/2L от безразмерной нагрузки σ0/σs для следующих значений 
свободных параметров ν=0,3; As/y0h = 1; r/L = 0,01; y0/L = 0,25; l/L = 0,75; λ =0,3 
(кривая 1), λ = 0,4 (кривая 2), λ = 0,5 (кривая 3). На рис. 3 показаны зависимо-
сти безразмерной предельной нагрузки σ*=σ0/σs от безразмерной длины трещи-
ны l* = 8σsl/πEδc (диаграмма остаточной прочности) для следующих значений 
свободных параметров ν = 0,3; r/L = 0,01; λ = 0,4; y0/L = 0,15 (кривая 1), 0,25 
(кривая 2); 0,5 (кривая 3). 

 
Рис. 2. Зависимости безразмерной длины концевой зоны (l-l1)/2L от безразмерной на-

грузки σ0/σs для значений свободных параметров ν = 0,3; As/y0h = 1; r/L = 0,01;  
y0/L = 0,25; l/L= 0,75; λ = 0,3 (кривая 1), λ = 0,4 (кривая 2), λ = 0,5 (кривая 3). 
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Рис. 3. Зависимости безразмерной предельной нагрузки σ* = σ0/σs от безразмер-

ной длины трещины l* = 8σsl/πEδc для свободных параметров ν = 0,3; r/L = 0,01; λ = 0,4; 
y0/L = 0,15 (кривая 1); 0,25 (кривая 2); 0,5 (кривая 3). 

 
Как показывают расчеты, чем чаще расположены точки крепления, тем 

выше предельные разрушающие нагрузки. 
Исследование перфорированной стрингерной пластины, ослабленной пе-

риодической системой прямолинейных трещин, исходящих из контуров отвер-
стий, с помощью модели трещины с взаимодействующими берегами сводится к 
параметрическому анализу алгебраических систем (8), (9), (12), (15). 

Заключение. Модель трещины со связями между берегами дает возмож-
ность исследовать основные закономерности распределения усилий в концевых 
зонах, оценить повышение прочности перфорированной стрингерной пластины 
связанное с учетом взаимодействия берегов в концевых зонах, провести анализ 
предельно равновесного состояния трещины с помощью деформационного кри-
терия. Проведенный анализ позволил определить предельный размер концевых 
зон трещины, допустимую внешнюю нагрузку, зависимость остаточной проч-
ности перфорированной стрингерной пластины. Модель трещины с концевыми 
зонами, в которых берега трещины взаимодействуют, позволяет с единых пози-
ций рассматривать процесс разрушения, включая стадии зарождения дефекта 
типа трещины, формирования и роста трещины. 
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CRACKS WITH INTERFACIAL BONDS IN A PERFORATED STRINGER PLATE  

M.V. Mir-Salim-zade 
Institute of Mathematics and Mechanics of NAS of Azerbaijan, Baku, Azerbaijan 

An unlimited perforated plate, reinforced by a regular system of ribs is considered. Plate 
weakened by a periodic system of surface cracks. The model of a crack with end zones in 
which crack surfaces interact is used. The boundary value problem for the equilibrium of the 
periodic system of cracks is reduced to a singular integral equation. The condition of the limit 
equilibrium cracks is formulated taking account to the criterion of the limit traction of bonds. 

KEYWORDS: perforated reinforced plate, stringers, periodic system of cracks, cracks 
with interfacial bonds. 
 
 

 


