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Изложены основы метода решения статических задач геометрически нелинейного дефор-

мирования, устойчивости и закритического поведения тонких упругих неоднородных оболочек, 
имеющих сложную форму срединной поверхности, геометрические особенности по толщине, 
многослойную структуру материала и находятся в условиях термосилового нагружения. Подход 
основан на геометрически нелинейных соотношениях трехмерной теории термоупругости и исполь-
зовании моментной схемы конечных элементов. Дано численное обоснование метода. Выполнено 
сравнение решений с решениями других авторов и в программных комплексах ЛИРА и SCAD. 

КЛЮЧЕВЫЕ СЛОВА: геометрически нелинейное деформирование, устойчивость, тонкая 
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Введение. 
Современные тенденции развития строительной механики и практика проектиро-

вания тонкостенных оболочечных конструкций побуждают разрабатывать уточненные 
численные методы исследования нелинейного деформирования и устойчивости оболо-
чек различного типа. Реальные оболочечные конструкции для повышения надежности, 
снижения материалоемкости, по технологическим соображениям проектируются в виде 
неоднородных систем: гладкой и ступенчато-переменной толщины, с изломами, под-
крепленными ребрами и накладками, ослабленными отверстиями, выемками и канала-
ми, гранеными, многослойными. Температурные поля могут вызывать существенные 
деформации и влиять на форму и момент потери устойчивости. В работе с единых по-
зиций пространственной геометрически нелинейной теории термоупругости на основе 
метода конечных элементов (МКЭ) описываются метод и результаты исследований ста-
тических задач нелинейного деформирования, устойчивости и закритического поведе-
ния широкого класса тонких упругих неоднородных оболочек различной формы и 
структуры при действии силовых и температурных полей [4-12,32,50-55,61-64]. 

Проблеме устойчивости оболочек посвящено множество работ, в которых из-за 
сложности решения рассматриваемых задач приняты различные упрощения [1,14,17,19, 
22,24,25,31]. Вопросам термоустойчивости оболочек даже простых геометрических 
форм посвящено небольшое число работ [2,15,16,19,22,42,46]. Проблемам использова-
ния трехмерного подхода при исследовании оболочек посвящены монографии 
[20,28,37,47], публикации [29,34,36] и доклады на научных конференциях [33,38,39], 
количество которых в последнее время увеличивается. Нелинейное деформирование и 
потеря устойчивости неоднородных оболочек в трехмерной постановке рассматрива-
лись в ограниченном числе работ [9,36,37]. В МКЭ данный подход связывается с созда-
нием расчетных схем, основанных на использовании универсальных пространственных 
конечных элементов (КЭ) [13,29,36,37,39,52,61-64]. 

§1. Постановка задачи. 
1.1. Исходные положения и гипотезы. Рассматриваются статические задачи иссле-

дования напряженно-деформированного состояния (НДС), устойчивости и закритиче-
ского поведения широкого класса тонких неоднородных оболочек при действии внеш-
них силовых нагрузок и неравномерного объемного нагрева. НДС оболочки и состав-
ляющих ее конструктивных элементов на всех этапах нагружения как в докритической, 
так и в закритической областях рассматривается с позиций геометрически нелинейных 
соотношений пространственной теории термоупругости с учетом всех нелинейных чле-
нов, всех компонент тензоров деформаций и напряжений. Под неоднородностью обо-
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лочки понимается два вида ее особенностей: 1) геометрические особенности в виде не-
прерывно - и ступенчато-переменной толщины; 2) структурные неоднородности мате-
риала вдоль толщины и в плане в виде комбинации многослойных пакетов. Обшивка 
оболочки и подкрепляющие ее ребра могут состоять из произвольного числа слоев пе-
ременной толщины, соединенных между собой в единый пакет. Каждый слой материала 
может быть анизотропным и разным. Таким образом, тонкие переменной толщины много-
слойные оболочки сложной геометрической формы рассматриваются как трехмерные тела, 
которые могут быть подкреплены ребрами и накладками, ослаблены выемками, каналами и 
отверстиями, иметь изломы срединной поверхности (рис. 1). Соотношения, описывающие 
НДС оболочки, представляются в местной криволинейной ix  с базисом i

i xre 


  и 

глобальной декартовой 'ix  с базисом '
'

k
k xre 


  системе координат (рис. 2) [61,64]. 

              
Рис. 1                                                                         Рис. 2 

Исследование процессов нелинейного деформирования оболочек выполняется ша-
говым методом на основе общей лагранжевой постановки вариационной задачи в при-
ращениях, когда траектория векторов деформаций и напряжений строится на основе 
компонент приращений конечных деформаций и напряжений в базисе лагранжевой (от-
счетной) системы координат [61,64]. 

Особенности НДС тонкой неоднородной оболочки учтены двумя гипотезами. 
Применена неклассическая кинематическая гипотеза деформируемой прямой – прямая в 
направлении толщины, сокращаясь или удлиняясь, остается прямой и после деформи-
рования оболочки. Эта прямая не обязательно является нормалью к срединной поверх-
ности оболочки. В направлении толщины распределение перемещений принято линей-
ным, что является общепринятым в теории тонких оболочек [41]. Слои оболочки жест-
ко соединены между собой в монолитный пакет и деформируются совместно без про-
скальзывания и отрыва по поверхностям контакта, на которых выполняется условие 
равенства компонент вектора перемещений. Принятое допущение при определенных 
ограничениях на свойства материалов слоев дает достаточно точные результаты в зада-
чах устойчивости и колебаний тонких многослойных оболочек [13,45]. Гипотеза позво-
ляет выполнять в процессе деформирования стыковку пространственных КЭ без нару-
шения совместности по координатам и перемещениям, а также моделировать естест-
венным образом изломы в оболочке, наклоны стенок ребер, выемок и отверстий. 

В статической гипотезе напряжения обжатия 11

n
  волокон n -го слоя по толщине 

оболочки (вдоль оси x1) приняты постоянными 
0111 x

n
 .                                                           (1.1) 

Рассматривается установившийся температурный процесс, при котором темпера-
турное поле в объеме оболочки полагается известной и независимой от НДС функцией 
координат )( ixTT   [61,64]. Исходя из малой толщины оболочки, распределение тем-
пературы по толщине слоя принято линейным. Действие на оболочку силовых и темпе-
ратурных полей представляется как единый процесс нагружения, для описания которо-
го задаются зависимости между общим параметром нагрузки и параметрами силовых и 
температурных полей. Используется модель упругой нелинейно деформируемой сплош-
ной среды при больших перемещениях и малых деформациях, компоненты которых явля-
ются линейными функциями напряжений.  
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Материалы слоев оболочки рассматриваются как линейно-упругие, свойства которых 
отвечают обобщенному закону Дюамеля – Неймана [40] 

  ijTij
klkl

ijkl
kl

T
kl

ijkl
kl

e
ijklij TCCC  








 ;          (1.2) 

  jkikjkk
i

ikk
jij xuxuxuCxuC  ''''''

2
1

2
1

 ,        (1.3) 

где 
kl

e
  – тензор упругих деформаций, которые связаны с появлением внутренних на-

пряжений ij ; kl  – тензор конечных (полных) деформаций Коши – Грина; 
kl

T  – тен-
зор температурных деформаций, обусловленных изменением температуры тела на ве-
личину T по отношению к его начальной температуре 0T ; kl

ijklij C    – напряжения, 

зависящие от полных деформаций; TC kl
ijklijT    – напряжения, зависящие от темпера-

турных деформаций; ijklC  – компоненты тензора упругих постоянных; kl  – компоненты 

тензора коэффициентов термического расширения; ikk
i xxC  ''  – компоненты тензора 

преобразования координат; 'ku  – перемещения в декартовой системе координат. 
Моделирование анизотропных свойств неоднородного материала оболочки выпол-

няется с использованием в слоях изотропной, трансверсально-изотропной и ортотроп-
ной моделей материала [51,64]. 

1.2. Универсальный пространственный КЭ и его параметры. Для разработки ко-
нечноэлементной модели оболочки (КЭМО) применен эффективный подход – аппрок-
симация тонкой оболочки по толщине одним пространственным КЭ [13,20,28,36,37, 
39,48,52,61,64]. Особенности рассматриваемых конструктивных элементов неоднород-
ной оболочки определяют требования к универсальности КЭ: эксцентричное располо-
жение относительно срединой поверхности обшивки; возможность регулирования тол-
щины боковых ребер КЭ; выполнение условий непрерывности контакта боковых граней 
соседних КЭ; возможность моделирования изломов и многослойной структуры мате-
риала оболочки. 

     
а                                                                          б 

Рис. 3 
Универсальный КЭ (рис. 3, а) разработан на основе изопараметрического про-

странственного КЭ с полилинейными функциями формы для координат и перемещений 
[52,61,64]. Возможности модифицированного КЭ расширены за счет введения дополни-
тельных переменных параметров. Постоянные и переменные топологические, геомет-
рические и физико-механические параметры КЭ характеризуют его как трехмерный, 
который имеет 8 узлов, 6 граней и 12 ребер с заданными константами однородных ма-
териалов слоев, с сеточными ks , местными kx  и декартовыми 'ix  координатами узлов 
(рис. 3, а, б). 
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Формирование геометрии КЭМО выполняется в два этапа. На первом задаются де-
картовы координаты узлов на ограничивающих поверхностях КЭ обшивки (КЭО – шес-
тигранник ABCDEFGH , рис. 4). На втором этапе на участках ступенчато-переменной 
толщины координаты узлов КЭО изменяются вдоль оси x1 на координаты узлов моди-
фицированного КЭ (КЭМ – шестигранник HGFEDCBA ~~~~~~~~ ). Задача преобразования КЭО 
в КЭМ сводится к замене ребер КЭО ( AB , CD , EF , GH ) на ребра КЭМ ( BA ~~ , DC ~~ , 

FE ~~ , HG ~~ ) и смещения срединной поверхности КЭО вдоль оси 1x  на величину 

SS ~ . В 

результате получаем эксцентрично расположенный КЭМ ступенчато увеличенной тол-
щины (рис. 4, а) при моделировании участков оболочки с ребрами и накладками или 
ступенчато уменьшенной толщины (рис. 4, б) при моделировании участков оболочки с 
выемками и каналами. 

 
а                                                              б 

Рис. 4 
За счет варьирования величинами дополнительных переменных параметров моди-

фицированный пространственный КЭ приобрел свойства универсального КЭ, позво-
ляющего моделировать по единой методологии широкий класс неоднородных оболо-
чечных конструкций. Реализованная идея трансформации формы КЭО в форму КЭМ 
может быть примером для создания других типов универсальных КЭ на основе уже из-
вестных элементов. 

1.3. Моментная схема конечных элементов в задачах термоупругого деформирования 
неоднородных оболочек. В работе при получении разрешающих конечноэлементных соот-
ношений в форме метода перемещений использована разработанная и теоретически обос-
нованная А.С. Сахаровым моментная схема конечных элементов (МСКЭ) [37,49]. МСКЭ 
распространена на задачи геометрически нелинейного деформирования тонких много-
слойных оболочек ступенчато-переменной толщины при действии термосиловых нагру-
зок [8,9,11,32,55,61,64]. Согласованные с МСКЭ аппроксимации перемещений и дефор-
маций гарантируют правильный учет жестких смещений КЭ, что повышает сходимость 
и точность решений при редких сетках. 

Согласно МСКЭ функции полных деформаций (1.3) представлены в виде отрезка 
ряда Маклорена в окрестности центра КЭ. Деформации определены в пределах КЭ как 
линейные функции от xi. Удержаны только те члены ряда, которые при полилинейном 
законе для перемещений могут быть точно вычислены. 

Температурные деформации ij
T , которые зависят как от температуры, так и от 

свойств материала слоя, приняты в пределах КЭ как линейные функции координат x2, x3 
и ступенчато-линейные по координате x1 [9,11,61,64]. Они представлены в виде рядов 
Тейлора в окрестности центра n -го слоя КЭ. 

Напряжения представлены в виде линейных частей рядов Тейлора по местным ко-
ординатам xi в окрестности центра n-го слоя КЭ. 
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§2. Соотношения МКЭ в задачах геометрически нелинейного деформирова-
ния упругих неоднородных оболочек. 

2.1. СоотношенияМКЭ для тонких неоднородных оболочек. Процесс нелинейного 
деформирования оболочки рассматривается как последовательность равновесных со-
стояний на приращениях нагрузки. На текущем шаге нагружения предыстория НДС и 
геометрия оболочки предполагаются известными. Равновесное состояние КЭМО опре-
деляется на основе принципа возможных перемещений вариационным уравнением Ла-
гранжа 

  0
FE

FEFE AWП  ,                                                (2.1) 

где П  – потенциальная энергия деформирования КЭМО; FEW  и FEA  – работы внутрен-
них и внешних сил КЭ; 

FE
 – сумма по конечным элементам КЭМО. 

Виртуальная работа внутренних сил КЭ, учитывая (1.2), равняется: 

   ddW ij
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V

ij WWdd    .                      (2.2) 

Учитывая (2.2), представляем (2.1) как 

  0
FE

FEFE PWП  ;     FEFEFE

TWAP   .                        (2.3) 

Интегрирование (2.3) выполнено обычным для МКЭ образом. Из выражения для 
виртуальной работы внутренних сил от полных деформаций, зависящих от искомых 
узловых перемещений, получена матрица реакций КЭ. Из виртуальной работы внутрен-
них сил от температурных деформаций получена матрица эквивалентных температур-
ных нагрузок КЭ, которая добавляется к матрице силовых узловых нагрузок КЭ. 

Обычно для пространственного КЭ в качестве искомых неизвестных принимают 
декартовы перемещения узлов КЭ '

321

t
sssu . Для тонких оболочек более целесообразно в 

качестве разрешающих функций принимать совокупность перемещений узловых точек 
на срединной поверхности '

32

t
ss  и разности узловых перемещений на ограничивающих 

поверхностях КЭ '
32

t
ss  

2

'
1

'
1' 321321

32

t
sss

t
ssst

ss
uu  

 ;     '
1

'
1

'
32132132

t
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Замена (2.4) трактуется, как переход от восьмиузлового пространственного КЭ с 3-
мя узловыми перемещениями к четырехузловому оболочечному КЭ с 6-ю обобщенны-
ми перемещениями узлов, которые отнесены к срединной поверхности КЭ. Применен-
ная тройная линейная аппроксимация параметров НДС КЭ (функций перемещений, де-
формаций, напряжений) позволила выполнить интегрирование в (2.2) аналитически и 
получить в явном виде матрицы реакций, жесткости, геометрической жесткости и экви-
валентных температурных нагрузок, что значительно уменьшило трудоемкость их вы-
числения. Полученные для пространственного КЭ соотношения являются универсаль-
ными, так как они инвариантны по отношению к узловым координатам и перемещени-
ям, количеству слоев и техническим постоянным материалов слоев КЭ. Характеристики 
КЭ и связанные с ними дополнительные параметры определенным образом входят в эти 
соотношения. Это дало возможность применять соотношения МКЭ для всех рассмот-
ренных конструктивных элементов неоднородной оболочки при формировании разре-
шающей системы геометрически нелинейных уравнений. 

Шаговые итерационные алгоритмы решения систем нелинейных уравнений МКЭ осно-
вываются на процедурах многократного решения линеаризованных систем уравнений 
[23,37,54]. Линеаризация нелинейных уравнений МКЭ позволила получить в аналитическом 
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виде матрицу жесткости и матрицу геометрической жесткости для разработанного простран-
ственного КЭ. Добавление к матрице жесткости матрицы геометрической жесткости позво-
лило более точно предусмотреть в итерационной процедуре начальные приближения и при-
вело к уменьшению почти в два раза числа итераций на шаге нагружения. При этом появи-
лась возможность увеличения размера шага. 

2.2. Корректировка соотношений МКЭ для модифицированного КЭ. Формирова-
ние системы разрешающих нелинейных уравнений КЭМО связано с объединением раз-
личных комбинаций КЭО и КЭМ в единый ансамбль элементов. При этом возникает 
проблема согласования для них узловых обобщенных перемещений, которые отнесены 
к различным срединным поверхностям КЭО и КЭМ. Эта проблема решается за счет 
определения зависимостей между обобщенными перемещениями КЭО и КЭМ и соот-
ветствующими коэффициентами матриц КЭО и КЭМ. 

В качестве единых неизвестных системы разрешающих нелинейных уравнений 
приняты обобщенные узловые перемещения срединной поверхности обшивки (поверх-
ности отсчета) КЭМО '

32

i
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i
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КЭО и КЭМ определяется как 
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где 
32ssb  – коэффициент изменения длины ребра КЭ, а 

32ssa  – отношение величины 
смещения ребра КЭ к его длине. Эти величины являются дополнительными параметра-
ми универсального КЭ. Зависимости (2.5) обеспечивают условие совместимости и не-
разрывности перемещений между всеми конечными элементами КЭМО на разных уча-
стках оболочки гладко-переменной и ступенчато-переменной толщины. 

§3. Алгоритм решения задач нелинейного деформирования, устойчивости и 
закритического поведения оболочек в процессах термосилового нагружения. 

3.1. Комбинированный алгоритм решения нелинейной задачи устойчивости. Про-
блеме построения эффективных алгоритмов решения задач нелинейного деформирова-
ния и устойчивости неоднородных оболочек посвящено ограниченное число работ 
[37,44,54,58,61,64]. Решение нелинейных задач устойчивости оболочек часто представ-
ляет собой процесс получения сложно прогнозируемых результатов. Они зависят от 
большого количества параметров системы, которые связаны с геометрией, граничными 
условиями, нагрузкой, материалами, наличием разнообразных конструктивных элемен-
тов. 

Главные требования, которые ставились к разрабатываемому алгоритму, были 
сформулированы следующим образом: универсальность и эффективность при решении 
широкого класса задач; автоматизированное управление процессом нелинейного расче-
та; автоматизированное прохождение диаграммы «нагрузка – прогиб» независимо от 
сложности ее формы; уменьшение трудоемкости решения задачи за счет самокорректи-
ровки параметров алгоритма; сбор статистической информации при прохождении диа-
граммы «нагрузка – прогиб» с последующим анализом и усовершенствованием алго-
ритма для отдельных классов оболочек; возможность реализации сложных процессов 
термосилового нагружения; наличие комплекса процедур обработки, визуализации и 
документирования входной информации и результатов решения нелинейной задачи. 

Решение задачи нелинейного деформирования, устойчивости и закритического 
поведения неоднородных оболочек выполняется комбинированным алгоритмом, в 
котором применены шаговый метод продолжения решения по параметру, модифи-
цированный итерационный метод Ньютона – Канторовича и разработанная методи-
ка автоматизированной корректировки параметров алгоритма [54,61,64]. Каждому 
шагу отвечает приращение (положительное или отрицательное) параметра внешних 
нагрузок P, который связан с параметрами силового Q и температурного T полей. 
Решение нелинейной задачи представляет собою установление связи параметра 
внешних нагрузок P с полем перемещений КЭМО U, которое определяется на каж-
дом шаге приращения нагрузки ΔP. Эта связь обычно представляется диаграммами 
«нагрузка-прогиб» («P – U») в характерных точках оболочки. 
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3.2. Самокорректировка параметров алгоритма. Для эффективной автоматизации 
алгоритма решения задачи потребовалась реализация таких процедур: выбор параметра 
продолжения решения; определение его рациональной величины; изменение знака парамет-
ра продолжения решения; определение приращения нагрузки по заданному приращению 
перемещения характерного узла; изменение точности решения системы нелинейных урав-
нений; изменение законов и режимов термосилового нагружения на текущем шаге; запись в 
файлы исходных данных и результатов расчета для дальнейшего документирования, анали-
за, обработки и визуализации. Опыт решения задач при действии силовых и температурных 
нагрузок показал, что для последних точность решения должна быть повышена на 4-5 по-
рядков. 

При построении алгоритма в качестве обобщенной принята диаграмма «P – U» в 
виде петли с точкой ветвления g  и особыми точками a , b , e , f  (рис. 5). В окрестно-
сти этих точек вырождается линеаризованная матрица разрешающих уравнений. Регу-
ляризация уравнений и прохождение особых точек достигается сменой в определенных 
алгоритмом точках 51 ss   параметров продолжения решения – P  на U  и наоборот. 
Для уменьшения компьютерного времени решения задачи определяются величины ра-
циональных шагов параметра спуска. 

В алгоритме решения задачи устойчивости определяются точки ветвления с воз-
можностью построения в их окрестности смежных форм деформирования. Для выявле-
ния точки ветвления применена качественная теория, согласно которой появление хотя 
бы одного отрицательного собственного числа линеаризованной матрицы жесткости 
КЭМО отвечает появлению новой равновесной формы оболочки. Определение смежной 
формы деформирования осуществляется за счет внесения в идеальную исходную форму 
оболочки соответствующего несовершенства, величина которого определяется пара-
метром  . При малых значениях   его влияние проявляется на кривой «P – U» в окре-
стности точки ветвления, которая может превратиться в критическую. 

Эффективность метода расчета суще-
ственно зависит от его реализации в виде 
программного комплекса (ПК). Можно от-
метить, что в известных ПК слабо разрабо-
таны алгоритмы исследования геометриче-
ски нелинейного деформирования, устой-
чивости и закритического поведения оболо-
чек [65,66]. Очевидно, это связано с тем, 
что решение этих задач из-за их сложности 
и возможной неоднозначности трудно реа-
лизовать в виде стандартной вычислитель-
ной процедуры для использования широким 
кругом пользователей. 

Разработанный ПК имеет научную ори-
ентацию и отвечает современным требовани-
ям к сервисным возможностям программных 
средств для представления исходной инфор-
мации, построения расчетных схем, обеспечения эффективной работы нелинейного алго-
ритма решения задачи, обработки, анализа и визуализации результатов расчета. 

Проблема задания координат узлов трехмерных КЭМО произвольной геометриче-
ской формы и регулярной топологической структуры решена за счет специально разра-
ботанного генератора сеток [3,59,61,64]. 

§4. Численное исследование сходимости и точности решений в задачах нели-
нейного деформирования и устойчивости. 

В развитии МКЭ большое значение имеют вопросы его теоретического обоснова-
ния [26,27,37,43,56]. Однако, одного теоретического обоснования схем МКЭ недоста-
точно для оценки их эффективности и области применения, поскольку асимптотические 
оценки точности решения не дают представления об их поведении при реальных, ред-
ких сетках. Не менее важной проблемой является численное исследование свойств КЭ, 

 
Рис. 5 



Строительная механика инженерных конструкций и сооружений, 2014, № 5 

 21

что достигается сравнением решений МКЭ с известными, полученными аналитически-
ми, численными или экспериментальными методами. 

Эффективность, точность и границы использования разработанной методики исследо-
вались на серии специально подобранных линейных и нелинейных тестовых задач 
[6,32,50,61,64]. Рассмотрим ряд характерных примеров. 

4.1. Исследование линейных решений. Результаты исследований точности решений, 
полученные для однородных и неоднородных стержней, балок, рам, колец, которые 
нагружались как трехмерные тела равномерными и неравномерными объемными тем-
пературными полями, показали быструю сходимость результатов уже при редких сет-
ках [6,64]. Полученные на стержневых конструкциях результаты и выявленные эффек-
ты термоупругого деформирования можно обобщить на тонкостенные конструкции, что 
подтверждается исследованиями на пластинах и оболочках. 

Далее на примере нагруженных равномерным давлением интенсивностью q  однород-
ных и слоистых квадратных пластин определены величины погрешностей и возможных 
пределов изменения упругих постоянных материалов. 

4.1.1. Изгиб однослойной защемленной по контуру квадратной пластины. Для 
защемленной по контуру однослойной изотропной пластины получена быстрая сходи-
мость величины прогиба центра по отношению к аналитическому решению [57]. Срав-
нение с результатами, которые получены в известных ПК (ЛИРА, SCAD, ФРОНТ, 
ANSYS, NASTRAN, COSMOS) и в работах других авторов, позволило сделать некото-
рое обобщение – сходимость решений для прямоугольных плоских КЭ выполняется 
«сверху», для пространственных КЭ – «снизу». Этот же эффект выявлен при исследова-
нии ортотропной пластины. Для двухслойной и трехслойной свободно опертых по кон-
туру пластин рассмотрена точность вычисления прогиба в ее центре [64]. Сравнение 
результатов выполнено с решениями, полученными в ПК SCAD, где использовался 
многослойный четырехугольный конечный элемент № 73 [66]. В ПК ЛИРА многослой-
ные КЭ отсутствуют [65]. 

4.1.2. Изгиб двухслойной свободно опертой по контуру квадратной пластины. 
Рассмотрена двухслойная пластина, нагруженной давлением интенсивностью 

06.0q  МПа. Проведено сравнение прогиба центра пластины с решениями, получен-
ными в ПК SCAD, по уточненной итерационно-аналитической теории [21], эксперимен-
тально-теоретическим методом [35] и с данными эксперимента [35] (табл. 1). Исходные 
данные: размер пластины в плане 3.0a  м; первый слой (сталь) – толщина 0.0003 м, 
модуль упругости 51003.2 E  МПа, коэффициентом Пуассона  =0.3; второй слой 
(бетон) – толщина 0.0258 м, 5100657.0 E  МПа,  =0.2. Расчетный фрагмент – чет-
верть пластины. Результаты расчета прогиба пластины w  в центре, выполненные по 
разным методикам, сравнивались с данными эксперимента. Решения по МСКЭ и ПК 
SCAD быстро сходяться. Расчеты по МСКЭ и по итерационно-аналитической теории 
сходятся к данным эксперимента сверху, а по ПК SCAD и экспериментально-
теоретическим методом – снизу. Ошибка для всех расчетов не превышает 10%. 

Данные результаты получены при отношении модулей упругости первого и второ-
го слоя 31, что следует принимать во внимание при решении вопроса об области воз-
можного применения методик. 

Таблица 1 
Сравнение прогиба центра свободно опертой двухслойной квадратной пластины 

Метод 
расчета 

МСКЭ, 
8 8КЭ 

SCAD, 
8 8КЭ 

Итерационно- 
аналитический  

[21] 

Эксперименталь-
но-теоретический 

[35] 

Эксперимент 
[35] 

210w ,м 0.0120 0.0109 0.0115 0.0102 0.0110 
 , % 9.10 -0.91 4.5 -7.3 0 

4.1.3. Изгиб трехслойной свободно опертой по контуру квадратной пластины 
Рассматривается трехслойная пластина [18], нагруженная давлением интенсивностью 

10.q   МПа. Исходные данные: размер пластины в плане 27680.a   м; первый и тре-
тий слои пластинки толщиной 0.001 м выполнены из изотропного материала 
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( 4108.6 E  МПа, модуль сдвига 410615.2 G  МПа, 30. ,); второй слой толщи-
ной 0.015 м выполнен из трансверсально-изотропного материала с модулями упругости, 
равными 41048.0   МПа, коэффициентами Пуассона – 0.3, модулем сдвига – 

410038.0   МПа. Расчетный фрагмент – четверть пластины. 
Таблица 2 

Сравнение прогиба центра свободно опертой трехслойной квадратной пластины 

Метод 
расчета 

МСКЭ, 
12 12 

КЭ 

МСКЭ, 
16 16 

КЭ 

SCAD, 
12 12 

КЭ 

SCAD, 
16 16 

КЭ 
Рейсснер Варвак Технич. 

теория 

310w , м 0.2354 0.2369 0.3469 0.3475 0.3160 0.3050 0.2160 
 , % -25.5 -25.0 9.78 9.97 0 -3.5 -31.6 

 
Прогиб пластины w  в центре, рассчитанный по МСКЭ, сравнивался с аналитиче-

скими решениями [18], полученными на основе: теории Рейсснера (гипотеза прямой), 
теории Варвака (гипотеза, учитывающая действие касательных напряжений на искаже-
ние сечения), технической теории (гипотеза прямой нормали), а также с расчетами в ПК 
SCAD (табл. 2). За эталонное решение принято решение, полученное по теории Рейс-
снера. Для МСКЭ и ПК SCAD увеличение сетки с 12 12 КЭ практически не улучшает 
результат – погрешность, соответственно, остается в пределах 25 и 10%. Отношение 
модулей упругости материалов слоев (несущего к заполнителю) составляет 14.2, а от-
ношение модулей сдвига – 68.8. Эти данные необходимо принять во внимание при ре-
шении вопроса об области возможного применения данных методик. 

Рассмотренные примеры указывают на ориентировочную границу применения 
разработанной методики, что отвечает известным положениям: при применении единой 
гипотезы прямой для всего многослойного пакета величины упругих констант материа-
лов слоев не должны отличаться более чем на один – два порядка. 

4.2. Исследование решений в геометрически нелинейных задачах устойчивости и за-
критического поведения. Приведены результаты исследования нелинейного деформиро-
вания, потери устойчивости и закритического поведения на примере ряда неоднородных 
изотропных оболочек. Точность решений в задачах устойчивости подтверждена сравни-
тельным анализом [15,17,19,30,31,60] с нелинейными решениями, полученными другими 
авторами и в программных комплексах ЛИРА, SCAD, где использовались плоский тре-
угольный КЭ №342 и плоский четырехугольный КЭ №344. При аппроксимации участков 
оболочки с ребрами, каналами и выемками, где КЭ эксцентрично стыкуются, использо-
вались «абсолютно жесткие вставки пластин» [65,68] и «абсолютно жесткие твердые 
тела» [44,66]. 

4.2.1. Квадратная в плане сферическая панель постоянной толщины. Панель 
шарнирно оперта вдоль контура и нагружена равномерным нормальным давлением ин-
тенсивностью q  [64]. Результаты исследований представлены на рис. 6 в безразмерных 

параметрах )( 44 Ehqaq  , huu '1'1  . Кривизна панели определяется параметром 

32)(2 2  hRaK , где: 1h  см – толщина, ha 60  – размер панели в плане, hR 225  

– радиус срединной поверхности, модуль упругости 6101.2 E  кг/см 2 , коэффициент 
Пуассона 3.0 . Расчетный фрагмент – четверть панели с сеткой 30 30 КЭ. Сравне-
ние выполнено с решением работ [30,60] по диаграммам “ q - '1u ” центра панели 
(рис. 6, а). Решение задачи в каждом ПК (ЛИРА и SCAD) выполнялось по трем своим 
нелинейным алгоритмам. В ПК ЛИРА получено хорошее совпадение по величине в

крq : 
два варианта метода последовательных нагружений (ПН) дали расхождение меньше 3%, 
метод Ньютона-Рафсона (Н-Р) дал расхождение в -1,8%. В ПК SCAD эта проблема ре-
шалась методами Ньютона-Канторовича (Н-К) и Ньютона-Рафсона с расхождением в -
4,9%. Расхождение с решением по МСКЭ составило -3,15%. Во всех решениях равно-
весные формы деформированных панелей в докритической и в закритической областях 
имеют простой вид и хорошо совпадают между собой (рис. 6, б). 
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а                                                         б 

Рис. 6 
4.2.2. Оболочки линейно-переменной толщины. С целью поиска рациональных 

законов распределения материала в объеме конструкции исследовалось влияние на ус-
тойчивость пологих сферических панелей линейного изменения толщины по меридиану 
[61,64]. Оболочка вращения защемлена вдоль контура и нагружена равномерным нор-
мальным давлением интенсивностью q  (рис. 7, а). Приняты следующие исходные дан-
ные: стрела подъема 05.0H м, радиус срединной поверхности 10.025R м, радиус 
опорного контура 1a м, “базовая” толщина 01.0* h м, 4106.19 E МПа, 3.0 . 

 
 

 
  

а б в 
Рис. 7 

Закон линейного распределения толщины вдоль меридиана панели был представ-
лен в общем виде через толщину панели в центре 0=rh  и на контуре 1=rh : 

rhhhrh rrr )(=)( 010   , где arr  . 
Рассмотрено три закона линейного распределения толщины )(rh  по меридиану 

(рис. 7, б, в; тип переменной толщины обозначен соответствующим значком): 
1)  rbhrh o )1(1)( *  ;    2)  )1()1(1)( * rbhrh a  ;    3) Vbhrh *)(  , 

где 01  rro hhb , 10  rra hhb , *hhb VV   – параметры, характеризующие степень 
линейной изменяемости толщины. Толщина панели Vh  определялась по формуле: 

)2( HRVhV  , где V  - объем панели. Значению 1 Vao bbb  соответствует панель 

постоянной “базовой” толщины *h . 
Исследована устойчивость оболочек одинаковых объемов V  для ряда параметров 

ob , ab , Vb . Решения, полученные по МСКЭ [61,64], сравнены c решениями ПК ЛИРА и 
SCAD. Результаты исследований представлены с помощью безразмерных параметров: 

)( 44  hEqaq ,  huu '1'1 , *)()( hrhrh  . Для всех диаграмм “ uq  ” (рис. 8) на-
блюдается хорошее совпадение решений как в докритический области, так и в районе 
верхней критической точки. 

4.2.3. Граненые панели ступенчато-переменной толщины. Рассматриваются 
граненые оболочки, образованные из рассмотренных выше гладких сферических пане-
лей линейно-переменной толщины [61,64]. Срединная поверхность сферической обо-
лочки вращения заменена вписанной в нее граненой с 16 плоскими гранями ( 44  для 
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Рис. 8 
четверти оболочки, рис. 9, а). Линейно-переменная толщина  rh  заменена близкой 

ступенчато-переменной толщиной ih  (рис. 9, б) согласно сортаменту стального листо-
вого проката [67] при допустимой в инженерных расчетах разности объемов этих типов 
оболочек  
(-4,3 +0,2%). 

 
а 

 

 
 
 
 
б 

    

 
 

 

 
 
в 

Рис. 9 
Сравнение нелинейных решений, полученных по МСКЭ, с решениями ПК ЛИРА и 

SCAD проведено для рациональных оболочек [64], имеющих утолщение в центральной 
части. Сравнивались оболочки с параметрами толщины ob = 0.55, 1 и ab = 1, 2, 4 с со-
единением по срединным поверхностям граней (рис. 9, в). Для всех решений (рис. 10) 
наблюдается хорошее совпадение диаграмм “ uq  ” в докритический области. В точке 
ветвления для панелей с параметрами ob = 0.55 и ob = ab =1 расхождение по нагрузке 
составляет соответственно -0.18 и +1.98%, по прогибу центра панели – +1.01 и +3.5%. 
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Для панелей с параметрами ab = 2 и 4 получено хорошее совпадение по верхней крити-

ческой нагрузке в
крq  (расхождение находится в пределах -1.91 и 4.17%). Для оценки 

влияния граненности на рис. 10 пунктирной линией приведены решения, полученные 
по МСКЭ для гладких панелей линейно-переменной толщины. 

 

  
Рис. 10 

4.2.4. Ребристые квадратные в плане сферические панели. Исследование ус-
тойчивости оболочек, подкрепленных ребрами [61,64], представлено примером неполо-
гой квадратной в плане сферической панели ( 64K , ha 120 , hR 450 ) шарнирно 
опертой по контуру при действии равномерного нормального давления (рис. 11, 12). 
Рассмотрено два варианта подкрепления оболочки ребрами, расположенными со сторо-
ны вогнутости (высотой hhp 3  и шириной hbp 2 ): парой центральных перекрест-
ных ребер (при сетке 21 21 КЭ) и четырьмя парами равномерно расположенных пере-
крестных ребер (при сетке 22 22 КЭ). 

 

  
а б 

Рис. 11 

 

 

 
 

 

а б 
Рис. 12 
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Решения, полученные с помощью МСКЭ и ПК ЛИРА, сравнены с результатами 
работ [30,60]. Анализировались диаграммы «нагрузка – прогиб»: в первом варианте в 
точках “o” (рис. 11,а) и “b” (рис. 11,б), а во втором - в центре пластины (рис. 12, а). Для 
сравнения штрихпунктирной линией приведены решения для гладкой панели (hp = 0). В 
первом варианте диаграммы МСКЭ и ПК ЛИРА полностью совпадают в докритической 
области и в момент потери устойчивости (рис. 11). Расхождение по величине в

крq : меж-
ду [30,60] и МСКЭ не превышает 0.5%; между МСКЭ и ПК ЛИРА - 1.1%. 

Во втором варианте, для панели, подкрепленной восемью ребрами, на всех участ-
ках диаграммы наблюдается хорошее совпадение решений. По величине в

крq  расхожде-
ние между решениями работ [30,60] и МСКЭ составляет –3.8%, между решениями 
МСКЭ и ПК ЛИРА – 7.7%. Формы деформирования в докритической (1) и закритиче-
ской (2) областях - однотипны (рис. 12, б). 

4.2.5. Квадратные в плане сферические панели с каналами и выемками. Ис-
следование устойчивости оболочек ослабленных каналами и выемками выполнено на 
примере описанной выше квадратной в плане пологой сферической панели с кривизной 

32K  [61,64]. Рассмотрена оболочка с двумя вариантами несквозных ослаблений: 
1) четыре перекрестные каналы шириной hbk 2  и глубиной hhk 3.0 ; 2) четыре 
квадратные выемки шириной hbk 6  и глубиной hhk 7.0 . Выполнено сравнение трех 
способов эксцентричного расположения каналов и выемок относительно срединной 
поверхности обшивки оболочки (рис. 13). Расположению их на обшивке отвечают соот-
ветствующие значки. Расчётный фрагмент – четверть панели с сеткой 30 30 КЭ. 

 

   
а б в 

   
г д е 

Рис. 13 
4.2.6. Оболочки при совместном действии силового и температурного полей. 

Исследование нелинейных решений при совместном действии на оболочку температур-
ных и силовых нагрузок выполнено на примерах осесимметричной конической панели 
и квадратной в плане сферической панели с отверстием [64]. В расчетах по МСКЭ и в 
ПК ЛИРА принято, что действие на конструкцию термосиловой нагрузки происходит в 
два этапа. На первом этапе оболочка постепенно нагревается равномерным температур-
ным полем, параметр которого t  возрастает от C0  до CT ; на втором – догружается 
равномерным нормальным давлением. 
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4.2.6.1. Осесимметричная коническая панель. Рассмотрена защемленная по контуру 
пологая коническая панель (рис. 14) с радиусом опорного контура ha 100  и стрелой 
подъема hH 3 . На первом этапе нагружения оболочка нагревается до C20T  [31]. 
Исходные данные: h = 0.01 м, 4106.19 E  МПа, 3.0 , коэффициент термического 
расширения 1410125.0  град . Результаты исследований представлены с использова-

нием безразмерных параметров hHk  , 2)( hatt  . 
Расчетная модель – половина панели с сеткой 
20 40 КЭ. Сравнены решения работы [31], МСКЭ и 
ПК ЛИРА. 

Для рассмотренных методик имеем хорошее сов-
падение диаграмм “ q - '1u ” (рис. 15, а) и форм де-
формирования (рис. 15, б) на всех этапах нагруже-

ния. В зоне верхней критической нагрузки наблюдается расхождение диаграмм относи-
тельно решения МСКЭ по величине в

крq : -10.8% для ПК ЛИРА и -3.6% для [31]. 

  
а б 

Рис. 15 
4.2.6.2. Квадратная в плане сферическая панель с отверстием. Рассмотрена поло-

гая шарнирно опертая по контуру панель ( 32K , ha 60 ), имеющая центральное 
квадратное отверстие шириной hbo 12 . Исходные данные: h = 0.01 м,  =  0.3, 

41059.20 E  МПа, , 141012.0  град . Расчетная модель – четверть панели с сет-
кой 30 30 КЭ. Рассмотрено влияние на потерю устойчивости оболочки трех вариантов 
предварительного нагрева на C20,0,20 T . 

На рис. 16, а проведено сравнение диаграмм “ q - '1u ”, полученных по МСКЭ, в ПК 
ЛИРА и в работе [30] для оболочек без отверстия ( ) и с отверстием ( ) при нагру-
жении их только давлением ( C0T ). Для панели без отверстия рассматривался про-
гиб в ее центре, для панели с отверстием - прогиб в точке A . Наблюдается хорошее 
совпадение решений МСКЭ и ПК ЛИРА в докритической области и в момент потери 
устойчивости: для величины в

крq  расхождение составляет соответственно -1.9 и 2.9%. 
Имеем расхождение диаграмм МСКЭ, ПК ЛИРА и [30] в зоне верхней критической на-
грузки, которое для МСКЭ и [30] составляет соответственно 3.3 и -9.9%. 

Для всех вариантов нагрева решения по МСКЭ и ПК ЛИРА хорошо совпадают по 
всей диаграмме “ q - '1u ” (рис. 16, б). Для величины в

крq  расхождение находится в пре-

делах 3.0 – 3.5 %, для прогиба панели в
крu 1  в точке A  - в пределах 0.3 – 4.1 %. После 

предварительного охлаждения до C20T  (рис. 17, а) и предварительного нагрева до 
C20T  (рис. 17, б) для обоих методик наблюдается полное совпадение форм де- 

 

 
Рис. 14 
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Рис. 16 
формирования, мало отличающиеся от исходной формы ( C0T , q = 0). Формы поте-
ри устойчивости также хорошо согласуются. Потеря устойчивости панели происходит с 
прищелкиванием ее центральной части (рис. 17, в). 

  

 
 
 

 

а б в 
Рис. 17 

Заключение. 
Разработан на базе метода конечных элементов метод исследования тонкостенных 

оболочечных конструкций, который основан на использовании для всех конструктив-
ных элементов неоднородной оболочки геометрически нелинейных соотношений про-
странственной теории термоупругости с учетом всех нелинейных членов, компонент 
тензоров деформаций и напряжений. Применена моментная схема конечных элементов, 
которая распространена на задачи нелинейного термоупругого деформирования тонких 
неоднородных оболочек. 

На базе универсального пространственного КЭ разработана единая расчетная мо-
дель, учитывающая многослойную структуру материала и геометрические особенности 
конструктивных элементов неоднородной оболочки: обшивку переменной толщины, 
ребра и накладки, выемки, каналы и отверстия, изломы срединной поверхности. 

Построен эффективный шаговый алгоритм решения задач нелинейного деформи-
рования, устойчивости и закритического поведения тонких неоднородных оболочек при 
действии термосиловых нагрузок. 

Для широкого класса неоднородных оболочек выполнено численное обоснование 
достоверности получаемых линейных и нелинейных решений путем исследования их 
сходимости и сравнения с результатами других авторов и программных комплексов 
ЛИРА, SCAD. 
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MODELING OF NONLINEAR DEFORMATION AND BUCKLING OF ELASTIC 
INHOMOGENEITIES SHELLS 

Bazhenov V. A., Solovei N.A., Krivenko O.P., Mishchenko O. A. 
Kyiv National University of Building and Architecture, Kyiv, Ukraine 

The paper outlines the fundamentals of the method of solving static problems of geome-
trically nonlinear deformation, buckling, and postbuckling behavior of thin thermoelastic in-
homogeneous shells with complex-shaped mid-surface, geometrical features throughout the 
thickness, and multilayer structure under complex thermomechanical loading. The method is 
based on the geometrically nonlinear equations of three-dimensional thermoelasticity and the 
moment finite-element scheme. The method is justified numerically. Comparing solutions 
with those obtained by other authors and by software LIRA and SCAD is conducted. 

KEY WORDS: geometrically nonlinear deformation, buckling, thin elastic inhomogene-
ous shell, thermomechanical load 


