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Вопросы теории пластичности 

РЕШЕНИЕ ПЛОСКОЙ ЗАДАЧИ ТЕОРИИ ПЛАСТИЧНОСТИ НА 

ОСНОВЕ МКЭ В СМЕШАННОЙ ФОРМУЛИРОВКЕ 
 

Н. А. ГУРЕЕВА, канд. техн. наук, 

Д.П. АРЬКОВ, аспирант 

Волгоградская государственная сельскохозяйственная академия, 

400002, Волгоград, Университетский пр., 26;  

       В рамках плоской задачи теории упругости для решения проблемы учета смещения 

конечного элемента как жесткого целого предлагается использование аппроксимаций 

перемещений и напряжений как величин векторных и тензорных полей. Разработан 

конечный элемент четырехугольной формы, узловыми неизвестными которого приня-

ты перемещения и напряжения. Для формирования матрицы деформирования конечно-

го элемента использован смешанный функционал Рейснера. 

       КЛЮЧЕВЫЕ СЛОВА: аппроксимация, векторное поле, тензорное поле, смешанная 

формулировка, вариационный принцип. 
 

1. Основные соотношения теории пластичности на шаге нагружения. В 

плоской задаче искомые перемещения u  и w являются функциями только двух 

переменных x и z. В теле возникает плоская деформация, если перемещения бу-

дут происходить только параллельно плоскости xoz 

u = u(x, z); w = (x, z); v = 0.                                                (1) 

Если в нагруженном теле функциями координат являются напряжения 

σxx = σxx(x, z); σzz = σzz(x, z); σxz = σxz(x, z); σyy = σzy =  σxy = 0,                    (2) 

то  тело находится в условиях плоского напряженного состояния. 

Указанные типы задач в настоящей работе решаются на основе деформа-

ционной теории пластичности при реализации шагового нагружения. 

1.1 Основные соотношения деформационной  теории пластичности при 

плоской деформации. Гипотеза о пропорциональности компонентов девиаторов   

деформаций и напряжений записывается в виде [1] 
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где εxx , εzz – линейные деформации; γxz – деформация сдвига; σxx, σzz, σxz – нор-

мальные и касательные напряжения 

  3/zzyyxxс    – среднее нормальное напряжение; 
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 xzzzxxzzyyxx  – интенсивность деформаций. 

 Зависимость между средним напряжением и средней деформацией прини-

мается в виде [1] 
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где E – модуль упругости материала; µ– коэффициент  поперечной деформации. 

(3) 
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С  учѐтом (4) напряжения (3) представляются в виде  
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Зависимость между приращением напряжений и приращениями деформа-

ций на шаге нагружения представим в таком общем виде 
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При вычислении производных (6) принято во внимание соотношение 
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где  Ek, Ec  – касательный и секущий модули диаграммы деформирования. 

Соотношения (6) можно представить в матричном виде 

            
1
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где   xzzzxx

T
    – вектор–строка приращений деформаций; 

   xzzzxx

T
   – вектор–строка приращений напряжений,  

 ПC   – матрица упруго – пластической жѐсткости материала при плоской де-

формации. 

1.2. Соотношения деформационной теории пластичности при плоском на-

пряжѐнном состоянии. В этом случае среднее напряжение и средняя деформа-

ция имеет вид 
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С учѐтом (4), (9) соотношения (3) запишутся выражениями 
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       Приращения деформаций на шаге нагружения через приращения напряже-

ний представим зависимостями 
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При вычислении производных принято во внимание соотношение 
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Приращения деформаций (11) можно представить в матричном виде 

           

1
;


 ПП CC ,                                           (13) 

где   ПC  – матрица упруго–пластических податливости материала при плоском 

напряжѐнном состоянии. 

2. Матрица деформирования конечного элемента на (j + 1)– ом шаге нагру-

жения. Равенство возможных и действительных работ внешних и внутренних 

сил может быть записано в виде функционала Лагранжа [2] 
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где    xzzzxx

T
  – вектор строка напряжений, полученных в результате j 

шагов нагружения;    wuv
T

   – вектор-строка приращений перемещений;  

   zx

T
qqq  – вектор-строка полных нагрузок за j шагов нагружения; 

   zx

T
qqq    – вектор-строка приращений на (j + 1)–ом шаге нагружения. 

Представим удельную потенциальную энергию в (14) разностью полной и 

удельной дополнительной энергии 
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где      1


ПП CC  – при плоской деформации;    ПП CC   – при плоском на-

пряженном состоянии. 

С учѐтом (15) функционал (14) запишется в виде 
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В работе [3] был разработан конечный элемент в смешанной формулировке 

в виде произвольного четырѐхугольника для исследования плоского напряжѐн-

ного состояния в упругой постановке. Следуя [3], используем для аппроксима-

ции приращений перемещений и приращений напряжений внутренней точки 

конечного элемента билинейные функции формы  

         
11212313188212

;
x

y
xxx

y
xx

SvAv   ,                                    (17) 

где    lkjilkji

x

T

y wwwwuuuuv  
81

 - вектор – строка приращений уз-

ловых неизвестных перемещений;    l
xz

i
zz

l
xx

k
xx

j
xx

i
xx

x

T

y  ...
121

 – 

вектор-строка приращений узловых напряжений;  
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 T

x41

 – строка билинейных полиномов. Приращения деформаций через прира-

щения узловых перемещений определяется матричным соотношением [3] 
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С  учѐтом (17), (18) равенство (14) примет вид 
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Минимизируя функционал (19) по узловым неизвестным  Ty и  Tyv , 

получим систему уравнений 
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Систему (20) представим в конечно-элементной формулировке 
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k  – матрица деформирования конечного элемента; 

      T

y

TT

y vz   – вектор узловых неизвестных конечного элемента; 

         TT

q

TT

y Rff   0  – вектор узловых нагрузок. 

Матрица деформирования всей конструкции формируется с применением 

традиционной процедуры МКЭ [2]. 

3. Пример расчёта. Рассмотрено напряженно–деформированное состояние 

заделанной по концам пластинки, загруженной распределенной линейной на-

грузкой в середине пролѐта пластинки рис.1.  

Были приняты следующие исходные данные: l = 40см, Р = 58,43дан/см, вы-

сота поперечного сечения пластинки h = 1см, упруго–пластические свойства 

материала пластинки описываются диаграммой деформирования с нелинейным 

упрочнением. 

Предел текучести σiT = 2000дан/см
2
, εiT = 0,00203918 – деформация соответ-

ствующая пределу текучести. Нелинейное упрочнение описывалось зависимо-

стью σi = aεi
2 
+ bεi

2 
+ c.   

На рис.  2 показана диаграмма деформирования материала пластинки,  где 

а = 789018,28611; b =86782,099383; c = 1819,7547393. Ввиду симметрии пла-

стинки рассматривалась еѐ половина, которая разбивалась по толщине на 10 

равных промежутков и на 41 часть вдоль оси пластинки.  

На рис. 3 по толщине центрального сечения пластинки показана эпюра 

нормальных напряжений  σхх. Как видно, в самых удаленных волокнах проявля-

ется значительная нелинейность.  

Полученные значения напряжений незначительно отличались от результа-

тов при дискретизации пластинки на 6 элементов по толщине и на 21 часть по 
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длине. Уравнение статики: сумма проекций внутренних сил на ось пластинки 

равна нулю выполняется с точностью Δ = 0,64%.Уравнение статики: сумма мо-

ментов внутренних сил равна моменту внешних сил в центральном сечении 

пластинки выполняется с точностью до 0,51%.  

Изложенный алгоритм вполне приемлем для учѐта упруго – пластического 

материала в инженерных расчѐтах. 
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FLAT PROBLEM OF THEORY OF JUMP IN BASE METHOD  

OF FINAL ELEMENTS IN MIXED UNDERSTANDING IN  

ACCOUNT PHYSICAL NONLINEARITY 

N.A. Gureeva, D.P. Ar’kov  

For the calculation of developments in conditions of flat problem of theory of jump is de-

signed matrix an deforming tetragonal end element on the count of physical material uneven 

line in base deformation theories of plasticity.  

On the measure that as a node unknown finite element were taken incriminations of dis-

placing and incriminations of voltages. Incriminations of voltages and moving an internal spot 

of end element were approximated through node values of sought values by correlations of 

two linear sought values. 

KEYWORDS: algorithm, finite element, displacement, voltages, functional. 


