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В статье излагается вариационный метод определения напряженно- деформи-

рованного состояния стержневых железобетонных конструкций, усиливаемых под 
нагрузкой. Представленный метод позволяет учитывать возникающие при усилении 
изменения размеров поперечного сечения конструкции, наличие ремонтных напряже-
ний, наложение напряжений. Приводятся результаты расчетов, иллюстрирующие 
особенности напряженного состояния усиленной железобетонной конструкции.  

КЛЮЧЕВЫЕ СЛОВА: усиление конструкций, железобетонные конструкции, 
ремонтные напряжения, вариационный метод, упругопластические деформации. 

 
В настоящее время вопросам определения несущей способности усиливае-

мых под нагрузкой железобетонных конструкций посвящены работы ряда авто-
ров [1 – 7]. Теоретические разработки и практические методы по определению 
несущей способности усиливаемых статически определимых железобетонных 
конструкций рассмотрены в книге А.Я. Будина [1]. Способы расчета усиливае-
мых внецентренно сжатых железобетонных конструкций описаны в работе С.В. 
Бондаренко и Р.С. Санжаровского [2], где основное внимание уделено проблеме 
устойчивости сжатых элементов конструкций. Отдельные экспериментально-
теоретические исследования по разработке методики проектирования усиления 
железобетонных конструкций с изменением статической схемы приведены в [3, 
4]. Публикация [5] посвящена методу усиления конструкций предварительным 
напряжением. Различные вопросы усиления и деформирования нагруженных 
стальных конструкций рассмотрены в [6, 7]. Результаты конечно-элементного 
анализа нагруженной стальной балки, усиливаемой способом наращивания се-
чения, изложено в [6]. Методы усиления конструкции эксплуатируемых сталь-
ных железнодорожных мостов приведено в [7], где даны результаты расчетов 
3D модели конструкции усиливаемого моста методом конечных элементов.  

Как известно, часто стержневые железобетонные конструкции до и после 
усиления рассчитываются обычными методами строительной механики упру-
гих систем, а затем производится поэлементный расчет конструкций. Такой 
способ расчета не учитывает предыстории нагружения, особенности несущей 
способности и деформативности элементов конструкций, усиленных под на-
грузкой [2].  

В данной статье излагается метод расчета усиливаемых стержневых желе-
зобетонных конструкций с учетом напряжений действующих в период усиле-
ния. Рассматриваются стержневые конструкции, усиливаемые способом увели-
чения сечения элементов. Полагается, что в период усиления конструкция на-
ходится в напряженном состоянии, которое вызывается упругими деформация-
ми от ремонтных нагрузок. 
 Рассмотрим работу сжато – изогнутого железобетонного стержня усилен-
ного под нагрузкой (рис. 1,а). В период усиления элемент конструкции 1 нахо-
дится под воздействием ремонтных нагрузок и в его сечении действуют ре-
монтные напряжения р

x (рис. 1,б). После усиления, при нагружении конструк-
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ции дополнительными эксплуатационными силами, в сечениях усиленного эле-
мента возникают дополнительные напряжения  x   (рис. 1,в).  При возникно-
вении упругих деформаций значения  р

x  и x  складываются, т.е.  

xxx   ру  (рис. 1,г). 
        В случае возникновения упругопластических деформаций полагаем, что 
деформирование бетона описывается диаграммой Прандтля, а арматура элемен-
та 1 и элемента усиления 2 деформируются в упругой стадии. При увеличении 
эксплуатационных нагрузок напряжения в крайнем сжатом волокне основного 
элемента 1 усиленного сечения достигнут величины расчетного сопротивления 
бетона сжатию Rпр, затем в сечении возникает зона текучести (рис. 1, д). В этом 
случае, как известно, нельзя применить принцип суперпозиции и при определе-
нии у

x  необходимо учитывать перераспределение напряжений по сечению.  
 
 
 

 
 

 
 
 
 
 
 
 
Рис. 1. Схема усиленного железобетонного элемента (а) и эпюры нормальных напряже-
ний: б – при действии ремонтных нагрузок; в – при действии дополнительных нагрузок 

после усиления; г – эпюра результирующих напряжений при возникновении упругих 
деформаций; д – эпюра результирующих напряжений, при упругопластических  

деформациях. 
  Принимались основные допущения и соотношения теории стержней с уче-
том сдвигов [8].   
 Перемещения стержневой системы от воздействия ремонтных нагрузок 
определяется из следующего условия:  
                                                       0 WU  .                                                      (1) 
Здесь U  – вариация потенциальной энергии деформации стержневой систе-
мы; W вариация работы внешних сил. 

При определении напряженно-деформированного состояния исходной уп-
ругой стержневой системы, в случае действия ремонтных нагрузок полагается 
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где Cl  – длина стержней усиливаемой системы; рА – площадь поперечных се-

чений стержней до усиления; р
аA  – площади поперечных сечений арматуры 
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элементов конструкции до усиления; бE  и аE  – модули упругости соответст-
венно, бетона и арматуры; бG  – модуль сдвига бетона; р

3
р
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1

~,~,~ qqq ,  
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nnn FFF ,  р
3

р
2

р
1

~,~,~
kkk МММ  – распределенные нагрузки, сосредоточенные 

силы и моменты, действующие в период усиления (ремонта).  
 Перемещения 321

~,~,~ uuu , углы поворота 321
~,~,~  и деформации вычис-

ляются в локальной ортогональной системе координат xyz0 , с осью x0 , на-
правленной по касательной к продольной оси стержня. При этом используется 
методика, изложенная в [9]. 
 Деформации xzxyx ,,   определяются соотношениями 
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С использованием выражений (2), определяются перемещения стержней, 

Затем, подсчитываются деформации xzxyx ,,   и напряжения ррр
xzxyx ,,  , 

возникающие в конструкции при ремонте. 
После усиления при действии дополнительной эксплуатационной нагрузки 

допускается возникновение упругопластических деформаций в материале уси-
ливаемой конструкции.  

В тех точках стержня, где возникают упругие деформации, зависимость 
между напряжениями деформациями описывается законом Гука 

                        x
у
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у
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у
xz G  .       

       В точках сечения, где возникают пластические деформации, если эта точка 
находится в растянутой зоне, то рi Rу , где  у

i - интенсивность нормальных 
напряжений после усиления; рR  – расчетное сопротивление бетона растяже-
нию. В случае если точка, в котором возникают пластические деформации, на-
ходится в сжатой зоне сечения, то считается пр

у Ri  . Интенсивность нор-
мальных напряжений определяется по формуле 
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где у
xy , у

xz  - касательные напряжения, действующие в сечении усиленного 
элемента. Для определения перемещений элементов стержневой системы после 
усиления  используется вариационное уравнение Лагранжа в виде  

                                       0плупр  WUU  .                                            (4)                                                                       

Здесь упрU  - вариация потенциальной энергии деформации стержневой 

системы в зоне упругих деформаций; плU  - вариация потенциальной энергии  
в зоне пластических деформаций. Напряженно-деформированное состояние 
конструкции после усиления определяется с учетом действия эксплуатацион-
ных нагрузок и наличия ремонтных ррр ,, xzxyx   напряжений.  

Выражения упрU , плU  в этом случае записывается в виде 

   
р

упр

бббупр
A

xzxzxyxyxx
l

dAGGEU   



41 
 

  
р

ррр

A
xzxzxyxyxx dA  

р
а

р
а

p
а

A
xx

A
xx dldAdAE   

  
р
упр

ррр

A
xzxzxyxyxx dA

   dldAEdAGGE
A

xx
l А

xzxzxyxyxx   
ус
а

ус
упр

ус
аббб                (5)                  

   
р
упрпл

бббпл
A

xzxzxyxyxx
l

dAGGEU   

  
р
упр

ррр

A
xzxzxyxyxx dA                              

  dldAdAEdA
A

xx
A

xx
A

xzxzxyxyxx   

р
а

р
а

р
пл

р
а                           

    

пл
ус
упр

ббб
l A

xzxzxyxyxx dAGGE   

dldAEdA)(
A

xxxzxzxy
A

xyxx   

ус
a

ус
пл

a    

где      ;/;/;/ ууу KKK xzxzxyxyxx      т
у  /K i ;  упрl , плl  - длины 

зон упругих и упругопластических деформаций элементов стержневой системы; 
р
упрA , р

плA  - площади областей упругих и пластических деформаций поперечных 

сечений в зоне основного материала стержней; ус
упрA , ус

плA  - то же, в зоне ре-

монтного материала усиливаемых стержней;  
xzxyx  ,,  – нормальные и 

касательные напряжения, возникающие в зоне пластических деформаций. 
   Вариация работы внешних сил имеет вид 
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 где у
3

у
2

у
1 q~,q~,q~ – интенсивности внешних распределенных нагрузок, 

у
3

у
2

у
1 iii F~,F~,F~  – проекции сосредоточенных сил, у

3
у
2

у
1 kkk М~,М~,М~  – внешние со-

средоточенные моменты  относительно осей координат. 
Для вычисления интегралов, которые содержаться  в уравнениях (1) и (6), 

используется численное интегрирование с использованием формулы Гаусса. 
Интегрирование проводится по длине стержней и по площади их  поперечных 
сечений, согласно методике, описанное в [10]. 
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При определении размера области пластических деформаций в стержнях 
используется итерационный метод. На первой итерации деформации считаются 
упругими ( 0у

пл A ), а на последующих итерациях, в каждой точке интегриро-
вания )( , jj zy , находящихся в растянутой зоне сечения проверяется условие 

р
у Ri  , а в точках расположенных в сжатой зоне проверяется условие  

пр
у Ri  . При выполнении этих условий 0плA , а если данные условия не 

выполняются, то нужно находить плA . Итерационный процесс заканчивается 
при выполнении условия  

         %10011 nnn MMM , 

где  - заданная величина погрешности,  nM  и  1nM – наибольшие изгибаю-
щие моменты в сечениях элементов стержневой системы после усиления на )n(  
и )n( 1  итерации. 

Иллюстрацию расчетов по предлагаемой методике рассмотрим на примере 
расчета простой консольной железобетонной балки (рис. 2,а), поврежденной по 
всей длине. Балка имеет прямоугольную форму сечения с односторонним арми-
рованием (рис. 2, б). Размеры поперечного сечения балки до получения повреж-
дения были следующими: смb 30 ; смh 80 ; смa 7 ; растянутая арматура 

класса 111A ( МПаR 340а  , МПаE 5
а 102  ) с площадью поперечного сече-

ния 2
а cм4529,A  (6Ф25); бетон класса В20 ( ,1029 3

б МПаE   Rпр = 11,5 МПа, 
МПаR 85,0р ). После получения повреждения, высота сечения балки умень-

шилось до размера смh 60п  . В период усиления балка была восстановлена до 
первоначальных размеров. Восстановление балки проводилось при разных зна-
чениях уровня ремонтных нагрузок п

пр
р /~ FF , где  рF – ремонтная нагрузка, 

п
прF – предельная нагрузка для поврежденной балки ( кНF 5.192п

пр  ).  
 
  
 
 
 
 
 
 
 
 
По результатам расчетов в таблице 1 приведены максимальные изгибаю-

щие моменты уM , действующие в сечении элемента после усиления при раз-
ных значениях уровня ремонтных напряжений и площади области пластических 
деформаций. Для сравнения в данной таблице приведены изгибающие момен-
ты уM~ , полученные по методике [1]. Из сравнения этих результатов видно, что 
наибольшее расхождение составляет 2,4%.   

Также были выполнены расчеты по определению напряженно- деформиро-
ванного состояния усиливаемой балки при разных фиксированных значений 
зоны пластических деформаций. 

F  мl 2  

b  
a
 

пh  h  

а) б) 

Рис. 2. Расчетная схема (а) и сечение балки: (б) 
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                                                                                                             Таблица 1 
~  0,0 0,2 0,4 0,6 

кНмM ,у  571,5 537,0 502,0 464,0 

2
пл , мA  0,24 0,2144 0,1865 0,1684 

кНмM ,~ у  585,0 545,0 505,0 465,0 

        По результатам расчетов приведены графики зависимости  ~ / у
0

у fMM   
(рис. 3). Здесь у

0M – изгибающий момент в сечении балки, в случае ее усиления 
при отсутствии ремонтных напряжений. Необходимо отметит, что в расчетах 
при определении плA  учитывался размер пластических деформаций как в сжа-
той, так и в растянутой областей сечения. Из приведенных графиков видно, что 
с возрастанием уровня ремонтных напряжений изгибающий момент в сечении 
усиленной балки возрастает. При значении 2

пл 15,0 мA   возрастание уM вы-
ражено более значительно по сравнению со случаем, когда 2

пл м2,0A .  
В заключении отметим, что предложенный вариационный метод расчета 

усиливаемых нагруженных конструкций является более универсальным, по 
сравнению с методикой, изложенной в [1]. Данный метод позволяет определять 
напряженно-деформированное состояние сложных стержневых систем, элемен-
тами которых могут быт как прямолинейные, так и криволинейные стержни, 
учитывать возникающие при усилении изменения размеров поперечного сече-
ния конструкции, наличие ремонтных напряжений, наложение напряжений, 
обусловленных различными факторами. 
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ELASTIC AND PLASTIC DEFORMATION OF STRENGTHENED  

FERRO-CONCRETE CONSTRUCTIONS 
M.N.  Serazutdinov,  M.N. Ubaydul loyev  

Kazanskiy natsionalniy issledovatelskiy tehnologicheskiy universitet, Kazan  
The article presents the variational method for stress-strain state evaluation of ferro-

concrete beam structures strengthening under load. The presented method allows us to consid-
er the changes of cross sectional sizes, existence of repair stresses, tension imposing, resulting 
from the reinforcement of a structure. The calculation results illustrating features of tension of 
the strengthened ferro-concrete construction were given. 

KEY WORDS: strengthening of constructions, ferro-concrete constructions, repair stress, 
variational method, elastic-plastic deformations. 


