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        Рассматривается расчет пространственных неупругих составных стержней пе-
ременного сечения по длине с переменной жесткостью связей сдвига. В основу решения 
положена общая теория упругих пространственно работающих составных стержней 
А.Р. Ржаницына. Получено выражение для определения податливости составных 
стержней при кручении, учитывающее неупругую работу ветвей и связей на длине па-
нели стержня.  
        КЛЮЧЕВЫЕ СЛОВА: пространственные составные стержни, тонкостенные про-
фили, податливость на кручение, эквивалентные модули деформаций. 

 
Исследуются пространственные составные стержни переменного сечения 

по длине, включающие в себя ветви тонкостенного открытого профиля, имею-
щие криволинейное  или ломаное очертание контура. Ветви стержня соединены 
между собой по длине структурными связями, выполненными в виде соедини-
тельных решеток с большим числом панелей, образованных из раскосов и рас-
порок. Геометрическая неизменяемость узловых сечений стержня обеспечива-
ется постановкой поперечных диафрагм жесткости, в этих же сечениях прила-
гаются поперечные нагрузки. 

Для материала ветвей и связей составного стержня устанавливается произ-
вольная зависимость между деформациями и напряжением. Используется гипо-
теза о нелинейно-упругом материале, основанная на теореме, доказанной в [1], 
согласно которой при активной пластической деформации поведение упруго-
пластического тела неотличимо от поведения нелинейно-упругого тела. 

Пространственный изгиб и осевая деформация неупругого составного 
стержня исследуются с использованием основных положений общей теории 
пространственно работающих составных стержней, разработанной А.Р. Ржани-
цыным [2]. Крутящий же момент считается передающимся по длине панелей 
стержня за счет собственной крутильной жесткости ветвей и жесткости струк-
турных связей. 

Используется система дифференциальных уравнений, описывающая на-
пряженно - деформированное состояние упругого пространственно работающе-
го составного стержня  постоянного сечения по длине с упругоподатливыми 
связями сдвига, имеющими постоянную жесткость по длине стержня, и абсо-
лютно жесткими поперечными связями [2]. Эта система уравнений предназна-
чена для определения усилий в продольных связях сдвига   в  n   швах состав-
ного стержня. В данной работе осуществлена замена указанной системы диф-
ференциальных уравнений системой уравнений в конечных разностях  [3], в ко-
торую введены параметры, учитывающие физическую и геометрическую нели-
нейность решаемой задачи. Продольная ось составного стержня, включающего 
в себя  n  ветвей, делиться по длине на  m  равных частей с образованием участ-
ков между смежными сечениями j  и  (j + 1) длиной c. Контур поперечного j -го 
сечения  d-й  ветви длиной sdj делится на p, в общем случае, неравных частей с 
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расстоянием между смежными узлами разбиения    и  1  равным djs . При-
меняется метод шагового нагружения стрежней [4]. 

Во время кручения смежные основания пространственной панели состав-
ного стержня повернуться относительно друг друга. При действии единичного 
крутящего момента  11 rjM , приложенного в  j -м узловом поперечном сече-
нии пространственной панели, произойдет поворот этого сечения на угол   

)1(
1

k
rj  вокруг центра жесткости )1( k

jc  этого сечения на )1( k -м шаге нагруже-

ния. Под действием силы  )1( k
rjiF , приходящейся на  i -ю плоскую грань про-

странственной панели, произойдет смещение этой грани на величину  
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jir  - длина перпендикуляра, опущенного из точки  
)1( k

jc  на контур i -ой грани. С учетом сказанного, уравнение равновесия крутя-
щих моментов в  j -м сечении будет иметь вид 
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тящий момент по торцам i -й ветви пространственной панели составного 
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       В  (1)  и  (2) приняты следующие обозначения:  ji - угол наклона оси рас-

коса  к проекции оси стержня на плоскость i -й грани панели; )1( k
sjiE и  sjiA - мо-

дуль деформаций осевых волокон и площадь поперечного сечения раскоса i -й 

грани пространственной панели; ojil - длина пространственной панели; )1( k
jiC  и  

)1( k
tjiC  - жесткости, соответственно, при стесненном и чистом кручении i -й вет-

ви в j -м поперечном сечении составного стержня при )1( k -м шаге нагруже-
ния, определяемые из выражений   

                             ,)()(
1

)1()1()1(  


 
p

s
djdj

k
djdj

k
cdj

k
ji

dj

dssJsEC







                          (3) 

                             ,)()(
1

)1()1(  


 
p

s
djdjtdjdj

k
dj

k
tji

dj

dssJsGC







                               (4) 

где  )()1( sE k
cdj


 - линейная функция, аппроксимирующая функцию секущего мо-

дуля )1( k
cdjE   по его значениям в узловых точках    и  1  контура  djs  j -го 

поперечного сечения  d -й ветви при  )1( k -м шаге нагружения; )()1(
dj

k
dj sJ 

  - 
момент инерции при стесненном кручении единицы длины линии профиля  djs  
j -го поперечного сечения  d -й ветви при  )1( k -м шаге нагружения; 
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)()1(
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


 - линейная функция, аппроксимирующая функцию модуля сдвига 

)1( k
djG   по его значениям в узловых точках    и 1  контура  djs  j -го попе-

речного сечения  d -й ветви при  )1( k -м шаге нагружения; )()1(
dj

k
tdj sJ   - мо-

мент инерции при чистом кручении единицы длины линии профиля  djs  j -го 
поперечного сечения  d -й ветви при  )1( k -м шаге нагружения. 

Модули  )1( k
djG    и  )1( k

cdjE   связаны между собой зависимостью 
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где  )1( k
dj  - коэффициент Пуассона, определяемый по формуле: 
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здесь  oE  и o  - модуль деформаций Юнга и коэффициент Пуассона в началь-
ной точке диаграммы деформирования материала. 

Из (1) получаем выражение для определения  )1(
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Для определения положения )1( k
jc используется подход, предложенный в  

[6]. Назначается произвольно расположенная декартовая система координат  

jx и jy . Далее определяется направление главных взаимно перпендикулярных 
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Координаты положения центра жесткости  )1( k
jc j -го узлового поперечного 

сечения относительно главных осей  определятся по формулам 
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где  )1( k
ojir  - длина отрезка перпендикулярного к контуру i -й грани, проведен-

ного от произвольно назначенного полюса.  
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Полная система уравнений, включающая в себя уравнения приращения 
сдвигов в швах составного стержня, уравнения изгиба в конечно-разностной 
форме и уравнение кручения составного стержня в целом на k -м шаге нагру-
жения, примет вид 
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где  )(k
j - угол поворота j -го поперечного сечения составного стержня на  k -м 

шаге нагружения; )(k
igj  - коэффициент жесткости связей сдвига  ig -го шва, со-

единяющего между собой  i -ю и g -ю  ветви составного стержня, на  k -м  шаге 

нагружения;  )(k
igjT  - суммарное сдвигающее усилие в  ig -м шве, накапливаемое 

по длине составного стержня от его начала до j -го поперечного сечения; 
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aig - число связей сдвига, соединяющих i-й стержень с другими стержнями (не 
считая g-го стержня); big - число связей сдвига, соединяющих g-й стержень с 
другими стержнями (не считая i-го стержня); cig - число связей сдвига, не при-
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j  и  )(k
j - перемещения составного 

стержня в плоскостях  zy0   и  z0x ; )(k
xjM


и  )(k

yjM


 - выражения для определения 
изгибающих моментов в главных плоскостях инерции j -го поперечного сече-

ния стержня, составленные с учетом влияния перемещений )(k
j , )(k

j  и  )(k
j ; 

                                           ,2 )(
1

)()(
1

)(2 k
j

k
j

k
j

k
j                                      (14) 

                                           .2 )(
1

)()(
1

)(2 k
j

k
j

k
j

k
j                                        (15) 

 
Коэффициенты при неизвестных и нагрузочный член в  (11) определяются 

из выражений 
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luj - разности секториальных координат поло-
жения швов в j - м поперечном сечении, отнесенные, соответственно,  к стерж-
ням i и g , i и l , g и r , l  и u  при  k -м шаге нагружения (ветви l  и u  не явля-
ются ни  i -ми  и  g -ми  ветвями); igjx  и igjy , iljx  и iljy , lujx  и lujy , 

lujx  и lujy ,- разности координат центров тяжести  j -х  поперечных сечений  

ветвей i  и g , i и l , g и r , l  и u , составляющих стержень; )(k
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кущие модули деформаций для осевых волокон j -х поперечных сечений, соот-
ветственно, i-й и  g-й  ветви стержня при k-м шаге нагружения; Aij и  Agj - пло-
щади j -го поперечного сечения, соответственно, ветвей i  и g ; )k(

xjM  и )(k
yjM  -  

изгибающие моменты  в j -м поперечном сечении составного стержня от внеш-
ней нагрузки при изгибе, соответственно, в плоскостях  yOz  и  xOz на k-м шаге 
нагружения; )(k

ijN  и  )(k
gjN  - продольные силы в j -м поперечном сечении ветвей 

i  и  g  составного стержня от внешней нагрузки на k -м шаге нагружения; 
)(

1
kequ

djE  и  )(
2

kequ
djE - эквивалентные модули деформаций для j -го поперечного се-

чения  d -й  ветви составного стержня, учитывающие сжимаемость оси ветвей 
стержня, влияние деформаций сдвига материала ветвей  и развитие пластиче-
ских деформаций  при их изгибе, соответственно, в плоскостях  z0y   и  z0x  

при k -м шаге нагружения; выражения для определения  )(
1

kequ
djE  и  )(

2
kequ

djE  в  (16) 
были получены и опубликованы автором данной статьи ранее в [7], [8]. 

За пределом упругости коэффициенты жесткости связей сдвига )(k
igj  опре-

деляются по формулам, приведенным в  [2], но с использованием эквивалентно-
го модуля деформаций, если элементы связей работают на изгиб  (по аналогии  
с )(

1
kequ

djE  или  )(
2

kequ
djE ) и секущим модулем деформаций, если элементы связей 

работают на осевую силу (по аналогии с )(k
cijaE  или )(k

cgjaE ). 
Полученные выше выражения позволяют выполнить пространственный 

деформационный расчет неупругого составного стержня при конкретных гра-
ничных условиях. Результаты деформационного расчета могут в дальнейшем 
быть использованы для проверки устойчивости составного стержня методом, 
описанным у Р.С. Санжаровского [9].  
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        Параллельно над этой проблемой работают и некоторые иностранные уче-
ные, например [10]. 
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CALCULATION OF SPATIAL INELASTIC COMPOSITE RODS 

A.A. Rochev 
Petrozavodskiy Gosudarstvenniy Universitet, Petrozavodsk 

        We consider the calculation of the spatial component of inelastic rods of variable cross 
section along the length of the variable stiffness of the shear ties. The basis of the decision is 
an overall theory of elastic composite rods of A.R. Rzhanitsyn operating the space. An expres-
sion for determining compliance with the shutters-rods under torsion takes into account the in-
elastic work of branches and structural connections to the length of the rod panel. 
        KEY WORDS: spatial composite rods, thin-walled structures, the tensional compliance, 
the equivalent strain modules. 


